IV MATEMATYCZNE IGRZYSKA DOLNEJ WISLY
Grudziadz 18 pazdziernika 2003 roku

Szkice rozwigzan

Zadanie 1. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w

ktérym |AB| = |AC|. Wykaz, ze dla dowolnego punktu K

lezacego na podstawie BC' tego tréjkata zachodzi rownosé
|AB|?> = |AK|?> + |BK| - |CK].

Rozwiazanie. Niech D bedzie $rod-

kiem odcinka BC. WprowadZzmy ozna- A

czenia:

|BD|=|CD| =a, |AD| = h, |DK| = z.

Jedli punkt K lezy na odcinku BD, to

|BK|=a—z, |CK|=a+z, ajesli lezy

na odcinku CD, to |BK| =a + z, B afp a C

|CK|=a— 2z. W obu przypadkach

|BK|-|CK| = (a—2)(a+2z)=a®— 22
7 twierdzenia Pitagorasa
|AB|? = |AD|? + |BD|* = h? + a?
oraz
|AK|?> = |AD|? + |DK|? = h? + 22.
Zatem
|AK|?+|BK|-|CK| = h?+2?+a%?—2% = h*+a® = |AB|%.

Zadanie 2. Rozwiaz uktad rownan
zy +z2=1
yz +t =z + 1
2t +r=y+ 2
tr +y=2—3
Rozwiazanie. Zalézmy, ze liczby z, y, z, t spelniaja da-
ny uktad réwnan. Dodajac stronami wszystkie rownania,
otrzymujemy
zytyz+zt+tr+z+t+act+y=t+z+y+z,
skad
Yy +yz + 2zt +tr =0,
czyli
(x4 2)(y+1t)=0.
Zatem x+z = 0 lub y 4+t = 0. Rozwazymy oba przypadki.
1) Zalézmy, ze © + z = 0. Dodajac stronami pierwsze dwa
rOwnania, otrzymujemy
zy+yz+z+t=t+x+1,
skad y(x+2)+z=z+1, czyliz=2x+ 1.
1

Z uktadu réwnaf x +2 =01z = z + 1 dostajemy z = —3

iz= % Podstawiamy te wartosci do pierwszego i trzeciego
rownania. Otrzymujemy uktad rownan

1 1_ _
ey ta =t czyli y+2 =1
%t—%zy—&-l 2y —t = =5,
ktérego rozwiazaniem jest y = fg, t= %

2) Zalézmy teraz, ze y +t = 0. Dodajac stronami drugie

i trzecie rOwnanie, otrzymujemy
yz+zt+t+rx=x+y+3,

skad z(y+t)+t=y+3, czylit =y + 3.

Z uktadu réwnan y +t =01t =y + 3 dostajemy y = —%
it= % Podstawiamy te wartos$ci do pierwszego i trzeciego
réwnania. Dostajemy uktad réwnan

3 I czyli
s5z+a =3, 3z24+2x =1,
Pa . . . . 7 o 9
ktérego rozwigzaniem jest x = —13> Z = 13-

Otrzymalismy dwa rozwiazania:

(x7yazat) = (_%a_%a %a %)a (_1_737_%5 %7%)

Na koniec sprawdzamy, ze otrzymane rozwiazania rzeczy-
wiscie spelniaja dany uktad rownan.

Zadanie 3. Znajdz wszystkie trojki liczb catkowitych do-
datnich k, I, m o tej wlasnoéci, ze liczba k¥ ma (w zapisie
dziesietnym) [ cyfr, liczba I! ma m cyfr, a liczba m™ ma k
cyfr.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze liczba 1' ma 1 cy-
fre, liczba 22 ma 1 cyfre, liczba 33 ma 2 cyfry, liczba 4* ma
3 cyfry, liczba 5° ma 4 cyfry, liczba 65 ma 5 cyfr, liczba 77
ma 6 cyfr, liczba 8% ma 8 cyfr, liczba 92 ma 9 cyfr, a liczba
10'° ma 11 cyfr.
Zalézmy, ze liczby k, [, m spelniaja warunki zadania. Jesli
k > 10, to k¥ > 10*, wiec k¥ ma co najmniej k + 1 cyfr,
czylil > k. Wowczas analogicznie m > [ (gdyz [ > 10) oraz
k > m (gdyz m > 10), co jest niemozliwe.
Zatem k < 9. Gdy 2 < k < 7, to patrzac na odpowiednie
liczby cyfr, otrzymujemy nierownoscil < k, m <lik < m,
co jest niemozliwe.
Zostaje jedynie k = 1,8,9 i wéwczas | = k oraz m = [,
czyli mamy trzy mozliwosci:

(k,I,m)=(1,1,1), (8,8,8), (9,9,9).

Zadanie 4. W polach kwadratowej tablicy 5 x 5 ustaw
liczby:

11, 12, 13, 14, 15,

21, 22, 23, 24, 25,

31, 32, 33, 34, 35,

41, 42, 43, 44, 45,

51, 52, 53, 54, 55
(po jednej liczbie w kazdym polu) w ten sposéb, by w kaz-
dym wierszu oraz w kazdej kolumnie byly liczby o pieciu
roznych cyfrach dziesiatek i pigciu réznych cyfrach jedno-
Sci.

Rozwiazanie. Cyfry dziesigtek ustawiamy na przyklad
tak:




