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Eliminacje 9 maja 1998 roku

Szkice rozwigzan zadan dla klas pierwszych

Zadanie 1. Sposéb I
Wypisujemy po kolei liczby mniejsze od 100 postaci: 12 +
22 =5, 12432 = 10, itd. do 12 +92 = 82, gdyz nastepna jest
juz trzycyfrowa. Dalej wypisujemy 22432 = 13, 22+42 = 20,
itd. do 2% 4 9% = 85. Nastepnie 32 + 42 = 25, 32 +52 = 34,
., 32492 = 90, potem 4% + 52 = 41 do 4% + 9% = 97, dalej
52462 =61, 52+ 7> =74, 5> + 8% = 89 i w konicu 62 + 7% =
85. Widaé, ze najmniejsza liczba, ktora sie powtarza, jest
n=065=1%+8% =42+ 7%

Sposéb 11

Szukamy liczby naturalnej n spetniajacej warunki n = a?+4-b2
in=c?+d? gdzie np. a < bic < d. Réwnosé a® + b*> =
c? + d? przeksztalcamy do postaci b? — d? = ¢ — a?, czyli
b—-d)-(b+d) = (¢—a)-(c+a). Pary liczb a,b i ¢,d
powinny by¢ rézne, wiec rézne maja by¢ nawiasy po obu
stronach tej rownoéci. Widaé tez, ze oba nawiasy po kazdej
ze stron muszg tej samej parzystosci (dlaczego?). Mozemy
wzia¢ np. 1-15=3-5,czylib—d=1,b+d=15,c—a =3,
¢+ a = 5, skad otrzymujemy b =8, d =7, ¢c =4, a =1,
czylin = 65 = 12 4+ 82 = 42 4+ 72 (ale dlaczego to n jest
najmniejsze?).

Zadanie 2.

Liczba 1998! =1-2-3-4 - - 1997 - 1998 ma tyle zer na
koncu, jaka jest najwieksza potega liczby 10, przez ktéra
jest podzielna. 10 = 2 - 5, wiec szukamy po prostu wyktad-
nika, z jakim wystepuje liczba 5 w rozkladzie liczby 1998!
na czynniki pierwsze (dlaczego 5, a nie 27). W iloczynie
1-2-3-...-1997-1998 jest 1995 = 399 czynnikéw podzielnych

przez 5 w tym % =179 podmelnych przez 25, 85 — 15

125
podzielnych przez 125 i % 3 podzielne przez 625. W
takim razie liczba pierwsza 5 wystepuje w calym iloczynie
399 4+ 79 4+ 15 + 3 = 496 razy i tyloma zerami konczy sig¢

1998!.

Zadanie 3.

Niech érodkowa AD dzieli tréjkat ABC na dwa trojkaty réw-
noramienne: AABD i ANACD.

W trojkacie rownoramiennym katy przy podstawie sg ostre.
(Jedli KL = KM, to bok LM nazywamy podstawa trojka-
ta réwnoramiennego K LM.) Zauwazmy, ze jeden z katéw
LADB i LADC jest prosty lub rozwarty (gdyz ich suma
wynosi 180°). Oznacza to, ze AB jest podstawa w AABD
(czyli AD = BD) lub AC jest podstawa w AACD (czy-
i AD = CD). Je$li AD = BD, to AD = CD (gdyz
BD = CD) i na odwrét, czyli tak czy inaczej, mamy
AD =BD =CD.

Wowcezas /BAD = /ABD = i /CAD = /ACD = ~.
Suma katéw w tréjkacie ABC wynosi 20 + 2y = 180°, skad
otrzymujemy /BAC = 3+ v = 90°, czyli trojkat ABC jest
prostokatny.

Zadanie 4.
Jedli do dwunastej zostalo ¢t minut, to wskazéwka godzinowa
znajduje sie %t stopni przed dwunasta, a minutowa 6t stopni

przed dwunasta. Kat miedzy nimi Wynosi r=6t—3it= 11t
stopni, jesli Ht < 1801 Jc = 360 — t stopni, Jesh St > 180
(i wowczas x> 360 — 5 - 60 = 30 stopni). Zatem t=2z
lub t = = - (360 — ), przy czym dla z < 30 zachodzi tylko

jedna mozhwosc t= %x

Szkice rozwigzah zadan dla klas drugich i trzecich

Zadanie 1.

Zauwazmy najpierw, ze skoro a, - Gp+1 = n?>+n > 0, to
an # 0 dla kazdego n. Korzystajac z réwnosci a,, - apy1 =
n - (n+ 1), dostajemy
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dla dowolnego k£ > 1. Mamy wiec:
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Zadanie 2. Sposo6b 1

Jesli AX =2 (0<z<3),to BX =1-—2iBY = 2z.
Woéwezas XY?2 = BX?2+BY? = (1—-2)2+(22)? = 52® — 22+
1. Tréjmian kwadratowy 522 —2x 4 1 przyjmuje najmniejsza

Py, 4 b 1 . L. s .
wartosé H dla x = —5- = <. Najmniejsza wartoscia

XY? jest 2 =, wWiec najmniejsza odlegtos¢ XY wynosi \/g =
2

7
Sposob 11

Jedli uklad odniesienia zwiazemy z punktem X (ktéry po-
zostaje we wierzchotku A), to punkt Y bedzie sie poruszal
z wierzchotka B do $rodka E boku CD. Najmniejszg od-
legloscia punktéw X i Y jest woéwczas odlegtoséé punktu A
od prostej BE, czyli dtugoéé odcinka AF, gdzie F € BE i
AF 1 BE. Tréjkaty AFB i BCE sa podobne (katy!), wiec

AF = g—g = %. 7 latwoscig obliczamy BE = %, zatem
AF =
Zadanie 3.

Umiemy podzieli¢ kwadrat ABC'D na sze$¢ tréjkatoéw w spo-
s6b nastepujacy. Na bokach AB i CD obieramy punkty E i
F', odpowiednio, dzielace je w stosunku 1 : 2 (BE =2-FEAi
DF = 2-CF). Niech G bedzie $rodkiem boku BC, a H érod-
kiem odcinka DE. Podzieliliémy kwadrat na tréjkaty ADE,
BEG, CEF,CEG, DFH i EFH.

Zadanie 4.

Gdyby B byt rycerzem, to C'i D byliby rycerzami, ale C mé-
wi, ze A jest lotrem, a D moéwi, ze A jest rycerzem, sprzecz-
no$¢. B nie moze by¢ rycerzem, wigc jest totrem. Podobnie
uzasadniamy, ze D jest lotrem.

Jedli A jest rycerzem, to C (zgodnie z tym, co méwi A)
jest totrem i wszystko sie zgadza. Jesli A jest lotrem, to
zdanie wypowiedziane przez C jest prawdziwe, czyli jest on
rycerzem i tez sie wszystko zgadza.

Otrzymujemy zatem, ze wsrod A, B, C, D sa same lotry i je-
den rycerz: A lub C.



