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Zadania dla szkoty Sredniej Zestaw I (5 IX)

Zadanie 1. Ktoére liczby catkowite mozna przedstawi¢ w postaci roznicy kwadratow
dwoch liczb catkowitych?

Zadanie 2. Rozwiaz uktad réwnan

r+y = 2
{(xz—yz)(:cB’—yB) = 2432.

Zadanie 3. Czy liczby naturalne od 1 do n? + n mozna ustawi¢ w tablicy n x (n + 1)
w ten sposob, by réwne byty sumy liczb w kazdym wierszu i réwne byty sumy liczb w
kazdej kolumnie.

Zadanie 4. Dane sg liczby rzeczywiste a, b, c. Znajdz funkcje f, spetniajaca dla kazdego
x € R rownanie

@) +b-fla—z)=c.
Zadanie 5. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykaz, ze

|BP|  |BC|
|AP|  |AD|’

gdzie P jest punktem przeciecia przekatnych AC i BD.
Zestaw II (19 IX)

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla kazdego naturalnego n > 1 liczba +/3n + 2 jest niewy-
mierna.
Zadanie 2. Dane sg liczby naturalne m,n,r > 1. Oblicz sume

Z”: 1

= (km4r)(k+1)m+r)

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie funkcje postaci

ar +b
= va

gdzie a,b,c¢,d € R (oraz ¢ # 0 lub d # 0), takie, ze f(f(z)) = = dla kazdego x z dziedziny
funkcji f.



Zadanie 4. Zmnajdz dtugos¢ dwusiecznej kata prostego w trojkacie prostokatnym o przy-
prostokatnych dtugosci a i b.

Zadanie 5. Niech O, oznacza obwdd n-kata foremnego opisanego na okregu o promie-
niu 1. Wykaz, ze ciag (O,,)%2 5 jest malejacy i ograniczony z dotu. Znajdz jego granice.
To samo zadanie w przypadku, gdy O,, oznacza obwdd n-kata foremnego o polu réwnym 1.

Zestaw III (10 X)

Zadanie 1. Uzasadnij, ze jezeli liczba calkowita n nie dzieli sie przez 5, to liczba n* + 4
dzieli si¢ przez 5.

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé

422+ 0" < (n+1)"

i

(S

Zadanie 3. Znajdz dtugosci bokéw trojkata, ktorego wysokosci wynosza %, i

Zadanie 4. Wysokos¢ i sSrodkowa, poprowadzone z wierzchotka trojkata, dzielg kat przy
tym wierzchotku na trzy rowne czesci. Znajdz katy tego tréjkata.

Zadanie 5. Czy istnieje wieloScian, ktorego wszystkie Sciany majg rozne liczby bokéw?
Zestaw IV (31 X)

Zadanie 1. Wykaz, ze jesli n jest liczba catkowita, to

n3 + 2003n
6

tez jest liczba catkowita.

Zadanie 2. Wykaz, ze jezeli
Prr=y*+ty=2"+z,
torxr=yluby =2z lub z = .
Zadanie 3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z1, ..., z, zachodzi nierownos¢

(1 + @) (o + 23) . .. (Tp1 + ) (T + 1) = 2" 29 ... T,

Zadanie 4. Trapez rownoramienny o podstawach dlugosci a i b jest opisany na okregu.
Wyznacz promien tego okregu.

Zadanie 5. Dany jest trojkat ABC. Na bokach tego trojkata budujemy trzy tréjka-
ty rownoboczne: tréjkat ABD do wewnatrz trojkata ABC, a trojkaty BCE i CAF na
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zewnatrz. Wykaz, ze punkty C, D, E, F sa wierzchotkami réwnolegtoboku lub lezg na
jednej prostej.

Zestaw V(21 XI)

Zadanie 1. Udowodnij réwnosé

11...1-99...94+33...3=11...122...2.
—_— Y—— Y= ——

n n n n n

Zadanie 2. Wykaz, ze liczba n® —n? jest podzielna przez 60 dla dowolnego catkowitego n.

Zadanie 3. Rozwiaz réwnanie x - [x] = 10, gdzie symbol [x] oznacza czesé catkowita
liczby x.

Zadanie 4. Uzasadnij, ze jezeli liczby rzeczywiste a i b spelniaja warunek

a”+b”_ a+0b\"
2\ 2

dla n = 2, to speliaja ten warunek dla dowolnego naturalnego n.

Zadanie 5. Wykaz, ze w kazdym trojkacie stosunek dtugosci pewnych dwoch bokéw jest
wiekszy od 1 i mniejszy od @

Zestaw VI (5 XII)

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie trojki liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniajacych warunki

:b—gc 1 c:\/@.

a

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnego rzeczywistego x zachodzi réwnosé

[z] + [z + %] = [2x].

Zadanie 3. Znajdz najmniejsza liczbe s, dla ktorej istniejg liczby rzeczywiste b i ¢ takie,
ze nierownoscé

|22 +br +c| < s
zachodzi dla kazdego = € [—1,1].

Zadanie 4. Wykaz, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw tréjkata, to liczby +/a,
Vb, Ve tez sa dlugosciami bokéw tréjkata.



Zadanie 5. W pewnym czworokacie przekatne sa dwusiecznymi katéw wewnetrznych.
Jaki to czworokat?

Zestaw VII (91)
Zadanie 1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych k,[,m > 1 zachodzi nierow-

nosé
2- (KM + U4+ m!) < (E+1+m)!

Zadanie 2. Na ile sposobow mozemy ustawi¢ liczby 1, 2, 3, 4, 5 w ciag, w ktérym dla
k=1,2,3,4,5 liczba k nie stoi na k-tym miejscu?

Zadanie 3. Oblicz sumy:

a) > mima...my, b)Y

gdzie wyrazenia po lewej stronie réwnosci oznaczaja odpowiednio sumy (symbol ) wy-
razen postaci

1

mims ... my’

1
a) mimse ... Mg, b) m,
1082 -« T

po wszystkich uktadach liczb mq, mo, ..., m, takich, ze 1 <m; <mg < ... <my < n.

Zadanie 4. Na boku AB prostokata ABC'D obrano taki punkt P, ze tréjkaty ADP
i BPC' sa podobne. Wykaz, ze do kazdego z tych trojkatow jest podobny trojkat PCD.
Jaka zaleznos¢ musza spetnia¢ dtugosci bokow prostokata, aby istniat punkt P o podanej
wlasnosci?

Zadanie 5. Dane sg liczby dodatnie p i ¢q. Ktére z czworokatow o przekatnych dtugosci
p i ¢ maja najwicksze pole?

Zestaw VIII (30 1)

Zadanie 1. Wykaz, ze dla dowolnego catkowitego n > 0 liczba 42" —15n—1 jest podzielna
przez 225.

Zadanie 2. Oblicz [ [IT...T].

2n

Zadanie 3. Dane sg liczby rzeczywiste a i b. Rozwiaz réwnanie

sin ax + cosbx = 0.

Zadanie 4. Na bokach AC i BC trojkata ABC' obrano odpowiednio punkty K i L.
Majac dane pola trojkatéw ABP, APK i BPL, oblicz pole czworokata C'K PL.



Zadanie 5. Uzasadnij, ze jesli dowolny ptaski przekrdj pewnej bryty jest kotem, to ta
bryta jest kula.

Zestaw IX (13 1I)

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwigzania réwnania
m" =729
w liczbach naturalnych m, n.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze jezeli p, ¢ i r sa r6znymi liczbami pierwszymi, to suma %—I— % —I—%
nie jest odwrotnoscig liczby naturalne;j.

Zadanie 3. Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste a i b spelniaja warunek a +b > 0, to
zachodzi nierownos¢
(a? +b*)(a® + b°) > (a® + b*)(a* + b*),

a jezeli spetniaja warunek a + b < 0, to zachodzi nieréwnosé

(a® + 1) (a® + 1) < (a® + b%)(a* + bY).

Zadanie 4. Dana jest funkcja kwadratowa f:R — R oraz liczby rzeczywiste x; < x5
i y1 < yo. Wykaz, ze jezeli liczby f(x1), f(xa) 1 f(BE22) leza w przedziale [yy, ys], to dla
kazdego x € (x4, x) liczba f(z) lezy w przedziale [$y1 — syo, 32 — sY1)-

Zadanie 5. Majac dang miare kata ostrego w trojkacie prostokatnym, oblicz stosunek
promienia okregu wpisanego w ten trojkat do promienia okregu opisanego na tym tréjka-
cie.

Zestaw X (15 I1I)

Zadanie 1. Podaj przyktad n kolejnych liczb naturalnych, z ktérych zadna nie jest liczba
pierwszg.

Zadanie 2. Wykaz, ze dla dowolnego naturalnego n liczby 2n + 3 i 3n + 4 sa wzglednie
pierwsze.

Zadanie 3. Dane sa liczby naturalne m i n takie, ze m > n + 1. Uzasadnij, ze liczba
m 1 jest calkowita i znajdz jej reszte z dzielenia przez m — 1.

m—1

Zadanie 4. Majac dane sinx - cos z = a, oblicz sin z 4 cos* z.

Zadanie 5. Na przeciwprostokatnej BC' réwnoramiennego trojkata prostokatnego ABC
obrano dowolny punkt D. Uzasadnij, ze pozostate dwa wierzchotki kwadratu o przekatnej

AD sg srodkami okregéw opisanych na tréjkatach ABD i ACD.
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Zestaw XI (29 I1I)

(2n)!

n!

Zadanie 1. Znajdz najwicksza potege liczby 2, przez ktéra dzieli si¢ liczba

Zadanie 2. Rozwiaz uktad réwnan

r+2y = xy
y+3z = yz
z4+4r = zx.

Zadanie 3. Dane sa liczby dodatnie a i b. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartos¢ wyra-
zenia 22 + y? dla liczb z, y spetniajacych warunek ax + by = 1?7

Zadanie 4. Udowodnij, ze w tréjkacie ABC srodkowe poprowadzone z wierzchotkdw
A1 B sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy

|AC* 4+ |BC|* = 5 - |AB|?.

Zadanie 5. Znajdz wysoko$¢ trapezu, ktorego kolejne boki maja dtugosci 2, 3, 51 4.
Zestaw XII (26 1V)

Zadanie 1. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych nieujemnych m, n, dla ktérych
m? =2"+ 1.

1 1
Zadanie 2. Wiadomo, ze a — — = 2. Oblicz a® — —-
a a

Zadanie 3. Udowodnij nieré6wnosé
Py +l>ay+r+y

dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y.
Zadanie 4. Dana jest liczba naturalna n. Oblicz sume

1-2'42.2243.224+ ... 4+n-2"

Zadanie 5. Na plaszczyznie dane sg dwa trojkaty rownoboczne ABC' i DEF takie, ze
punkt C' lezy na prostej DE, a punkt F' lezy na prostej AB. Wykaz, ze jezeli B # D
i A=# FE, to proste BD i AE sg rownolegte.

Zestaw XIII (10 V)

Zadanie 1. Wykaz, ze 1n* +n® — in? — n jest liczba calkowity podzielng przez 3 dla
kazdego catkowitego n.



Zadanie 2. Znajdz wszystkie liczby naturalne n > 1 o tej wtasnosci, ze kwadrat dowolnej
liczby pierwszej wigkszej od 3 daje przy dzieleniu przez n reszte 1.

Zadanie 3. Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw trojkata, to

2

2 2 C
b* > —.

a” + 5

Zadanie 4. Udowodnij, ze jezeli suma m pierwszych wyrazow pewnego ciagu arytme-
tycznego jest réwna sumie jego n pierwszych wyrazow, przy czym m # n, to suma m +n
pierwszych wyrazéw tego ciagu jest rowna 0.

Zadanie 5. Dany jest szeSciokat, ktory ma trzy pary bokéw réwnolegtych i mozna w
niego wpisa¢ okrag. Uzasadnij, ze ten szeSciokat ma trzy pary bokow réwnych.

Zestaw XIV (24 V)

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p mniejsze od 20, o tej wlasnosci, ze liczba
n% 4+ n 4+ 1 nie jest podzielna przez p dla zadnego catkowitego n.

Zadanie 2. Udowodnij, ze jezeli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 2 ani przez
5, to istnieje liczba naturalna k taka, ze liczba

11...11
—_———

jest podzielna przez n.

Zadanie 3. Co mozemy powiedzie¢ o znakach liczb a, b, ¢, jesli znamy znaki liczb

a+b+c, ab+bc+ca, abc?

Zadanie 4. Dany jest trojkat o bokach dtugosci a, b, ¢ i przeciwlegtych katach o miarach
odpowiednio a, i 7. Udowodnij, ze jezeli liczby «, (3, v tworza ciag arytmetyczny, to
sinus réznicy tego ciagu jest rowny gdzie R jest promieniem okregu opisanego na
danym tréjkacie.

c—a
2R’

Zadanie 5. Znajdz najmniejsza liczbe dodatnig r o tej wlasnosci, ze kazdy czworokat o
bokach dtugosci nie wigkszej od 1 jest zawarty w pewnym kole o promieniu 7.



Wskazéwki do zadan

Zestaw [
1. Oblicz np. réznice kwadratow kolejnych liczb catkowitych.

2. Korzystajac z pierwszego réwnania, mozesz 2 + y? wyrazié¢ przez xy. To sie przyda
w drugim réwnaniu.

3. Co mozna powiedzie¢ o sumie liczb w kazdym wierszu, a co o sumie liczb w kazdej
kolumnie?

4. Za x podstaw a — x.

5. Zwr6é uwage na trojkaty ADP i BCP.

Zestaw 11

1. Przypusémy, ze ta liczba jest wymierna. Przeksztat¢ otrzymang rownosé i zwrdé uwage
na reszty z dzielenia przez 3.

2. Pomnéz sume przez m i przedstaw kazdy sktadnik w postaci réznicy dwoch utamkow.
4. Zauwaz, ze ta dwusieczna jest przekatng pewnego kwadratu.

5. Potacz srodek okregu z wierzchotkami n-kata i przyjrzyj sie utworzonym tréjkatom.

Zestaw II1

1. Jaka reszte przy dzieleniu przez 5 moze da¢ kwadrat, a jaka czwarta potega liczby
catkowitej? Drugi sposéb: Pokaz, ze n* — 1 jest podzielne przez 5.

2. Ile sktadnikow liczy suma po lewej stronie? Ktory z nich jest najwigkszy?

3. Oznacz przez P pole szukanego trojkata i znajdz dtugosci jego bokow. Jaki to jest
trojkat?

4. Zajmij sie trojkatem prostokatnym.

5. Rozwaz Sciane o najwigkszej liczbie bokéw i zastanow sie nad liczba $cian wieloscianu.

Zestaw IV
1. Liczba 2004 dzieli si¢ przez 6.

2. W kazdej z obu réwnosci przenie$ wszystko na lews strone i spréobuj cos wytaczyé.
Drugi sposob: wykorzystaj funkcje kwadratowa f(t) = t* +t.

3. Skorzystaj z nieréwnosci a +b > ...

4. Jesli czworokat jest opisany na okregu, to zachodzi pewna prosta zaleznosé¢ miedzy
dhugosciami jego bokow.

5. Przyjrzyj sie trojkatom BDE i ADF'.



Zestaw V
1. Obie strony sa podzielne przez pewna (duza) liczbe.
2. Przedstaw dang liczbe w postaci iloczynu.

3. Rozwaz oddzielnie z > 0 i x < 0. Oznacz [z] przez n. Sprobuj z danego réwnania
dowiedzie¢ sie czegos o n.

4. Napisz warunek dla n = 2 i przeksztat¢ go do najprostszej postaci.

5. Przypusémy, ze w pewnym tréjkacie ten warunek nie jest spetniony. Zbadaj nieréwnosé
trojkata.

Zestaw VI

2. Oznacz [x] przez n. Przedzial, w ktérym lezy x, podziel na dwie czesci.

3. ZmnajdZ najwicksza warto$¢ funkcji @ +— |22 + bz + c| w przedziale [—1, 1].

4. Liczby dodatnie a, b, ¢ s dtugosciami bokéw trojkata doktadnie wtedy, gdy spetniaja
pewne nieré6wnosci.

5. Przyjrzyj sie trojkatom, na ktore jedna przekatna dzieli czworokat.

Zestaw VII

1. Niech np. m bedzie najwieksza z danych liczb. Oszacuj, w zaleznosci tylko od m,
wyrazenie po lewej stronie nierdwnosci.

3. Jak zmieni si¢ kazda z sum, gdy ,przejdziemy” od n do n + 17
4. Trojkaty ADP i BPC sa prostokatne. Wystarczy przyjrze¢ sie przyprostokatnym.

5. Skorzystaj ze wzoru na pole czworokata w zaleznosci m.in. od dtugoéci przekatnych
(ewentualnie wyprowadz taki wzor).

Zestaw VIII

1. Skorzystaj ze wzoru na (a+b)". Drugi sposob: zajmij sie najpierw podzielnoscia przez
15.

2. Wyraz 99...9 przez potege liczby 10.

2n
3. Przenie$ cos na prawg strone i zamien na sin. Kiedy sinusy dwoéch liczb sg réwne?
4. Najpierw oblicz pole trojkata PK L.

5. Rozwaz przekrdj o najwiekszej srednicy.

Zestaw IX
1. Roztdz liczbe 729 na czynniki pierwsze.

2. Przedstaw te sume w postaci utamka. Czy jest to utamek skracalny?



3. Wymnéz nawiasy, przenie§ wszystko na jedna strone i (po skréceniu odpowiednich
sktadnikéw) sprobuj co$ wylaczyé.

4. Jedli wspotrzedna xy wierzchotka paraboli lezy poza przedziatem [z, x5, to funkcja jest
monotoniczna w przedziale [x1, z5). Jesli np. xg € [z, BFE2] i a > 0, to rozwaz przedzial,
w ktorym funkcja przyjmuje wartosci mniejsze od y;.

5. Gdzie lezy srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym? Nastepnie przyjrzyj
si¢ odcinkom taczacym wierzchotki trojkata z punktami stycznosci okregu wpisanego.

Zestaw X
1. Tu moze si¢ przydac silnia.
2. Wspdlne dzielniki liczb a i b sg takie same jak wspoélne dzielniki liczb a — b 1 b.

3. Korzystajac ze znanego wzoru tatwo napisa¢, czemu jest rowny dany utamek. Nastepnie
tak przeksztalé¢ to wyrazenie, aby ,powytaczaé” m — 1. Drugi sposéb: niech m’ = m — 1.

4. Zastanow sie, jak skorzystac¢ z jedynki trygonometryczne;j.

5. Rozwazane wierzchotki kwadratu leza na symetralnej odcinka AD, wiec wystarczy
pokazaé, ze jeden z nich lezy na symetralnej odcinka AB, a drugi na symetralnej odcinka

AC.

Zestaw X1

1. Rozwiaz zadanie dla matych n i swoja hipoteze udowodnij indukcyjnie. Drugi sposéb:
przyjrzyj sie parzystym czynnikom licznika.

2. Przeksztal¢ réwnania uktadu tak, aby otrzymac¢ uktad, ktory tatwo jest rozwigzac.
3. Wyraz np. y przez x. Drugi sposob: interpretacja geometryczna.

4. Mozna to udowodni¢ korzystajac z wtasnosci iloczynu skalarnego wektoréw, ale sg tez
inne sposoby.

5. Sprowadz zadanie do wyznaczenia wysokosci pewnego tréjkata.

Zestaw XI11

1. Przenies ,,1” na lewa stron¢ réwnania.

2. Podnies obie strony danej réwnosci do trzeciej potegi.

3. Pomnéz obie strony nierownosci przez 2.

4. Ogznacz dang sume przez S i napisz, czemu jest réwne 2.5.
5. Pewne punkty leza na jednym okregu.

Zestaw XIII

1. Przedstaw dane wyrazenie w postaci utamka. Licznik tego utamka rozt6z na czynniki.

2. Sprawdz najpierw kilka matych liczb pierwszych, postaw hipoteze ogolna i ja udowod-
nij.
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3. Skorzystaj z nieréwnosci trojkata.

4. Skorzystaj ze wzoru na sume n (odp. m, m + n) pierwszych wyrazéw ciggu arytme-
tycznego, w zaleznosci od wyrazu pierwszego i roznicy tego ciggu.

5. Zauwaz, ze srodek okregu jest srodkiem symetrii danego szesciokata.

Zestaw X1V

1. Zauwaz, ze jesli n? +n + 1 nie jest podzielne przez p dlan = 0,1,...,p— 1, to nie jest
podzielne przez p dla zadnego naturalnego n.

2. Rozwaz dane liczby dla £ = 1,2, 3, ... i skorzystaj z zasady szufladkowej Dirichleta.
3. Zbadaj znaki danych wyrazen w zaleznosci od znakéw liczb a, b, c.

4. 7majdz najpierw 3.
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