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12 IX rok 2003/2004 Bukuet 1

1. Udowodnij, ze jezeli x > 4, to:
>

a) zt — 423 > 01 23 — 42 > 0;

b) 2t — 323 — 42% > 0;
c) xt —32% — 32> -3z —4 > 0.

2. Udowodnij, ze jezeli z > 5, to

22— 322 —6x—15> 0.

3. Udowodnij, ze jezeli x > 2, to

2o 4t =5+ =5 +1>0.

3X Bukiet 2
Symbolem [];_,, ar oznaczamy iloczyn a,, - Gp+1 - ... - a,, na przyktad
i 1 1 1 1
l—-—=)=(1-=)-(1—-=)-...-[1——=).
H0-5)-0-5) (-5 (-3
1. a) Zauwaz, ze 1 — 5 = Ug*l;#

b) Korzystajac z punktu a) rozpisz iloczyn [[}_, (1 — k—g) i oblicz go.

(0-5),

c) Oblicz iloczyn

gdzie n > 2 jest liczba naturalng.

2. a) Rozl6z na czynniki licznik i mianownik utamka gj:fk__% i oblicz iloczyn
ﬁ k* —k—2
s K242k =3
b) W podobny sposob oblicz iloczyn
ﬁ 3k* +2k — 1
iy Sk —k—2



c) Oblicz iloczyn
ﬁ k2 4k +1
o k2= k41

3. Dana jest liczba rzeczywista r > 0. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n

zachodzi nieréwnosé
n r—1
1 <1 N 7> <
Pt n(n+r)

24 X Bukiet 3

1. Przedstaw kazda z funkcji sin 2z, sin 3z i sin4x w postaci F(cosz) - sinx, a kazda z
funkcji cos 2z, cos 3z i cosdx w postaci G(cosx), gdzie F' i G sa wielomianami.

2. Okreslmy ciagi wielomianéw (P,) i (Q,), n =0,1,2, ..., nastepujaco:
Po(y) =1, Pi(y) = 2y, Poia(y) = 2yPuly) — Poa(y) dlan > 1,

QO(y) = 17 Ql(y) =Y, QnJrl(y) = Qan(y) - anl(y) dla n 2 L.

a) Wyznacz wielomiany P, i @, dlan = 2,3,4 i poréwnaj je z wielomianami z zadania 1.

b) Udowodnij indukeyjnie, ze wielomiany P, i @, speliaja warunki

sin(n+ 1)z = P,(cosz)-sinx
cosnr = Q(cosx)

dla dowolnego n.
c) Wykaz, ze wielomiany P, i @, sa stopnia n oraz sa funkcjami parzystymi dla parzystych
n i nieparzystymi dla nieparzystych n.

14 XI Bukiet 4
1. Dany jest zbior n-elementowy. Wybieramy kolejno rézne elementy aq, as, as, . .. tego
zbioru.

a) Na ile sposobéw mozemy dla danego elementu a; dobra¢ drugi (rézny od niego) ele-
ment ay?

b) Na ile sposobéw do danej pary (ai, az) mozemy dobraé trzeci element az, rézny od a;
1 ag?

c) lle jest wszystkich par (a1, as), a; # ag, utworzonych z elementéw zbioru n-elemento-
wego? lle jest trojek (ay, as, as), w ktorych aq, as, az sa réznymi elementami tego zbioru?
d) Niech k£ < n. Ile jest k-wyrazowych ciagdéw (ay,as,...,a;) utworzonych z réznych
elementow danego zbioru n-elementowego?

e) Na ile sposobéw mozemy wszystkie elementy danego zbioru n-elementowego ustawié
w ciag?



2. Chcemy wybra¢ k-elementowy podzbiér danego zbioru n-elementowego.
a) lle ciagéw (ay,as,...,ax), o ktérych mowa w zadaniu 1d), daje ten sam podzbiér
{a1,as,...,a;}?

b) Ile jest k-elementowych podzbioréw danego zbioru n-elementowego?
28 XI Bukiet 5

1. Udowodnij, ze dla kazdego x € R

—\/§< sinx + cosx < V2.

2. Udowodnij, ze dla kazdego = € [—1, 1] zachodzi réwnosé

. ™
arcsinx + arccosr = 5

3. Udowodnij, ze dla kazdego = € [—1, 1] zachodza nastepujace nieréwnosci:
a) cos(arcsinx) < arcsin(cos ),

b) sin(arccosz) < cos(arcsinz).

12 XII Bukiet 6
Dana jest liczba pierwsza p i liczba naturalna n > 1.

1. Uzasadnij, ze kazda liczbe naturalna m > 1 mozna jednoznacznie przedstawic¢ w postaci
p¥-r, gdzie k jest nieujemny liczba catkowita, a r jest liczba calkowitg niepodzielna przez p.

Nazwijmy liczbe r cze$cia wolna od p liczby m.

2. Zauwaz, ze iloraz dwdch liczb naturalnych jest potega liczby p o wyktadniku catkowi-
tym doktadnie wtedy, gdy czesci wolne od p tych liczb sg réwne.

3. Wyznacz zbior czesci wolnych od p liczb 1,2, 3, ..., np.

4. Udowodnij, ze jesli wybierzemy dowolne n- (p — 1)+ 1 liczb ze zbioru {1,2,3,...,np},
to iloraz pewnych dwoch sposréod wybranych liczb bedzie potega liczby p.

5. Czy jesli wybierzemy n - (p — 1) liczb ze zbioru {1,2,3,... ,np}, to zawsze wsrdd
wybranych liczb beda dwie takie, ktorych iloraz jest potega liczby p?

16 1 Bukiet 7
1. Wykaz, ze jezelix < 1iy>1, to
r+y=>axy+ 1.

3



2. Udowodnij indukeyjnie, ze jesli illoczyn liczb dodatnich zq, o, ..., x, wynosi 1, to

T+ o+ ... +x, = n.

3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich ay, as, ..., a, zachodzi nieréwnos¢

ap+as+ ...+ a,
n

= Yajas. .. a,.

4. Rozstrzygnij, kiedy w powyzszych nierownosciach zachodza réwnosci.
6 II Bukiet 8
Dana jest liczba rzeczywista r > 0.

1. Narysuj w uktadzie wspotrzednych zbiory punktow spetiajacych rownania:
a) |z[+lyl=r, b)2®+y* =17
) lrtyl+lr—yl=2r, d) 2" +y"=2% e) |z[+|yl=2r

2. Uzasadnij algebraicznie, ze:
a) jesli |z| + |y| <7, to |z <7y |yl < ria? +y? < ¥
b) jesli 2% + y? < r?, to |z
¢) |z +y|+ |x — y| < r dokladnie wtedy, gdy || < ri|y| < r;
d) jesli [z| <7 iyl <7, to x? +y?* < 2r%

e) jesli 2% + y? < 2r% to |zy| < r?i|z) + |y < 2r.

<
<rilyl <

Podaj interpretacje geometryczna implikacji a), b), d), e).

3. Dane sa liczby rzeczywiste a i b. Niech m = min{a, b}, M = max{a,b}. Pokaz, ze
jezeli 2% 4+ y? < 2r?, to
|z —al+ |y — b < a] + [b] 4 2r.

4. Dane sa liczby rzeczywiste a i b. Niech m = min{a, b}, M = max{a,b}. Wykaz, ze
jezeli |x| + |y| < r, to

a) |z|- (r+2la|)+ |y| - (r+2|b]) < r? + 2Mr;

b) (z—a)* + (y =) <m?+ (M +71)°

Podaj geometryczne uzasadnienie nieréwnosci b).

23 11 Bukiet 9
1. Dana jest funkcja f: R — R oraz punkt o wspoétrzednych (xq, yo). Uzasadnij, ze wykres
funkeji f ma $rodek symetrii w punkcie (zg,yo) dokladnie wtedy, gdy funkcja f spetnia
dla kazdego = € R réwnanie f(xg + x) + f(zo — ) = 2yp.
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2. Dana jest funkcja f:R — R oraz prosta o réwnaniu x = xzy. Uzasadnij, ze wykres
funkcji f ma o$ symetrii o rownaniu x = xy doktadnie wtedy, gdy funkcja f spetnia dla
kazdego = € R rownanie f(zo+ x) = f(xo — 2).

3. a) Wykaz, ze punkt (x9,ys) jest symetryczny do punktu (x1, ;) wzgledem prostej o
réwnaniu y = ax + b (a,b € R) dokladnie wtedy, gdy

yi+ye=a-(r1+x2)+2b 1 x4+ ay; = x2 + ays.

b) Uzasadnij, ze wykres funkcji f: R — R ma o$ symetrii o rownaniu y = ax+0b (a,b € R)
doktadnie wtedy, gdy funkcja f spetnia dla kazdego x € R réwnanie

a®?—1 2a 2b
no__ . .
f(x)_a2+1 f(x)+a2+1 x+a2+1’
gdzie
2a a’> —1 2ab
/ p— . — . _—
x_a2—|—1 /(@) a?+1 a?+1
22 111 Bukzet 10

1. Wymnéz wszystkie nawiasy:

(2% = (y = 2)")(@* = (y + 2)*).

2. Rozt6z na czynniki wyrazenie

a® + b8 + & —2ap* — 20*c* — 264,

3. Wykaz, ze liczby dodatnie a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata prostokatnego do-
ktadnie wtedy, gdy
2 (a®+0* + %) = (a* +b* + )

191V Bukiet 11

Dane sg zbiory skonczone Ay, As, ..., A,. Dlai=1,2,...,norazx € A;UA,U...UA,
okreslamy

B 1, jedli xe A,

wilw) = Wiz € 4) = { 0, jesli x & A,

gdzie W ( ) oznacza warto$¢ logiczna zdania.

1. Zauwaz, ze

11— wi(z)) =1+ (-1)F > wiy () .. wg, ().

i=1 k=1 1<i1<...<ip<n



2. Sprawdz réwnosé

wiy (). wy (v) =W(x e A, N .NA;).

3. Wykaz, ze dla kazdego v € AU A, U...UA,

k=1 1< <. < <n

4. Dane sa zbiory skonczone B C A. Zauwaz, ze

> W(zeB)=|B|

T€EA

gdzie | B| oznacza liczbe elementéw (moc) zbioru B.

5. Udowodnij wzor

[ATUA U UA =D (=D Y A, N N Al

k=1 1< <. <ip<n

4V Bukiet 12

1. Na plaszczyznie dane jest koto K o érodku S i promieniu R. Zauwaz, ze:

a) jesli punkt M lezy w kole K, to koto o srodku M i promieniu a jest zawarte w kole o
srodku S i promieniu R + a;

b) jesli punkt M nie lezy w kole K, to koto o érodku M i promieniu ¢ < R nie ma
punktéw wspoélnych z kotem o érodku S i promieniu R — a.

2. Rozwazmy prostokatny uktad wspétrzednych na ptaszczyznie. Symbolem K (r) ozna-
czamy koto o §rodku (0,0) i promieniu r. Kwadratem jednostkowym o srodku (z,y) na-
zywamy kwadrat o wierzchotkach (x + %,y + %) Punkt, ktorego obie wspotrzedne sa
catkowite, nazywamy punktem kratowym.

a) Uzasadnij, ze kwadraty jednostkowe o srodkach lezacych w kole K(R) sa zawarte w
kole K(R + ).

b) Uzasadnij, ze kwadraty jednostkowe o $rodkach bedacych punktami kratowymi leza-
cymi w kole K (R) pokrywaja w calosci koto K (R — ?)

3. Wyprowadz oszacowanie (z gory i z dotu) liczby punktéw kratowych lezacych w kole

K(R).

4. Oznaczmy przez L, liczbe par liczb catkowitych (z,y) spetniajacych nieréwnosé z2 +

y? < n. Oszacuj L, i oblicz

. Ly,
lim —.
n—oo n
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17V Bukiet 13
1. a) Dla k =1,2,3,... rozwazmy ciagi

k) (k) (k
(2) = (2", ", 2, )

n

o wyrazach ze zbioru {0, 1}. Czy istnieje ciag

(zn) = (21,72, 73, .. .)

o wyrazach ze zbioru {0, 1}, ktérego k-ty wyraz jest rézny od k-tego wyrazu ciggu (z(®)
dlak=1,2,3,...7

b) Czy wszystkie ciagi o wyrazach ze zbioru {0, 1} mozna ustawi¢ w ciag (czyli ponume-
rowaé liczbami naturalnymi)?

c) Czy wszystkie liczby rzeczywiste mozna ustawi¢ w ciag?

2. Dany jest dowolny zbiér A.

a) Zatézmy, ze dla kazdego x € A zostala okre$lona funkcja f,: A — {0,1}. Czy istnieje
funkcja g: A — {0, 1} taka, ze g(x) # f.(x) dla kazdego z € A?

b) Oznaczmy przez {0,1}4 zbiér wszystkich funkcji z A do {0,1}. Czy istnieje funkcja
F: A — {0,1}4, ktorej zbiorem wartosci jest caly zbior {0, 1}4?

c¢) Symbolem 24 oznaczamy zbiér wszystkich podzbioréw zbioru A. Czy istnieje funkcja
f: A — 24, ktérej zbiorem wartosci jest 247

7 VI Bukiet 14

Dane sg dwie rozne liczby dodatnie a i b. Na potprostej o poczatku O obierzmy punkty A
i B w ten sposob, ze |OA| = a i |OB| = b. Rozwazmy okrag, ktorego Srednicg jest odcinek
AB. Ze $rodka S odcinka AB poprowadzmy prosta prostopadta do AB, ktora przetnie
okrag w dwoch punktach. Jeden z nich oznaczmy przez (). Z punktu O poprowadzmy
styczng do okregu, punkt stycznosci oznaczmy przez G. Rzut prostopadly punktu G na
odcinek AB oznaczmy przez H.

1. Majac dane liczby a i b, oblicz:
a) promien okregu,

b) |05,

c) |0Q),

d) 0G|,

e) |OH|.

2. Przekonaj sie, ze
|OH| < |OG| < |0S] < |0Q)|

i wstaw do tej nieréwnosci obliczone wartosci.



Wskazéwki do zadan

Bukzet 1

1. a) Przez co nalezy pomnozy¢ stronami nier6wnosé x > 4, zeby otrzymadé nieréwnosé,
w ktorej wystepujg x* i 237

b) Wykorzystaj nieréwnosci z punktu a).

c) Jakie nieréwnosci podobne do tych z punktu a) beda tu potrzebne?

2, 3. Wypisz najpierw nieréwnosci takie jak w zadaniu 1a).

Bukiet 2

1. b), ¢) Wszystko na jedng kreske utamkowsg i skr6¢ powtarzajace sie czynniki.

2. a), b) Przyjrzyj sie czynnikom wystepujacym w kolejnych mianownikach i licznikach.
c) Wypisz kilka pierwszych czynnikéw i zauwaz ogdlna prawidtowosé.

3. Przedstaw czynnik w postaci utamka. Mianownik tego utamka mozna roztozy¢ na dwa
czynniki.

Bukiet 3
1. Zamieniaj kazde sin?z na 1 — cos? x.

2. a) Majac dane Py i Py, oblicz P». Majac Py i Py, oblicz Ps, itd.
b) Zaktadajac, ze wielomiany P,_; i P, spelniaja warunek (%), pokaz, ze wielomian P,
tez spelia ten warunek. Analogicznie dla @,,.

c) Prosta indukcja. Przy badaniu parzystosci, w kroku indukecyjnym rozwaz oddzielnie
przypadki n parzystego i nieparzystego.

Bukiet 4

1. a) Sposréd ilu elementéw wybieramy as?

b) Sposréd ilu elementéw wybieramy as?

c) Na ile sposobéw mozemy wybraé¢ a;? Nastepnie wykorzystaj punkty b) i c).

d) Na ile sposob6w mozemy wybraé a4, gdy dane sa aj, as i az? I tak dalej, az do a.
e) To jest szczegblny przypadek punktu d).

2. a) Na ile sposobéw mozemy wszystkie elementy podzbioru {ay,as,...,a;} ustawi¢ w
ciag?

b) Wykorzystaj zadania 1d) i 2a).

Bukiet 5

1. Przeksztal¢ dane wyrazenie lub zbadaj przebieg zmiennosci tej funkcji.

2. Zapisz dana réwnos¢ jako wzér np. na arcsin x i skorzystaj z definicji. Drugi sposéb:
jak sprawdzi¢, ze funkcja jest stata?



3. Skorzystaj z zadan 11 2.

Bukiet 6
1. Okresl najpierw k.

2. Wykorzystaj przedstawienia z zadania 1.

3. Jakimi liczbami sa czesci wolne od p?

4. 7Zwr6é uwage na czesci wolne od p wybranych liczb.

5. Ile najwiecej mozna wybrac liczb o roznych czedciach wolnych od p?
Bukiet 7

1. Przenies wszystko na prawa strone i sprobuj cos wytaczyc¢.

2. W kroku indukeyjnym rozwaz n + 1 liczb, ktérych iloczyn jest réwny 1, skorzystaj z
zalozenia indukcyjnego i zastanow sie, jak skorzystaé¢ z zadania 1.

3. Przeksztalé¢ te nieréwnosé tak, aby po prawej stronie byto samo n.

Bukiet 8

1. a), e) Rozwaz cztery przypadki w zaleznosci od znakéw |z| i |y|.
¢) Rozwaz cztery przypadki w zaleznosci od znakéw |z + y| i |z — y|.
2. a) Jedli |z| < r, to 2% < rlxl.

x2+y2

e) Skorzystaj z nieréwnosci |ry| < %=

3. Skorzystaj z nieréwnosci |r + s| < |r] + [s].

4. a) Zauwaz, ze |al,|b] < M.

Bukiet 9

1. Znajdz obraz punktu (zo+=z, f(xo+x)) w symetrii srodkowej wzgledem punktu (zo, yo).
2. Znajdz obraz punktu (zo + z, f(xo + x)) w symetrii osiowej wzgledem prostej x = zg.
3. Dwa (r6zne) punkty sa symetryczne wzgledem prostej, jesli odcinek taczacy te punkty
jest do niej prostopadty, a srodek tego odcinka lezy na danej proste;j.

Bukiet 10

1. Najpierw wymnoz zewnetrzne nawiasy.

2. Skorzystaj z zadania 1.

3. Przeksztal¢ dang réwnosc.

Bukiet 11
2. Kiedy w;, (z)...w;, (z) =17



3. Jaka warto$¢ przyjmuje wyrazenie po lewej stronie réwnania z zadania 1 dla = €
ATUAU...UA,?

4. Ktore sktadniki tej sumy sa rowne 1, a ktére 07

5. Wystarczy skorzysta¢ z zadan 31 4.

Bukzet 12

1. Zaleznosci wystepujace w tym zadaniu wyraz za pomoca odlegtosci odpowiednich
punktow od srodkow kot.

3. Co, na mocy zadania 2, mozna powiedzie¢ o polu figury ztozonej z kwadratow jed-
nostkowych o érodkach bedacych punktami kratowymi lezacymi w kole K(R)?

4. Skorzystaj z zadania 3.

Bukiet 13
1. a) Ciag (z,) ma spelnia¢ warunek z;, # :c,(f) dla k=1,2,3,...

b) Przypu$émy, ze mozna i skorzystajmy z punktu a).
c) Zwréé uwage na liczby rzeczywiste z przedziatu [0,1), w ktérych rozwinieciach dzie-
sietnych wystepuja jedynie cyfry 01 1.

2. a) Czemu powinno by¢ réwne g(z) dla danego = € A?

b) Dla kazdego = € A przyjmij f, = F(x) i skorzystaj z punktu a).

Bukiet 1/
1. ¢), d) Twierdzenie Pitagorasa, e) podobienistwo tréjkatow.

2. Kazda z tych nieréwnosci dotyczy bokéw pewnego trojkata prostokatnego.
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