BUKIETY MATEMATYCZNE DLA GIMNAZJUM
http://www.mat.uni.torun.pl/ kolka/
1 X 2002 Bukiet I
Dany jest prostokat o bokach wymiernych a, b, ktérego obwod O i pole P sa catkowite.

1. Sprawdz, ze zachodzi réwnos¢
2 (@)
(%) a*=a-35 —P.

2. Zalozmy, ze a jest przedstawione w postaci nieskracalnej % Co mozemy powiedzie¢ o
mianownikach obu stron réownosci (*)?

3. Uzasadnij, ze jezeli jedna z liczb a, b nie jest catkowita, to jest potowa liczby niepa-
rzystej, a druga liczba jest woéwczas catkowita i parzysta.

15 X 2002 Bukiet 2

1. Oblicz
(2+V2)-(2-V2).

2. Oblicz
2+V2)- 2+ V2+V2) - (2—V2+V2).
3. Oblicz
(2+V2)-(24+V2+V2) -2+ V2+V2+V2) - (2—- 2+ V2+V2).

29 X 2002 Bukiet 3
1. Znajdz:
a) najmniejsza, b) najwieksza
liczbe postaci

ABC

7 Y

gdzie ABC jest liczba trzycyfrows.

2. Ktore liczby naturalne mozna przedstawi¢ w postaci
ABC
7 Y
gdzie ABC jest liczba trzycyfrowa?



3. lle jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 77
12 XT 2002 Bukiet 4

Czworokat ABC' D jest wpisany w okrag. Niech

|AB| = a, |BC| =b, |CD|=¢, |DA| =d, |AC|=e, |BD|=f.

1. Korzystajac z podobienstwa trojkatéw, wyznacz odcinki dtugosci x, y, spetniajace
warunki
a

x . d vy
- 1 —-==
c e b

2. Wykaz, ze ac+ bd = ef.
3. Udowodnij, ze jezeli punkt P lezy na tuku AB okregu opisanego na tréjkacie rowno-

bocznym ABC| to
|PA| + |PB| = |PC].

26 XTI 2002 Bukiet 5
Udowodnij, ze jesli a + b+ ¢ =0, to:

1. a®>+b*+ = —2(ab+ bc+ ca);

2. a®+ b+ = 3abe;

3.

a3+b3+c3 _ s <1+1+1>
b2 2a2 202 a b ¢/

10 XII 2002 Bukiet 6

1. Znajdz reszty z dzielenia przez 7 nastepujacych liczb:

1, 11, 111, 1111, 11111, 111111,

2. Wykaz, ze jesli n jest podzielne przez 6, to liczba

11...11
—_—

jest podzielna przez 7.



3. Wyznacz reszty z dzielenia przez 7 liczb postaci

11...11
—_——

w zaleznosci od n.
512003 Bukiet 7
1. Podziel prostokat na tréjkaty prostokatne, z ktérych zadne dwa nie sg podobne.

2. Podziel:

a) czesé plaszezyzny zawarta miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi,
b) caly ptaszczyzne

na prostokaty, z ktorych zadne dwa nie sa podobne.

3. Czy mozna podzieli¢ plaszczyzne na tréjkaty prostokatne, z ktérych zadne dwa nie sa
podobne?

21 12003 Bukiet 8

1. Uzasadnij, ze kazda liczba pierwsza wicksza od 3 daje przy dzieleniu przez 6 reszte 1
lub 5.

2. Jaka reszte przy dzieleniu przez 30 moze da¢ liczba, ktora przy dzieleniu przez 6 daje
reszte 1 lub 57 Znajdz wszystkie mozliwosci.

3. Wykaz, ze reszta z dzielenia liczby pierwszej przez 30 jest liczba pierwsza.

4 11 2003 Bukiet 9

/o
m

1. Wskaz na rysunku trzy trojkaty prostokatne i dla kazdego z nich napisz twierdzenie
Pitagorasa.

2. 7 otrzymanych réwnosci wyprowadz rownos¢, ktora nie zawiera h ani x.

3. Napisz wzoér na d, gdy dane sa a, b, m, n.



18 1T 2003 Bukiet 10
Niech aq, as, as, as, as, ag beda liczbami dodatnimi takimi, ze

a1—|—a2—|—a3+a4—1—a5—|—a6:1.

1. Pokaz, ze dla dowolnych liczb z,y zachodzi nierownos¢

(x +y)?
—

Ty <

2. Zastosuj powyzsza nieréwnos¢ do liczb x = ay +as +as i y = as + a4 + ag.

3. Uzasadnij nieré6wnosé

a1-a2+a2-a3+a3-a4—|—a4-a5—l—a5-a6—|—a6-a1<Z.

11 IIT 2003 Bukiet 11

1. Danych jest siedem takich liczb catkowitych, ze pewne cztery z nich dajg przy dzieleniu
przez 4 cztery rézne reszty. Wykaz, ze suma pewnych czterech z danych liczb jest podzielna
przez 4.

2. Dane sa takie liczby catkowite, ze suma zadnych czterech z nich nie jest podzielna
przez 4. Uzasadnij, ze wérod danych liczb jest:

a) co najwyzej jedna liczba podzielna przez 4 lub co najwyzej jedna liczba dajaca przy
dzieleniu przez 4 reszte 2;

b) co najwyzej jedna liczba dajaca przy dzieleniu przez 4 reszte 1 lub co najwyzej jedna
liczba dajaca przy dzieleniu przez 4 reszte 3.

3. Wykaz, ze z dowolnych siedmiu liczb catkowitych mozna wybra¢ cztery, ktorych suma
jest podzielna przez 4.

25 III 2003 Bukiet 12

1. Wykaz, ze jezeli suma pierwiastkow dwoch dodatnich liczb wymiernych jest liczba
wymierng, to ich iloczyn tez jest liczba wymierna.

2. Udowodnij, ze jezeli iloczyn dwéch liczb niewymiernych, bedacych pierwiastkami do-
datnich liczb wymiernych, jest liczbg wymierna, to ich suma jest liczba niewymierng.

3. Kiedy suma pierwiastkéw dwoch dodatnich liczb wymiernych jest liczba wymierng?



8 IV 2003 Bukiet 13

1. A méwi: ,B ktamie”, B moéowi: ,,C' ktamie”, C' mowi: A ktamie”. Kto méwi prawde,
a kto ktamie?

2. Kazda z os6b A, B, C, D albo zawsze moéwi prawde, albo zawsze ktamie.
A moéwi: B kltamie”, B méwi: ,,C ktamie”, C' méwi: ,,D kltamie”, D mowi: A ktamie”.
Uzupetnij nastepujace wypowiedzi.

A méwi: ,C ...7, Bmowi: D ...”

3. A; moéwi: A, ktamie”, Ay moéwi: Az kltamie”, ..., A, ; mowi: A, ktamie”, A,
moéwi: A; kltamie”.

a) Wykaz, ze n jest liczba parzysta.

b) Kto méwi prawde, a kto ktamie?

22 TV 2003 Bukiet 14

W pola kwadratowej tablicy n x n (gdzie n = 3,4,5) chcemy wpisa¢ liczby w ten sposob,
by suma liczb stojacych w rogach dowolnego kwadratu k x k (dla k& > 2) byta réowna 0.
Takie ustawienie nazywamy dobrym.

1. Jakie warunki powinny spetniac liczby a, b, ¢, d, e, by w kwadracie 3 x 3 istniato dobre
ustawienie z tymi liczbami w nastepujacych polach?

alb|c
d

e

2. Opisz wszystkie dobre ustawienia w kwadracie 4 x 4.

3. Wykaz, ze jezeli ustawienie liczb w kwadracie 5 X 5 jest dobre, to w rogach tego
kwadratu stoja zera.

13 'V 2003 Bukiet 15
Niech a i b beda liczbami catkowitymi. Uzasadnij, ze:

1. jezeli liczba ba + b dzieli si¢ przez 7, to liczby 10a + 2b i 3a + 2b tez dziela si¢ przez 7,
2. jezeli liczba a 4 3b dzieli si¢ przez 11, to liczba b + 4a tez dzieli si¢ przez 11;

3. jezeli liczba 3a + 4b dzieli si¢ przez 17, to liczba 5a + b tez dzieli sie przez 17.



Wskazéwki do zadan

Bukiet 1
1. Wyraz Oi P przez aib.
2. Przedstaw prawa strone rownosci (x) w postaci utamka.

3. Jesli obie strony réwnosci (x) przedstawimy w postaci nieskracalnej, to mianowniki
po obu stronach musza by¢ rowne.

Bukuet 2
1. Czemu jest réwne (a —b) - (a +b)?
2. Najpierw wymnoéz drugi i trzeci nawias.

3. Najpierw wymnoéz ostatnie dwa nawiasy.

Bukiet 3
1. Jaka jest najmniejsza, a jaka najwicksza, liczba trzycyfrowa?

2. Jaka jest najmniejsza, a jaka najwicksza, liczba naturalna postaci AL;C? Skorzystaj z
zadania 1.

3. Policz liczby z zadania 2.

Bukiet 4

1. Znajdz taki punkt E, by trojkaty ABC i DEC bylty podobne. Co mozesz powiedzieé¢
o trojkatach ADC' i BEC?

2. Oblicz ac i bd korzystajac z zadania 1.
3. Rozwaz czworokat ACBP.

Bukiet 5

1. Oblicz (a+ b+ c)?.

2. Oblicz (a + b)3.

3. Oblicz (a® +b* + )(a® + b* + ¢*).

Bukiet 6
2. Zauwaz, ze z danej liczby mozna wylaczy¢ czynnik 111111.

3. Sprébuj "obcia¢” liczbe jedynek podzielna przez 6.

Bukiet 7
1. Wystarczy odpowiednio obciaé¢ rogi.

2. tatwo podzieli¢ na kwadraty.



3. Nie wystarczy skorzysta¢ z zadan 1 i 2. Trzeba jeszcze sie upewnic, czy trojkaty z
roznych prostokatéw podziatu nie sg podobne.

Bukiet 8
1. Czy liczba pierwsza wieksza od 3 moze by¢ podzielna przez 2 lub przez 37

2. Jesli interesuje nas reszta z dzielenia przez 30 liczb postaci 6k 4 r, to powinnismy
rozwazy¢ mozliwe przedstawienia: k =5, k =5l + 1, ..., k=5l + 4.

3. Skorzystaj z zadan 1 i 2. Pamietaj, ze w zadaniu 1 mowa byta jedynie o liczbach
pierwszych wiekszych od 3.

Bukiet 9
2. Najpierw uporaj sie z 22 + h%. Potem wystarczy tylko pozby¢ sie¢ x.

3. Wykorzystaj rownos¢ otrzymang w zadaniu 2.

Bukiet 10
1. Wszystko na jedna strone.
2. Zwr6¢ uwage na x + .

3. Wystarczy skorzysta¢ z nieréwnosci otrzymanej w zadaniu 2.

Bukiet 11

1. Masz liczby dajace reszty 0,1,2,3. Jesli wsrdéd pozostalych trzech liczb jest liczba
dajaca reszte 1, 2 lub 3, to jest O.K. Jesli nie, to tez jest O.K.

2. a) Gdyby wéréd danych liczb bylta wiecej niz jedna podzielna przez 4 i wiecej niz jedna
dajaca reszte 2, to ...
b) Analogicznie.

3. Przypusémy, ze z pewnych siedmiu liczb catkowitych nie mozna wybraé czterech,
ktorych suma jest podzielna przez 4. Co wynika z zadan 1 1 27

Bukiet 12
1. Podnie$ te sume do kwadratu.
2. Wpyraz jeden pierwiastek przez drugi i oblicz sume.

3. Co wynika z zadan 11 27

Bukiet 13

Uwaga. Zdania odwolujace si¢ wzajemnie do swojej prawdziwosci sa do$¢ niebezpieczne
po wzgledem logicznym. Najprostsze przyktady to zdania ,Ja ktamie”, czyli ,To zdanie
jest falszywe” i Ja méwie prawde”, czyli ,To zdanie jest prawdziwe”.

1. Rozwaz dwie mozliwoéci: A mowi prawde, A klamie.



2. A méwi, ze nieprawdziwe jest to, co méwi B.

3. Gdyby n byto liczba nieparzysta, to mielibySmy nastepujaca sytuacje. A; moéowi: ,As

7 2

0 A mowi: A5 L7 o0 Aoy mowi: LA, o L7, Ay mobwi: LA, L7

Bukiet 14

1. Uzupehij po kolei wolne pola. Prawy dolny rég catego kwadratu jest tez rogiem
kwadratu 2 x 2.

2. Korzystajac z zadania 1, uzupetnij kwadrat 3x 3 zaczynajac od liczb a, b, ¢, d. Nastepnie
rozwaz pozostate kwadraty 3 x 3 w danym kwadracie 4 x 4.

3. Kwadrat 4 x 4 uzupeij jak w zadaniu 2 i rozwaz pozostate kwadraty 4 x 4 znajdujace
sie¢ w danym kwadracie 5 X 5.

Bukzet 15

1. Jak z liczby 5a + b otrzymac liczbe 10a + 2b7 Jak z liczby 10a + 2b otrzymac liczbe
3a + 2b7

2. Sprobuj najpierw otrzymac liczbe postaci 4a + . ..

3. Liczbe 3a + 4b pomnoz przez 4.



