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(...) Poniewaz jesteSmy niepewni siebie, wymyslamy bardzo stabilny, sztywny system,
ktory moglby trzmac nas w pionie. Ktéry by upraszczal niepotrzebne, jak nam sie
wydaje, skomplikowanie. A najwiekszym uproszczeniem jest myslenie bialo-czarne,
oparte na prostych antytezach. Rozumie Pan o czym moéwie? Umyst ustala sobie
zestaw ostrych przeciwienstw: biato-czarny, dzien-noc, gora-dét, kobieta-mezczyzna
i one determinuja cala nasza percepcje. Swiat tak widziany jest o niebo prostszy, la-
two mozna miedzy tymi biegunami nawigowaé, latwo ustalaé¢ zasady postepowania,
a szczegolnie latwo ocenia¢ innych, czesto dla siebie samego rezerwujac luksus nieja-
snosci. Ten rodzaj myslenia chroni od wszelkiej niepewnosci, ciach, ciach i wszystko
jasne, tak albo tak, nie ma trzeciego wyjscia. Arystoteles-zloty cielec. (...) To chro-
ni nas przed rzeczywistoscia, ktéra zbudowana jest z mnogosci bardzo subtelnych
odcieni. Jezeli ktos mysli, ze $wiat to zestaw jaskrawych przeciwienstw, jest chory.
Wiem co méwie. To potezna dysfunkcja.

- A jaki jest swiat?

- Zamazany, nieostry, migoczacy, raz taki, innym razem inny, zalezny od punk-
tu widzenia.

Wojniczowi to wszystko zdawalo sie zbyt skomplikowane, bylo zbyt odlegle od
niego samego.

O.Tokarczuk, Empuzjon
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,Teoria toposéw” to druga czesé¢ notatek, w ktorych probuje poukladaé matematyke. Znajo-
mo$¢ pierwszej czesci, poswieconej podstawom klasycznej, teoriomnogos$ciowej matematyki nie jest
koniecznym wstepem do lektury drugiej czeéci. Ale nie jest tez przeszkoda.

Zgodnie z przyjeta tu konwencja, nie zamierzam przedstawié¢ teorii toposéw w calej jej ztozo-

nosci. Choéby dlatego, ze wymagaloby to wcze$niejszego przedstawienia ze wszelkimi niuansami
nietatwego, czasem wrecz wyrafinowanego, jezyka tej teorii. Opowiem tu jedynie o pewnej podklasie
toposéw. Ta podklasa jest jednak na tyle obszerna, by jej poznanie dalo mozliwosé¢ wyobrazenia
sobie problemoéw tej fundamentalnej teorii i znaczenia ich rozwiazan w kontekscie poszukiwan od-
powiedzi na pytanie ,czym jest matematyka”.
Wybér omawianej tu podklasy toposéw podyktowany jest tym, ze nalezace do niej toposy moz-
na opisywaé w intuicyjnie prostym (a nawet zachecajacym) jezyku, ktérego gléwnymi pojeciami sa
,miara réwnosci” i ,,miara istnienia”. Pozwala to na ograniczenie postugiwania sie specjalistycznym
jezykiem teorii kategorii do absolutnego i latwo przyswajalnego minimum?!

Jest tez drugi powdd: nie wierze, ze mozna w sposéb przyjety w tych notatkach opowiedzieé¢ o
scatej” teorii toposéw. Nawet przy zatozeniu, ze nikt inny oprocz mnie nie bedzie tego czytat. Jest to
niewykonalne, tak samo jak niewykonalne jest stworzenie kompletnej i matematycznie obiektywnej
monografii poswiecenej tej teorii. Pigknie ujat to P. Johnstone ttumaczac tamiacy standardy tytut
swojej monografii ,,Sketches of an Elephant: A Topos Theory Compendium”:

The six blind men had never met an elephant before, so when one was brought to them, they
each felt part of it to determine what it was like. One felt the legs and said ,an elephant is like a
tree,” one felt the ears and said ,,an elephant is like a banana leaf,” one felt the trunk and said ,,an
elephant is like a snake”, and so on. But of course, AN ELEPHANT IS ALL OF THESE THINGS AND
NONE OF THEMZ.

Coz... . Nie pozostaje mi nic innego jak opowiedzieé¢ o doswiadczeniach (wyobrazeniach) wynie-
sionych ze spotkania z tym stoniem przez kolejnego $lepca...

!'Niektére przedstawione tu wyniki sa nowe (oryginalne) ale wiekszoéé z nich ma tylko ,,przyczynkarski charakter”.
Niemniej zachecam mitosnikéw plagiatéw do ich wykorzystania... .
2Polecam wizyte na stronie https://ncatlab.org/nlab/show/topos.



Rozdzial 1
Logika intuicjonistyczna

Should we be monist or pluralist about logic?

1.1 Konsekwencja i implikacja

Teoria modeli v. teoria dowodu

Teoria modeli, ktoérej podstawa jest korespondencyjna teoria prawdy Tarskiego to, zdaniem

wielu, dominujaca czesé¢ wspotczesnej logiki matematycznej. Niektérzy sklonni sg nawet uznawaé
réwnoéé logika = teoria modeli'.
Nie wszyscy. Y. Girard o ,tradycji Tarskiego” pisal tak: ,This tradition is distinguished by an
extreme platitude®: the connector ,\7” is translated by ,or”, and so on. This interpretation tells us
nothing particularly remarkable about the logical connectors: its apparent lack of ambition is the
underlying reason for its operationality. We are only interested in the denotation, true or false, of a
sentence (...). Once again, this definition is Iudicrous® from the point of view of logic, but entirely
adequate for its purpose. The development of Model Theory shows this” [13].

To samo, nieco inaczej: ,teoria modeli jest, by¢ moze, ciekawa, ale przechodzi obok tego, co jest
istota logiki”. Dla Girarda logika to: ,(...) study of PATTERNS FOUND IN REASONING. The task of
the logician is to set down rules for distinguishing between valid and fallacious inference, between
rational and flawed arguments”.

Girard w centrum logiki stawia teorie dowodu. Ale chodzi o co$ wiecej - o uznanie, ze podsta-
wowym zadaniem logiki jest refleksja nad zasadami uzasadniania sadéw®.

O tej réznicy mowilidmy juz krétko w Czesci 1, w rozdziale ,,Prawda i dowod” przeciwstawiajac
»poszukiwanie prawd prawdziwosci” Fregego logice zalozeniowej Gentzena, Lukasiewicza i Jaskow-
skiego. Korzystajac z jezyka Tarskiego powiemy: matematyzacja logiki zdaniowej proponowana
przez Fregego to teoria aksjomatyczna, ktérej jedyny model zamierzony jest reprezentowany przez
algebre Boole’a wartosci logicznych - dwuelementowy zbiér wartosci logicznych (reprezentowanych
przez symbole ,,1”i 0’) wraz z operacjami koniunkcji, alternatywy i negacji. Definicje tych operacji
nie budza kontrowersji gdyz sa zgodne z rola spojnikéw ,i”, lub”, ,nieprawda, ze...” w jezykach
naturalnych.

Wiemy tez, ze z implikacja jest pewien klopot: ten spdjnik odpowiada frazie ,jezeli ... to ...
a w modelu Fregego jego zwiazek z relacja konsekwencji ulegt, delikatnie méwiac, pewnemu zabu-
rzeniu. To ,zaburzenie” uwidacznia sie utratg niezalezno$ci implikacji - A — B to tylko synonim

»”

!Tak to przynajmniej wyglada w programach studiow matematycznych.

Zang. banal

3groteskowy, niedorzeczny

4Prosze nie przywiazywaé wagi do sformutowan ,banal”,  niedorzeczno$é , widoczny brak ambicji” ktére znala-
zly sie w cytowanym tekscie, a ktére nalezg raczej do jezyka polityki niz matematyki. Jezyk Girarda rézni sie znacznie
od beznamietnego jezyka ogromniej wigkszosci prac matematycznych.

5Termin ,reasoning” ma wiele odpowiednikéw w jezyku polskim: rozumowanie, argumentacja, uzasadnienie, wy-
wod i pare innych.
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alternatywy —A V B.

Jedli podtrzymamy wszystkie paradygmaty wyznaczajace ramy modelu Fregego to te ktopoty sa
nie do unikniecia. Dwuelementowa skala wartosci logicznych jest po prostu zbyt mata by pomiesci¢
jeszcze jedna niezalezna operacje logiczna®.

Jezeli chcemy rozwazaé ten sam jezyk ale z logika, w ktérej implikacja odzyska niezaleznosc,
to trzeba zrezygnowaé¢ z paradygmatu ograniczajacego zbiér wartosci logicznych do ,prawdy” i
Jfatszu” 7.

Ale dlaczego mamy to robi¢?

1.2 Zrédla logiki intuicjonistycznej

W matematyce Cantora i Hilberta continuum R to zbiér punktéw-liczb rzeczywistych. Kazdy
podzbiér A C R ma swoje dopelnienie - zbiér -4 = {a € R : =(a € A)}. To konsekwencja
aksjomatu wyrézniania. Poniewaz ZFC' korzysta z klasycznej logiki w ktérej obowiazuje prawo
wylaczonego $rodka, to formula (a € A) V (a € ~A) jest zawsze prawdziwa. Tertium non datur®.

Czy rzeczywiscie? Przypomnijmy opisana w Czesci 1 koncepcje kontinuum opisujaca ten obiekt
przestrzen bezpunktowa czyli przyznajac pierwszenstwo strukturze zbioréw otwartych a punkty
traktujac jako wtoérne. Brouwerowskie locale to topologia - rodzina zbioréw otwartych - zbudowa-
na na bazie zbioru par liczb wymiernych. Punkt brouwerowskiego continuum jest reprezentowa-
ny przez rodzine (zupelny filtr pierwszy) w tym locale. Konsekwentnie, przyjmijmy ze podzbiory
(podstruktury) kontinuum to jedynie podzbiory otwarte. Wowczas o ,,przynaleznosci” punktu a do
podstruktury A mozna mysleé¢ tak:

- a € A jezeli - dla pewnych liczb wymiernych ¢,d, ¢ < a < d i (c,d) C A,

-a & A jezeli - dla pewnych liczb wymiernych ¢,d, ¢ < a <d i (c,d)NA=1.
Nietrudno spostrzec, ze przy tych ustaleniach klasyczna dychotomia logiczna ,A Iub nieprawda, ze
A” - przestaje obowiazywaé: nie mozna pokazaé, ze 0 € (0,1) ani ze 0 ¢ (0,1)... . Relacje miedzy
punktem 0 a odcinkiem otwartym (0, 1) powinna opisywaé inna warto$¢ logiczna. Inna logika.

To my stanowimy co jest uzasadnieniem prostych zdan - ,0 € (0,1)”, ,—(3 € (1,2))”. ,,Mathematics does
not depend on logic; on the contrary, logic is part of mathematics” (Brouwer). To my skonstruowali$my
ten szczegdlny obiekt matematyczny i tym samym mamy prawo okresli¢ logike jezyka jego opisu.
Odrzucenie prawa wylaczonego srodka jest trudne, bo jest ono wpisane w powszechnie akceptowany
sposéb ogladu $wiata. To uwarunkowanie kulturowe®. Wprawdzie w naszej rzeczywistoéci ta zasada nie
zawsze sie sprawdza, ale tym chetniej wierzymy, ze obowiazuje w idealnym platonskim swiecie. Nie dziwi,
ze to prawo jest obecne w matematyce Hilberta, ktéra miata ten idealny $wiat opisywac.

®Dwuelementowa algebra Boole’a ({0,1}, A, V, —) jest zupekna, co oznacza, ze kazda funkcja {0,1}> — {0,1} jest
opisywalna przez pewna formule zdaniowa z dwiema zmiennymi zdaniowymi i zbudowana za pomoca tych trzech
spojnikow. Jesli implikacja ma by¢ kolejna dwuargumentowa operacja, to musi by¢ w pelni zalezna od tych trzech
spojnikow.

"Zalozenie dwuwartosciowosci wymusza tez uznanie prawa wylaczonego srodka AV —A i prawa podwdjnego prze-
czenia 7—A — A.

8Trzeciej mozliwoéci nie ma: albo zdanie jest prawdziwe albo falszywe (a wtedy jego zaprzeczenie jest prawdziwe).
Dlatego alternatywa A V —A jest prawdziwa bez wzgledu na warto$é¢ logiczng zdania A. To kolejna konsekwencja
zalozenia, ze klasyczna logika jest dwuwarto$ciowa. Autorstwo tego prawa przypisuje sie Arystotelesowi.

9Swiadczy o tym nasz jezyk. Alternatywe (a = b) V (a # b) (czyli (a = b) V =(a = b)) zwykliSmy czytaé: a i b
sa rowne lub nieréwne”. To oznacza prymat terminu ,réwne”, bo przedrostek ,nie” traktowany jest dopelniajaco.
Przywrécimy symetrig, czytajac te formule tak: ,a i b sa réwne lub sa rozréznialne”. Teraz oba czlony alternatywy
jednakowo domagaja si¢ uzasadnienia. I mniej pewne, ze te stwierdzenia wzajemnie si¢ dopelniaja. ,,Rozréznialnosé”
- apartness - jest badana w ramach logiki intuicjonistycznej [11]). Np. w intuicjonistycznej definicji liczb rzeczywistych
rozréznienie liczb a, b wymaga wskazania liczby c takiej, ze ac — bc = 1.
Leibniz rozumiat réwnos$é” jako ,nierozréznialnosé¢”. Russel to doprecyzowat uznajac, ze dwa obiekty sa réwne, gdy
nie sg rézréznialne w danym jezyku opisu.
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W matematyce Brouwera prawdziwe jest to, co konstruktywnie uzasadnione. Prawdziwos$é¢ zda-
nia nie jest jego atrybutem niezaleznym od naszej aktywnosci - wymaga uzasadnienia. Moze sie
zdarzy¢, ze nie umiemy uzasadni¢ ani zdania A ani jego zaprzeczenia —A.

Oto przyklad: okreslmy ciag liczb wymiernych (g, : n € N) :

1 hipoteza Goldbacha jest prawdziwa,'®
9n = .
0 przeciwnym wypadku.

Ten cigg Cauchy’ego wyznacza pewna liczbe rzeczywista. Ta liczba istnieje”. Positkujac sie kla-
syczna logika udowodnimy to istnienie tak: oznaczmy zdanie ,hipoteza Goldbacha jest prawdziwa”
skrotem HG. Wéwcezas:

HG — (1 =1limgy) — 3z(x = limgy),

—HG — (0 =limg,) — 3z(x = limgy).

Zatem (HG V -HG) — 3;(z = limg,). Poniewaz - na mocy prawa wylaczonego srodka! - po-
przednik tej implikacji jest prawdziwy, to i nastepnik jest prawdziwy: istnieje liczba rzeczywista
wyznaczona przez ciag (gn).

Ale ta liczba nie jest konstruktywna liczbg rzeczywista. Wiemy o niej niewiele - czy potrafimy
np. orzec, czy jest ona mniejsza od %?

Mozna rozumieé¢ nadzieje Hilberta ze te dylematy znikna, gdy stworzymy matematyczny raj -
zupelng teori¢ pozwalajaca dowiesé¢ prawdziwosci dowolnego zdania lub jego zaprzeczenia. Ale dzis,
gdy znamy wyniki Turinga, Gédla i Cohena wiemy, ze to niemozliwe.

Dlatego, méwia konstruktywisci, powinniémy odrzucié¢ prawo wylaczonego srodka. W ten sposéb
zaistniala logika intuicjonistyczna, powszechnie kojarzona z brouwerowska wizja matematykill.

1.2.1 Formalizacja zdaniowej logiki intuicjonistycznej

»Konstruktywizm jest pogladem, ze obiekty matematyczne ist-
niejg tylko o tyle, o ile zostaly skonstruowane i ze DOWODY CZER-
PIA SWOJA WAZNOSC Z KONSTRUKCJ1” [4]

Brouwer nie utozsamiat konstruktywnego uzasadnienia z formalnym dowodzeniem. Konstruk-
tywne uzasadnienie to, jak twierdza niektérzy, pojecie pierwotne jego matematyki [40]. Dlatego nie
dziwi, ze wyodrebnienie z tej matematyki jej logicznego fragmentu i jego formalizacja na wzor i
podobienstwo logiki klasycznej, nie jest jego dzietem. To dzielo jego ucznia, A. Heytinga - twércy
logiki intuicjonistycznej‘?.

Obie logiki - klasyczna i intuicjonistyczna - to logiki jezykéow o tej samej skiladni. Pierwsza
opisuje jak wartos¢ logiczna zdania zalezy od jego struktury i wartosci logicznych jego sktadowych.
Druga ma inny cel: méwi jak - w zaleznosci od struktury zdania - winno wygladaé¢ jego uzasadnienie.

Te oczekiwania wobec ksztaltu konstruktywnych uzasadnien funkcjonuja w literaturze jako BHK
- postulaty'3. W odniesieniu do logiki zdaniowej sformutowane sa tak:

IMPLIKACJA. ,uzasadnienie formuly B — A to procedura, ktora zastosowana do jakiegokolwiek
uzasadnienia B buduje uzasadnienie A”

KONIUNKCJA. ,uzasadnienie formuly AAB to para uzasadnienien (da,dg) - odpowiednio dla formul
AiB”,

ALTERNATYWA. ,uzasadnienie alternatywy AV B to albo uzasadnienie A albo uzasadnienie B”

10 Kazda liczba naturalna parzysta wieksza od 2 jest suma dwdch liczb pierwszych”. Ta hipoteza, jak dotad, nie
doczekala sie dowodu.

UBrouwer pisal: ,Wiara w uniwersalna slusznosé prawa wylaczonego érodka w matematyce jest uwazana przez
intuicjoniste za zjawisko historii cywilizacji tego samego rodzaju, co dawna wiara w wymiernosé liczby m czy rotacje
firmamentu wokél ziemi.”

12 Avend Heyting (1898-1980) holenderski matematyk i logik. Brouwer nie cenil zbytnio pomystu Heytinga nazy-
wajac (podobno) jego prace ,bezptodnymi é¢wiczeniami”. Ale stalo sie... .

3Lub BHK - interpretacji. B- Brouwer, H- Heyting, K- Kolmogorow. Logika intuicjonistyczna zaliczana jest do
klasy logik ... dewiacyjnych(!) poniewaz nie zmieniajac sktadni jezyka odrzuca pewne klasyczne prawa logiczne.
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Negacja zostala zdegradowana - to tylko implikacja A — 1 , gdzie L symbolizuje zdanie bez
uzasadnienia:

“A=A— L
Uzasadnieniem negacji —A jest procedura, ktéra falsyfikuje kazda probe (konstruktywnego) uza-
sadnienia A.

Te postulaty sformutowano w duchu logiki zatozeniowej - nie moéwia, czym jest uzasadnienie zdan prostych.
One méwia, jak konstruowaé uzasadnienie zdania ztozonego odwolujac sie do uzasadnien zdan prostych,
z ktoérych jest ono zbudowane.

A proof of an atomic proposition A is given by presenting a mathematical construction IN BROUWER’S
SENSE that makes A true”.

Postulat dotyczacy alternatywy nie dopuszcza wyjatkéw: uzasadnienie formulty AV -A wymaga
albo uzasadnienia A, albo wskazania procedury falsyfikujacej kazda prébe takiego uzasadnienia.
Prawo wyltaczonego srodka tu nie obowiazuje.

BHK-postulaty przywracaja impikacji podmiotowoéé: B — A nie jest juz synonimem alternatywy —BV A.
Niech B = ,w rozwinieciu dziesietnym liczby m jest 20 kolejnych siédemek” a A = |w rozwinieciu dziesiet-
nym 7 jest 19 kolejnych siédemek”. Implikacja B — A jest w sposdb oczywisty konstruktywnie zasadna.
A co z uzasadnienem alternatywy —B V A zgodnym z BHK-postulatami?'4

Formalizacja logiki to zwigzanie z nig systemu dowodzenia. Potrzeba tylko skromnej modyfikacji
klasycznego systemu dedukcji naturalnej, by otrzymac taki system dla zdaniowej logiki intuicjoni-
stycznej - wystarczy odrzuci¢ jedna jedyna regute odpowiedzialng za budowanie dowodow poprzez
,doprowadzanie do sprzecznosci”:

I'-AF L
kA

Formula A jest prawem zdaniowej logiki intuicjonistycznej o ile sekwent + A (o pustym poprzed-
niku) ma dowéd w tak zmodyfikowanym systemie dedukcji naturalnej.

Pigknie ... . Dluga opowiesé o nowej logice sprowadziliémy do odrzucenia jednej jedynej reguty dowodzenia
i arbitralnego stwierdzenia, ze po tym zabiegu zamiast o dowodzeniu mozna méwié o ,konstruktywnych
uzasadnieniach”. Ale wlaciwie dlaczego?!®

Réznica jest glebsza: w logice klasycznej sekwent Bi,..., By F A interpretujemy tak: zdanie A jest
PRAWDZIWE jesli tylko zdania By, ..., By sa PRAWDZIWE” a w logice intuicjonistycznej tak: - ,potrafimy
zbudowaé hipotetyczny dowéd A w oparciu o hipotetyczne dowody By, ..., By”. To, ze w obu sytuacjach
korzystamy z tego samego formalnego zapisu to tylko przypadek.

Jedli szukasz argumentu, ze matematyka to cos wiecej niz manipulacja napisami, to wlasnie go znalaztes...

Wazkim argumentem na rzecz pomystu Heytinga jest to, ze rozbudowujac nieco skladnie (me-
ta)jezyka sekwentéw stworzymy system, w ktérym réwnolegle do budowy dowodu formuly genero-
wany jest opis jego uzasadnienia. Te opisy to ... A-termy, o ktérych méwiulismy w czesci pierwsdzej

14 Ten przyktad podat A. Heyting [11]. Dla dopetnienia obrazu dodajmy tadne poréwnanie obu logik, przedstawione
przez P. Urzyczyna w wykltadzie ,From Tarski to Girard” (dostepnym w internecie):
Tarski: The logical value paradigm.
Formula = a declarative assertion about some ,reality”.
Correctness criterion = truth (logical value).
Semantics has priority over proof. Proof = just a tool; its shape is not essential, we only ask if one exists.
Logic = determining if a sentence is true.
The role of a logical connective = define the truth of a compound sentence in terms of the values of its components.
Brouwer: The construction paradigm
Reasoning is primary, semantics is just a tool.
Correctness criterion = construction.
The role of a logical connective = express a construction of a compound sentence in terms of constructions of its
components..
15Przypomnijmy: dla Brouwera ,konstruktywne uzasadnienie” bylo pojeciem pierwotnym, czyli w pewnym sensie
nieopisywalnym. Zapewne to byl powdd rezerwy Brouwera wobec poczynan Heytinga... .
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dyskutujac o obilczalnbosci! Wystarczy sekwenty zastapié napisami postaci ky : By, ..., kn: By F
a : A, ktore czytamy tak: ,a jest uzasadnieniem formuly A zbudowanym w oparciu o uzasad-
nienia k1, ..., ky, formut By, ..., B,”0. Trzeba tez nieco zmodyfikowaé aksjomaty i reguly takiego
systemu: jedyny schemat aksjomatu wyglada teraz tak:

 (wiA)el
I'Fxz: A

i stwierdza oczywistosé: ,,jesli zakladamy, ze formuta A ma uzasadnienie x , to mozemy uznad, ze
x jest uzasadnieniem formuly A” 7
Reguly zwiazane z implikacja maja teraz taka postacé:

TUz:BkFt:A (abs) I'tm:B—ATFb:B
= ans =
I'EM\.pt:B— A I'tEmb: A

(app)

Regula (abs) : , jesli potrafimy - korzystajac z hipotetycznego uzasadnienia x : B - skonstruowaé uza-
sadnienie t formuly A, to takie postepowanie uznajemy za uzasadnienie implikacji B — A i oznaczamy
symbolem \;.pt”

,2Operator \ wigze zmienne” - w wyrazeniu \,.pt zmienna x jest zwiazana co oznacza, ze uzasadnienie
opisane przez to wyrazenie nie jest juz hipotetyczne (o ile w ¢ nie ma innych niezwiazanych zmiennych).
Regula (app) méwi: ,jesli m jest uzsadnieniem implikacji B — A a b - uzasadnieniem B, to napis mb

uznajemy za opis uzasadnienia formuly A”

Wykorzystanie aplikacji i abstrakeji do budowy wyrazen opisujacych uzasadnienia implikatyw-
nego fragmentu zdaniowej logiki intuicjoninstycznej to sens tzw. izomorfizmu Curry’ego-Howarda'®.
I tak np. korzystajac z aksjomatu z : A F z : A i reguly (abs) wyprowadzimy sekwent F A,.px :
A — A . Mterm A;.4 x to opis najprostszego uzasadnienia implikacji A — A - procedury ,nie réb
nic” (z uzasadnieniem A by otrzymaé uzasadnienie A)'.

A biorac za punkt wyjscia aksjomat z : A,y : B -z : A zbudujemy A-term A;.4(A\,:px) opisujacy
uzasadnienie formuly A — (B — A). I tak dalej...

Rozbudowujac jezyk A-rachunku mozna rozszerzyé izomorfizm Curry-Howarda i budowacé opisy
uzasadnien wszelkich formut zdaniowych. Np. reguty dotyczace koniunkcji wygladaja wéwczas tak:

I'a:ATFb: B 'Ht:ANB I'tt:ANB
'F<a,b>: ANB '-IIt: A T'+1lst: B

co - jak widaé¢ - wymaga rozszerzenia sktadni A-rachunku o konstruktor pary i dwa ,rzutowania”.

Nie opiszemy tu kolejnych wersji-rozszerzen izomorfizmu Curry-Howarda®’. A to dlatego, ze
wcale nie jest pewne, czy w trakcie kolejnych rozszerzen nie gubimy tego, co chcemy rozumieé
przez konstruktywne uzasadnienie: ,,Until around 1990 there was a widespread consensus to the
effect that ,there is no Curry-Howard isomorphism for classical logic.” However, at that time T.
Griffin made a pathbreaking discovery which have convinced most critics that classical logics have
something to offer the Curry-Howard isomorphism” [37]...

Nowa rola negacji

16 Let us write “a : A” for ,a is a construction that establishes A” [37]. Jedno z mozliwych znaczen stowa
sestablish” to ,ustanawiac”. My uzywamy terminu ,uzasadnienie” czy tez ,konstruktywne uzasadnienie” traktujac
je jako odpowiednik ,ustanowienia’.

17Symbol z jest tu zmienna jezyka opisu uzasadnien. Zapis ,x : A” reprezentuje hipotetyczne uzasadnienie A.

BImplikatywny fragment intuicjonistycznej logiki zdaniowej obejmuje formuty budowane ze zmiennych zdaniowych
tylko za pomoca spéjnika implikacji (a nie koniunkcji, alternatywy czy negacji).

Uwaga: A-termy tu uzyte réznia si¢ nieco od wczesniej poznanych. Ale to nie jest teraz istotne (korzystamy tu z
pewnej odmiany A-rachunku - tzw. A-rachunku z typami a la Church).

19 B-redukcja’ A-terméw moze byé w tej nowej sytuacji interpretowana jako upraszczanie (,normalizacja”) opiséw
uzasadnien. Nasze stwierdzenie ,nie réb nic” usprawiedliwione jest przez G-redukcje (Az:a z)a —B

207Zainteresowanych odsytam do [37] (Rozdziat IV).

a .
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Negacja —A to tylko skrét implikacji A — L. Ale warto sie jej blizej przyjrzeé, bo to ujawni nie
tylko réznice, ale i subtelne zwiazki miedzy logika klasyczng i intuicjonistyczna.

Klasyczne prawo podwdjnej negacji - réwnowaznosé¢ A <> ——A - nie obowigzuje w logice in-
tuicjonistycznej - to wiemy?!. Ale jest nim implikacja A — ——A. Uzasadnimy to nieformalnie,
odwolujac sie do BHK-interpretacji.

Uzasadnienie formuty =—A to procedura, umozliwiajaca falsyfikacje wszelkich procedur spro-
wadzajacych do absurdu uzasadnienia A (uff...). Dlatego kazde uzasadnienie A wyznacza taka oto
procedure uzasadnienia ——A:  kazdemu kto twierdzi, ze ma procedure sprowadzania dowolnego
uzasadnienia A do absurdu, pokaz to uzasadnienie A”. To, bezdyskusyjnie, jest uzasadnieniem
implikacji A — ——A .

Jeszcze ciekawsza jest implikacja -———A — —A. Uzasadnieniem ———A jest procedura - nazwijmy
ja Pr - falsyfikujaca kazde uzasadnienie ——A. Ale, jak pokazaliémy, kazde uzasadnienie A daje
sie tatwo przeksztalci¢ w uzasadnienie ——A. Zatem procedura Pr musi tez falsyfikowaé¢ dowolne
uzasadnienie formuly A czyli jest uzasadnieniem formuly —A ... . Dlatego réownowaznosé¢ -——A <
—A jest prawem logiki intuicjonistycznej??.

Najciekawsze jest to, co o podwéjnej negacji méwi twierdzenie Glivenki:*3

formula A jest prawem klasycznej logiki zdaniowej dokladnie wtedy, gdy jej podwéjna negacja

- formuta =—A - jest prawem logiki intuicjonistycznej.”

Klasyczna réwnowaznosé A « ——A zostaje zastapiona przez ,réwnowaznosé¢ dowodliwosci” tych formut
w obu rozwazanych logikach.

Stad jesli tylko formuta zdaniowa A jest stabilna (czyli - w logice intuicjonistycznej - A < —B
dla pewnej formuly B) to jest ono prawem intuicjonistycznej logiki zdaniowej doktadnie wtedy, gdy
jest prawem klasycznej logiki zdaniowej?*.

Logike klasyczna od intuicjonistycznej rézni arbitralne zalozenie, ze kazda formula zdaniowa jest stabilna
(bo zawsze B < ——B). Wylacznie.

Wychowani w tradycji klasycznej sktonni jestedmy traktowaé logike intuicjonistyczna jako ciekawostke,
niegrozna dewiacje pozbawiona wigkszego (matematycznego) znaczenia. Wynik Glivenki pozwala méwié,
ze jest odwrotnie: logika klasyczna jest tylko ,wersja” logiki intuicjonistycznej, znajdujaca zastosowanie
wtedy, gdy ograniczamy sie do zdan stabilnych?®.

1.3 Semantyka Kripkego

,Kripke theory is a theory of ,,possible worlds”
(internet)

Przeciwstawiajac logike klasyczna logice intuicjonistycznej sugerowatem, ze w tej drugiej nie
ma czegos takiego jak model zamierzony. To prawda. Ale to nie wyklucza istnienia modeli.

Model Kripkego to dowolny zbiér czeéciowo uporzadkowany (poset) (V, <)26. Wartosciowanie
zmiennych w takim modelu to przyporzadkowanie kazdej zmiennej zdaniowej p (nalezacej do usta-
lonego a priori zbioru zmiennych zdaniowych) domknietego w gore podzbioru V,, C V27

21To takie mate ktamstwo - udowodnimy to dopiero za chwile, gdy bedziemy méwié o modelach Kripkego.

22 logice intuicjonistycznej ,,przez sprzecznosé” dowodzimy tylko stwierdzen negatywnych... .

ZValery Glivenko (1896-1940), matematyk ukraifski

24Jedli =B ma intuicjonistyczny dowdd, to ma go tez réwnowazna formuta ———B . A to - na mocy twierdzenia
Glivenki - oznacza, ze =B ma klasyczny dowdd.

5 Warta uwagi cickawostka: formuta zdaniowa A jest rozstrzygalna, gdy (A V —A) jest prawem logiki intuicjoni-
stycznej a stabilna, gdy ——A — A jest takim prawem. ,Rozstrzygalno$é” i ,stabilno$é¢” nie sg - wbhraw pozorom -
réwnowazne, bo implikacja (-—A — A) — (A V —A) nie jest prawem logiki intuicjonistyczne;j!

2635aul A. Kripke (1940- ) - amerykanski logik i filozof. Relacja ,<” jest zwrotna, przechodnia, i antysymetryczna
- Vouw(® <w) A (w < v) — v =w. ,Poset” to zgrabny skér angielskiej nazwy partially ordered set.

27V, jest domkniety w gére, gdy (v € Vp) A (v < w) = (w € Vj).
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Model Kripkego wraz z warto$ciowaniem p ~~ V), to jeden mozliwych scenariuszy rozwoju ,$wiata wie-
dzy”. STANY WIEDZY sa reprezentowane przez elementy V a zapis v < w oznacza, ze wiedza w stanie v
jest mniejsza niz w stanie w.

Domkniety w gére podzbiér V3 C V reprezentuje zASOB WIEDZY dostepnej we wszystkich stanach tego
podzbioru. Zbiér V reprezentuje ,,wiedze powszechna’, dostepna we wszystkich stanach.

Zbiér V, to zas6b wiedzy wystarczajacy (niezbedny) do uzasadnienia zdania reprezentowanego przez

zmienng p w tym scenariuszu. Napis ,v € V,,” czytamy: ,stan wiedzy v pozwala na uzasadnienie p” lub
2728

krétko: ,,v uzasadnia p

Wartoéciowanie zmiennych p ~ V), rozszerzamy wiagzac z kazda formulg zdaniowg A domkniety w
gore zbiér V4 C V (reprezentujacy minimalny zaséb wiedzy wystarczajacy do uzasadnienia zdania
reprezentowanego przez formule A przy tym warto$ciowaniu zmiennych). Te zbiory definiujemy
rekurencyjnie:

Vi=0 Vx=V,

vVEVarp «— weEeVy oraz v e Vg,

vEVayp «— wEVy, Ilub veVp,

v € Va,p <« dladowolnego w > v,jezeli w € Vy, to rowniez w € Vp .
W szczegélnosci V.4 to najwiekszy podzbiér domkniety w gére rozlaczny z V4.

Na szczegdlna uwage zastuguje interpretacja zbioru Vy_,p:

v € Va_p jezeli w tym stanie wiemy dosé, by kazde hipotetyczne uzasadnienie A przeksztalcié w hi-
potetyczne uzasadnienie B co rozumiemy tak: jesli tylko w przyszlym stanie w > v uzasadnimy A, to
bedziemy zdolni przeksztalci¢ to uzasadnienie A w uzasadnienie B .

Stad Va4 C Vi dokladnie wtedy, gdy Va_p = V.

Vi =0 - w kazdym modelu?”.

Formula A jest uzasadniona w stanie v przy wartosciowaniu p ~ V,, gdy v € V4 . Jest prawdziwa
w modelu (V, <) gdy jest uzasadniona w kazdym jego stanie przy kazdym warto$ciowaniu.

Fundamentalne twierdzenie o zupeinosci mowi, ze:
Sformula zdaniowa A jest prawem logiki intuicjonistycznej doktadnie wtedy, gdy jest prawdziwa
w kazdym modelu Kripkego.”

Zdanie Z jest prawem logiki intuicjonistycznej gdy jego uzasadnienie w dowolnym modelu nie wymaga
zadnej wiedzy (lub: wymaga tylko wiedzy powszechnej). Jest uzasadnione bez wzgledu na to, jak okreslimy
minimum wiedzy niezbedne do uzasadnienia zdan prostych w nim wystepujacych.

Spéjrzmy na prosty model Kripkego:

21Fp,q 3lFr
)
11Fp

™

0

i wartosciowanie zmiennych p,q,r takie, ze V, = {1,2}, V, = {2}, V,, = {3}. To oznacza np. ze w
stanie 2 , wiemy” (potrafimy uzasadnié¢) p i ,wiemy” q , a w stanie 0 ,nie wiemy nic”.
W tym modelu:

ZLogicy pisza v |- p zamiast v € V, i nazywaja te relacje forsingiem co odpowiada angielskiemu terminowi
forcing”. Forsing to ,wymuszanie”. Wole méwi¢ o ,umozliwianiu”.
Termin ,model Kripkego” ma szerszy zakres niz tu dyskutowany. Jest to jedno z podstawowych pojeé tzw. modalnej
logiki epimistycznej. Natomiast ,, Epistemic logic is a subfield of epistemology concerned with logical approaches to
knowledge, belief and related notions. (...) The central problems that have concerned epistemic logicians include (...)
determining which epistemic principles are most appropriate for characterizing knowledge and belief,(...).” (Stanford
Encyclopedia of Philosophy). Z powoddéw nie tylko patriotycznych dodajmy, ze pierwszy formalny system modalnej
logiki epistemicznej zdefiniowal J.Los. .

29Nigdy nie osiggniemy stanu wiedzy, pozwalajacego uzasadnié falsz. Chyba, ze jestesmy szalencami (politykami)...
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1. Vg = {1,2} czyli V~y # V,. To potwierdza, ze ,prawo podwdjnej negacji” - formula
——p < p - nie jest prawem logiki intuicjonistycznej.
2. Nieréwnos¢ V,V V-, # V pokazuje, ze prawo wylaczonego srodka nie obowiazuje w tej logice.

3. Vymp = V natomiast Voqyp = {2,3} - rownowaznos¢ (A — B) < (~AV B) nie jest prawem
logiki intuicjonistycznej>? .
4.0 ¢ Vip—ry(r—p) - formula (p — 1)V (r — p) nie jest prawem logiki intuicjonistycznej 31

Kazdy model Kripkego (V, <) wyznacza lokalna logike L(V, <). Jej prawami sa zdania prawdziwe
w tym modelu. Ta logika ma mila sercu mainstreamowcéw ceche - posiada wtasna matryce wartosci
logicznych ktéra jest zbiér wszystkich domknietych w gére podzbioréow V.

Przyklad. Dwuelementowy poset ({0,1},0 < 1) ma trzy domknigte w gére podzbiory -

0 c {1} € {0,1} czyli wyznacza logike z tréjelementowa matryca wartosci logicznych. Oznaczajac
te wartosci odpowiednio przez 0 < % < 1, ,rachunek wartosci” tej logiki opiszemy tak:

v Aw =min(v,w), vVw=maz(v,w) , a implikacje B — A tak:

B\A|0 3 1
0 [1 1 1
1

3 |0 1 1
1 |0 3 1

Nietrudno wyobrazi¢ sobie logike, ktora otrzymamy zastepujac dwuelementowy fancuch 0 < 1
taricuchem n-elementowym... .

Model Kripkego klasycznej logiki zdaniowej to poset, ktéry ma tylko jeden punkt i - konsekwentnie - dwa
podzbiory domknigte w gére.

W tym modelu wiedza jest niezmienna (transcedentna?). To Swiat platoniski. Tu kazde zdanie, ktéremu
mozna przypisa¢ wartos¢ logiczna, JEST prawdziwe lub falszywe.

W odréznieniu od logiki klasycznej, zdaniowa logika intuicjonistyczna nie ma uniwersalnego,
skonczonego modelu Kripkego (V, <) - takiego, ze prawa logiki L(V, <) sa dokladnie takie same,
jak prawa logiki intuicjonistycznej?2. Mamy tu tylko nieco slabsze twierdzenie:

formula zdaniowa A jest prawem logiki intuicjonistycznej dokladnie wtedy, gdy jest uzasad-
niona w KAZDYM SKONCZONYM modelu Kripkego”. [37]

To wystarczy by pokazaé, ze intuicjonistyczna logika zdaniowa jest rozstrzygalna’3.

Logika klasyczna ma pojedynczy model zamierzony o ,transcedentym rodowodzie”. Boole i Frege nie
stworzyli algebry wartosci logicznych - oni tylko zaproponowali sformalizowany opis tego ,transcedent-
nego bytu”. A systemy dowodzenia dla klasycznej logiki zdaniowej to tylko narzedzia odkrywania zdan
prawdziwych a nie sposéb na ich definiowanie.

39To zwalnia nas z obowigzku ekwilibrystycznego ttumaczenia, ze jedno ze zdah ,,Jesli Kasia przypalila zupe to w
Krakowie pada deszcz” i ,jesli w Kakowie pada deszcz, to Kasia...” jest prawdziwe.

31Korzystajac z modeli Kripkego mozna pokazaé, ze: , jesli alternatywa AV B jest prawem logiki intuicjonistycznej,
to jest nim réwniez formula A lub formula B”.Szkic dowodu: gdy zadna z formul A, B nie jest takim, to - na mocy
twierdzenia o zupelnosci - istnieja modele Kripkego (V4,<4) i (VE, <) falsyfikujace te formuly. Model falsyfikujacy
alternatywe AV B zbudujemy dodajac do rozlacznej sumy V4 UV nowy, najmniejszy element ,0” (zachowujemy
porzadki w zbiorach V4 i VB. Przyjmujemy, ze elementy z V* nie sa poréwnywalne z elementami z V2 i vice versa.

32To jeszcze jedno twierdzenie Godla. Wprawdzie mozna wskazaé pojedynczy NIESKONCZONY uniwersalny model
Kripkego (V, <) ale nie wydaje sie by w dyskusji o podstawach matematyki zasadne bylo korzystaé ze struktur
nieskonczonych ktérych istnienie jest bezdyskusyjnie akceptowalne jedynie w teorii mnogosci.

33Wystarczy réwnolegle realizowaé dwie procedury sprawdzajace: pierwsza, polegajacg na poszukiwaniu skorficzo-
nego modelu Kripkego falsyfikujacego badang formute. Druga, prébujaca skonstruowaé jej dowdd. Jedno (dokladnie
jedno) z tych postepowan musi zakoriczy¢ sie sukcesem... .
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Logika intuicjonistyczna koncentruje uwage na relacji konsekwencji - szuka odpowiedzi na pytanie, jak
uzasadnienie zdania ztozonego zalezy od uzasadnien zdan prostych. , Reasoning is primary, semantics is
just a tool.”

Ta logika nie ma okreslonej a priori (skonczonej) matrycy wartosci logicznych - ,reasoning is prima-
ry, semantics is just a tool.”. To pojecie pojawia sie dopiero po wskazaniu jednego z wielu mozliwych
(skonczonych) modeli Kripkego.

Heytingowska logika intuicjonistyczna to wspélny rdzen logik wyznaczonych przez modele Kripkego. Lo-
gika klasyczna jest tylko jedna z nich. Jest najprostsza, bo wyznaczona przez jednoelementowy model
Kripkego®?.

»Logika méwi o kazdej mozliwosci 1 wszystkie mozliwosci sa jej faktami (...). Jezeli moge pomysle¢ przed-
miot w kontekscie stanu rzeczy, to nie moge go pomysle¢ poza mozliwoscia tego kontekstu.” - L. Witt-

genstein.

1.3.1 Semantyka algebraiczna i topologiczna

Dzieki opowiesci o ,stanach wiedzy” modele Kripkego trafiaja do naszej wyobrazni. To wazne
- z psychologicznego punktu widzenia (,trzeci wymiar jezyka”...). Ale do formalnego okreslenia
semantyki formul w modelu (V, <), wystarczy znajomosé struktury jego ,zasobéw wiedzy” repre-
zentowanych przez domkniete w goére podzbiory V.

Te strukture rozpoznano i nazwano: domkniete w gére podzbiory modelu Kripkego to algebra
Heytinga (zwana tez ,krata brouwerowska” lub algebra pseudoboolowska):

Algebra Heytinga to poset (H,<) z elementem najwigkszym - T - i najmniejszym - 1 - w
ktérym kazda para elementéw (a,b) ma kres gérny - a Vb , dolny - a A'b i tzw. pseudodopelnienie
- a — b - najwigkszy element taki, ze a A (a — b) < b

aNc<b wtw c<a—b.
dla dowolnych elementéw a,b,c € H.»

To prowokuje do zdefiniowania semantyki intuicjonistycznej logiki zdaniowej w dowolnej al-
gebrze Heytinga, bez odwoltan do ,posetu stanéw wiedzy”. I tak zrobiono: to tzw. semantyka
algebraiczna. A to, co najwazniejsze = twirdzenie ozupelnbosci - pzybierze taka postac:

Lformula A jest prawem logiki intuicjonistycznej dokladnie wtedy, gdy jest prawdziwa w dowol-
nej algebrze Heytinga - przy kazdym wartosciowaniu przyporzadkowana jej wartoscia jest T 7.

Algebry Heytinga sg $ciSle zwiazane z ... przestrzeniami topologicznymi:

,rodzina zbioréw otwartych T dowolnej przestrzeni topologicznej (X, T) jest algebra Heytinga
Nasze najwazniejsze twierdzenie przyjmie teraz taka postac:

236

formula A jest prawem intuicjonistycznej logiki zdaniowej jezeli jest prawdziwa w algebrze
Heytinga zbioréw otwartych dowolnej przestrzeni topologicznej.
a nawet taka skrajng postac:

Sformula A jest prawem intuicjonistycznej logiki zdaniowej doktadnie wtedy, gdy jest prawdziwa
w pojedynczym modelu - algebrze Heytinga otwartych podzbioréw prostej rzeczywistej” [37].

Logika intuicjonistyczna v. klasyczna revisited

Algebry Boole’a to podklasa algebr Heytinga w ktérych obowiazuje prawo wylaczonego srodka
- aV —a = T dla dowolnego elementu algebry. Wsréd tych algebr znajduje si¢ dwuelementowa
fregegowska algebra wartosci logicznych. Pelni ona wyrézniong role gdyz twierdzenie o zupetnosci
dla klasycznej logiki mozna sformutowaé tak:

34Ten model ma dwa podzbiory domkniete w gor.

35Poniewaz te algebry beda tu wykorzystywane w gtéwnie ,kontekscie logicznym”, element a Ab nazywaé bedziemy
koniunkcja , element a V b - alternatywa a element a — b - implikacja elementéw a i b. Dodatkowo implikacje @ — L
nazwiemy negacja elementu a. Wré¢ na chwile na str. ?7.

¥T=X,1L=0.,\ to teoriomnogosciowy przekréj, ,v” to suma, V — U to wnetrze zbioru U U (X \ V). W
szczegblnosei —V to wnetrze zbioru X \ V. O przestrzeniach topologicznych méwilismy w Czesei 1.
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szdanie jest prawem klasycznej logiki zdaniowej (ma ,klasyczny” dowéd) dokladnie wtedy gdy
jest prawdziwe w dwuelementowej algebrze Boole’a”

Podobienstwa i réznice miedzy twierdzeniami o zupelnosci dla klasycznej i intuicjonistycznej logiki zda-
niowej wydaja sie oczywiste. Ale niech najwazniejsza konsekwencja tych réznic nie umknie naszej uwadze:
Klasyczna wersja twierdzenia o zupelnosci pozwala na stwierdzenie, ze:

,jesli zdanie Z nie ma dowodu, to ma go jego negacja - zdanie =237,
Twierdzenie o zupelnoéci dla logiki intuicjonistycznej na to nie pozwala - brak intuicjonistycznego dowodu
zdania Z nie oznacza istnienia takiego dowodu zdania —Z'!
Logika intuicjonistyczna nie akceptuje ,niekonstruktywnej” argumentacji: ,méwisz, ze dowdd istnieje, to

go pokaz (skonstruuj)”.

1.4 Logika intuicjonistyczna pierwszego rzedu

H: I have just proved 3, A(x),

B: Congratulations! What is it?

H: I don’t know. I assumed YV, —A(x) and derived a contradiction.
B: Oh. You proved =V, —A(z) . That’s what I said.” [26]

,H” chwali sie¢ dowodem istnienia obiektu o wlasnosci opisanej formuta A(x) - pokazal, ze brak
takiego obiektu prowadzi do sprzecznosci. Jego oponent - ,B” - twierdzi, ze w ten sposéb wykazat
on jedynie, ze nie jest mozliwe, by zaden obiekt nie mial tej wtasnosci... . Skad ten spér?

W obu logikach - klasycznej i intuicjonistycznej - uznajemy réwnowazno$é V,—A(x) <> =3, A(x).
- ,to, ze zaden element nie ma wilasnosci A(x) jest réwnowazne stwierdzeniu, ze nie istnieje ele-
ment, ktéry ma te wlasnosé”. Negujac obie strony otrzymamy nowa réwnowaznosé - =V, ~A(x) <
——3, A(z). Do tego momentu panowie si¢ zgadzaja.
Wierny klasycznej logice matematyk hilbertowski - ,H” - wykorzysta teraz prawo podwdjnej ne-
gacji - == A — A - i uzna kolejna réwnowaznosé: 3, A(x) < =V, A(z) - ,obiekt o wlasnosci A(x)
istnieje, gdy nie jest prawda, ze zaden obiekt nie ma wilasnosci A(x)”.
A pan ,B” - matematyk brouwerowski - nie uznaje tego prawa. W jego logice ,statement 3, A(x)
is regarded as a PARTIAL COMMUNICATION, to be supplemented by providing an element a which
satisfies A(x)” [45] . Stad ten spor3S.

W klasycznej logice sad pozytywny, przesadzajacy o istnieniu, jest réwnowazny sadowi negatywnemu.
Zwazywaszy role, jaka w matematyce Hilberta przypisano formalnym dowodom istnienia, to dosé¢ ryzy-
kowne... .A wszystko to za sprawg ,tertium non datur”.

Czy musimy bezkrytycznie akceptowaé takie prawa? Hilbert tez mial watpliwosci. Pisal: (...) ,law of
the excluded middle” should not be uncritically adopted as logically unproblematic” . Ale ostatecznie

stwierdzil: ,the application of tertium non datur can never lead to danger”. [31]

BHK-postulaty dotyczace kwantyfikacji sformutowano tak:

ykonstruktywnym uzasadnieniem formuly ¥, ¢(x) jest procedura, ktéra pozwala na przeksztal-
cenie konstrukcji dowolnego elementu a w konstruktywne uzasadnienie zdania ¢(x)[x := a.
suzasadnienie 3, ¢(x) to procedura, ktéra konstruuje element a i przeksztalca jego konstrukcje
w uzasadnienie formuly ¢(x)[z := a]”.
Czym jest 6w ,element a” przywolywany w sformulowaniach obu BHK-postulatéw? ,,a € D where
D is the domain of discourse (over which the variable range)” [40]. Termin ,domain of discourse”
mozna ttumaczy¢ jako ,dziedzina, przedmiot rozwazan”. To konstruowalny obiekt matematyczny,

37Sprébuj to pokazaé... .

38Dlatego pan ,B” nie akceptuje tez dowodu twierdzenia Henkina o petnosci (omawianego w Czesci 1). Konsekwen-
¢ja odrzucenia implikacji =V, —A(z) — 3, A(z) jest tez to, ze konstruktywisci rozrézniaja pojecia: zbioru niepustego
- =V, —(y € x) i zbioru zamieszkalego - 3,y € x..
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w ktérym umiemy interpretowaé jezyk rozwazanych formut. Jego elementy musza mie¢ swoje nazwy,
opisy. To niezbedne by mozna bylo méwié o czym$ takim jak ¢(z)[z := al.

»Uzasadnienie” jest zalezne od rozwazanej dziedziny. ,(...) “proof” should not be understood in the sense
of a formal proof in some logical calculus (...) rather as an informal basic notion (like truth in case of
classical logic)” - napisano w [40] opisujac to, co nazwaliSmy tu uzasadnieniem.

Whbrew mylacemu skojarzeniu - uzasadnienie to ,proof” a proof to dowdd - to zdanie lokuje pojecie
uzasadnienia po tej samej stronie, po ktorej jest ,,prawdziwosé” - po stronie semantyczne;.

BHK-postulaty to nie aksjomaty>’. To drogowskaz ktérym mamy sie kierowaé konstruujac kolej-

ne ,domains of discourse” i zwiazane z nimi pojecie uzasadnienia. Przyktadem takiego rozumienia
BHK-postulatéw jest realizowalnosé Kleene’ego o ktérej opowiemy za chwile.
Jednak matematyce trudno poprzestaé¢ na enigmatycznych postulatach: oczekujemy formalizacji in-
tuicjonistycznej logiki pierwszego rzedu - stworzenia systeméw dowodzenia, takich, ze dowodliwosé
formuly gwarantuje istnienie jej uzasadnienia w kazdej ,,dziedzinie rozwazan”, w ktorej to pojecie
jest zgodne z BHK-postulatami®.

Poprzestaniemy na zapewnieniu, ze takie systemy stworzono. To sktania do stwierdzenia, ze
dowody budowane w tych systemach sg konstruktywne. Swiadczy o tym taki oto wynik:

yzdanie 3, 1(z) jest dowodliwe w systemie dedukcji naturalnej pozbawionym reguty dowodzenia
przez sprzecznosé dokladnie wtedy, gdy istnieje term t taki, ze formula v(x)[z := t] jest dowodliwa”.
Ow term wskazuje (nazywa) elementy, ktére realizuja BHK-postulat dla zdaf postaci 3,¢(z)*!

Pomoze nam analiza paradoksu pijaka, ktéry rozpowszechnit R. Symullyan. Zdanie: ”there is
someone in the pub such that, if he is drinking, then everyone in the pub is drinking” jest ab-
surdalne. Ale - paradoksalnie - prawdziwe w klasycznej logice. Zapisane formalnie wyglada tak:
3z (p(z) — Yy p(y)). Jest tu tylko pojedynczy jednoargumentowy symbol relacyjny p co oznacza,
ze teoriomnogoéciowym modelem tego jezyka jest kazda para zbioréw (A, A, C A)*2.

To zdanie jest prawdziwe w kazdym teoriomnogodciowym modelu. Wystarczy osobno rozpatrzyé
dwie rozlaczne i dopelniajace sie klasy modeli: pierwsza to modele, w ktérych A, = A (,wszy-
scy pija”). Druga to modele w ktérych A, # A (,jest kto$ niepijacy”). W modelach z pierwszej
klasy nastepnik implikacji jest prawdziwy. W drugim przypadku wyskazujac niepijacego osobnika
ap € A\ A, sprawiamy, ze poprzednik rozwazanej implikacji jest falszywy przy warto$ciowaniu
[z := ag]. A to wystarczy do uzasadnienia prawdziwosci rozwazanego zdania.

Na mocy twierdzenia o zupelnosci logiki klasycznej, zdanie prawdziwe w kazdym teoriomngoscio-
wym modelu ma dow6d*3. Jednak to zdanie nie ma dowodu ,intuicjonistycznego”. Gdyby mialo,
to - na mocy przywolanego wyzej twierdzenia - dowodliwa byltaby tez formuta p(z) — V,p(z) ktéra
czytamy ,jesli ktokolwiek w pubie pije, to wszyscy pija”**. A w to trudno uwierzy¢... .

KONIG

1.4.1 Arytmetyka intuicjonistyczna

7 kazda klasyczng teoria T mozna skojarzy¢ jej intuicjonistyczna wersje - teorie 7?45, Formalizacja
intuicjonistycznej logiki - stworzenie adekwatnych systeméw dowodzenia - rodzi pokuse powtdrzenia
klasycznej gry miedzy syntaktyka i semantyka, miedzy dowodliwoscia a prawdziwosciag zdan.

3w [38] te postulaty okreslono jako ,informal semantics”.

19Pewnie dlatego, ze wszyscysmy wychowali sie w tradycji Tarskiego...

41To twierdzenie sprawia, ze BHK-postulat dla zdan egzystencjalnych formutuje sie czasem tak: ,whenever 3,¢(x)
is provable, then ¢(t) is provable for some term t”..

12W szczegblnosci, modelem jest pub rozumiany jako zbiér ludzi z wyréznionym podzbiorem pijacych.

“*Dowodzimy osobno zdani ¥y p(y) — (3o (p(x) — Yy p(y))) oraz =¥y p(y) — (3o (p(zr) — Yy p(y))). A potem
wystarczy scali¢ oba dowody korzystajac z prawa wylaczonego érodka.

44 Jedyne termy w rozwazanym jezyku to zmienne.

15Czedcia kazdej klasycznej teorii pierwszego rzedu T jest klasyczna logika pierwszego rzedu - FOL. Teorie T*
otrzymamy zastepujac F'OL logika intuicjonistyczng pierwszego rzedu.
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Czym jest model teorii intuicjonistycznej? To moze by¢ kazdy teoriomnogosciowy model T'. Ale
to zgrzyta: postugiwanie sie réznymi logikami: intuicjonistyczna - gdy méwimy o syntaktyce - i
klasyczng - gdy mowa o modelu i spelnianiu - to nie najlepszy pomyst. To niespdjne.

Mozna tez definiowaé¢ pojecie modelu intuicjonistycznej teorii 7% ,na nowo”. Takie préby po-
dejmowano. I osiagano zamierzone cele?S.

Ostatecznie mozna zechcie¢ zastapi¢ klasyczna teori¢ mnogosci przez ,intuicjonistyczng teorie
zbioréw” . Jednak nie moze to by¢ teoria ZFC' bo, jak wiemy, konsekwencja aksjomatu wyboru jest
prawo wytaczonego $rodka. Intuicjonistyczna teorie zbioréw trzeba zbudowaé inaczej. I to zrobiono.
Ale i to nie wydaje sie przesadnie interesujace i zgodne z brouwerowska wizja matematyki*’. Trzeba
bardziej radykalnych propozycji - takich jak teoria toposéw.

Zanim poznamy toposy (wkrétce) zajmijmy sie tym co bezsporne: rozwazanie intuicjonistycz-
nych wersji klasycznej teorii ma niewatpliwie sens wtedy, gdy ta teoria jest wtornym opisem pew-
nego konstruowalnego obiektu matematycznego.

Sztandarowym przykladem takiej teorii jest arytmetyka.

Arytmetyka Peano korzysta ze wsparcia klasycznej logiki pierwszego rzedu. O arytmetyce in-
tuicjonistycznej (arytmetyce Heytinga - HA) méwimy wtedy, gdy te klasyczna logike zastapimy
jej intuicjonistycznym odpowiednikiem®. Te dwie arytmetyki sa ,réwnowaznie niesprzeczne”*? -
jedna jest niesprzeczna dokladnie wtedy, gdy druga jest niesprzeczna. Jest to konsekwencja twier-
dzenia udowodnionego przez Gentzena i Gédla (ktére mozna traktowaé jako uogdlnienie twierdzenie
Glivenki): dla dowolnej formuly arytmetycznej ¢ istnieje formuta arytmetyczna ¢V taka, ze

Jformula ¢ ma dowéd w klasycznej arytmetyce Peano dokladnie wtedy, gdy formula ¢V ma

dowéd w arytmetyce intuicjonistycznej” .

To oznacza, ze i ta arytmetyka nie moze dostarczy¢ dowodu wlasnej niesprzecznosci...

Réznica miedzy arytmetyka klasyczna i intuicjonistyczna jest bardziej subtelna niz sie¢ wydaje. Np. te
teorie sa réwnowazne gdy ograniczymy si¢ do zdan postaci V.3, a(z,y), gdzie a(z,y) jest formuly bez-
kwantyfikatorowa®!.

Podsumujmy ten podrozdzial przywolaniem znakomitego (choé¢ malto eksponowanego) twier-
dzenia, ktore usprawiedliwia ograniczenie omawiania logiki intuicjonistycznej pierwszego rzedu do
arytmetyki intuicjonistycznej
Arytmetyczng instancja formuly pierwszego rzedu sygnatury ¥ nazwiemy kazda formute artyme-
tyczna otrzymang przez zastapienie symboli operacyjnych termami arytmetycznymi a relacyjnych
- formutami arytmetycznymi. Twierdzenie o ktérym mowa orzeka, ze:

formula ¢ jest prawem intuicjonistycznej logiki pierwszego rzedu dokladnie wtedy, gdy w HA
dowodliwa jest jej kazda arytmetyczna instancja.

| Powrét do zrédet?®

46Modeli powinno byé ,wiecej” by umozliwié dow6d twierdzenia o zupelnosci - to, co prawdziwe w kazdym modelu
jest dowodliwa konsekwencjg T%”. Mozna zajrzeé np. do [37].

47Przekonywatem, ze relacja ,syntaktyka - semantyka” to - w ujeciu Tarskiego - swoista gra jezykowa. A takie gry
nie byly w kregu zainteresowan Brouwera. Ale moze nie mam racji... .

BHA = PA". Zazwyczaj utatwiamy sobie zycie dodajac - jako nowe aksjomaty - pary réwnosci definiujace wszelkie
funkcje prymitywnie rekurencyjne. ,In principle one could base an axiomatisation of constructive arithmetic on
the basic operations 0, succ , addition and multiplication and equality as the only predicate. However, this has the
disadvantage that developing elementary number theory (...) would involve a lot of coding. Therefore, we prefer to
take all primitive recursive algorithms as basic constants and postulate their defining equations as axioms” [40]. To
rozszerzenie teorii jest konserwatywne - dodanie nowych aksjomatéw nie zwigksza zbioru dowodliwych zdan.

49 Classical and intuitionistic arithmetic are equiconsistent.”

%0 G6del-Gentzen translation -przyporzadkowanie ¢ ~» ¢~ - nie jest, jak w twierdzeniu Glivenki, ,podwéjna
negacja”’. Jest bardziej skomplikowane [11]. Dodajmy ciekawostke: gdyby implikacja - ,double negation shift” -
Ve ——¢(z) < ==V, ¢(x) byla prawem logiki intuicjonistycznej, to mozna by przyjaé ¢~ = ——¢. Ale tak nie jest.

LPA V.3, a(r,y) dokladnie wtedy gdy HA F V.3, a(z,y) - to twierdzenie udowodnione przez Kreislera [11]
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P2W [27] J. van Oosten pisze, ze wprawdzie ten dowdd przedstawit D.H.J de Jong w nicopublikowanym artykule
(w 1969r.) ale odnidst tylko ,czeSciowy sukces”. Autorstwo pelnego dowodu van QOosten przypisuje sobie. O tej
zawilej historii mozna przeczytaé¢ w artykule Intermediate logics and the de Jongh property (wspétautor: De Jongh)
dostepnym w internecie.



Rozdzial 2
Kategorie, funktory i toposy

Zwyciestwem bedzie przede wszystkim
Dobrze widzie¢ z daleka
Wszystko widzie¢ z bliska
I zeby wszystko mialo nowe imie.
G. Apollinaire

,Categories, initially a convenient way of formulating exact sequences, diagram chasing and
axiomatic homology for topology, aquired independent life in the work of Ehresmann (...) in France,
and in United States in the work of Kan and McLane, and in a group around Eilenberg (...) .
Then in 1963 Lawvere embarked on the daring project of a purely categorical foundations of all
mathematics” [22].

2.1 Jezyk kategorii

»Mathematics is the art of giving the same name
to different things”
H. Poincare
Teoria kategorii oferuje schemat poznawczy pozwalajacy opisywaé rézne fragmenty matema-
tycznego uniwersum. Dostarcza tez narzedzi do badania zwigzkéw miedzy tak opisanymi ,mate-
matycznymi $wiatami”.
Te $wiaty to kategorie. A zwiazki miedzy nimi opisuja funktory.
Kategoria to obiekty i morfizmy. Z kazdym morfizmem zwiazana jest para obiektow - jego dziedzina
i kodziedzina. Piszemy ,,f: A — B” i mowimy, ze ,f jest morfizmem z obiektu A do obiektu B”.
Morfizmy skladamy - jezeli f: A — Big: B — C, to ich zlozeniem jest morfizm gf: A — C.
Sktadanie jest laczne!. Z kazdym obiektem A zwigzany jest morfizm identycznoéciowy ids: A — A
taki, ze fida = f = idpf dla dowolnego morfizmu f: A — B.

Aksjomatyka ZFC to zbiér stwierdzen arbitralnie dekretujacych istnienie pewnych obiektéw matema-
tycznych: ,istnieje zbiér pusty”, istnieje zbior induktywny” itd. Ona kreuje rzeczywistosé.

Aksjomaty teorii kategorii to tylko wskazanie warunkéw, jakie musza by¢ spelnione, by dany fragment
rzeczywistosci postrzegac¢ i badac¢ jako ,kategorie”.

Teoria kategorii organizuje poznanie matematyczne. Epistemologia v. ontologia?

Kategorie tworza zbiory i funkcje. Kategorig sa przestrzenie topologiczne z funkcjami ciagltymi
jako morfizmami. Algebraik bedzie zainteresowany kategoriami grup, pierScieni, modutéw. Logik -
kategorig algebr Boole’a czy tez algebr Heytinga.

Ale to nie znaczy, ze obiektami kategorii muszg byé¢ zbiory wyposazone w struktury ,tego samego

L f(gh) = (fg)h dla dowolnej tréjki sktadalnych morfizméw.

17
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rodzaju”?. Np. kazdy graf skierowany moze by¢ traktowany jako kategoria: obiektami sg tu wierz-
chotki grafu, a morfizmy to Sciezki - skoficzone sekwencje zgodnie skierowanych krawedzi. Kategoria
jest tez dowolny poset (P, <) - obiektami sa tu elementy P a (jedyny) morfizm z a do b istnieje
wtedy, gdy a < b. Strukture liczb naturalnych mozna postrzegaé¢ jako jednoobiektows kategorie,
w ktérej sg one morfizmami, a skladanie jest realizowane jako dodawanie. Kategorig moze by¢
niemalze wszystko...3.

Budujac uniwersalna - w zamierzeniu - teorie mnogosci, jej twércy musieli rozstrzygnaé¢ pewne
dylematy, nadajac tym rozstrzygnieciom status aksjomatéw. Teoria kategorii jest wolna od obowiaz-
ku rozstrzygania dylematéw ontologicznych. Dopuszcza wspdélistnienie Swiatéw matematycznych -
kategorii - w ktorych te kwestie rozstrzygane sa odmiennie. Mozna - obok kategorii wszystkich
zbioréw Set w ktorej akceptujemy nieskonczona skale nieskonczonosci? - rozpatrywaé kategorie
zbioréw skonczonych Set; w ktérej nieskoniczonosé jest nieobecna. Mozna wyrdzni¢ kategorie zbio-
réw przeliczalnych - matematyke z jednym rodzajem nieskoniczonosci. Nie trzeba juz upychaé catej
matematyki w jednym uniwersalnym modelu.

Wyrédznienie fragmentu matematycznego uniwersum jako kategorii nie oznacza jego odsepero-
wania od reszty matematyki. Przeciwnie: to, ze rozne fragmenty matematyki opisujemy korzystajac
z tego samego schematu, utatwia poszukiwanie i opis zwiazkéw miedzy nimi.

Te zwiazki opisujemy i badamy za pomoca funktoréw.

Funktor F': C — D to odwzorowanie miedzy kategoriami respektujace ich podstawowa strukture: obiekty

przeprowadza na, obiekty a morfizmy na morfizmy, zachowujac ich skladanie oraz identycznosci®.

Jezeli kategorie sa lokalnymi Swiatami matematycznymi, to funktory pozwalaja na interpretacje jednego
swiata w drugim. Funktory sa rézne: moga ,zanurza¢” (jedna kategorie w druga), potrafia ,zapomi-
naé¢” (strukture obiektéw), ustalaé¢ réwnowaznos$é miedzy kategoriami. Funktory potrafia ,zachowywac”

i ,kreowaé” wlasnoéci obiektéw. Sa madrzejsze niz funkcje....

Najciekawsze sg funktory, ktére dziataja miedzy mocno réznigcymi sie Swiatami-kategoriami.
Takie konfrontowanie réznych dziedzin matematyki prowadzi czesto do niebanalych, a nawet zaska-
kujacych, odkryé. Np. wyrdznienie (,odkrycie”) pewnych funktor6w miedzy kategoria przestrzeni
topologicznych i kategoria grup pozwolito na badaniu struktur topologicznych za pomoca narzedzi
algebraicznych”.

Przedstawiajac teorie ZFC' opisalem (staralem sie ...) mechanizm poszerzania jezyka teorii
mnogosci. Te rozszerzenia byly konserwatywne - wprowadzeniu nowego pojecia zawsze towarzyszyto
twierdzenie o istnieniu jego desygnatu®. Tak wprowadzane pojecia sa interpretowalne w kazdym
modelu ZFC'. To zrozumiale - wszak ta teoria miata mie¢ jeden model zamierzony - uniwersum.

Struktura jezyka kategorii jest inna. W jego warstwie podstawowej poje¢ jest mato - ,obiekt”,
ymorfizm” | | zlozenie morfizméw” i ,morfizm identycznosciowy”. I tylko one musza by¢ interpreto-
walne w kazdej kategorii. Druga warstwe tworza pojecia interpretowalne tylko w pewnych modelach
tej teorii. To sprawia, ze jezyk kategorii umozliwia klasyfikacje lokalnych matematycznych $wiatéw:

2Takie kategorie nazywamy konkretnymi.

W pewnej monografii (prawdopodobnie w ksiazce ,,Algebraic theories” E. Manesa, ale nie jestem pewny) jako
przyktad wskazano kategorie, ktérej jedynym obiektem jest R. Nixon a morfizmem ... banan. (Nixon to przydent
USA o watpliwej stawie.). Uniwersalny charakter jezyka kategorii jednych cieszy bardziej, innych mniej. W monografii
pos$wieconej topologii algebraicznej N.E.Steenrod nazwal teorie kategorii ,abstrakcyjnym nonsensem”... .

4Bardziej precyzyjnie: kategoria zbioréw to dowolnie wybrany model ZFC. W tej kategorii morfizmy to funkcje.

°Jedlig: A— B w C, to F(g) : F(A) — F(B). F(ida) = idp(a) oraz F(gf) = F(g9)F(f).

5Dla Eilenberga i Mc Lane’a, twércéw teorii kategorii, funktor by} pojeciem podstawowym:,, It should be observed
that the whole concept of a category is essentially an auxiliary one. Our basic concepts are essentially those of a
functor and of a natural transformation... .The idea of a category is required only by the precept that every functor
should have a definite class as domain and a definite class as range, for the categories are provided as the domains
and ranges of functors.” - General Theory of Natural Equivalences’, Transactions of the AMS, 58, pp. 239—94.

"Te badania to domena topologii algebraicznej. Mozna tez wyglosié ,stwierdzenie odwrotnie”: badania w zakresie
topologii algebraicznej i osagniete wyniki byty istotnym impulsem rozwoju teorii kategorii.

8Hipoteza continuum jest tu wyjatkiem. Sa i inne, ale wazne jedynie dla ,podstawowcéw”.
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pewne kategorie sa ubogie, bo interpretujemy w nich tylko podstawowe pojecia. Inne sg bogatsze,
bo pozwalaja na interpretacje pojeé¢ ,drugiej (i wyzszych) warstw” jezyka.
Granice
Waznym pojeciem tej ,drugiej warstwy” jezyka jest granica diagramu.
Diagram to graf, ktérego wierzchotki sa etykietowane przez obiekty rozwazanej kategorii a krawedzie
- przez dzialajace miedzy mimi morfizmy. Diagram moze wygladaé np. tak”:
Ao Ay
d
A

(ten diagram jest posadowiony na grafie z trzema wierzcholtkami i dwiema krawedziami). Stozek
nad tym diagramem rysujemy tak:

Ay A,
. v}
fo.v"‘. fl e Az

Formalnie: stozek nad tym diagramem to obiekt D wraz z morfizmami f;: D — A; takimi, ze
swszystkie tréjkaty sa przemienne” - ¢ fo = f1, ¥ f2 = fi.

Granica tego diagramu to stozek uniwersalny (C,(Il;: C' — A; : i =1,2,3)) - taki, ze dla kazdego
innego stozka (D, (f;: D — A;)) istnieje dokladnie jeden morfizm f: D — C dla ktérego wszystkie
nowopowstale tréjkaty sa przemienne (tzn. II; - f = f; dlai =1,2,3):

¢

Ag Aq

4
S
o © i As

Do

Opisana tu granica to pullback (pary morfizméw (¢,) ).

Aby méwié¢ o dowolnych diagramach i ich granicach wystarczy nasz przykladowy graf zastapié
jakimkolwiek - skoficzonym lub nieskoficzonym - multigrafem skierowanym!!. Dalej bez zmian -
granica to stozek uniwersalny nad danym diagramem.

Méwiac o granicach nie tylko rysujemy diagramy, ale tez ochoczo korzystamy z jezyka geometrii - méwimy
o ,przemiennych tréjkatach”, ,stozkach”, ,prostokatach” itp., itd. To nie jest konieczne.
Ale czy bez tych geometrycznych metafor tatwiej zrozumieé, czym jest granica?

Grafy - bazy diagraméw - mozna wybiera¢ dowolnie. Dlatego mamy nieograniczenie, wrecz
niewyobrazalnie wiele rodzajow granic. Ale teoria kategorii oferuje twierdzenie, ktére wprowadza
w tym kosmicznym chaosie ,platonski tad”:

sjezeli w rozwazanej kategorii istnieja wszelkie ekwalizatory i (skoriczone) produkty, to istnieja
w niej tez wszelkie (skoriczone) granice”.

9Kategorysci uwielbiaja rysowaé, przepraszam, ilustrowaé swoje konstrukcje rysunkami-diagramami. Jedna z tech-

nik dowodzenia nazwali nawet ,diagram chasing” - ,bieganie po diagramie”.
0N a ostatnim rysunku brak dwoch morfizméw - f1: D — Ay i I[I1: C — A;. To zgodne z ockhamowska zasada:
skoro II; = ¢Ily = ¢IIs (i podobnie fi = ... ), to po co komplikowaé rysunek dodajac cos, co juz na nim jest?

Kategorysta powie krétko: ,ten prostokat jest pullbackiem”. Niestety, mimo staran nie wymyslono satysfakcjonujacego
polskiego odpowiednika tej nazwy... .
1 Multi” gdyz dopuszczamy istnienie krawedzi réwnolegtych (czyli o tym samym poczatku i koricu).
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- Produkty to granice diagraméw dyskretnych, czyli posadowionych na grafach bez krawedzi'2.

g
- Ekwalizator pary ,réwnolegltych morfizméw” f,g: A — B to granica diagramu A :f>> B.

Trudno o co$ prostszego. A jednak to wystarcza do konstrukcji granic nawet najbardziej skom-
plikowanych diagraméw. Czy to nie jest zaskakujace?

Pojecie, ktore obejmuje wiele pozornie réznych konstrukcji, jest warto$cia sama w sobie: pojedyncze
twierdzenie o wlasnosciach granic (ustalonego typu) moze by¢ interpretowane w réznych kategoriach i w
(pozornie) réznych sytuacjach.

,2Matematyka jest sztuka nadawania réznym rzeczom tych samych nazw” - H. Poincare.

Granica diagramu moze, ale nie musi istnie¢ - to zalezy od tego, z jaka kategorig mamy do
czynienia. Dlatego to pojecie mozna wykorzystaé¢ do klasyfikacji kategorii. Np. mowimy, ze kategoria
jest (skoniczenie) zupelna, gdy istnieja w niej granice wszelkich (skoniczonych) diagraméw.

Zasada dualnosci

Trud wlozony w zrozumienie czym jest granica diagramu oplaca sie w dwojnasoéb. A to dlatego, ze
teoria kategorii ,jodkryta” nowa prawde o strukturze matematyki - zasade dualnosci.
Jej zrédiem jest banalna obserwacja: jesli w dowolnej kategorii C ,zmienimy kierunek morfizméw” -
tzn. o morfizmie f: A — B powiemy, ze dziala on w odwrotnym kierunku, z B do A - to otrzymamy
nowa, poprawnie zdefiniowang kategorie - kategorie dualng CP 3.

Dzieki temu w jezyku kategorii kariere zrobil tajemniczy przedrostek ,ko” uzywany do wskazy-
wania poje¢ i twierdzeni dualnych'*.Jak to dziala? Na przyktad tak:

,Kogranica diagramu D w kategorii C to granica tego diagramu w kategorii dualnej C°P”1®

Dlatego w jezyku kategorii obok produktéw mamy koprodukty - kogranice diagramow dyskretnych.
Skoro sg ekwalizatory, to sa tez koekwalizatory (par réwnoleglych morfizméw). I tak dalej'®.
To nie zabawa w stowa. Dzieki zasadzie dualnosci kazde twierdzeniem sformulowane w jezyku
kategorii ma swa ,wersje dualng”. I tak np. dualng wersja przytoczonego wczeéniej twierdzenia:
»jesli w kategorii C istnieja wszelkie (skoniczone) produkty i ekwalizatory, to istnieja w niej
granice wszelkich (skoriczonych) diagraméw”
jest twierdzenie:
»jesli w kategorii C istnieja wszelkie (skoriczone) koprodukty i koekwalizatory, to istnieja w niej
kogranice wszelkich (skoriczonych) diagraméw”.
I co wazne (nie tylko dla leni): twierdzenia dualnego nie trzeba dowodzi¢! Jego dowéd otrzymamy
y,dualizujac” dowdd pierwotnego twierdzenia.

»ko” - pierwszy czlon wyrazéw zlozonych tworzacy nazwy czynnosci wykonywanych wspdlnie,(...) zjawisk
albo rzeczy, w ktorych wspolwystepuja jakies elementy Iub procesy.” Zasada dualnosci ujawnia szczegolnag
symetrie matematycznego uniwersum. Dostrzegalna, gdy do jego opisu uzyjemy jezyka teorii kategorii.
Matematycy uwielbiajg symetrie uznajac ja za dowdd istnienia w matematycznym $wiecie oczekiwanego
ladu czy wrecz doskonatosci (charakterystycznej dla bytéw transcedentnych). Ale fizycy tez!”.

12W szczegblnosci, granica pustego diagramu to obiekt konrcowy - taki, ze z kazdego obicktu istnieje do niego
doktadnie jeden morfizm. W Set obiekt konicowy to zbiér jednoelementowy.

130biekty C°P sg takie same jak obiekty kategorii C.

M 0Odpowiednikiem lacifiskiego przedrostka , ko-”, w jezyku polskim jest ,,wspél-”.

15Zachecam do samodzielnego sformutowanie definicji kogranicy diagramu. Prosze nie baé sie uzy¢ takich pojeé jak
Hkostozek” czy nawet ,kostozek kouniwersalny”... .

168czedliwie, to szalefistwo ma swoje granice: np. nie méwimy o ,ko-pullback”-ach tylko o pushoutach (par morfi-
zméw o wspdélnej dziedzinie) . Dualnosé okreslent ,pull(back)” i ,push(out)” jest oczywista dla bywalcéw trzy i wiecej
gwiazdkowych hoteli i restauracji. A ,kokogranica” to oczywiscie granica... .

170 roli symetrii w rozumieniu piekna w sztuce i fizyce picknie (choé¢ krétko) pisal M.Heller w eseju ,,Czy fizyka
to nauka humanistyczna?”. Fundamentalng role symetrii w fizyce opisuje twierdzenie Noether ktérego tu jednak nie
bedziemy dyskutowac.
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2.1.1 Teoria mnogosci v. teoria kategorii

Dla teoriomnogoéciowego ortodoksy teoria kategorii to tylko kolejna teoria pierwszego rzedu. Nic
si¢ nie zmienilo - teoria mnogosci jest nadal matematyczna ur-teoria.
Co na to kategorysci? ,In general, WE SHALL NOT BE VERY EXPLICIT about set-theoretic founda-
tions, and we shall TACTICALLY ASSUME we are working in some fixed universe U of sets. Members
of U will be called ,,small sets” whereas a collection of members of U which does not itself belongs
to U will be reffered to as a ,large sets”'®. Given such an ambient universe (...)” pisali S. Mc Lane
i I. Moerdijk w [23].
»Zatozenie taktyczne”, czyli przyjete po to, by uniknaé¢ jatowych dyskusji o wyzszosci Wielkiej
Nocy nad Swietami Bozego Narodzenia (i odwrotnie)!?.
Jednak charakter tego tekstu zmusza nas przynajmniej do proby poréwnania tych teorii. Ich twor-
cy mieli w zasadzie ten sam cel - stworzenie uniwersalnego narzedzia ogladu zastanej matematyki.
Tworcy teorii mnogoéci, wierni ockhamowskiemu paradygmatowi, budowali te - w zamierzeniu uni-
wersalng - ,ur-teorie” na fundamencie ograniczonym do jednego pierwotnego pojecia - zbioru - i
jednej relacji - ,€”. Aksjomaty ZFC, ponownie ,w zamierzeniu” mialy tworzy¢ system zupelny
pozwalajacy orzekaé o prawdziwosci wszelkich zdan matematycznych.
Teoria kategorii odrzuca te paradygmaty. Czas jaki uptynal miedzy powstaniem obu teorii byt wy-
starczajaco dtugi by poznaé zalety i wady teorii mnogosci. Co wiecej, wnikniecie fizykéw w Swiat
kwantéw uswiadomilo, ze tworzenie uniwersalnych teorii wcale nie musi by¢ priorytetem.
Teoria kategorii sugeruje, by wszelkie interesujace nas ,fragmenty” matematycznego uniwersum
postrzegaé¢ wedlug tego samego schematu - jako kategorie czyli strukture ztozona z obiektéow po-
wigzanych ze sobg poprzez morfizmy. I tak w kategorii zbioréw Set - obiekty to zbiory a morfizmy
to funkcje. Ale pojecie ,zbiér” traktujemy intuicyjnie: , Abstrakcyjny zbior powinien zawierac ele-
menty, z ktérych zaden NIE MA STRUKTURY, z wyjatkiem tego, ze elementy MOZNA ROZROZNIC
JAKO ROWNE LUB NIEROWNE I nie ma zadnej zewnetrznej struktury poza liczba elementéw” [21] -
tak pisali F.W. Lawvere i R. Rosenburgh definiujac ,kategori¢ abstrakcyjnych zbioréw”. Zauwaz-
my: w kategoryjnym opisie §wiata zbioréw relacja przynaleznosci (zbioru do zbioru) jest nieobecnal
W konsekwencji nie wyréznimy zbioréw tranzytywnych, liczb porzadkowych i hierarchii von Neu-
manna! Pamietajac o roli tych poje¢ w badaniu podstaw teorii mnogosci musimy sie zgodzié, ze
kategoryjne spojrzenie na zbiory istotnie rézni sie od postrzegania ich przez teorie mnogosci??.

Dla wigkszoéci robotnikow matematyki spér, czy lepszym jezykiem opisu matematycznego uni-
wersum jest jezyk teorii mnogoéci czy jezyk kategorii, jest nieistotny. Dla nich te jezyki sa raczej
dopelniajace niz konkurencyjne. Pozwalaja spojrze¢ na matematyczne obiekty i konstrukcje z réz-
nych punktéw widzenia. Przekonanie o komplementarnosci obu jezykéw bierze si¢ stad, ze wiele
,waznych” kategorii to matematyczne Swiaty pierwotnie opisane w jezyku teorii mnogosci: kategorie
zbioréw, grup, pierscieni, przestrzeni topologicznych, itd. W tych kategoriach mozemy réwnolegle
(réwnoczesnie) uzywaé obu jezykéw uzyskujac lepszy obraz tych matematycznych $wiatéw.

Zilustrujmy to najprostszym przyktadem. Teoriomnogos$ciowa definicja iloczynu kartezjanskiego
zbioréw eksponuje jego wewnetrzng strukture - ,elementy iloczynu A X B to pary uporzadkowane
(a,b) takie, ze a € A,b € B”. Kategoryjna definicja produktu pary obiektéw w Set skupia uwage
na jego relacji z innymi zbiorami: ,produkt zbioréw A, B to zbior C wraz z funkcjami 1l14: C' —
A, Ilg: C — B takimi, ze dla dowolnych funkcji f: D — A,g: D — B istnieje dokladnie jedna
funkcja < f,g >: D — C taka, ze ll4- < f,g >= f,IIp < f,g >= g ”. Obie definicje wskazuja ten
sam obiekt w Set?!.

Przyktad nieco bardziej wyrafinowany: funkcja réznowartosciowa f: A — B przyporzadkowuje

18 Small sets” to w naszej terminologii ,zbiory a ,large sets” - klasy.

193.T. Stanistawski.

2Dodajmy, ze definiujac w [21] pojecie kategorii autorzy unikaja - jak najbardziej $wiadomie! - terminu zbiér.
Pisza tak: , A category C has the following data: Objects: (...), Arrows:(...)”. ,Data” to (w tym przypadku) ,dane”
- termin, ktéry nie ma okreslonej matematycznej tresci.

21 Tyoszke klamie: definicja kategoryjna identyfikuje iloczyn kartezjanski ,z dokladnoscig do izomorfizmu” - patrz
nastepny podrozdziat. Podobnie rzeczy sie maja, gdy poréwnamy pojecia sumy rozlacznej i koproduktu zbioréw.
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réznym argumentom rézne wartosci. Funkcja g: A — B jest ,na” gdy dla kazdego elementu b € B
mozna wskaza¢ element a € A taki, ze g(a) = b. To proste definicje. Ale konia z rzedem temu
teoriomnogos$cowcowi, ktory dostrzega jakie$ ich ,powinowactwo”. Tymczasem w jezyku kategorii
funkcja réznowartosciowa to monomorfizm: f: A — B jest monomorfizmem gdy dla dowolnych
morfizméw k. h: C — A, k = h jesli tylko fk = fh. A funkcja ,na” to epimorfizm: g: A — B
jest epimorfizmem gdy dla dowolnych morfizméw k,h: B — C, k = h jesli tylko kg = hg. Trzeba
by¢ Slepym, by nie widzie¢, ze mono- i epimorfizm to pojecia dualne... . I dlatego kazde twierdze-
nie o funkcjach réznowartosciowych (wyrazone w jezyku kategorii) ma swéj dualny odpowiednik
moéwiacy co$ o funkcjach ,na”. Np.: ,jesli zlozenie funkcji fg jest réznowartosciowe, to g jest
réznowartosciowe” ~- jesli zlozenie gf jest ,na”, to g jest ,na”??

Podsumujmy te dyskusje obszernym cytatem z [3]: ,Wraz z utworzeniem i doskonaleniem teorii
mnogosci przez Cantora, Zermelo, von Neumanna i innych, problem zapewnienia INFRASTRUKTURY
dla skomplikowanych osiagnie¢ w dziedzinach matematyki, takich jak algebra abstrakcyjna, analiza
i topologia, wydawal si¢ by¢ rozwiazany. Dziedzina (kategoria) zbioréw (...) zaczela by¢ uwazana
przez wigkszosé matematykéw (ci o konstruktywnej tendencji, tacy jak intuicjonisci sa wyjatkami)
jako zrédlo ,,surowca” do budowy struktur funkcjonujacych we wszystkich dziedzinach matematyki.

W jakim sensie teoria kategorii moglaby stuzyé¢ jako podstawa matematyki? Wydaje sie, ze
istnieja (przynajmniej) dwa mozliwe sensy: w silnym sensie - wszystkie pojecia matematyczne, w
tym te, ktore wyznaczaja obecnie ramy logiczno-metateoretyczne matematyki, daja sie formutowac
i sa wytlumaczalne w jezyku teorii kategorii. W slabszym sensie - teoria kategorii moze stuzy¢ jako
(by¢ moze nadrzedny) ,substytut” teorii mnogosci w jej obecnej fundamentalnej roli” .

Ja bym dodal: teoria mnogosci kreuje swiat matematyki. Teoria kategorii oferuje uniwersalna ,forme
ujmowania zjawisk” w tym $wiecie.

2.1.2 Izomorfizm

W wikipedii napisano: In certain areas of mathematics (...) it is valuable to distinguish between
equality on the one hand and isomorphism on the other. Equality is when two objects are EXAC-
TLY the same, and EVERYTHING that’s true about one object is true about the other, while an
isomorphism implies everything that’s true about a DESIGNATED PART of one object’s structure
is true about the other’s. Dwa zbiory - obiekty Set - sa réwne, gdy maja te same elementy. Sa
izomorficzne, gdy mozna ustali¢ wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy ich elementami,
gdy sg rownoliczne.

Myslac kategoryjne uznamy obiekty A i B dowolnej kategorii C za ,takie same”, gdy ich relacje
z wszelkimi obiektami sa identyczne. Np. gdy istnieje (mono-) epimorfizm z obiektu D do A, to
powinien istnie¢ (mono-) epimorfizm z D do B. Jedli A jest granica (kogranica) pewnego diagramu,
to jest nig rowniez obiekt B.
Doprecyzowanie tego zamystu to taka definicja: obiekty A i B sa izomorficzne, gdy istnieje para
wzajemnie odwrotnych morfizméw f: A — B ig: B — A - tzn. takich, ze fg = idg, gf = id4.

Aby uniknaé dalszych jalowych rozwazan o ,istocie izomorfizmu” uznajmy te kategoryjna definicje za
podstawowa, a inne za mniej lub bardziej udane préby opisu tego pojecia w réznych matematycznych
Swiatach, w réznych jezykach.

Izomorfizm jest jednoczesnie epi- i monomorfizmem. Ale implikacja odwrotna nie zawsze musi
by¢ prawdziwa (choé¢ np. jest prawdziwa w Set).

W jezyku kategorii czesto pojawia sie zwrot .,z dokladnoscia do izomorfizmu”. Z dokladnoscia do izomorfi-

zmu definiujemy potrzebne nam obiekty, np. granice i kogranice. To potwierdza, ze formalnie definiowany

22 MG6j jezyk wyznacza granice mojego poznania” - L. Wittgenstein. Po raz kolejny.
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H izomorfizm realizuje pierwotny zamys! - wskazuje ,kategoryjnie takie same” obiekty?®.

2.2 Toposy

(...) when does the category look and behave like Set?

A vague answer is - when it is (at least) a topos®*.

R. Goldblatt, Topoi

W 1964 roku W. Lawvere sformutowal wtasnosci, ktore charakteryzuja kategorie zbioréw ,z
dokladnoécia do réwnowaznoéci” [20]?°. Chcial uchwycié¢ i wyrazié w jezyku kategorii te cechy
kategorii zbioréw i funkcji ktére zdecydowaly, ze zostala ona uznana za podstawe wspoélczesnej
matematyki. To, co ostatecznie stalo sie definicja toposu, to czes¢ wyrdznionych przez Lawvere’a
wlasnogci: 26

topos to kartezjansko domknieta kategoria, w ktorej istnieja wszelkie skoriczone granice i spe-
cjalny obiekt - klasyfikator podobiektow §2 .

Teoria mnogosci to ur-teoria klasycznej matematyki, posredniczaca miedzy matematyczna rzeczywistoscia
a wszelkimi innymi teoriami - dostarcza semantyk dla wszelkich teorii pierwszego rzedu.

Aby kategoria C mogla zastapi¢ kategorie zbioréw w tej roli musi mie¢ wystarczajaco bogata strukture,
by mozna bylo méwi¢ o modelach dowolnej teorii pierwszego i wyzszych rzedéow w tej kategorii.

I to ma zapewnié definicja toposu.

Definicja modelu jezyka pierwszego rzedu w toposie C powinna by¢ taka, by ,po powrocie do
zrodet” - czyli dla C = Set - byta ona tozsama z klasyczna definicjg Tarskiego, czyli:
1. model A w C jest posadowiony na pewnym obiekcie tej kategorii - no$niku modelu,
2. semantyka n-argumentowej relacji (i formuty o n-zmiennych wolnych) jest ,cos”, co odpowiada
teoriomnogosciowemu pojeciu ,,podzbior n-tej potegi kartezjanskiej nosnika modelu”.
3. Struktura toposu powinna umozliwia¢ interpretacje spojnikéw logicznych i kwantyfikatoréw a
takze operacji podstawiania (terméw w miejsce zmiennych). Inaczej méwiac, podobnie jak w Set,
kazdy obiekt powinien generowac¢ pewna otaczajaca go ,elementarng strukture”?”

7 odpowiednikiem ,n-tej potegi kartezjanskiej zbioru” nie ma klopotu: skoro w toposie sg
wszelkie skoficzone granice, to sg tez produkty dowolnej liczby kopii kazdego obiektu?®.

Wskazanie kategoryjnego odpowiednika ,,podzbioru” jest nieco bardziej ktopotliwe. W jezyku
toposéw nie znajdziemy odpowiednika ,zanurzenia identycznosciowego” wykorzystywanego w Set
do zdefiniowania podzbioru zbioru A?. Mozna wprawdzie zdefiniowaé podobiekt obiektu A jako

Z3Kategoryéci zamiast danej pierwotnie kategorii C badaja czasem jej szkielet - kategorie, ktérej obiekty sa repre-
zentantami klas obiektéw izomorficznych w C a morfizmami wszelkie morfizmy miedzy tak wybranymi obiektami.
Taki szkielet ma te same (kategoryjne) wtasnosci co C. Ale, jak widaé, ta konstrukcja odwotuje sie do aksjomatu
wyboru ktéry przeciez chcemy traktowaé jako specyficzna (i nieoczywista) ceche kategorii Set. Dlatego ze szkieletéw
korzystamy raczej wtedy, gdy mozliwy jest kanoniczny (i konstruktywny) wybdr reprezentantéw.

%4 Topos, to pojecie funkcjonujace tez poza matematyks. Zainteresowanych odsytam do polskiej wikipedii, gdzie
znalezé mozna obszerna informacje, ktora zaczyna sie od stéw: ,Topos lub miejsce wspdlne...”. Co ciekawe, wsrdd
dziedzin nauki, w ktérych pojawia sie ten termin Autor notki nie wymienia matematyki.

ZDokladniej: chodzilo o tzw. Set-like categories” - kategorie ,zbioropodobne”, réwnowazne z Set. Réwnowaznosé
kategorii to pojecie nieco stabsze od izomorfizmu kategorii, ale satysfakcjonujace kategorystéw.

William Lawvere (1937 - ) - matematyk amerykanski, jeden z wspSttworcow teorii kategorii.

26W teorii literatury: topos - staly motyw, watek, STEREOTYP WYOBRAZENIOWY (...) Toposy sa przedstawieniami
uogdlnionymi, wyrazajacymi pewna wizje i ocene $wiata (...) (tendencyjnie wybrane fragmenty internetowej definicji).

270 elementarnych strukturach pisalem w Czesci 1.

28Na marginesie: w definicji toposu wymaga sie tylko istnienia skoficzonych produktéw. A co z koproduktami?
Czyzby te $wiaty byly ,asymetryczne”? Wcale nie: piekne twierdzenie Mikkelsena méwi, ze w kazdym toposie sa
wszelkie skoniczne koprodukty...

29 Zbiér B jest podzbiorem A gdy istnieje zanurzenie identycznoéciowe - funkcja ip : B — A taka, ze dla dowolnego
be B, ig(b)=0b"
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Lklase réwnowaznosci monomorfizméw o kodziedzinie A” ale to nie jest satysfakcjonujace rozwia-
zanie.

,Klasa rownowaznosci” to pojecie teoriomnogosciowe. Potrzebujemy wewnetrznej, kategoryjnej definicji
podobiektu jedli chcemy, by teoria toposéw byta nowsa ur-teoria.3"

Kluczem do rozwigzania problemu jest prosta obserwacja:

- podzbiér B C A jest jednoznacznie wyznaczony przez funkcje Ap: A — {0,1} taka, ze dla
dowolnego elementy a € A:
ac€B gdy Ag(a) = 13%
Taki opis podzbioru mozna odtworzy¢ w jezyku kategorii korzystajac z granicy-pullbacku:

A—22 101
iB trueT
'B
B {1}

(gdzie !p: B — {1} to jedyna funkcja z B do zbioru jednoelementowego {1} a true(l) = 1).

To powinno wystarczy¢ do zrozumienia definicji - i roli! - klasyfikatora podobiektéw w toposie:
klasyfikator podobiektéow w toposie C to obiekt Q2 wraz z morfizmem true : 1 — Q (gdzie 1

to obiekt koncowy) taki, ze dla dowolnego monomorfizmu m : B — A istnieje dokladnie jeden

morfizm Ag : A — () taki, ze prostokat

A2 L q
m] . tmeT
B 1

jest pullbackiem??.
Cho¢ zabrzmi to dziwnie, podobiektami obiektu A nazywaé bedziemy morfizmy z A do Q.33

W kazdej interpretacji jezyka pierwszego rzedu w toposie semantyka formuly ¢(z1,...,2,) w modelu

posadowionym na obiekcie A jest pewien podobiekt A™ - morfizm [[¢(z1,...,2z,)]] : A™ — Q

Nie trzeba zgadzaé sie z zaprezentowanym tu postrzeganiem toposa jako alternatywnego - w
stosunku do kategorii zbioréw - matematycznego uniwersum.

2.3 Przyklady toposow

Przyjrzyjmy sie prostym przyktadom pozwalajacym zrozumieé, ze operowanie nieklasycznymi logi-
kami w toposach jest naturalne. A nawet kuszace.

Zbiory zmienne w czasie

Zacznijmy od toposa zbioréw zmiennych w czasie - Set™ .

Przyjmijmy, ze obserwujemy obiekt - zbiér i zachodzace w nim zmiany - w dwéch momentach
czasowych: 0”7 1 ,17. Taki obiekt opiszemy jako pare zbioréw (Ag, A1) wraz z funkcja t4: Ay — Aj.
Zbiér Ag to stan obiektu ,w chwili 0”7, A; - stan ,w chwili 1” a funkcja t4 opisuje zmiany w czasie
- a€ Ay~ tA(a) € A

3%Do kwestii ,uwewnetrzniania” wrécimy, gdy bedziemy wiedzieli wiecej o toposach.

31\p to funkcja charakterystyczna podzbioru B.

3215 : B — 1. to jedyny morfizm z obiektu B do obiektu koficowego 1.

337 darza sie, ze w danym toposie podobiekty maja kanoniczna czyli wyrézniona reprezentacje. W Set sg to zanu-
rzenia identycznosciowe. Kto§ powie, ze kanoniczng reprezentacje mozna wyrozni¢ zawsze - wystarczy skorzystaé z
pewnika wyboru. Ale przeciez nie tego chcemy... .
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Morfizm z obiektu (B 2:4 B;) do (Ao t4 A1) to para funkcji (fo : Ag — Bo, f1 : B1 — 41)
yrespektujaca zmiany w czasie” tzn. taka, ze fi -tgp =ta - fo:

B —T" o 4,
N—
By Ag

Latwo zdefiniujemy skladanie takich morfizméw-par funkcji i pokazemy, ze Set™ jest kategoria.
Ale ta kategoria jest tez toposem. Na czym polega jego odmiennosé?

Pomys$lmy o elementach obiektu (Ag 4 A1). Elementem - zmiennym w czasie - jest niewatpliwie
kazda para (ag,ta(ag)) : ap € Ap to stan elementu w ,,chwili 0” a t 4(ag) - stan tego samego elementu
w ,,chwili 17. Ale sg tu tez elementy, ktérych nie ma w ,,chwili 0” a pojawiaja sie w ,,chwili 1”7 - to
elementy zbioru A; \ t4(Ap). Czy ich istnienie” jest takie samo jak istnienie elementéw obecnych
w obu chwilach?

Podobne watpliwosci pojawia sie gdy spytamy o réwnos¢ elementéw. Czy elementy (ag,t(ao))
i (co,ta(co)) takie, ze ta(ap) = ta(co), - rézne w ,chwili 0” a réwne w ,chwili 1”7 - sa réwne czy
rézne? Czy rownosé elementéw pojawiajacych sie w ,chwili 1”7 jest ,taka sama” jak elementéw
obecnych w obu momentach?

A co z przynaleznoscia elementu do podobiektu? Czy element (0, 1) obiektu ({0,0} i {0,1})
nalezy do podobiektu ({1} — {0,1}) czy tez nie? A moze ,nalezy lokalnie”? I jak odpowiedzie¢ na
pytanie, czy istnieje w (Ao L4 A1) element, ktéry nalezy do podobiektu (§ — Ap)?

To nie sg marginalne czy tez niedorzeczne pytania! Wrecz przeciwnie: uznanie ,lokalnego” istnienia, réw-
noéci czy przynaleznoéci za problemy godne matematycznego rozwazenia, to pierwszy krok do zrozumienia

teorii toposéw3?.

Spéjrzmy jeszcze na topos Set™ ktérego obiektami sg dwa zbiory potaczone para funkcji -
s,t : Ag = A1 a morfizmami - odpowiednie pary funkcji. Majac w glowie poprzedni przyktad
gotowi jesteSmy uznaé, ze to tez ,zmienne zbiory” z ta roznica, ze teraz zmiennosé jest opisywana
przez dwie funkcje. Ale te obiekty mozna interpretowaé jako ... multigrafy3®: Ay to zbiér krawedzi,
Ay - zbiér wierzcholkéw a funkcje s, t przyporzadkowuja krawedziom ich poczatki i konce.
Intuicja bywa zwodnicza... .36

Toposy presnopéw i toposy snopow

Presnop na przestrzeni topologicznej (A, 7T ) rodzina zbioréw indeksowana otwartymi podzbio-
rami - {F(U): U € T} - rozpatrywana wraz z funkcjami - ,obcieciami”: a € F(U) ~ a;y € F(V)
jesi Vv CU .

,,Presnopy na dowolnie wybranej przestrzeni topologicznej - wraz z odpowiednio zdefiniowanymi
morfizmami - tworza topos”37.

34We wezedniejszych wersjach tych notatek pisatem o ,czesciowym istnieniu”, ,czedciowej réwnosci” itp. . Jednak
czesciwosé” wydaje nam sie ,,uporzadkowana liniowo” a takiej niepozadanej intuicji chcemy tu uniknaé. Zastapienie
sczesciowosci” przez ,lokalnosé” ma temu pombc.

35Miedzy dwoma wierzcholkami moze by¢ wiecej niz jedna krawedz.

36Wigcej informacji o tym toposie mozna znalezé w artykule , A Guided Tour in the Topos of Graphs (aut. S.Vigna)
dostepnym w internecie. Teraz powiedzmy tylko, ze klasyfikator podobiektéw w tym toposie to dwuwierzchotkowy

graf z piecioma krawedziami:
e s
O 7N bV/D
a
S~
¢ f
Sprébuj to sprawdzié... .

37 Nasz” topos Set™ to topos presnopéw na jednoelementowej przestrzeni topologicznej ( w ktérej sa dwa zbiory
otwarte - zbiér pusty i cala przestrzen).
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Skoro sa presnopy, to pewnie sg i snopy. Céz to takiego? Zacznijmy od przyktadu.
Presnop funkcji ciaglych to rodzina (C(U): U € T) , gdzie C(U) to zbiér funkcji ciagtych z U do
R. Te funkcje umiemy w sposéb oczywisty ,obcinaé¢” 38, Ale potrafimy je tez ,sklejaé¢”:

kazda zgodna rodzina funkcji ciaglych (f;: Ui — R : i € I) - czyli taka, ze dla dowolnych
i, € I, fyvinu, = fjju.nu; - wyznacza funkcje ciagla f: U(U; : i € I) — R taka, ze fiy, = fi dla
kazdegoi € 1 .

»Sklejanie elementéw” to cecha, ktora wyrdznia snopy sposrod presnopow:

snop na przestrzeni (A, T) to presnop {F(U) : U € T} spelniajacy ,warunek zgodnosci”:

dla kazdej rodziny (a; € F(U;) : i € I) zgodnych elementéw - takich, ze dla dowolnych i,j € X,

aiju,nu; = @jjunu; - istnieje dokladnie jeden element a € F(U(U; : i € I) taki, ze ajy, = a;.

H Kategoria snop6w dowolnie wybrane]j przestrzeni topologicznej jest toposem [22].

Przykiad. Opisany wczesniej topos Set™ to nie tylko topos presnopow nad przestrzenia jed-
noelementows, ale tez topos snopow nad przestrzenia Sierpinskiego - dwupunktows przestrzeniag
{0,1} w ktdrej otwarte sa zbiory 0, {0},{0,1}. Dlatego ,nasz” topos to topos Sierpitiskiego®®

Rozwazajac istnienie i réwnosé elementéw snopa (presnopa) F' napotkamy na te same pytania
co w toposie Set™: czy ,miara istnienia” elementu a € F(U) jest réwna mierze jego obcigcia -
elementu ajy, € F(V) ? Czy rézne elementy a,b € F(U) ktérych obciecia apy, by € F(V) sa takie
same uznamy za rézne czy moze lokalnie réwne? A jesli tak, to jak zdefiniowaé ,logike lokalnego
istnienia i réwnosci” w toposie snopéw?

Dodatek: skad te snopy (w matematyce)?

,(--.) a sheaf is a tool for systematically tracking
LOCALLY DEFINED DATA attached to the open
sets of a topological space. (wikipedia)

Sklejenie zgodnej rodziny ciaglych funkcji rzeczywistych w jedna jest mozliwe, bo definicja
ciagltosci jest ,lokalna”. Do zrozumienia, na czym polega lokalny charakter definicji wystarczy
przyktad: jesli w sposéb analogiczny do presnopa funkcji ciaglych zdefiniujemy presnop funkcji
rzeczywistych ograniczonych z géry, to utracimy mozliwosé sklejania zgodnych rodzin - sklejenie
funkcji ograniczonych z gory nie musi by¢ funkcja ograniczona z géry. Ten presnop nie jest snopem,
bo definicja ,funkcji ograniczonej z géry” nie jest lokalna.

Ale dlaczego lokalna definiowalnos¢ jest tak wazna, ze az warta uwagi matematykow? Rozpa-
trzmy tylko jeden, ale przekonujacy przyktad.

Badajac rézne zjawiska na powierzchni calego ziemskiego globu - rozktad temperatury, wilgot-
noéci, cisnienia atmosferycznego, zanieczyszczen powietrza itd. - zakladamy, jak chcial Leibniz, ze
zmienno$é tych zjawisk ma charakter ciagly - opisujemy je jako rzeczywiste funkcje ciagte©.
Powierzchnia globu to tréjwymiarowa sfera! czyli pewna przestrzen topologiczna (ktéra oznacza-
my tu przez M - ,Monde”). Ale sfera to ,trudna przestrzen” - nie da si¢ opisa¢é GLOBALNYCH
(czyli dziatajacych na calej przestrzeni M) rzeczywistych funkcji ciagltych w sposéb pozwalajacy
na efektywne badanie ich wlasnosci.

Rozwiazanie, ktore znalezli przodkowie (zeglarze, podréznicy i wladcy marzacy o podbojach) pole-
ga na wykorzystaniu lokalnego charakteru ciaglosci: zamiast trudzié¢ sie poszukiwaniem globalnego
opisu funkcji ciagtej f: M — R opisywali interesujace ich zjawiska ,kawatkami”, czyli za pomoca
zgodnych rodzin funkcji ciagtych f;: U; — R, takich, ze rodzina zbioréw otwartych (U;: i € I)

38f‘v dziata na elementach zbioru V' tak samo jak f.

39%.atwo to udowodnisz, gdy przedtem zauwazysz, ze dla kazdego snopa F zbiér F(() jest jednoelementowy.
4OMéwimy tu o zmiennodci zwiazanej z przemieszczaniem sie po powierzchni globu a nie o zmiennosci w czasie.
4W pewnym uproszczeniu.
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pokrywa cala przestrzen M. To wystarczy, bo takie ,lokalne” funkcje tworza snop - lokalne zgodne
opisy mozna sklei¢ w opis globalny?2.

To wiele zmienia, bo kazdy otwarty podzbiér U C M, mozna odwzorowaé na plaszczyznie -
stworzy¢ jego mape. Matematyk powie, ze mapa to homeomorficzne odwzorowanie tego podzbioru
na pewien otwarty podzbior W C R? - h: U — W 3. Taka mapa pozwala zastapié¢ opis lokalnej
funkcji ciaglej f : U — R przez opis ztozenia - funkcji fh~': W — U — R dzialajacej na otwartym
podzbiorze plaszczyzny**. A to o niebo latwiejsze, bo do opisu i badania takich funkcji mozna uzyé
calego arsenalu narzedzi wypracowanych przez analize matematyczna.

Pierwotny pomyst - opis globalnych zjawisk za pomoca funkcji ciagtych f: M — R - zostal w ten
sposob przeksztalcony w niezwykle skuteczng metode matematycznego modelowania i badania tych
zjawisk. A wszystko dzieki temu, ze ,rzeczywiste funkcje ciggle tworza snop”.

Ta (niezbyt klarowna) opowies¢ miala przekonaé, ze snopy byly obecne w matematyce diugo
przed powstaniem teorii toposéw. Topos snopdw to tez pierwowzor toposow Grothendiecka - waznej
podklasy toposéw. Te klase opiszemy tak (troche zaszalejemy...): pojecie prosnopa mozna uogélnié
zastepujac poset zbioréw otwartych 7 jakakolwiek mala kategoria D. Presnopy (na D) to wéwczas
funktory z D do Set [22]. Takie presnopy tworza topos. Co wiecej, w dowolnej matej kategorii D
mozna zdefiniowaé ,,co$”, co mozna nazwaé topologia i co pozwala wyr6ézni¢ w toposie presnopoéw
PSh(D) mniejszy topos snopéw - Sh(D, J) (gdzie J to owa wyrdzniona ,topologia” w D). To sa
wlasnie toposy Grothendiecka. Uff... 46,

2.4 Logika toposa

W teorii toposow fascynujace jest to, ze ujawnia si¢ w niej fundamentalna i jednoczesnie subtelna zaleznosé
miedzy logika a matematyka.
I na tym skupimy teraz uwage.

Na dwuelementowym zbiorze - klasyfikatorze podobiektéw w Set - zdefiniowane sg operacje od-
powiadajace spdjnikom logicznym. To algebra Boole’a wartosci logicznych ustalajaca interpretacje
logiki zdaniowej w kategorii zbioréw. Podobnie jest w kazdym toposie:

Logika zdaniowa toposa jest zakodowana w otoczeniu klasyfikatora podobiektow. Jest wewnetrzna, bo

jest zalezna od struktury rozwazanego toposa - jest wtorna w stosunku do jego matematyki.

Matryca (zbior) wartosci logiki toposu to zbiér podobiektéw obiektu konicowego, czyli morfi-
zmow postaci w: 1 — ) . Jedna z nich jest morfizm true: 1 —  wyrézniony w definicji klasyfika-
tora. Druga warto$¢ to morfizm false: 1 — - taki, ze diagram

false

2

true

|© — |—

b= —

-

jest pullbackiem 47. Te dwa morfizmy - dwie wartosci logiczne - znajdziemy w kazdym toposie.

42To nie znaczy, ze nasi przodkowie wiedzieli co to przestrzen topologiczna. Snop kojarzyli raczej ze zniwami... .

43(Cigglosé odwzorowania homeomorficznego h gwarantuje ze punkty odpowiednio bliskie wybranemu dowolnie
punktowi a € U znajda si¢ na tej mapie blisko punktu h(a) (choé proporcje odlegtosci moga byé zachwiane). Stwo-
rzenie homeomorficznego obrazu calej sfery M na ptaszczyzZnie jest niemozliwe - ,narysowanie takiej mapy wymaga
yrozerwania” sfery. To, co znamy jako mape swiata nie jest homeomorficznym obrazem sfery. Ale mape¢ mozna stwo-
rzy¢ np. dla Polski czy Europy. Wspomnij lekcje geografii i ”atlas swiata”.

“Homeomorfizm h: U — W charakteryzuje sie tym, ze odwzorowanie h~': W — U jest tez ciggle.

45Zapewnienie zgodnosci rodziny funkeji fi : Ui — R , po zastapieniu ich funkcjami f;h~' nie jest wielkim
problemem.
Takie ,lokalnie euklidesowe” przestrzenie topologiczne to rozmaitosci.

46Mowa tu o tzw. topologiach Grothendiecka. Do toposéw Grothendiecka jeszcze w tym tekécie wrécimy.

47 07 oznacza tu obiekt poczatkowy. Obiekt poczatkowy to pojecie dualne do obiektu koficowego: dla dowolnego
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Operacje logiczne na zbiorze wartosci logicznych - koniunkcje, alternatywe, implikacje i negacje
- definiujemy wewnetrznie, jako ... morfizmy. Najprostszy z nich - negacja - to (jedyny) morfizm
- : Q2 — Q taki, ze diagram-prostokat

-

_—

Q
falseT true
1

EE—

jest pullbackiem.
Zdefiniowanie koniunkcji, alternatywy i implikacji jako odpowiednich morfizméw z € x € do €
wymaga nieco wiecej pomystowosci. Ale jest mozliwe [14].

Dziatanie morfizméw-operatoréw logicznych na podobiektach obiektu A - morfizmach z A do
Q) - definiujemy odwohujgc sie do skladania morfizméw:

A9 g 0 AT o= .9
\_/
fopg -f

gdzie op € {A,V,—}.
W szczegblnosei - dla A = 1 - zdefiniujemy w ten sposéb algebre wartosci logicznych toposu.

Powiedzmy wreszcie to, co najistotniejsze:

W réznych toposach mamy rézne matryce wartosci logicznych. Ale wewnetrzna logika zdaniowa kazde-
go toposu jest zawsze logika intuicjonistyczna - algebry podobiektéw dowolnego obiektu A sa zawsze
algebrami Heytinga.

I nie jest to dodatkowy warunek - to jest konsekwencja struktury toposu!

Kwantyfikatory

Struktura dowolnego toposa jest wystarczajaco bogata, by z kazdym morfizmem-rzutowaniem
II: Ax B — B mozna bylo zwigzaé¢ dwie funkcje miedzy zupelnymi algebrami Heytinga podobiek-
téw produktu A x B i obiektu B:

Ja

T

Sub(A x B) 1 Sub(B)

\/

Va

- takie, ze dla dowolnych podobiektéw c: Ax B — Qid: B —
c<d-1I & 3Ja(c)<d , d-II < ¢ d<Va(e)
CO oznacza, ze:
- Ja(c) to najmniejszy podobiekt B taki, ze ¢ < J4(c) -1,
- Va(c) to najwiekszy podobiekt B taki, ze <Va(c)-II<c¢
Troche trudno tu o intuicje...*®. Ale warto wrécié¢ na chwile do Czeéci 1, do fragmentu poswie-
conego analizie kwantyfikacji w Set.

Gdy B jest obiektem koncowym - B =1 - i gdy utozsamimy produkt A x 1 z A (co nam wolno) to
kwantyfikacja wiaze z kazdym podobiektem c¢: A — Q dwie wartosci logiczne 3(c), V(c): 1 — Q.

obiektu A istnieje doktadnie jeden morfizm z 0 do A. W Set jest to zbiér pusty.
“*Dowdd istnienia funkcji 34 i V4 weale nie jest banalny. Mozna go znalezé w [22]
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Zrozumienie istoty kwantyfikacji w toposie ulatwi nam taka obserwacja: kazda warto$¢ logiczna q: 1 — Q
wyznacza podobiekt logiczny dowolnego obiektu A - morfizm

2, A—1%Q.
Mozna pytaé, czy podobiekt c obiektu A miedci sie w ,,pasmie” wyznaczonym przez wartosci logiczne ¢, p
1czy Vg < ¢ < 7p .- Sens kwantyfikacji w tym, ze:

wartosci logiczne ¥(c) i 3(c) wyznaczaja ,najwezsze pasmo” zawierajace ¢ - wskazuja najwiekszy

podobiekt logiczny w nim zawarty i najmniejszy go zawierajacy*®.

W mainstreamowej teorii modeli nie ma mowy o ,pasmach” gdyz kazdy obiekt (zbiér) A ma
tylko dwa podobiekty logiczne - A i ) i tylko trzy ,pasma” (0,0), (0, A) i (A4, A). Nie méwimy o
pasmach ale méwimy, ze formuta ¢ jest niespeilniona, spelniona lub prawdziwa w modelu posado-
wionym na zbiorze A w zaleznoéci od tego, w ktérym z tych pasm znajdzie sie podzbiér [[¢]]?°.

Kartezjanska domknieto$é¢ toposéw

Zdefiniowanie kwantyfikacji w toposie w spos6b tu opisany jest mozliwe, bo kazdy topos jest kate-
gorig kartezjanisko domknieta:

Kategoria ze skonczonymi produktami C jest kartezjansko domknieta, gdy dla kazdych dwéch
obiektéw D, B istnieje obiekt BP taki, ze dla dowolnego obiektu A € C:
(*)  C(Ax B,D)=C(A,Db)
D?B to obiekt funkcyjny (wyktadniczy) - exponential object. Gdy A jest obiektem koncowym -
A =1 - otrzymamy izomorfizm
C(B,D) = C(1 x B,D) = C(1,D?)
,morfizmy z B do D sa reprezentowane przez elementy obiektu funkcyjnego DB 1. .

,Funkcje miedzy zbiorami A i B tworza zbior” - kategoria Set jest, jak kazdy topos, karte-
zjansko domknieta. Ale kategoria zbioréw przeliczalnych juz nie (bo funkcji miedzy przeliczalnymi
zbiorami moze by¢ nieprzeliczalnie wiele). Kategoria przestrzeni topologicznych i funkcji ciagtych
nie jest kartezjansko domknieta.

Poset jest kategoria. (Skonczone) kresy dolne i gorne to, w jezyku kategorystéw, (skonczone) granice
i kogranice w posecie-kategorii. A jesli dodatkowo zazadamy, by taki poset byl kategoria kartezjan-
sko domknieta, to otrzymamy... algebre Heytinga. A to dlatego, ze implikacje definiuje réwnowaz-
nosé

aNb<d—=a<b—d

Co ciekawe z kartezjanskiej domknietosci kategorii zbioréow korzysta sie w informatyce. W jezyku Haskell
operujemy pojeciem typu (danych). Wérédd typéw wyrdznia sie typy produktowe i funkcyjne a wsrdd
predefiniowanych funkcji znajdziemy funkcje curry i uncurry ktérych typy opisane sa tak:

carry :: ((a,b) -> ¢c) -> (a => b -> ¢)

uncarry :: (a -> b -> ¢) -> (a,b) -> ¢
((a,b) to typ produktowy, a => b - typ funkcyjny). Przy odrobinie dobrej woli mozna doszukaé sie

podobiefistwa do definicji kartezjanskiej domknietosci’?.

50Podobiekty logiczne w Set nazwano niewlasciwymi dajac w ten sposéb dowdd ich lekcewazenia... .

STzomorfimy ktére tu wystepuja sg naturalne. Ale pomine wyjaénianie, co to wladciwie znaczy - nie jest to nam w
tej chwili potrzebne.
Przedstawienie pelnej definicji kartezjanskiej domknietoéci wymaga wyjasnienia, czym jest sprzezenie funktoréw.
Tego nie zrobilidmy. Szkoda, bo sprzezenie to jeden z fundamentéw teorii kategorii. Wielos¢ i réznorodnosé sytuacji,
ktére mozna opisywacé korzystajac ze sprzezen jest imponujaca. Niestety, ztozony charakter tego pojecia sprawia, ze
musimy ograniczy¢ sie¢ do gombrowiczowskiej deklaracji: odkrycie sprzezen to jedno z najwazniejszych osiagnie¢ teorii
kategorii (,dlaczego Slowacki wzbudza w nas zachwyt i milo$é? (...) Dlatego, panowie, ze Slowacki wielkim poeta
byl! - W.Gombrowicz, Ferdydurke).

52Te nawiazania sa szczegélnie widoczne w A\-rachunku z typami ktéry jest ,teoretycznym zapleczem” jezyka Ha-
skell. Nazwa curry to na czes¢ Haskella Carry’ego, tworcy podstaw programowania funkcyjnego.
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Kartezjanska domknietos¢ to ,uwewnetrznienie” struktur morfizow miedzy ustalonymi obiekta-
mi: zamiast o zbiorze takich morfizméw C(B, D) mozemy méwié o o OBIEKCIE potegowym BP. A
istnienie klasyfikatora podobiektéw Q w toposie pozwala méwié o obiekcie potegowym Q4 ktérego
elementami sa podobiekty A.

Mozliwo$é ,uwewnetrzniania”’ jest wazna bo toposy pretenduja do roli matematycznych uni-
wersow, nowych ur-teorii. A metajezyk ur-teorii powinien by¢ ograniczony do niekontrowersyjnego

minimum?®?.

Dwa przyklady. 1. Definiujac kwantyfikacje w toposie dowodzimy istnienia MORFIZMOW \;A, ENE
QA%B . OF o odpowiednich wlasnosciach wyrazonych w jezyku teorii kategorii (toposéw)[22] (ten
fragment dowodu istnienia kwantyfikacji pominalem). To, co przedstawilem - opis FUNKCJI 34 i V4
- jest ,zewnetrzna interpretacja” tych dwoéch morfizméw stworzona na uzytek tych, ktorzy ,mysla
teoriomnogosciowo”.

2. Izomorfizm C(BP, BP) = C(B” x D, B) pozwala wyréznié¢ morfizm ewaluacji eval: BP xD — B
taki, ze dla dowolnego elementu f: 1 — BP (reprezentujacego morfizm f € C(D,B))ia:1— D
, eval( f ,a) = f -a. To oznacza, ze w dowolnym toposie mozemy ,uwewnetrzni¢” opis dzialania
morfizmu na elemencie jego dziedziny®*.

Logika pierwszego rzedu w toposie jest wewnetrzna, w pelni zsynchronizowana z jego matema-
tyczna struktura.

2.4.1 Algebra wartosci logicznych - dlaczego tak?

Ustalilismy, ze wartosci logiczne wewnetrznej logiki toposa to elementy klasyfikatora obiektéw €2 -
morfizmy z obiektu koficowego 1 do 2. Pokazalidémy, jak zdefiniowa¢ dzialania koniunkcji, alterna-
tywy i implikacji na zbiorze tych wartosci.

Ale wlasciwie dlaczego tak, a nie inaczej, definiujemy te dziatania?
Latwiej to pojmiemy, gdy - na moment - zalozymy, ze w rozwazanym toposie kazdy morfizm
q: 1 — £ ma swoja kanoniczna reprezentacje - wyrézniony monomorfizm mq: 1, — 155,
1. Jest oczywiste, ze dla dowolnych wartosci logicznych ¢, p istnieje co najwyzej jeden morfizm
migdzy obiektami 1,1 1,,. Jesli tak jest, to piszemy g < p. To oznacza, ze wartosci logiczne tworza
zbidr czesciowo uporzadkowany (poset) w ktérym elementem najwiekszym jest true a najmniejszym
- false .
2. Latwo pokaza¢, ze produktem 1, x 1, jest (moze by¢) obiekt postaci 1, dla pewnej wartodci
logicznej s i ponadto s = pAg w opisanym przed chwila posecie wartosci logicznych. Podobnie (choé¢
to troche trudniejsze) pokazemy, ze istnienie koproduktéw determinuje istnienie kreséw gérnych w
posecie wartosci logicznych.
3. Topos jest kategoria kartezjansko domknigta co oznacza, ze dla dowolnych obiektéw 1., 1,1,
istnieje obiekt A taki, ze C(lq X lp,lr) = C(lq,A) . Przy odrobinie dobrej woli mozna pokazaé,
ze A jest obiektem postaci 1,. Przyjmujac p — r = s pokazemy, ze poset wartosci logicznych z tak
zdefiniowanymi operacjami to algebra Heytinga.
Oczywiscie p < r dokladnie wtedy, gdy true =p — q.

53(...)(topos) mozna uwazaé za obiekt matematyczny, ktory spetnia aksjomaty toposu (...) Te aksjomaty (...) prowa-
dza do twierdzenn méwiacych o ,wszystkich” obiektach i ,wszystkich” strzatkach i ktére nie odwoluja sie do zadnych
zalozen teorii mnogo$ci; mozna je po prostu postrzegacé jako (czesé) niezaleznego opisu kategorii - uniwersum dysku-
sji.(...) Wlasnosci toposu (...) sformulowane w ten sposéb (...) sa nazywane "wewnetrznymi”. Z drugiej strony mozna
mysleé o toposie jako o przedmiocie uformowanym w ramach teorii mnogosci, jako o zbiorze obiektéw i zbiorze strza-
lek, dla ktérych zlozenie (itp.) jest zdefiniowane tak, aby spelnione byly aksjomaty kategorii i toposu.(...) Rozwdj
w tym stylu nazywany jest ,zewnetrznym” [22].

4Zastanéw sie nad interpretacjg morfizmu eval gdy B = Q. Zréb kolejny krok: opisz wewnetrznie sktadanie
morfizméw tzn. pokaz, ze sktadanie morfizméw w toposie opisuje pewna rodzina morfizméw postaci comp: BP x D¢ —
D a postrzeganie sktadania jako funkcji dzialajacej na (odpowiednich) parach morfizméw to tylko ich ,zewnetrzna
interpretacja”.

55Mozemy sie oby¢ bez tego zaltozenia ale wtedy ttumaczenie jest trudniejsze i mniej przekonujace.
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Ten alternatywny opis algebry Heytinga wartoéci logicznych jest tylko po to, by ponownie przekonaé sie,
9 56

ze ,struktura toposu jednoznacznie okresla jego logike

Przyklad - logika toposu Set™
Klasyfikator podobiektéw w kategorii Set™ to obiekt Q = (¢ > ) taki, ze:

O CHEE
<} NN
Qo = {01 o2 OO}

Produkt (A9 — A1) x (Bg — Bj) konstruujemy niezaleznie dla kazdej z dwéch chwil®’. Obiekt
konicowy w to tutaj obiekt 1 = (1 — 1), gdzie 1 to zbidér jednoelementowy.
Morfizmy true = (trueg, truey), false = (falsey, falsei): 1 — Q narysujemy tak :

falsey

/t/@{'loo}
I T NN
1&{01 °
\—/

falseg

1

NI

o0}

Logika tego toposa jest tréjwartosciowa. Trzecig wartoscia logiczng - ,,péiprawda” - jest morfizm

5= ((3)0,(3)1) :

00}
AN
ol 2 oo}

Algebra Heytinga warto$ci logicznych w tym toposie to opisana wczesniej algebra posadowiona na
tréjelementowym zbiorze uporzadkowanym {0 < % < 1}.58

Podobiekty obiektu A = (Ag iZ A1) sa kanonicznie reprezentowane przez obiekty C' = (Cy g Ch)
takie, ze Cy C Ag, C1 C A; a t¢ to obciecie funkeji t4 do Cp?°.

W szczegdlnosei trzy obiekty - (0 — 0) < (0 — 1) < (1 — 1) - reprezentuja trzy podobiekty
obiektu konicowego - trzy wartosci logiczne.

Mozna teraz sprobowaé opisaé¢ sume i przekréj w algebrze Heytinga podobiektéw A ,,zgodnie z
teoriomnogosciowa intuicja”. Implikacja jest nieco trudniejsza (sprébuj).

A kwantyfikacje opiszemy tak: dla dowolnego podobiektu C = (Cy et (1) obiektu A = (Ap ta Aq):

1 Cp=A40,Cr =4 L Co#0,C1#0
va: % CO#A()’CIZAL EllQ: % 00:®7C1?é@
0 otherwise 0 otherwise

560 ,pokrewiehstwie” miedzy toposem a algebra Heytinga $wiadczy to, ze taka algebra to poset, ktory - postrzegany
jako kategoria - jest kategoria kartezjansko domknieta.

57(A0 — Al) X (BO — Bl) = (AO X Bo — Al X Bl)

58Gtr. 11. Wartosé logiczna false reprezentuje liczba 0, pélprawde - % a true - 1.

%9 reprezentuje podobiekt - morfizm Ac z A do Q - ktéry jest para funkcji

()\OC : Ao — {0, %, 1}, )\lc : Ay — {0,1}),
gdzie AL to funkcja charakterystyczna podzbioru C; C A; |, natomiast A2 dziala tak: dla dowolnego a € Ag
gdy a € Cy,

gdy a ¢ CoNta(a) € Ch

gdy a ¢ Co Nta(A) ¢ Ch

Ae(a) =

O = =
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Wzorujac sie na tym przykladzie mozna opisa¢ topos ,zbioréw zmiennych w czasie” w ktérym

vy

wzmiennosé” jest ciagla i opisana np. przez liczby rzeczywiste odcinka [0, 1]. Sprébuj.

2.4.2 Semantyka jezyka pierwszego rzedu

Zdefiniowanie modelu jezyka pierwszego rzedu (dowolnej sygnatury ) ,posadowionego na obiekcie
A” w toposie to przyporzadkowanie kazdemu n-argumentowemu symbolowi relacyjnemu r € ¥ -
podobiektu r4: A" — Q a kazdemu m-argumentowemu symbolowi operacyjnemu f € ¥ - morfizmu
fADA™ — A,

To przyporzadkowanie mozna latwo rozszerzy¢ interpretujac termy jako morfizmy postaci
[[t(z1,...,2n)]]: A" — A a formuly jako morfizmy postaci [[¢(z1,...,zy)]]: A" — . To proste:
wystarczy powtorzy¢ rekurencyjna procedure wykorzystang w czesci 1 do opisu modeli teoriomno-
gosciowych wykorzystujac logiczng strukture toposu i taka oto interpretacje formut-rownosci:

jesli termy t1,ts sa interpretowane jako morfizmy [[t1]], [[te]]: A" — A, to :
[t1 = t2]] = ~a - < [[ta]], [[t2]] >
gdzie ~4: A X A — () to morfizm taki, ze prostokat:
Ax A2 s
<id,id>T trueT
A 1

jest pullbackiem.

Tak skonstruowany model jest modelem teorii 7' (sygnatury ) gdy [[¢]] = T dla kazdego zdania
- aksjomatu ¢ teorii T.
Logiki wyzszych rzedow
O logice drugiego i wyzszych rzedéw méwimy tu niewiele. Ale to, co powiedzieliSmy o arytmetyce
drugiego rzedu pozwala uwierzy¢, ze kluczowe dla odpowiedzi na pytanie czy te logiki mozna inter-
pretowaé¢ w toposie C jest wskazanie morfizmu, ktory bedzie semantyka relacji ,,€”. Kartezjanska
domknietos¢ toposu to umozliwia:

- wspomniana wczesniej bijekcja C(A,Q) = C(1,Q4) pozwala reprezentowaé podobiekty A
jako elementy obiektu potegowego 4,

- bijekcja C(Q4,Q4) =2 C(Q4 x A, Q) pozwala na wyréznienie morfizmu € 4: A x Q4 — Q 60,
Dla dowolnego elementu e: 1 — B i podobiektu B reprezentowanego przez element d: 1 — QF |

wartoéé logiczna - morfizm €p - < e,d >: — B x QF — Q - to ,miara przynaleznoéci” elementu
e do podobiektu d.

Takie sobie ,sztuczki”... . Wszystko jest ,tak samo” jak w toposie zbioréw. Ale to nie ,to samo” - toposy

to rézne od Set ,matematyczne uniwersa’”.

Toposy boolowskie i podwdjna negacja

Moze sie zdarzyé¢, ze w rozwazanym toposie - tak jak w Set - podobiekty dowolnego obiektu
tworza algebre Boole’a (czyli algebre Heytinga, w ktérej dodatkowo obowiazuje prawo wytaczonego
érodka). Taki topos to topos boolowski®!.

Swiaty opisane przez toposy boolowskie sa nieco bardziej podobne do Set. To banal. Ciekawsze
jest takie oto twierdzenie:

,Kazdy topos C zawiera w sobie mniejszy topos boolowski C_—, 7
Oznaczenie C__, wziglo sie stad, ze ten ,podtopos” wyrdznimy korzystajac z podwdjnej negacji
- morfizmu — - —: Q — Q.

50Morfizm €4 poprzez opisana tu bijekcje odpowiada morfizmowi id: Q4 — Q.
51To nie znaczy, ze logika toposu boolowskiego musi byé dwuwartosciowa! Topos Set? (ktérego obiektami sa pary
zbioréw a morfizmami - pary funkcji) jest boolowski, a jego matryca wartosci logicznych jest czteroelementowa.
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Robimy to tak: podobiekt f : A — Q nazwiemy gestym, gdy ~—f = true4. Obiekt E nalezy do tego
podtoposu boolowskiego gdy kazdy morfizm ¢: B — E, ktérego dziedzina jest gestym podobiektem
obiektu A, mozna jednoznacznie rozszerzy¢ do morfizmu ¢ : A — E .
Matryce wartosci logicznych toposu C_—, tworza domkniete wartosci logiczne - morfizmy w : 1 —
takie, ze ~—w = w. I to wszystko®2.

Podobienstwo do omawianych wczesniej twierdzen Glivenki i Godla jest oczywiste. Ale szczerze
méwiac, nie potrafie powiedzie¢ wiele ponad stwierdzenie tej ,oczywistej oczywistosci” %3,

2.5 Teoria zbioréw a teoria toposéw

Jedno matematyczne uniwersum i - istniejaca niezaleznie - jedna jedynie stuszna logika - to paradygmat
zrealizowany w postaci matematyki teoriomnogosciowe;j.

Teoria toposéw to podwaza. Matematyczne uniwersum to galaktyka lokalnych swiatéw - toposéw, ktorych
wewnetrzna struktura jest wprawdzie podobna do struktury kategorii zbioréw ale kazdy z tych swiatéw
ma wlasna logike.

Aksjomaty teorii toposéw sg twierdzeniami w ZFC%. Ale nie odwrotnie. Definicja toposu nie
obejmuje wszystkiego co obecne w milej sercu teorii mnogosci. Mozna wigc pytaé: jak daleko - jak
blisko - pierwowzoru - kategorii Set - jest dowolny topos?

Podstawowa réznice juz znamy: logika dowolnego toposu jest intuicjonistyczna a logika Set to
dwuwartosciowa logika klasyczna. Powiedzmy co$ o innych.

Generator

Zdanie: ,funkcje f,g: A — B sa réwne, gdy dla dowolnego elementu a € A, f(a) = g(a)” katego-
rysta odczyta jako stwierdzenie, ze zbiér jednoelementowy - obiekt konicowy - jest generatorem w
Set5?.

Ale tak nie musi by¢ w kazdym toposie. Gdy tak jest, to méwimy - po angielsku - ze ten topos jest
well-pointed®S.

Powéd pominigecia warunku ,,obiekt konicowy jest generatorem” w definicji toposa jest prosty: logika
toposa spelniajacego ten warunek musi by¢ logika klasyczna! [22]. A tego nie chcemy.
Matematyczna struktura toposu determinuje jego logike ... .

To, ze obiekt koncowy nie musi by¢ generatorem zmusza do zmiany wyobrazenia, co wladciwie
opisuje jezyk pierwszego rzedu. W teoriomnogos$ciowej narracji formulta ¢(zq,...,z,) jest opisem
pewnej wlasnosci n-elementowych ciagéw elementéw zbioru A (na ktérym jest posadowiony aktu-
alnie rozwazany model). Semantyka formuly ¢ jest tu wtérna: to podzbiér A™ zlozony z ciagdéw
ktére maja wlasnosé opisana przez ¢.

W teorii toposéw semantyka formuly jest pierwotna. Wtérne jest to, ze mozna patrzeé na
formuty jako opisy wlasnosci. Ale juz nie tylko elementow, ale tez ... morfizméw:

morfizm f: B — A"™ ma wlasnos$¢ opisana przez formule ¢(z1,...,xy,) ktérej semantyka jest

podobiekt [[¢]]: A™ — Q dokladnie wtedy, gdy [[¢]] - f = truep: B — 1 8¢ Q)

52W Set™ podobiekt (By — Bji) obiektu (A9 — Ai) jest gesty gdy By = A; . Topos Set=. tworza ,zbiory

niezmienne w czasie” - A “% A. Ten boolowski podtopos jest ,taki sam” jak topos zbioréw.

53Morfizm-podwdjna negacja wyznacza jedng z mozliwych topologii Lawvere’a-Tirney’a (o ktérej wspominaliSmy
wczesniej) a przytoczone twierdzenie to szczegdlny przypadek twierdzenia ktére méwi, ze kazda taka topologia J
wyznacza w toposie C mniejszy (ale niekoniecznie boolowski) topos Cy [22].

54Co zazwyczaj zastepujemy stwierdzeniem ,kategoria Set jest toposem” przemilczajac, ze istnienie tej kategorii
- modelu ZFC' - wcale nie jest oczywiste. To zdanie trzeba czytaé tak, jak chcg nominaliéci: po zastgpieniu pojeé
y,obiekt” i ,morfizm” przez teoriomnogosciowe ,zbiér” i ,funkcja”, aksjomaty teorii toposéw sg dowodliwe w ZFC.

550Obiekt G jest generatorem jezeli dowolne dwa réwnolegle morfizmy f,g : A — B sa réwne, jesli tylko dla
dowolnego morfizmu a : G — A, fa = ga”.

56Po polsku malo zrecznie: ,dobrze upunktowiony”. Zadanie, by obiekt koncowy byt generatorem jest, w pewnym
sensie, ,bliskie” aksjomatowi ekstensjonalnosci.
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Pomifimy szczegblty®”. Zauwazmy tylko, ze w ,well-pointed” toposie morfizm f: B — A™ ma
wlasno$¢ opisang przez formute ¢ dokladnie wtedy, gdy ma ja kazdy morfizm postaci f-b: 1 — Q
gdzie b: 1 — B to dowolny element B.

Tylko w ,,well-pointed” toposach ,prawda” jest suma ,punktowych prawd”: dla dowolnego f: B —

f=trueg wtw fb=true dla dowolnego elementu b:1 — B.

Wyrédznia sie tez toposy, ktére maja zbiér generatoréw - ,rodzine obiektow (G; : i € I) taka, ze
dowolne morfizmy réwnoleglte f,g: A — B sa réwne, gdy fa = ga dla dowolnego morfizmu postaci
a: G; — A”.

Taki zbiér generatoréw istnieje w kazdym toposie snopéw - sa to podsnopy obiektu koncowego®.

Gdy dodatkowo zazadamy, by taki topos mial wszelkie kogranice, to otrzymamy nowsg charak-
teryzacje wspomnianych wczeéniej toposéw Grothendiecka%?.

Aksjomat wyboru

W jezyku kategorii ten aksjomat zdefiniujemy tak: kategoria C speilnia aksjomat wyboru jesli dla
kazdego epimorfizmu e: A — B istnieje morfizm f: B — A taki, zee- f =idp.

Powodd niewlaczenia aksjomatu wyboru do definicji toposa jest taki sam, jak przed chwilg: logika
toposa z pewnikiem wyboru musi by¢ logika klasyczng ™. To kolejne potwierdzenie, ze struktura
matematyczna toposu determinuje jego logike... .

Aksjomat nieskonczonosci - obiekt liczb naturalnych
Nie musimy akceptowaé nieskonczonosci w kazdym toposie. Ale mozemy:

obiekt liczb naturalnych - NNO - w toposie C to obieckt N wraz z morfizmami 0: 1 — N,

s: N — N, takimi, ze dla dowolnego diagramu postaci 1 — A L) istnieje dokladnie jeden
morfizm ¢y, 41 N — A taki, ze diagram

1 0 N succ N
\ \L¢(h,a) i(b(h,u)
A h A

jest przemienny.

NNO w Set to oczywiscie teoriomnogos$ciowy zbiér liczb naturalnych. W toposie zbioréw skon-
czonych takiego obiektu nie ma’l.

Definicja N NO nawiazuje do postrzegania liczb naturalnych jako ockhamowskiego wzorca re-
kurencji. G.Wright pokazal, ze w toposie z NNO dla dowolnego obiektu A mozna wskazaé¢ obiekt
L(A) - Jlisty typu A” - wraz z morfizmami e: 1 — L(A) (,lista pusta”) i sq: A x L(A) — A
(,,dopisywanie elmentu do listy”), takimi, ze dla dowolnej pary morfizméw 1 b, B, Ax B LNy
istnieje doktadnie jeden morfizm ¢: L(A) — B taki, ze - e = b, h - (idg X ) =1 - s4.

57 Zainteresowani szczegbtows, analiza tej definicji znajda ja w [22].

58Obiekt koncowy 1 w toposie snopéw to rodzina zbioréw jednoelementowych indeksowana zbiorami otwartymi.
Zbiér otwarty V wyznacza podsnop 1, < 1 taki, ze zbiér 1y,(U) jest jednoelementowy gdy U C V i pusty w
pozostatych przypadkach.

59 Grothendieck topos is a topos that is neither too small nor too large, in that it is cocomplete (not too small),
and has a small generating set (not too large)” - (internet)

"To jest opisane w Czeéci 1 twierdzenie Diaconescu ,w wersji kategoryjnej”. To samo twierdzenie udowodniono
ponownie(!) kilka lat pozniej (Goodman-Myhill). A wczesniej jako éwiczenie(!!!) zamiescil w monografii Foundations
of constructive analysis E. Bishop.

"'Korzystajac z definicji NNO zdafiniujemy dodawanie liczb naturalnych w toposie zbioréw tak: najpierw definiu-
jemy funkcje +: N — NN jako funkcje wyznaczong, przez pare i: 1 — NN oraz suce™: NN — NN gdzie (1) = ddn
oraz succ™ (f)(n) = f(succ(n)). Kartezjanska domknigtosci kategorii zbioréw gwarantuje, ze funkcji + odpowiada
doktadnie jedna funkcja +: N XN — N. A ta funkcja to dodawanie liczb naturalnych. ,,Tak samo” mozna zdefiniowaé
dodawanie liczb naturalnych w dowolnym toposie z N NO. Sprébuj podobnie zdefiniowaé mnozenie.
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NNO jest obiektem nieskonczonym. By to stwierdzenie mialo sens, trzeba wyjasnié, jak rozu-
miemy ,skonczono$¢” w toposie:

obiekt A jest skornczony, jezeli kazdy monomorfizm m: A — A jest izomorfizmem. Obiekt jest
nieskoniczony gdy nie jest skonczony.

NNO jest nieskonczony, gdyz morfizm succ: N — N jest mono- ale nie jest izomorfizmem2.

Zatrzymajmy sie na chwile i przyjrzyjmy sie blizej tej definicji skoficzonosci (nieskonczonosci).
Chetnie (i bez glebszej refleksji) ja akceptujemy, bo jest prosty ,trasnsfer” klasycznej teoriomnogo-
Sciowej definicji Dedekinda do teorii toposéw. Jednak analiza tego pojecia w nowym otoczeniu - w
teorii toposow - przyniosta zaskakujace rezultaty. Okazuje sie, ze klasa dekindowskich skonczonych
obiektow w pojedynczym toposie ,is not always closed under quotients, subobjects, exponentia-
tion, or finite powerobjects.” [39]. To trudno zaakceptowaé majac na uwadze teoriomnogosciowy
wzorzec 1 nasze wyobrazenie skonczonosci uksztaltowane (skazone) przez teorie mnogosci. Mozna
tez dowiesé, ze klasyfikator podobiektéw jest zawsze obiektem skoniczonym choé, jak wiemy, np. w
toposach snopéw moze on mieé nieskonczenie wiele elementéw [50]. To rozczarowujace.

,Dedekindowska” definicja skonczonego obiektu to nie jedyna mozliwa definicja obiektu skon-
czonego w toposie. Ale wszystkie te definicje sg - w toposie zbioréw - réwnowazne. To zdaje
sie potwierdza¢ poprawnosé takiego uwewnetrznienia (wlaczenia do ur-teorii) intuicyjnego poje-
cia skonczonosci. Ale ta rownowaznos¢ jest konsekwencja aksjomatu wyboru ktéry, jak wiemy, jest
przyczyng odescia matematyki od paradygmatu konstruktywizmu. Na stronie nLab |, finite object”
napisano tak: , (...) there are already at least five distinct notions of finite set in constructive
mathematics, so there must be at least five distinct notions of finite internal to a topos.” W topo-
sach, w ktérych nie mamy aksjomatu wyboru, rézne definicje skonczonosci moga mieé¢ rézne klasy
desygnatow’3.

Skonczonos¢ jest pojeciem pozamatematycznym. Preintuicja dana kazdemu. Ograniczajac si¢ do mate-
matyki teoriomnogoéciowej wierzymy, ze jej ur-teoria - Z F'C' - opisuje skonczono$¢ w sposéb uniwersalny,
np. poprzez defnicje zaproponowna przez Dedekinda. Ale wyjscie poza teoriommnogosciowe uniwersum
pokazuje, ze ta unuwersalno$éjest ztudna, skoro (teoriomnogosciowe) réwnowazniki tej definicji moga byé
roznie interpretowana w innych niz Set toposach.

Skoniczonosé” jest pojeciem ,zewnetrznym” w stosunku do wszelkich teorii matematycznych, w tym do
ZFC. To pojecie nalezy do ,metajezyka matematyki”. W jakiejkolwiek teorii matematycznych mozemy
je tylko opisywacé, a potem interpretowa¢ w modelach tej teorii. Skoro teoria toposéw pretenduje do roli
nowej ur-teorii, to musimy opisaé¢ ,skonczono$é” w jej jezyku. Pie¢ réwnowaznych teoriomnogosciowo
definicji skoniczonosci, to - po ,przettumaczeniu” na jezyk terorii toposéw - naturalni kandydaci do opisu
skoficzonodci w tym nowym kontekscie, do ,uwewnetrznienia” tego pojecia w nowej ur-teorii. Jak dotad,
nie ma powodéw by tylko jedng z nich uznaé za ,wlasciwa”.

Ale to nie oznacza, ze zupelnie zapominamy o ,zewnetrznej” intuicyjnej skonczonosci. Czy méwiac ,,skon-
czony zbidr obiektéw” , , produkt skoniczonej rodziny obiektéw” odwolujemy sie do (zewnetrznej) intuicji
skonczonoéci czy do jej jakiego kolwiek matematycznego opis?

Istnienie ,wewnetrznych”, i ,zewnetrznych” pojeé, istnienie metajezyka teorii jest nieuniknione przy
tworzeniu jakiejkolwiek teorii matematycznej (pojecie ,zbioru” i ,przynaleznosci” tez jest zewnetrzne w

stosunku do teorii mnogosci). Rzecz w tym, by 6w metajezyk ograniczaé do niezbednego minimum™.

Wréémy do NNO. W toposach presnopéw obiekt liczb naturalnych to (odpowiednio liczna) ro-
dzina kopii zbioru liczb naturalnych. W toposie snopéw na przestrzeni (A, 7)) jest ciekawiej: NNO
to rodzina (N(U): U € T), gdzie N(U) to zbiér funkcji ciagtych z U do dyskretnej przestrzeni

2Dowéd weale nie jest banalny. Podpowiem, ze P. Freyd pokazal, ze obiekt liczb naturalnych mozna réwnowaznie
zdefiniowaé odwolujac sie (dwukrotnie) do pojecia kogranicy:
1. N wraz z morfizmami 0 : 1 — N, succ: N — N jest koproduktem pary obiektéw (1, N),
2. 1 jest kogranica diagramu N =3;;°¢
Stad juz blizej do udowodnienia, ze N NO to obiekt nieskoriczony.

"0 jednej z tych definicji powiemy wiecej w niedalekiej przyszlodci.

" (o ciekawe (znamienne?), fundamentalna monografia poswigcona teorii toposéw - [23] - nie méwi nic o skoriczo-
noéci obiektéw.
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topologicznej na zbiorze N 7. To brzmi tajemniczo i bardzo naukowo. Jeszcze bardziej zaimponu-
jemy studentom méwiac, ze ten obiekt otrzymamy w wyniku ,sheafifikacji” (usnopowienia) obiektu
liczb naturalnych w toposie presnopéw... . Ale rzecz jest banalnie prosta. Wrécimy do tematu, gdy
wzbogacimy jezyk opisu toposa snopow

W toposie z NNO mamy tez obiekty liczb catkowitych, wymiernych i rzeczywistych.

Dlaczego mamy nazwaé pewien obiekt w toposie obiektem liczb catkowitych (wymiernych)?

Te obiekty to efekt konstrukeji, ktore prowadzimy odwzorowujac budowe tych zbioréw liczbowych w Set.
Punktem wyjscia dla tych konstrukcji jest obiekt liczb naturalnych.

Konstrukcje obiektéw liczb catkowitych i naturalnych sa proste: wykorzystujemy tu tylko pewne skoficzone
granice i kogranice istniejace w kazdym toposie.

Konstrukcja obiektu liczb rzeczywistych jest bardziej subtelna, bo odwotuje sie do wewnetrznej logiki

toposu. Opowiemy o niej gdy lepiej poznamy semantyke jezyka pierwszego rzedu w toposach (str. 53).

Teorie toposéw z NNO, ktore sa ,well-pointed” i w ktérych obowigzuje aksjomat wyboru,
Lawvere nazwal Elementarna Teoria Kategorii Zbioréw - ETCS"®. Mozna uznaé, ze to odmienna od
Z FC propozycja opisu klasycznego uniwersum, operujaca innymi pojeciami pierwotnymi. Jednak
teorie ZFC' i ECTS nie sg réwnowazne - ZFC' jest nieco silniejsza: np. mamy w niej aksjomat
sumy zbioréw, ktorych istnienia nie mozna dowies¢ w ETCS.

Po co nam ten nowy opis klasycznego uniwersum? Chocéby po to, aby czerpiac pelnymi garsciami
z teorii toposéw potwierdzi¢ dowéd Cohena o niezaleznoéci (od ZFC') hipotezy continuum [22].

Jedli nasz Swiat potrwa jeszcze kilkaset lat, to, by¢ moze, Cantora i Hilberta bedzie sie pamietaé przede
wszystkim jako tworcéw pierwszego toposa... .

,Nie mozemy zagwarantowaé, ze w przysztosci nowe doswiadczenia nie beda wymagaly zmian w teoriach
matematycznych, podobnie jak moga wymaga¢ zmian w teoriach fizycznych. Teorie matematyczne nie

réznig sie pod tym wzgledem od innych teorii naukowych; sa tylko po prostu bardziej ogdlne, a przez to
»T7T7

bardziej odporne na zmiany, poniewaz ich zmiana oznacza masowe rewizje w wielu innych obszarach.

"5Przestrzen topologiczna jest dyskretna gdy kazdy jej podzbidr jest otwarty.
"®Nie myli¢ z innym wynalazkiem - punktami ECTS.
" Philosophy of mathemaics, M. Tiles



Rozdzial 3
Od logiki do toposow

Kazdy topos ma swa wewnetrzna logike - ,matematyka poprzedza logike”. Czy mozna to odwrdcié¢?

3.1 Topos snopéw revisited

To co istotnie w definicji snopa topologicznego to nie cala przestrzen (A, 7) lecz tylko jej bezpunk-
towa czes$é - poset zbioréw otwartych (7, C)! . Te zbiory tworza algebre Heytinga (str.12), ktéra
na dodatek jest zupeina, co oznacza, ze dowolny podzbior posetu (7, C) ma kres gérny.
Stad pomyst, by zajaé sie snopami zwigzanymi z dowolnie wybrana zupelna algebra Heytinga H.
Definiujac H-snopy pozostaniemy wierni topologicznemu wzorcowi. Ale wykorzystamy fakt, ze
kazda algebra Heytinga moze by¢ postrzegana jako kategoria i opiszemy H snopy jako funktory z
kategorii H°P do kategorii zbioréw - F': H°P? — Set spelniajace pewien dodatkowy warunek.
Zanim go sformutujemy, przyjmijmy pewna wygodna konwencje notacyjna: dla dowolnego funktora
F: H°? — Set elementy zbioréw F(q) nazywamy punktami funktora F. Gdy a € F(q) ip < q to
piszemy a), zamiast F'(p < q)(a) a punkt a), nazywamy ,obcieciem punktu a do p”.
H-snop to funktor F': H? — Set taki, ze:

- dla dowolnej zgodnej rodziny punktéw (a* € F(q;) : i € I) - czyli takiej, ze afinqj = dla

J
a
“laina;
dowolnych i, j € I - istnieje dokladnie jeden punkt a € F(sup(q;: i € I)) taki, ze aj,, = a’ 2

,Punkty snopa mozna obcinaé i - pod pewnymi warunkami - skleja¢”.

Morfizm H-snopéw ¢: F' — G to rodzina funkcji (¢q: F(q) — G(q) : ¢ € H) ,respektujaca
operacje obcinania” - ¢g4(a)|p = ¢p(ay,)® .

H H-snopy i ich morfizmy tworzg topos. Logika - algebra H - wyznacza matematyke - topos H-snopéw.

Istnienie i ré6wnos$é punktéw w snopach

,Jedna z najbardziej intrygujacych cech toposu jest to, ze sensow-
ne jest mowienie o bytach, ktore tylko ,czeSciowo istnieja”. Mozna
jedynie spekulowad, jaka bylaby reakcja Heideggera, gdyby powie-.
dziano mu, ze odpowiedZ na pytanie: ”Co to jest rzecz?” to ,,Cos,
co czesciowo istnieje.” [12]
Nasze do$wiadczenie matematyczne zdobywamy w teoriomnogoéciowym uniwersum. W tym Swiecie na
pytania ,czy a jest elementem zbioru A” , ,czy elementy sa rowne” i wreszcie ,czy a istnieje”

1
str. 25

2Stad, w szczegdlnoéci, F(L) jest zawsze zbiorem jednopunktowym!

3Taky rodzine funkcji nazywamy transformacja naturalng miedzy funktorami (snopami) F i G.

37
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odpowiadamy ,,TAK” lub ,NIE”. Tertium non datur.
Matematyka toposow nie respektuje tego klasycznego paradygmatu. Dopuszcza ,czesciowe” istnienie.

W kazdym H-snopie F' mozna okresli¢ dwie miary:

- miare réwnosci punktéw: gdy a € F(r) i b € F(s) to ich miara réwnosci jest najwiekszy
element q € H taki, ze aj, = b,. Te miare oznaczamy symbolem a ~p b.

- miare istnienia: Ef(a) = q gdy a € F(q) *.
Miara istnienia jest wtérna w stosunku do miary réwnoéci - Ef (a) = a ~p a. Dla dowolnych
punktow a, b:

(Eq1) a~pb=>b~pa,
(Eq2) a~pbANbr~pc<a~pec

Mozna uznaé, ze mozliwos¢ mierzenia ,jistnienia” i ,réwnosci” na niedychotomicznej skali to
tylko ciekawostka. Ale mozna tez uznaé, ze to fundamentalna réznica miedzy matematyka teoriom-
nogoéciows a matematyka toposa snopoéw i pokusi¢ sie o opis tej drugiej w jezyku, w ktéorym miary
réwnosci i istnienia sa pojeciami podstawowymi.

3.2 Topos H

Realizacja tego zamystu jest topos H-obiektow, ktory zbudujemy biorac za punkt wyjscia dowolng
zupelna algebre Heytinga H°. Przypomnijmy:algebra Heytinga jest zupetna, gdy kazdy jej podzbior
posiada kres gény (w konsekwencji ma tez kres dolny).
H-obiekty mozna traktowaé (postrzegaé) jako reprezentacje H-snopéw. Wyjasniam: punkty H-
snop6w umiemy obcinaé i sklejaé¢. Morfizmy snopéw zachowuja nie tylko obciecia (warunek defini-
cyjny) ale tez sklejenia - gdy punkt a jest sklejeniem rodziny punktéow (a; : i € I) to jego obraz
poprzez morfizm jest sklejeniem obrazow tych punktéw. Dlatego kazdy podzbiér punktéw H-snopa
pozwalajacy odtworzy¢ pozostale punkty za pomoca obcinania i sklejania w pewnym sensie go
reprezentuje.

Takie podzbiory punktéw H-snopéw to H-obiekty.

Tym, ktérzy wiedza cokolwiek o przestrzeniach liniowych pomoze przypomnienie roli jaka w tej teorii
odgrywaja bazy: baza przestrzeni moze byé uwazana za jej reprezentacje z dwoéch powoddw:

- kazdy wektor przestrzeni V mozna skonstruowaé¢ z wektorow bazowych korzystajac z operacji do-
dawania i mnozenia przez skalary,

- kazde przeksztalcenie liniowe ¢: V' — W mozna opisa¢ korzystajac z baz wyréznionych w obu

przestrzeniach poprzez wskazanie tzw. macierzy przeksztalcenia®.

Tyle o intuicjach. Niemila wiadomo$é jest taka, ze formalna definicja toposa H-obiektéw to
niezty koszmar... .

Topos H-obiektéw i ich morfizméw - topos H - definiujemy tak:
H-obiekty to pary (A,~4: A x A — H) , gdzie A to niepusty zbidr, a funkcja ~4 speinia - dla
dowolnych a,b,c € A - dwa warunki:

a~g,b<b=a,

a~abANbrjpcec<ayec.

4Kazdy H-snop ma doktadnie jeden ,punkt nieistniejacy” - taki, ze E(a) = L. ,Istnieje punkt nieistniejacy”... .

SW literaturze uzywa sie terminu ,,H-zbiory”. To niefortunne, bo sktania do teoriomnogosciowego myslenia. Inng
propozycja jest nazwa localic topos [23] ale w tym podej$ciu ,miary réwnosci i istnienia” nie sa eksponowane. Nazwa
,topos H” ma te zalete, ze utrwala pamieé o tworcach tego lokalnego matematycznego uniwersum - A.Heytingu
(posrednio) i D.Higgsie, ktéry chyba jako pierwszy opisal te toposy w jezyku miar istnienia i réwnosci[15] (ale to nie
Peter Higgs od bozonu Higgsa).

5By¢ moze lepiej kojarzyé reprezentacje H-snopéw nie z bazami, ale ze zbiorami generatoréw przestrzeni liniowych.
Ale skoro chodzi tylko o pomocne skojarzenia, to precyzja poréwnan nie jest az tak istotna...



ROZDZIAE 3. OD LOGIKI DO TOPOSOW 39

Funkcja ~4 to miara réwnosci (punktow H-obiektu).
Bedziemy pisa¢ E z(a) (Iub E(a)) zamiast a ~4 a 1 nazywac funkcje E 4 miara istnienia.

Morfizm z (A,~4) do (B,~p) to funkcja f: A x B — H taka, ze dla dowolnych a,a; € A oraz
b,b1 € B:

f(a,b) < Ea(a) NEpg(b), X

a=aa1 Nb~pbi A f(a,b) < f(ar,br)

fla,b) A fla,b1) <b=p b

Ex(a) < sup{f(a,b):be B}
Zlozenie morfizméw f: (A,~4) — (B,~p) ig: (C,~¢c) — (B,~p) to morfizm-funkcja
h: Ax C — H taka, ze

h(a,c) = sup(f(a,b) A g(b,c) : b€ B).

Morfizm identycznosciowy obiektu (A,~4) to miara réwnosci - funkcja ~5: A x A — H .

Dowdd, ze H-obiekty i ich morfizmy tworza topos jest niebanalny [15]. Ale teraz wystarczy nam
tylko wiedzieé, ze:
- algebra wartosci logicznych tego toposa to algebra H,
- klasyfikator podobiektéw to H-obiekt Qp = (H,~p) , gdzie g =g r=q <,
- obiekt koricowy to jednopunktowy obiekt 1+ = ({x},~7) , gdzie E(x) =T .
- morfizm true : 1+ — Qg to funkcja true : {x} x H — H taka, Ze true(x,q) = q.

7

Uprzedzatem: ani to przejrzyste ani eleganckie... .Ale bez paniki - wszystko sie pieknie wyjasni®.

Ktos powie: ,,0 jakim nowym uniwersum tu méwimy skoro obiekty i morfizmy tego opisane sg w jezyku
teorii mnogo$ci”. To nie tak: wprawdzie w tym opisie uzyliSmy terminéw ,zbiér” i ,funkcja”, ale w zaden
sposéb nie bedziemy badaé obiektu (A4,~) w jezyku teorii mnogosci - np. nie interesuje nas ani moc
zbioru A, ani to, czy funkcja =~ jest réznowartosciowa. Podobnie rzecz si¢ ma z morfizmami.

Stwierdzenie, ze uzywajac teoriomnogosciowych pojeé¢ skazujemy sie na badania prowadzone wewnatrz

tej teorii jest naduzyciem?.

3.2.1 Punkty i elementy - od H-obiektéw do H-snopéw

Nie zaprzatajmy sobie glowy formalizmami i skupmy sie na istocie konstrukcji toposa H-obiektéw.
Krytyczna dla jej zrozumienia jest relacja miedzy punktami i elementami H-obiektdw.

Punkty H-obiektu A = (A, =) to elementy zbioru A. Punkt a € A jest globalny, gdy E(a) = T.

Elementy A to morfizmy postaci e: 1, — A , gdzie ¢ € H, 1, = ({x},~) oraz x =~ x = q.
Element e: 1, — A jest globalny gdy ¢ = T 10,

Punkty wyznaczaja elementy: a € A ~ €®: 1g,) — 4 , gdzie e”: A — H to funkcja taka, ze:

e’(b) =a~b dla dowolnego b € A

Punkty a,b € A wyznaczaja ten sam element, gdy sa réwnowazne (lub: jeden jest kopia drugiego):
Jednak nie kazdy element jest wyznaczony przez punkt - ,nie jest punktem”. Jedli kazdy element
jest wyznaczony przez dokladnie jeden punkt, to H-obiekt jest opisywanym wczesniej H-snopem.

g1 =(qg—71)A(r— q). Rbwnowaznie: ¢ =g r to najwickszy element s € H taki, ze ¢ A s =7 A s.

8Podpowiedz budujaca intuicje zwigzang z morfizmami: macierz M = [mi;] opisujaca przeksztalcenie liniowe
f: V. — W przy zadanych bazach (a1, ..., an), (b1,...,bn) to w istocie funkcja: m;; = f(a;, b;). Morfizm w H - funkcja
f: Ax B — H - to (nieskoficzona) macierz (o wspétczynnikach w H). Sktadanie morfizméw w H to ,mnozenie”
takich macierzy ale zamiast dodawania i mnozenia liczb (wykorzystywanych w mnozeniu zwykltych macierzy) mamy
tu koniunkcje i kres gérny - operacje w zupelnej algebry Heytinga.

9Pojecie zbioru nie jest definiowane w ZFC. To pojecie piertwotne tej teorii. Nie jest to pojecie teoriomnogosciowe.

10W terminologii teorii kategorii elementy A to morfizmy z 1 do A. Dlatego morfizmy postaci e: 1, — A powin-
ni$my nazywaé ,elementami lokalnymi (lub cze$ciowymi)”.I tak bedziemy czasem robié. Ale nie zawsze. To mala
terminologiczna zagwozdka, ktéra nie sprawi chyba klopotéw.
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To jest to. H-obiekty sa w pewnym sensie niekompletne - maja ,za malo” punktéw - nie wszystkie
elementy sa punktami. H-snopy sa pod tym wzgledem kompletne.

H-snopy sg eleganckie - to cenig matematycy. Ale H-obiekty latwiej opisa¢ - wystarczy wskaza¢ dowolny
zbiér punktéw i okresli¢ dla nich miare rownosci nie troszczac sie o to, jak wyglada kompletny obiekt
(snop) tak reprezentowany.

Naiwne pytanie: czy interpretujac kwantyfikator istnienia 3 nalezy mys$le¢ o punktach czy o elementach?

To, co powiedzieliSmy o punktach i elementach wystarczy, by zawita definicja morfizmu stata
sie oléniewajaco prosta:

Morfizm f: A — B przyporzadkowuje PUNKTOM A ELEMENTY B:
ac€A ~ e“:lE(a)ﬁA Wf-ea:lE(a) e—a>A LE

Jego opis - funkcje f: A x B — H - nalezy interpretowaé tak: warto$é¢ f(a,b) € H to ,miara wykorzy-
stania” punktu b do budowy elementu - obrazu punktu a.

To oznacza, ze: R
»podobiekty obiektu koricowego - H-obiekty postaci 1, - tworza zbiér generatorow w H”.
Elementy H-obiektéw umiemy obcinaé i - pod pewnymi warunkami - sklejaé:
- obcigcie elementu e: 1, — A dor < q to element e),: 1, — A taki, ze e.(a) =71 Ae(a).
- jesli (e;: 1, — A:i € I) jest zgodna rodzing elementéw - taka, ze €ilging; = €jlaing; O J€J
sklejeniem jest element A - funkcja e: A — H opisana wzorem e(a) = sup(e;(a): i € I).
Jednak obcigcia punktéw i ich sklejenia nie musza by¢ punktami:

Przyklad Szostakowicza. Zalézmy, ze H = 22 = {0,1}? i popatrzmy na dwupunktowy 22-obiekt
({a,b},=), gdzie a = b = (0,0),E(a) = (0,1),E(b) = (1,0). Te punkty wyznaczaja dwa rézne
elementy (czesciowe). Jedyny element globalny tego obiektu nie jest punktem - to sklejenie punktéw
aibh

Podsumowaniem dyskusji o punktach i elementach jest takie oto twierdzenie:

Elementy (globalne i lokalne) H-obiektu A tworza H-snop El(A) = (El(A),~¢) . Kazdy element jest
sklejeniem obcigé punktéw:

e(a) = sup(efe(c)(a): ceA) dla dowolnego punktu a 2.

Pare uwag (wtret mato matematyczny)

Studentom méwimy: ,aby zrozumie¢ w pelni definicje teorii aksjomatycznej, musisz to zrozu-
mienie poprzeé wskazaniem jej modeli”. Ale méwigc ,model” mamy na uwadze model teoriomnogo-
Sciowy. To rzeczywiscie poglebia zrozumienie teorii, ale tylko ,,wewnetrzne”, w ramach matematyki
teoriomnogoéciowej. Zrozumienie wykraczajace poza ten §wiat zazwyczaj lekcewazymy!3.

Poglebianie zrozumienia teorii H-toposéw w ten sam sposéb, poprzez wskazanie przyktadéw,
jest prawie niemozliwe. Z oczywistych powodéw trudno w tym przypadku mowié¢ o modelach teo-
riomnogoéciowych'4. Oczywicie s toposy snopéw topologicznych ale zrozumienie ich znaczenia dla
badan podstawowych jest przywilejem nielicznych, ktérzy moga szczyci¢ si¢ znajomoscia prac Gro-
thendiecka. Trudnosci z postrzeganiem toposéw H-obiektéw jako nowych uniwerséw zaczynaja sie
juz w momencie poszukiwania inspirujacych przyktadow algebr Heytinga. ,,Poset stanéow wiedzy”

11Skad tu kompozytor Szostakowicz? Tajemnica... .

1270, 7e poszukiwanie elementéw mozna zakoniczyé po dwéch krokach - wygenerowaniu obcieé punktéw a nastepnie
sklejeniu tego, co mozna sklei¢ - jest konsekwencja dystrybutywnosci algebry H. Miarg réwnosci elementéw e: 1, —
A, f:1, — A jest najwicksza wartos¢ s € H taka, ze s<qgATies = fs .

137darzaja sie wyjatki. Np. gdy szukamy przykladéw przestrzeni metrycznych z luboscig przywoltujemy przyklady
,metryki miasta” i ,metryki rzeki” ktére uswiadamiaja, ze ,odlegto$¢” miedzy punktami przestrzeni mozna rozumiec
inaczej niz ,pitagorejska” dlugo$é odcinka miedzy nimi.

M7Zwréémy uwage: poglebianie zrozumienia teorii poprzez wskazywanie modeli ma - w matematyce teoriomnogo-
$ciowej - jeden wyjatek: jest nim .... teoria mnogosci.
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Kripkiego (str. 9) jest tu pieknym, ale troche malo konkretnym wyjatkiem. A przyklad dwuele-
mentowej algebry Heytinga jest wrecz szkodliwy, bo sugeruje postrzeganie toposa H-obiektéw jako
pewnej ,dewiacji” toposa Set.

Pewnym klopotem jest tez to, ze definiujac te toposy uzywamy okreslen , punkt”, element” i ,miara”
(istnienia i réwnosci). Tak méwimy, bo jakos trzeba méwié. Ale ten wybor, jak kazdy wybdr nazw
dla podstawowych (pierwotnych) pojeé¢ teorii moze inspirowaé i ... ogranicza¢. W tym przypadku
ograniczeniem moze by¢ przesadne przywiazanie do znaczen, jakie tym nazwom przypisujemy w

klasycznej matematyce. Z drugiej strony proponowanie zupetnie nowych nazw jest tez ryzykowne!®.

Mozemy, na przyktad, zamiast o punktach méwié¢ o ,zjawiskach”, a wlasciwie ich opisach!®. Zjawiska
istnieja - sg opisywane - lokalnie. Obszar ich funkcjonowania - lokalizacja - to ich miara istnienia. Miara
rownodci dwoch zjawisk to ta czeéé wspdlna ich lokalizacji, w ktérej mozna dopatrzy¢ sie ich zgodnosci,
wyrazanej np. przez to, ze opis pierwszego zjawiska ograniczonego do tej lokalizacji mozna przettumaczy¢
na opis drugiego w tej samej lokalizacji. I vice versa.

Przejécie od ,,punktow” do ,elementow” H-obiektu to przejscie od ,zjawisk” do ,pojeé¢”. Zjawiska ob-
serwujemy, pojecia tworzymy. Tworzymy przez obcinanie opisow zjawisk i ich sklejanie w sposéb opisany
przez odwolanie do algebry H.

Czy méwienie o ,zjawiskach” i ,pojeciach” pomaga lepiej zrozumie¢ istote definicji toposa H-obiektéw?

Moim zdaniem, tak. Ale nie trzeba si¢ ze mng zgadzac.

Zwrbémy jeszcze uwage na istotny fakt, ktéry moze umknaé naszej uwadze z uwagi na przyjety
tu spos6b narracji unikajacy technicznych zawitosci. Otéz za stwierdzeniem, ze ,kazdy element jest
sumyg zgodnej rodziny obcie¢ punktéw” kryje sie réwnie wazne twierdzenie, ze ,,wszystkie elementy
dowolnego H-obiektéw zbudujemy z jego punktow w dwdéch krokach:

- w pierwszym kroku tworzymy wszystkie obciecia punktow,

- w drugim kroku tworzymy sumy zgodnych rodzin tych obcieé”.

Dlaczego powtérzenie tych krokéw (np. rozwazanie obcieé¢ sum utworzonych w drugich krokéw) nie
prowadzi do skonstruowania nowych elementéw 7 Zawdzieczamy, to temu, ze kazda zupetna algebra
Heytinga spelia warunek dystrybutywnosci (rozdzielczosci) koniunkcji wzgledem alternatywy: dla
dowolnych elementéw p, (¢;: i € H):

pAsup(q:i€l)=sup(pAg:icl) 7.

Inng ,,ukryta” konsekwencja dystrybutywnosci jest to, ze w kazdej zupelnej kracie dystrybutywnej
H operacja implikacji istnieje i jest wyznaczona jednoznacznie : p — ¢ = sup(r € H: p A1 < q).
Implikacja jest wtérna w stosunku do koniunkcji i nieskoficzonej alternatywy. Prawdziwe jest tez
twierdzenie odwrotne: jesli w zupelnej kracie H zdefiniowana jest operacja implikacji w ten sposob,
ze dla dowolnych p,q,r € H, r Ap < gwtw p < r — p, to H spelnia warunek dystrybutywnosci.

Dlaczego méwiac o zupelnej algebrze Heytinga otwartych podzbioréw przestrzeni topologicznej (X, 7)
yzapominamy” o tym, ze w 7 sa nie tylko wszelkie wszelkie kresy gorne ale tez wszystkie kresy dolne?
Dlaczego wraz z toposem 7 -obiektéw nie rozpatrujemy toposa 7 °P-obiektéw, gdzie 7°P to zupelna krata
dualna?!® Teoriomnogoéciowiec uzna to za wystarczajacy argument to, ze kres gérny rodziny zbioréw
otwartych - w odr6znieniu od kresu dolnego - to ich suma teoriomnogosciowa (i znajdzie w tym argument
na rzecz wyzszo$ci teorii mnogosci nad reszta matematyki).

Nie o to chodzi: zupelna krata 7 jest zawsze dystrybutywna ale zupelna krata dualna 7°P juz nie (chyba,

ze T jest krata skonczona).

15Przyznam uczciwie: ,agrarna” terminologia zwigzana z teoria snopéw - snopy, wiazki, ciecia, kielki - pomaga mi
$rednio.

16Chciatoby sie powiedzieé - o obserwablach. Obserwabla to - w fizyce kwantowej - mierzalna (czyli opisywalna)
wielko$¢ fizyczna. Kwantowa obserwabla jest reprerzentowan przez obiekt mnatematyczny - tzw. operator hermitow-
ski. Nasze obserwable (czyli punkty) sa tez funkcjami (o wartosciach w H).

17Jest to sytuacja podobna do tej, ktéra spotykamy w teorii przestrzeni liniowych: najmniejsza podprzestrzen
zawierajacg zbiér wektoréw A tez skonstruujemy w dwoéch prostych krokach - najpierw budujemy zbiér kA zlozony
z wektoréw postaci aa gdzie a € A, a w drugim kroku dokladamy skoriczone sumy wektoréw ze zbioru kA. Jest to
konsekwencja rozdzielczosci mnozenia wektoréw przez skalary wzgledem ich dodawaniem: « - (a 4+ b) = aa + ab.
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Dystrybutywno$é zupelnych algebry Heytinga to cichy bohater naszej opowiesci o toposach
H-obiektéw. ,,Cichy”, bo rzadko odwotujemy sie tu do niego w sposéb jawny. Jednak ta réwnosé
odgrywa czesto kluczowsa role w dowodach twierdzen opisujacych wtasnosci toposa H-obiektow.

Niestety, zgodnie z przyjeta konwencja, dowodéw w tym tekscie jak na lekarstwo... .

Monomorfizmy, epimorfizmy, izomorfizmy

H-obiekt A i El(A), ktérego punktami sa elementy A, sa rézne, gdy patrzymy na nie przez
teoriomnogosciowe okulary. A jednak ,czujemy”, ze te H-obiekty - ,roboczy” A i kompletny snop
El(A) - maja wiele wspdlnego.

Jak to wyrazi¢ formalnie, matematycznie? Odpowiedz juz za chwile.

H-obiekty posadowione na tym samym zbiorze mozna poréwnywac: obiekt (A,=s1) jest mniejszy
od (A,~5) gdy a ~1 b < a =9 b dla kazdej pary punktéw. Wtedy funkcja i: A2 — H taka, ze
i(a,b) = E(a~,)(a) A (a ~2 b) jest morfizmem z (A, ~1) do (A4,~%2) .

Mozna tez skonstruowaé ,,obiekt posredni” (A, ~) , gdzie a = b = E4~,)(a) Ala =2 b)) AE 4 ~,)(b)

i pokazad, ze i jest zlozeniem dwéch morfizméw:
() (A=) (A=) ™ (A =)

z ktérych pierwszy jest epi- a drugi monomorfizmem.

Morfizm ¢ opisuje wzrost miary réwnosci punktéw zbioru A. Opisany rozklad ¢ odpowiada podziatlowi
tego procesu na dwie fazy: zapominajac o matematycznej precyzji, zapis (*) odczytamy tak:

- ,epimorfizm e; odpowiada fazie pierwszej, w ktorej zwieksza sie miara réwnosci réznych punktéw, a
miara istnienia pozostaje niezmieniona”,

- ,monomorfizm m; odpowiada fazie, w ktorej zwicksza si¢ miara istnienia, a miara réwnosci nie zwigksza

sie ponad to, co jest skutkiem zwiekszenia miary istnienia punktéw”!9.

Tak opisane epi- i monomorfizmy sg kanoniczne, co oznacza, ze:
skazdy morfizm f : (A,~a) — (B,~p) jest zloZeniem trzech morfizméw - epimorfizmu kano-
nicznego, izomorfizmu i monomorfizmu kanonicznego”:

(A, ~) (A, ~1) —L> (B, ~%)

Skoro kanoniczne epi- i monomorfizmy nie zmieniajg zbioréw punktow to musi to czynié¢ izomorfizm
if: (A=) — (B, %) - izomorfizm H-obiektéw NIE wymusza réwnolicznosci zbioréw punktéw! To troche
zaskakuje. Dlaczego?

Model dowolnej teorii pierwszego rzedu posadowiony na obiekcie A mozna skopiowaé na izomorficz-
nym obiekcie B. Ta kopia ma dokladnie te same (pierwszorzedowe) cechy co oryginal. I tak jesli zdanie
Vey(x = y) jest prawdziwe w oryginale to jest tez prawdziwe w jego kopii. Ale to zdanie - ,czytane
teoriomnogosciowo” - méwi, ze model ma jeden punkt. A przeciez obiekt izomorficzny z jednopunktowym
H- obiektem moze mie¢ wiele punktéw... .

Whniosek moze by¢ tylko jeden - kwantyfikacje uniwersalna w toposie H trzeba rozumieé inaczej.

Przyklad. Dwupunktowy obiekt ({a,b},~) z ,przykladu Szostakowicza” jest izomorficzny za-
réwno z jednopunktowym obiektem koncowym ({1}, E(1) = (1,1)) jak i czteropunktowym snopem
jego elementéw.

Y Bardziej intuicyjne jest zwigzanie monomorfizmu kanonicznego z operacja ,odwrotng”: jego dziedzina powstaje
przez ,obciecie” miary istnienia punktéw w jego kodziedzinie.

2OMorfizm f: A — B opisany przez funkcje f: A x B — H - jest izomorfizmem gdy funkcja g: B x A — H
okreslona wzorem g(b,a) = f(a,b) jest morfizmem z B do A.

Izomorficzne H-obiekty moga miec¢ rézne zbiory punktéw, ale maja ,te same” elementy - generuja takie

same snopy elementéw lokalnych®®.
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Dla nieprzekonanych: dorzucenie do zbioru punktéw dowolnie wielu kopii dowolnie wybranego
punktu (str.39) da nam wigkszy, w sensie teoriomnogo$ciowym, H-obiekt, ktory jednak jest izo-
morficzny z pierwotnym. Taki sam rezultat da dorzucanie dowolnie wielu punktéw nieistniejacych
- takich, ktorych miara istnienia jest L € H.

Na postawione wczesniej pytanie odpowiemy teraz tak: roznigce sie teoriomnogoéciowo H-obiekt
A i H-snop El(A) sa izomorficzne - takie same”, gdy widzimy je wewnatrz toposa H.

Izomorfizm ns: A — (El(A),~¢) jest wyznaczony przez przyporzadkowanie a € A ~» e €
El(A) (ktére na ogdl nie jest ani réznowartosciowe ani ,na”!)?!

Kazdy H-obiekt jest izomorficzny z pewnym H-snopem co oznacza, ze te toposy sa ,réwnowazne” 22, To
moze nalezy wybraé jeden z tych toposéw i zapomnieé¢ o drugim?

7 epistemologicznego punktu widzenia” te toposy sa roézne, bo opisane w réznych jezykach. Ich opisy
eksponuja odmienne cechy tego lokalnego uniwersum. Miary réwnosci i istnienia - podstawowe pojecia
opisu H-obiektéw - sa intuicyjnie proste. Z kolei opis w jezyku snopéw preferuja matematycy, bo to jezyk
ich ukochanej klasycznej matematyki.

Czy musimy wybiera¢ i wskazywaé ,,jedynie stuszny” opis? Wieloéé i réznorodnosé matematycznych

opiséw tego samego obiektu jest zaleta a nie wada.

Dodajmy jeszcze intuicyjnie oczywiste (pod warunkiem, ze intuicje wspiera zrozumienie definicji
morfizmu), choé¢ nietatwe do formalnego udowodnienia, charakteryzacje epi- i monomorfizméw w
kategorii H-obiektéw [15]:

f: A — B jest epimorfizmem jezeli dla dowolnego punktu b € B , E(b) = sup(f(a,b) : a € A),
(,kazdy punkt b € B jest w peini wykorzystany do budowy obrazéw punktéw z A poprzez morfizm
£)

f: A — B jest monomorfizmem jezeli dla dowolnych punktéw a,a; € Aib € B, f(a,b) A
fla1,0) < a=ay,

(,czesé punktu b € B wykorzystana jednoczesnie do budowy obrazéw punktéw a i a; ma miare
istnienia mniejsza od a =~ a1”).

H-zbiory, H-zbiory rozmyte i H-obiekty bogate (krétko)

Sprobujmy zebraé¢ w jednym miejscu wszelkie informacje o klasyfikacji H-obiektéw funkcjonujace
w literaturze przedmiotu w sposéb ,rozproszony” (rozmyty). Nieco upraszczajac: ta klasyfikacja
odnosi sie do relacji miedzy punktami a elementami H-obiektdw.
Zacznijmy od prostej, ale waznej obserwacji:

topos Set mozna zanurzy¢ w topos H-obiektow: A ~~ A(A) = (A, ~p) , gdzie

Funkcje ze zbioru A do zbioru B wyznaczaja morfizmy z A(A) do A(B). Ale nie wszystkie, bo elementy
zbioru B to nie wszystkie globalne elementy H-obiektu A(B) (a morfizmy miedzy tymi H-obiektami

przyporzadkowuja punktom (globalnym) A(A) elementy (globalne) A(B))?3.

H-obiekty nalezace do podkategorii A(Set) nazywamy H-zbiorami. Wszystkie punkty H-zbioréw
sa globalne.

Bogaty H-obiekt charakteryzuje sie tym, ze kazdy jego element jest obcieciem punktu®*. W
szczegolnosei, kazdy element globalny takiego obiektu jest punktem. Co istotne,

*'Formalnie: na: A x El(A) — H , n(a,e) = e(a).

22R6wnowaznosé toposéw (kategorii) to ,troszke mniej” niz istnienie izomorfizmu - pary wzajemnie odwrotnych
funktor6w - miedzy nimi. Niemniej mozna przyjaé, ze réwnowazne kategorie sa ,,(prawie) takie same”.

ZNaukowo: przyporzadkowanie A jest funktore, a obraz Set przez ten funktor - kategoria A(Set) - jest podkategoria
toposa H , ktora jednak nie jest pelna podkategoria.

2 ample objects w [15]. Lepsze tlumaczenie nie przychodzi mi do glowy.
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kazdy morfizm do bogatego H-obiektu - f: (C,~¢) — (A,~4) - jest prosty, tzn. jednoznacznie
opisany przez funkcje 3: C — A taka, ze ¢ ~¢ c1 < B(c) ~4 B(c1) 2.
H-obiekty potegowe - w szczegblnosci klasyfikator podobiektéw - sa bogate (patrz str. 47).

H-zbiér rozmyty to H-obiekt w ktorym miara rownosci jest zredukowana do miary istnienia:
a ~ b= 1 jedli tylko a # b . Te obiekty opisujemy prodciej, jako pary (A,E4: A — H) nie

nakladajac na funkcje E4 zadnych ograniczen?S.

Puenta: kazdy H-obiekt jest epimorficznym obrazem pewnego rozmytego H-zbioru, a kazdy H-zbidr
rozmyty jest podobiektem H-zbioru.

Topos H-obiektéw to rozszerzenie teoriomnogosciowego uniwersum spowodowane zastapieniem dycho-

tomicznych miar istnienia i rownosci bardziej ztozonymi miarami powiazanymi z wybrana a priori logika.

3.2.2 Podobiekty

Podobiekty H-obiektu A = (A, ~) to morfizmy z A do klasyfikatora podobiektéw. Majac w glowie
koszmarng definicje morfizméw trudno oczekiwaé, ze dyskusja o podobiektach bedzie przyjemna.
Ale mam dobra wiadomos$é: dzieki temu, ze klasyfikator podobiektéw jest bogatem obiektem, po-
dobiekty w toposie H maja prostszy opis:

wkazdy podobiekt obiektu A mozna jednoznacznie opisa¢ wskazujac jego ,charakterystyke” -
funkcje ao: A — H - taka, ze dla dowolnych punktéw a,b € A:

- a(a) < E(a)

- (a=b)ANala) = (a=b)Aa(b)

Miara istnienia - funkcja E: A — H - to charakterystyka obiektu A.

Poddobiekt H-obiektu A opisany przez funkcje charakterystyczna «: A — H ma kanoniczna
reprezentacje: to H-obiekt A, = (A4, ~4), gdzie a =4 b = a(a) Aa ~ bA«a(b) wraz z monomorfizmem
ia: A, — A takim, ze iy (a,c) = a(a) = c.

Odtad podobiekt bede utozsamial z jego charakterystyka (i/lub reprezentujacym go obiektem
A,). Aby zaznaczy¢, ze funkcja a jest charakterystyka podobiektu A pisze - troche nieformalnie -
a: A— HY.

Kanoniczna reprezentacje podobiektu tworzymy nie przez dowolne ,wyrzucanie” punktéw lecz poprzez
zmniejszenie ich miar istnienia: nowg miara istnienia punktu a € A jest a(a).

Dowolnosé zmniejszania ogranicza drugi warunek definiujacy charakterystyki: on sprawia, ze miara réw-
nosci w podobiekcie jest obcieciem miary réwnosci w calym obiekcie ,,wymuszonym przez obciecie miary

istnienia”.

B f(c,a) = ES(c) A (B(c) =a a) . Element-obraz punktu ¢ poprzez morfizm f to obciecie punktu ((c). Morfizm
prosty moze mie¢ wiele takich reprezentacji ale nie jest to istotna komplikacja.

261 ,0kujac H-zbiory rozmyte wewnatrz toposa H-obiektéw wskazalismy jednoczesnie morfizmy miedzy nimi. Zbiory
rozmyte zdefiniowal L.A. Zadeh Fuzzy sets, (Information and Control 8(3), 1965) ale nie zdefiniowal morfizméw
miedzy takimi obiektami. ROowniez w monografii , Fuzzy Sets, Fuzzy Logic, Fuzzy Methods with Applications”,
H.Bandemer, S.Gottwald (internet) trudno znalezé taka definicje. Pewne i rézniace si¢ propozycje zdefiniowania
morfizméw znajdziemy np. w pracach ”Categories of fuzzy sets”, C.L. Walker, Soft Computinng Feb. 2004, Vol.8,
Issue 41 ,,On a new category of fuzzy sets”, A.R.Porselvi Agnes, D.Sivaraj, T.Tamizh Chelvam, J. of Adv. Research
in Pure Mathematics Vol.2,Issue 4, 2010. W kazdym przypadku te definicje wyrézniaja pewne podklasy morfizméw
H-obiektow.

2"Dla dociekliwych: podobiekt opisany przez charakterystyke o to morfizm Ao: A — Q taki, ze  Aa(a,q) =
E(a) A (a(a) =u q). Aa(a,q) to najwigksza wartoéé logiczna s < E(a) spelniajaca réwno$é a(a) A s =g A s.
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Kilka pomocnych faktéw:

0. Punkt a € A nalezy do podobiektu o charakterystyce o gdy E(a) = «(a). Podobiekty sa
domkniete na operacje obcinania i sklejania (punktéw i elementéw),

1. Charakterystyka podobiektu logicznego wyznaczonego przez wartosé logiczna r € H (str.
29) to funkcja v,: A — H taka, ze v,(a) = E(a) A r. Jego kanoniczna reprezentacja jest H-obiekt
A, = (A, = Ar) , ktéry nazywamy redukcja A wyznaczona przez r € H.

2. Elementy lokalne to podobiekty. Charakterystyka a.: A — H jest charakterystyka lokalnego
elementu gdy dla dowolnych punktéw a,b € A, a(a) A a(b) < a = b. Podobiekt elementu lokalnego
jest zawsze elementem lokalnym.

Charakterystyka elementu-punktu a € A to funkcja og: A — H taka, ze aq(b) = a =~ b.

3. Morfizm f: A — B wyznacza podobiekt produktu A x B (,,graf morfizmu”), ktérego charak-
terystyka jest funkcja f: A x B — H?8.

4. Obrazem podobiektu o: A — H poprzez morfizm f : A — B jest podobiekt f(a): B — H
taki, ze f(a)(b) = sup(f(a,b) Na(a): a € A).

5. Przeciwobrazem podobiektu (3: B — H poprzez morfizm f jest podobiekt f~*(3): A — H
taki, ze f~4(B)(a) = sup(f(a,b) AB(b): b e B) ?.

Algebry podobiektéw i kwantyfikacja
Opis operacji logicznych w algebrze podobiektéw dowolnego H-obiektu A sporzadzony w jezy-
ku charakterystyk ujawnia wazna subtelno$¢ - podzial tych operacji na geometryczne i pozostate
(niegoemetryczne).
Koniunkcje i alternatywe podobiektéw A definiujemy ,,punktowo”:
(aV B)(a) = a(a) v Bla), (aAB)(a) = ala) A Bla):
Ale implikacje opisujemy subtelniej:
(@ = B)(a) = E(a) A (afa) — B(a))
Kwantyfikacje (wyznaczajace wspdlnie najwezsze pasmo ograniczone przez podobiekty logiczne w
ktérym znajduje si¢ dany podobiekt) opisujemy tak: dla dowolnego podobiektu o : A — H:
() = sup(afa): a € A)
V(a) =inf(E(a) — afa): a € A)
Skad implikacja w drugiej réwnosci? v, < a gdy E(a) Ar < a(a) dla kazdego punktu a. A to - na
mocy definicji implikacji - jest réwnowazne nieréwnosci r < E(a) — a(a). I wszystko jasne.

Warta uwagi jest interpretacja wartosci logicznej zdania V(o — ) . To ,najoszczedniejsze jednolite
obciecie” miar istnienia punktéw podobiektu a gwarantujace nieréwno$é¢ a(a) A V(a — ) < B(a) dla
dowolnego punktu a € A. Dlatego o < 3 dokladnie wtedy, gdy V(e — 8) =T .

Rozpatrujac zaleznosci miedzy podobiektami w jezyku ,zewnetrznym” na pytanie: ,.czy podobiekt «
jest mniejszy-réwny podobiektowi 37” mozemy odpowiedzie¢ tylko dychotomicznue, ,tak” lub ,nie”. W
jezyku wewnetrznej logiki toposa H-obiektéw mozna odpowiedzie¢ bardziej precyzyjnie - mozna ,,mierzy¢”

zawieranie wartoscia logiczna formuly V(o — f).

Bogatsi o zrozumienie tego najprostszego przypadku mozemy sie zmierzyé¢ z ogdlna definicjg
kwantyfikacji w toposie H-obiektdw.

A x B=(Ax B,=), gdzie (a,b) ~ (a1,b1) =a = a1 Ab = by.
29Pierwotne definicje obrazu i przeciwobrazu podobiektu sg oczywiscie ,kategoryjne”:

A 4f> B A 4f>§
i"‘?\ , ’Tmono q\ 1‘%;
A, — By, Ap-rpy ——— B

- obraz Eﬂa) to obiekt centralny (epi,mono)-rozkladu morfizmu f - ia,
- przeciwobraz Affl(ﬁ) to pullback pary (f,ig).
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Dla dowolnego podobiektu o: B x A — H podobiekty 34(a), Vaa: B — H definiujemy tak: dla
dowolnego b € B,

Ja(a)(b) = sup(a(b,a):a € A) ,

Va(a)(b) =inf(E(a) — a(b,a): a € A).
Przy odrobinie dobrej woli mozna sprawdzié, ze dla dowolnego podobiektu 3: B — H:

Jala) < B wtw o< Hgl(ﬁ),

M5'(3) <a wtw < Vala)

Te réwnowaznosci to nic innego jak warunki definiujace kwantyfikacje w toposach (str. 28)
zapisane tu ,,w jezyku charakterystyk”.

Niech nam to nie umknie: morfizm-rzutowanie Ilg: A x B — B opisuje funkcja Ilg: : Ax Bx B — H
taka, ze IIg((a,b),d) = b~ d. Stad:

Ja(a) = Tp(a)
Nie mamy podobnej rownosci wiazacej kwantyfikacje uniwersalng z obrazem czy tez przeciwobrazem
podobiektu ,,poprzez rzutowanie”.
Wyniesione z teorii mnogosci przekonanie o pewnej ,symetrii” miedzy kwantyfikatorem uniwersalnym

i egzystencjalnym jest zludzeniem, spowodowanym szczegélna rola negacji w toposie zbioréw (z logika
)30,

dychotomiczna

Dotaczmy jeszcze operacje nieskonczonej alternatywy (lub, jak kto woli, kresu gérnego) podo-
biektow:

sup(ei: i € I)(a) = sup(a;(a) :i € 1)

Dotlaczenie tej operacji jest uzasadnione choéby z uwagi na twierdzenie, ktére jest odpowiednikiem
teoriomnogosciowej oczywistosci - stwierdzenia, ze ,kazdy zbiér jest suma swoich elementow”:
kazdy H-obiekt A jest kresem gérnym (,nieskoriczona alternatywa”) swoich punktéw:

E4 = sup(a, : a € A)

Operacje geometryczne to koniunkcja, alternatywa (skonczona i nieskoniczona) i kwantyfikator egzysten-
cjalny.

Pozostale - czyli implikacje (i negacje) oraz kwantyfikator uniwersalny odréznia to, ze w ich opisie odwo-
tujemy sie do miary istnienia punktéw - E4. Operacje geometryczne wyrdznia tez to, ze realizujemy w
dowolnym podobiekcie H-obiektu A tak samo jak calym obiekcie3!.

Ten podzial operacji w zupelnej algebrze Heytinga podobiektéw to nie blaha ciekawostka. To
fakt o istotnym znaczeniu dla rozumienia wielu zawitosci teorii toposéw, o czym sie wkrétce prze-
konamy.

Semantyka jezyka pierwszego rzedu

Korzystajac z charakterystyk uproscimy opis interpretacji jezyka pierwszego rzedu w toposie H :
przyjmiemy, ze semantyka formuly ¢(z1,...,z,) w modelu posadowionym na H-obiekcie A jest
charakterystyka [¢]: A" — H reprezentujaca podobiekt [[¢p(x1,...,zy)]].

Nie dajmy sie zwie$¢ teoriomnogo$ciowym przyzwyczajeniom: semantyka formulty ¢(x1, ..., z,) w modelu
posadowionym na A jest podobiekt [[¢]] C A" . Dla dowolnego ciagu (a1, ...,a,) € A" warto$¢ logiczna
[¢](a1,...an) € H informuje o tym, ,jak bardzo trzeba ,obcia¢” punkt (ai,...,a,) (zmniejszyé jego
miare istnienia) by mial on - a wladciwie to, co z niego pozostalo - wlasnoéé opisang przez formule ¢.

30Méwimy tu o klasycznych réwnowaznoéciach: V¢ (x) = Jo—¢(x) i 7Fpd(z) = Vomd(x).

31Gdy o, 8,7 sa charakterystykami podbiektéw i a, 3 < = , to koniunkcje o A 8 obliczamy tak samo, niezalez-
nie od tego, czy « i 3 sa postrzegane jako podobiekty A czy jako podobiekty a.,. . Natomast wartoéci operacji
niegeometrycznej - implikacji & — 8 w tych dwdch sytuacjach moga by¢ rozne.
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Mozna tez powiedzieé, ze [¢](a1, ... a,) to warto$é logiczna zdania ,ciag (a1, ...a,) ma - w rozwazanym
modelu - wilasnos¢ opisana przez ¢”.

Ciag punktéw (aq,...,a,) MA wlasnosé opisana przez ¢ , gdy [#](a1,...,an) = E(a1) A ... A E(ay,).
Poznanie wszystkich punktéw posiadajacych wlasnos¢ ¢ nie jest tozsame z poznaniem semantyki tej
formuly - [[¢]] NIE JEST ,zbiorem punktéw (elementéw) produktu posiadajacych wlasnos$é opisana przez
.

Formula ¢ jest prawdziwa w A gdy Vs, .. 2, (E(z1) A ... AE(zy,)) = [@](z1,...,2,) =T .

Kazdy H-obiekt jest izomorficzny z H-snopem jego elementéw. Dlatego wystarczy rozwazad
modele posadowione na H-snopach. To necace, bo taki model JEZYKA pierwszego rzedu mozna
opisa¢ elegancko jako H-snop modeli - rodzine teoriomnogosciowych modeli (F(q): ¢ € H) taka, ze
obcigcia a € F'(q) ~ ap, € F(p) ,respektuja operacje i relacje”32.

Podobnie mozna opisywa¢ modele pewnych pierwszorzedowych teorii w toposie H. Dlatego w
literaturze spotkamy snopy grup i snopy pierscieni. Ale czy mozna méwié snopach modeli DOWOLNEJ
teorii pierwszego rzedu? Nie wiem (ale watpie). Znam tylko taki wynik: jesli T jest teoria opisana
w jezyku pozbawionym symboli relacyjnych a jej aksjomaty sa zdaniami postaci

vxl,...,xn (pl =t AN...\pp = tk) — (p = k})
to kategoria modeli teorii T' toposie H jest réwnowazna z kategoria ,,H-snopéw modeli teorii 77 33,

Dodatek: wszystko jest falj...

Wszystko jest fala... w toposach H-obiektéw. Matematycznym modelem fali jest tu funkcja postaci
f+ Ax B — H spelniajaca pewne warunki.
»,Miara rownosci i istnienia” opisujaca H-obiekt jest fala. Morfizmy sa falami. Sktadanie morfizmow
to ,nakladanie fal”. Fala opisujaca podobiekt jest ,obcieciem” fali opisujacej obiekt. Elementy i
punkty obiektu, jako szczegdlne podobiekty, sa falami. Fale rownolegle - f,g: A x B — H umiemy
porownywaé. Odpowiadajac na pytanie: ,czy f jest mniejsze od ¢” wskazujemy warto$¢ logiczng
- element p € H - co oznacza, ze ,jednolite obciecie f do p jest mniejsze od obciecia g do p” -
nieréwnos¢ fal-morfizméw jest opisywana ,Jokalnie”. To samo dotyczy np. pytania ,czy fala-punkt
(element) nalezy do fali-podobiektu”

Po co te nieco chaotyczne i mato matematyczne uwagi? Po to, by sprowokowa¢ do zastanowienia
sie nad istota matematyki toposa H-obiektéw.

Obiekt potegowy i obiekt funkcyjny
W toposie zbioréw wszystko jest banalnie proste:

- obiekt potegowy zbioru A to zbiér 24 ktérego elementami sa wszystkie podzbiory A,

- funkcje to relacje, wiec zbior wszystkich funkcji z A do B jest podzbiorem zbioru potegowego
2A x B )

Podobnie, ale jednak nieco inaczej, jest w toposie H-obiektow.

Przyjmijmy, ze miara réwnosci charakterystyk podobiektéw H-obiektu A jest najwieksza war-
tosé logiczna r € H taka, ze a Ay, = B A 7,32

Zbi6r charakterystyk z tak zdefiniowana miara réwnoéci to obiekt potegowy Sub(A) (= (Q)4).

To tlumaczy konstrukcje klasyfikatora podobiektéw Qg (str.39)- wszak jest to obiekt potegowy obiektu
koncowego.

Punkty globalne Sub(A) to podobiekty A. Innych punktéw nie ma. Ale sa elementy lokalne.
Jak je interpretowac?

32Naukowo: kazde obciecie F(g) ~» F(p) jest homomorfizmem modeli. Mniejsza o szczegdly.

33Ten, nie tak znowu trudny wynik, mozna znalezé w pracy ,Algebra in Grothendieck topos: injectivity in quasi-
equational classes”, M.M.Ebrahimi, JPPA 26(1982),269-283).

3 =inf(ala) < B(a) : a € A).
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Istnienie obiektow potegowych to konsekwencja kartezjanskiej domknietosci toposa a reprezento-
wanie podobiektow przez elementy globialne obiektéw potegowych to konsekwencja istnienia dwéch
izomorfizméw

H(A, Q)= H(Ax1,Q) = H(1,04)
Podobnie, dla dowolnej wartosci logicznej r € H:
H(A,, Q)= HAx1,,Q) = H(,,04)
- elementy lokalne obiektu potegowego Q4, ktérych miara istnienia jest 7, reprezentuja podobiekty

reduktu A,. Kazdy podobiekt A, jest tez podobiektem A .To oznacza, ze H-obiekty potegowe sa
bogate (str.43).

Kazdy morfizm H-obiektow f: A — B ma swdj graf - podobiekt produktu A x B ktérego cha-
rakterystyka jest funkcja f: A x B — H. Dlatego obiekt funkeyjny B4 jest podobiektem obiektu
potegowego produktu A x B. Charakterystyka obiektu funkcyjnego B4 jako podobiektu Q4*E jest
funkcja przyporzadkowujaca podobiektowi a: A x B — H najwieksza warto$é logiczng r taka, ze
a Ay, jest grafem pewnego morfizmu z A, do B3>,

Punktami globalnymi w B4 sg grafy morfizméw z A do B:

H(A,B) = H(Ax 1,B) = H(1,B4)

Tak jak w przypadku obiektu potegowego, dla dowolnej wartosci logicznej r € H
H(A,,B) =~ H(1,, BY)

- grafy morfizméw z A, do B sa elementami lokalnymi B4, ktérych miarg istnienia jest 7.

Majac w glowie teoriomnogosciowy wzorzec zechcemy zapewne dodaé: ,a kazdy morfizm z A,
do B jest obcieciem pewnego morfizmu z A do B”. Ale to nieprawda3®.

3.2.3 Wiecej niz przykltad

Teoria mnogosci jawi sie nam jako oczywista oczywistosé, bo z jej aksjomatycznym sformutowaniem
(i subtelnosciami stad wynikajacymi) spotykamy na og6t po latach matematycznego praktykowania
Swewnatrz” tej teorii. Nikt, jak dotad, nie zaczyna edukacji matematycznej od teorii toposéw. To
jezyk obcy, trudny swiat: W. Phoa, komentujac ztozone dowody twierdzen opisujacych strukture
toposow, napisal: ,There is no doubt that the pioneering topos theorists (...) all drank Carling
Black Label.” [28]37

Topos to matematyczne uniwersum, w ktérym mozna uprawia¢ matematyke odmienna od teo-
riomnogoéciowej. Ujawnienie tych odmiennoéci, czasem trudnych do zaakceptowania, nie wymaga
wecale siegania po toposy, ktérych logika wewnetrzna jest szczegdlnie wyrafinowana.

Przyjmijmy, Zze matryca wartosci logicznych to czteroelementowa algebra Boole’a 22 = {0,1} x

{0,1}:

N
N/

false
(1 (left) i r (right) to umowne nazwy dwdéch sposréd czterech wartosci logicznych wyznaczonych
przez te algebre.)
Obiekty toposa 22-snopéw opiszemy jako czwoérki zbioréw AB = (Ax B,A,B,1) . Miara istnienia
punktéw zbioru A x B jest true, a punktéow zbiorow A i B - odpowiednio - 1 i r. 1 to zbidr

350czywicie trzeba wezesniej dowiedé, ze taka wartosé logiczna istnieje. Dowdd jest interesujacy choéby dlatego,
ze nie mozna tu skorzystaé¢ z ,teoriomnogosciowego wzorca”. Ale go poming, bo to zbyt zawite... .

360dpowiedni kontrprzyktad wskazemy analizujac snop cigglych funkcji rzeczywistych (nad R).

37Carling Black Label to - wg wikipedii - , Canadian brand of lager distributed by Carling and well-known
throughout the former British Empire”.
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jednoelementowy (,,punkt nieistniejacy”).
Globalny punkt (a,b) € A x B jest sklejeniem swoich obcieé¢ - punktéw a € A oraz b € B.

Przyjrzyjmy sie arytmetyce tego toposa. Obiekt liczb naturalnych to Nat = (N x N,N,N,1).
Globalne Liczby Naturalne to pary ,zwyklych” liczb naturalnych. Kazda Globalna Liczba (m, k)
ma dwa obcigcia - Liczby Czesciowe m i k (odpowiednio o mierze istniania ,” i ,7”) i jest sklejeniem
swoich obcigc.

Czy Nat to model arytmetyki Peano? Tak. Ale jest tu kilka zaskoczen.

Jeden z aksjomatéow PA to zdanie V. (3y(z = succ(y)) V (z = 0)). ,Zero” w Nat to para (0,0) .
Morfizm succ : Nat — Nat przyporzadkowuje globalnej Liczbie (n, m) Liczbe (n+1,m+1). Jezeli
odczytamy analizowany aksjomat tak, jak nas uczono - ,kazda Liczba Naturalna jest zerem albo
nastepnikiem pewnej Liczby” - to mamy klopot: czy Liczba (0,5) jest zerem czy nastepnikiem? Ani
jednym, ani drugim... .

Katastrofa? W zadnym razie - warto$¢ logiczna tego zdania w WEWNETRZNEJ logice rozwaza-
nego toposa to ... true. Policzmy. Latwo si¢ zgodzi¢, ze dla kazdej Liczby Czeéciowej n:

B _ JE(Mn) gdyn#0
[Hy(m - Succ(y)](n) - {false gdyn=20

Podobnie:
E(n) gdyn=0

[z = 0](n) = {
false gdyn+#0
Stad dla dowolnej Czesciowej Liczby n :
[3y(z = succ(y)] V (x = 0](n) = [By(z = succ(y)](n) V [(x = 0](n) = E(n)
Skoro kazda Liczba Globalna (m, k) jest sklejeniem swoich obcie¢ m i k, to ta réwnosé jest praw-
dziwa dla kazdej Liczby Naturalnej. Stad

Ve (Fyz = succ(y) V (x = 0))] = inf(E(n) — [Fyx :iucc(y) V(z =0)](n): n € Nat) =
=inf(E(n) — E(n): n € Nat) = true !!!

To nie matematyczne czary. Logika tego toposa jest boolowska, ale nie dwuwartosSciowa - prawdziwos¢
alternatywy NIE WYMUSZA prawdziwosci jednego z jej sktadnikéw. To jest prawo ,logiki dychotomicznej”,
logiki toposa zbioréow, ale nie obowiazuje w kazdym toposie boolowskim.

Logika (chyba kazdego) jezyka naturalnego jest dwuwarto$ciowa. Wnioskowanie dychotomiczne to czesé-
naszego kodu cywilizacyjnego. Wyjécie poza logike dwuwarto$ciows jest kulturowym szokiem.

Globalna Liczba (0,5) jest troche zerem i troche nastepnikiem, troche parzysta i troche nieparzysta. To
ytroche” potrafimy mierzyé¢ w logice wewnetrznej tego toposa.

Legendarna opowie$é o kocie Schrodingera przestanie by¢ tak szokujaca gdyby przyjaé, ze logika (mate-

matyki) Swiata kwantowego nie jest dychotomiczna...

Jeszcze bardziej intrygujace zaskoczenia przynosi dyskusja o dobrym uporzadkowaniu obiektu
liczb naturalnych. Przypomnijmy: relacja ,,<” jest dobrym porzadkiem gdy jest porzadkiem li-
niowymi i kazdy niepusty podzbiér ma element najmniejszy. Liniowosé porzadku to prawdziwosé
zdania V,y(z < y Vy < z) Co zatem zrobi¢ z para Liczb (2,5),(3,4) ? Nic - wystarczy przestac¢
mysleé teoriomnogosciowo... -
Oczywiscie zamiast o ,niepustym podzbiorze” winniSmy teraz méwié o niepustym podobiekcie Nat.
Przyjmijmy, ze taki podobiekt A ma conajmniej jedng Liczbe Globalng. Wowczas jego elementem
najmniejszym jest Liczba Globalna (n,m) taka, ze n = min(k: (n,k) € Adla pewnegok € N) i
podobnie m = min. . ..

A gdy niepusty podobiekt A ma tylko elementy cze$ciowe? Pomysl... .

H Dobry porzadek ma opis obowiazujacy w Set i w toposie 22-snopéw lecz odmienny sens w kazdym z nich.

Liczby Naturalne nadal stuzg do ,zliczania”. Mozemy przyjaé, ze tym toposie obiekt jest skon-
czony gdy jest izomorficzny z obiektem postaci (n X m,n,m, 1), gdzie n = {0,1,...,n — 1} (0 to
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zbiér pusty). Globalna Liczba (n,m) daje lepsza informacja o obiekcie skoficzonym niz wskazanie
liczby jego elementéw (punktéw).

Analogicznie skonstruujemy w tym toposie obiekty liczb catkowitych, wymiernych i rzeczywi-
stych. Mozemy w tym toposie interpretowaé¢ analize matematyczna. Ale musimy by¢ czujni. Np.
ciag (1,1), (%, 2),..., (%, n),... jest troche zbiezny i troche rozbiezny... .3

Sa tu tez inne fakty sprzeczne z (teoriomnogosciowa) intuicja. Na przyktad:

- nie jest prawda, ze kazda (globalna) Liczbe mozna skonstruowaé z zera za pomoca operacji
nastepnika w skoriczonej liczbie krokéw,

- na pozor oczywiste wyréznienie globalnych Liczb Naturalnych postaci (n,n) nie ma w tej
matematyce sensu - to nie jest podobiekt Nat w toposie 22-snopéw... .

Nie musze przekonywaé, ze niewiele si¢ zmieni, gdy zamiast czteroelementowej algebry Boole’a
punktem wyjscia do konstrukcji toposa bedzie algebra podzbioréw n-elementowego zbioru ... .

Kto$ powie, ze te toposowe rebusy mato kogo interesuja. Czyzby?
Oto szkola, w ktorej uczniowie ucza sie pieciu przedmiotéw. Ich wyniki opisuje piecioelementowy
ciag liczb-ocen. To naturalne. Naturalne jest tez stwiedzenie, ze Ewa jest lepsza od Jasia z mate-
matyki ale on jest lepszy z biologii. Ale na koniec roku szkolnego zaczyna sie wyliczanie absurdalnej
sredniej ocen. Absurdalnej, bo zbiér Liczb Naturalnych - ciagéw (nq,...,ns) ktorych srednia aryt-
metyczna jest, powiedzmy, wieksza od 4, nie jest obiektem w toposie 2°-snopéw! To jest obiekt
teoriomnogosciowy, obiekt z innego Swiata... I jak tu lubic¢ szkole?

Robimy wiele réznych rzeczy, lepiej lub gorzej. Ale dajemy sobie narzucaé liniows skale ocen zyciowego
?39

sukcesu. Jaki sens ma poréwnanie osiggnie¢ Einsteina i Bolta

O przelewaniu z pustego w prézne

Odwiecznym tematem dyskusji ze studentami jest kwestia wartosci logicznej zdan postaci V,cpo(x) i
J,ep(x). Nagabywany wykladowca zazwyczaj odpowiada, ze pierwsze z tych zdan jest prawdziwe
a drugie falszywe. Robi sie nieprzyjemnie gdy kto$ przypomni, ze implikacja postaci V¢ — d¢
jest - zgodnie ze zdrowym rozsadkiem - zawsze prawdziwa. Zazwyczaj taka dyskusja konczy sie
marnym kompromisem - stwierdzeniem, ze kwantyfikacja w zbiorze pustym jest niewartym uwagi
problemem. Duzo w tym racji - taki ,patologiczny” obiekt w toposie zbioréw jest tylko jeden.

W toposie H-obiektéw nie jest tak tatwo - mamy tu cate mrowie obiektéw pozbawionych ele-
mentéw globalnych, ale posiadajacych elementy lokalne.

Czy jednopunktowy 22-obiekt ktérego jedyny punkt ma miare ,1” jest pusty czy niepusty?

Podzial zbioréw na puste i niepuste to kolejny przejaw myslenia dychtomicznego charakteryzujacego topos

zbioréw. W toposie H-obiektéw ten podzial nalezy zastapié ,miara istnienia (niepustosci (7)) obiektéw”.

Do okreslenia miary istnienia H-obiektéw wykorzystamy kwantyfikator egzystencjalny: przyj-
mujemy, ze dla H-obiektu A ta miarg jest wartosé¢ logiczna 314 = 31 E(= sup(E(a): a € A)).

Te miare istnienia obiektu mozna powiazaé¢ z rozkladem (jedynego) morfizmu A — 1 na epi-
morfizm i monomorfizm: ten rozklad wyglada tak:

A— lﬂl(é) —1

Miara istnienia obiektu A jest réwna true gdy ten morfizm jest epimorfizmem. To jednak nie
oznacza, ze w A jest element globalny?. Taki element istnieje dokladnie wtedy, gdy 6w jedyny
morfizm jest split epimorfizmem (tzn. posiada prawa odwrotnosé).

38Dla $cistodci: ciag to teraz morfizm z Nat do obiektu liczb rzeczywistych... .

39Gdyby Lem znal teorie toposéw to zapewne napisatby kolejng powiesé o funkcjonowaniu czlowieka w wielu
réwnolegtych §wiatach. Chociaz... Dr Jekyll and Mr Hyde? (nie sugeruje, ze to Lem stworzyt te postaci).

40Przyktad wymysl sam.
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Obiekt A jest zamieszkaly - inhabitet - gdy 31 A = true . Jest globalnie zamieszkalty - globally inhabitet
- gdy ma element globalny. Ktora z wyréznionych tu klas nazwaé klasg obiektéw niepustych?

A moze nalezy przyjaé, ze okre§lenie ,,obiekt niepusty” nie ma sensu poza toposem zbioréw?
) 9

Miara istnienia podobiektéw A jest ,wlasnoscia geometryczna” (i jest zawsze mniejsza-réwna
mierze istnienia obiektu A.

H-obiekty ktorych miara istnienia jest mniejsza-réwna ustalonej wartosci logicznej ¢ € H tworza
topos. Dokladniej: jest to topos g -obiektéw, gdzie ¢) = {p € H: p < gq}. Ten nowy topos jest
(petna) podkategoria toposa H-obiektow.

Redukcja matrycy wartosci logicznych toposa H-obiektéw - przyporzadkowanie p € H ~ pAq € q|
- determinuje ,funktor redukcji” R,: H — q:

Ry(A,~) = (A,~ Aq) i Ry(f)(a,b) = f(a,b) A q dla dowolnego morfizmu f: A — B

H-obiekt A nalezy do podkategorii ¢|-obiektow, gdy R,(A) = A

»Wszystko” co w H-obiekcie A miato miare > ¢ - réwno$é, punkt, obiekt - ma po redukcji - w g - obiekcie
R,(A miare T: element lokalny staje si¢ globalny a obiekt niezamieszkaly moze staé sie zamieszkaly. I
vice versa.

Pojecie ,globalnosci” jest ,kontekstowe” a nie uniwersalne.

Funktory-redukcje to szczegblny przyktad funktoréw-mutacji (morfizméw geometrycznych) kté-
rymi zajmiemy sie wkrotce.

Na koniec powr6¢émy do poczatku, czyli do dyskusji o kwantyfikacji w zbiorze pustym - obiekcie
poczatkowym. Miara istnienia H-obiektu poczatkowego 0 (w ktérym wszystkie punkty sa nieistnie-
jace) jest réwna false, podczas gdy V10 = true . Tak jak w Set. Ale teraz jest to skutek toposowej
definicji kwantyfikacji a nie ,zdroworozsadkowej” analizy fraz ,dla kazdego” i ,jistnieje”*2.

Nieco odbiegajac od gléwnego watku: te obserwacje kaza tez inaczej patrze¢ na skolemowska metode
eliminacji kwantyfikatora istnienia, ktéra pozwala wyeliminowaé¢ z dowolnej teorii T' zdanie-aksjomat
postaci J¢(x) wprowadzajac w zamian do jezyka stala cg - bez ryzyka utraty niesprzecznodci teorii T -
»,Sskoro element istnieje, to go nazwijmy”.

Takie postepowanie jest nieuprawnione gdy semantyke jezyka definiujemy w innym toposie - jesli seman-

tyka stalej ma byé element globalny?3.

A wszystko to jest konsekwencja faktu, ze kwantyfikacja to operacje na podobiektach (a nie,
jak nam sie czasem zdaje, matematyzacja transcedentnych pojeé ,istnienie” i ,0g61”).

Dodatek: pusty topos?

Zadowoleni, ze udato si¢ wykazaé ,przewage kategoryjnego myélenia nad teoriomnogosciowym”,
mozemy odpowiedzie¢ na podobne pytania (ktére rzadko sobie zadajemy, ale na ktére trzeba umieé
odpowiedzied):

1. Czy istnieje pusta kategoria? Tak.

2. Czy istnieje pusty topos? Nie. Topos musi mie¢ skonczone produkty, a wiec w szczegdlnodci musi
w nim by¢ obiekt koncowy.

3. Czy jednoobiektowa kategoria (z jedynym morfizmem identycznosciowym) jest toposem? Tak.
Chociazby dlatego (choé¢ nie jest to jedyne uzasadnienie), ze topos presnopéw na pustej kategorii

' Réwnowaznie: dla dowolnego H-obiektu A, R4(A) jest wyznaczone przez pullback

A———1

4

Ry(4) ——1,

—

427bi6r pusty to jedyny obiekt w toposie zbioréw ktérego miara istnienia jest rézna od true.

BWarto przy okazji wspomnieé, ze istnieje tez ,konstruktywna wersja” metody Skolema: jesli zdanie ARYTME-
TYCZNE Vo3,¢(z,y) jest dowodliwe w arytmetyce intuicjonistycznej, to istnieje obliczalna funkcja f taka, ze zdanie
Y(n, f(n)) jest dowodliwe w HA.
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jest wlasénie taka kategoria. Ten jedyny obiekt jest jednoczesnie klasyfikatorem podobiektéw (i
obiektem poczatkowym). W logice tego toposa true = false - ta logika jest ,jednowarto$ciowa”.

4. Czy jednoelementowy topos jest toposem H-obiektow dla pewnej zupeinej algebry Heytinga?”
Tak: jest to jednoelementowa algebra Heytinga (takowa istnieje).

5. Pytanie przedwczesne: jak wyglada zdaniowa teoria geometryczna dla ktoérej jednoelementowy
topos jest toposem klasyfikujacym? Na to pytanie odpowiemy, gdy bedziemy je rozumieli... .

3.2.4  H-obiekty liczbowe

Obiekt liczb naturalnych (str. 34) w toposie H-obiektéw to H-zbiér A(N) - obraz teoriomnogo-
Sciowego zbioru liczb naturalnych poprzez zanurzenie A : Set — H.

Teoriomnogoéciowe liczby naturalne to punkty globalne A(N)#. | Zwykle” liczb naturalne generuja
A(N) w tym sensie, ze wszelkie pozostale elementy sa sumami (sklejeniami) ich obcieé.

Czy to oznacza, ze obiekt liczb naturalnych w istocie jest pojeciem teoriomnogosciowym? De-
finicyjna wlasnos¢ NNO - rekurencyjne konstruowanie morfizmu ¢, py: A(N) — A - znajduje
zastosowanie tylko wtedy, gdy H-obiekt A jest globalnie zamieszkaly®®. I nawet wtedy ta konstruk-
cja sprowadza sie do teoriomnogosciowe]j konstrukeji ciagu rekurencyjnego zdeterminowanego przez
a i funkcje hge : GE(A) — GE(A) dzialajaca na zbiorze elementéw globalnych A (wyznaczona
przez morfizm h: A — A). Nihil novi sub sole.

Podobne rozczarowanie nas czeka, gdy - majac w glowie teoriomnogosciowy wzorzec - zechce-
my pokazaé, ze H-obiekt jest skonczony (w sensie Dedekinda - str. 35), gdy jest izomorficzny z
podobiektem A(N) generowanym przez liczby-punkty globalne 0,1,...,n—1 (dla dowolnie wybra-
nej liczby n): gdyby tak bylo, to jedynym niezamieszkalym globalnie i skonczonym H-obiektem
byltby obiekt poczatkowy. ,,Mys$lac dychotomicznie” musieliby$my uznaé, ze kazdy inny obiekt bez
elementéw globalnych jest nieskonczony. To troche chore.

Zwiazek ,skonczonosci” z obiektem liczb naturalnych w toposach H-obiektéw troche nam sie za-
mazal... . Mozemy jednak zaproponowa¢ odmienna definicje skonczonosci H-obiektu:

H-obiekt jest skonczony, gdy mozna wskazac taki skoriczony zbidr jego elementéw (globalnych
i/lub lokalnych), ze kazdy inny element otrzymamy z tych wyréznionych za pomoca operacji obci-
nania i sklejania.

To nie masto maslane: jak juz ustaliliémy w kazdej teorii matematycznej mamy prawo postugiwaé sie
pojeciami ,zewnetrznymi” (str.35). Réznica miedzy klasycznag ur-teoria - ZFC - a pretendujaca do tej
roli teorig toposow polega m.in. na tym, ze ,skonczonos$¢” jest pojeciem wewnetrznym w pierwszej,a
zewnetrznym w drugie;j.

Konkluzja, ze jest to argument na rzecz uznania ,nadrzednosci” teorii mnogosci jest nieporozumieniem.

Kto$ powie, ze to raczej definicja obiektu skohczenie generowanego, a nie skonczonego. Ale to
nie tak. Zaproponowana definicja skonczonych H-obiektéw odwotuje sie wprost do klasycznej def-
nicji Kuratowski subfinite set - jednej z piatki definicji skonczonosci réwnowaznych - w ZFC! -
z definicja dedekindowska. Ta definicja orzeka, ze: ,zbidr jest skonczony, gdy jest epimorficznym
obrazem zbioru, ktdry jest podzbiorem zbioru {0,1,...,n —1}".

My powiedzieliSmy: ,, H-obiekt jest skoiiczony, gdy jest epimorficznym obrazem pewnego podobiek-
tu H-zbioru postaci A({0,1...,n—1})”. Taka definicja skonczonosci wspolgra pieknie ze struktura
toposa H-obiektéw gdyz, jak wiemy, ,kazdy H-obiekt jest epimorficznym obrazem pewnego podo-
biektu pewnego H-zbioru” (str.44). W ten sposéb odzyskujemy pozadany zwiazek miedzy skonczo-
noécia a obiektem liczb naturalnych... .

Na koniec: jedli tak rozumiany skonczony H-obiekt jest rozstrzygalny, to jest tez skonczony ,w
sensie Dedekinda”[39]. A co to znaczy, ze H-obiekt jest rozstrzygalny - powiemy wkrotce.

4 Ale elementéw globalnych moze byé wiecej (co zauwazyli$émy méwiac o obiekcie liczb naturalnych w toposie
22-obicktéw).
454 ma byé elementem globalnym A
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Zbiory liczb catkowitych i wymiernych konstruujemy w Set w oparciu o zbiér liczb natural-
nych korzystajac ze skonczonych granic i kogranic. Te konstrukcje mozna powtérzyé w dowolnym
toposie H-obiektow biorac za punkt wyjscia H-obiekt A(N). Latwo pokazaé, ze rezultatem takiego
dzialania sa H-obiekty A(Z) i A(Q). Dlatego te obiekty zostaly uznane odpowiednio za ,obiekt
liczb catkowitych (wymiernych)” w toposie H.

Ale tak nie jest w przypadku zbioru liczb rzeczywistych. Dlaczego?

Konstruujac teoriomnogosciowe continuum Dedekind przypisal kluczowa role podzialom zbioru
liczb wymiernych: liczby rzeczywiste to pary podzbioréw zbioru @ spelniajace okreglone warunki®.
Gdy zaakceptujemy ten paradygmat i zechcemy utozsamié¢ liczbe rzeczywista z dedekindowskim
podziatem - odpowiednia para podobiektéw A(Q) - to musimy uwzglednié, ze H-obiekt A(Q) ma
wiecej podobiektéw niz zbiér Q podzbioréw?’. Mozna sie wiec spodziewad (obawiac), ze ,dedekin-
dowskich podzialéw H-obiektu A(Q)” jest wiecej niz ,dedekindowskich podzialéw zbioru Q”.

Dlatego dedekindowskim obiektem liczb rzeczywistych w toposach H-obiektéw - NIE JEST H-
zbiér A(R).

Dedekindowski obiekt liczb rzeczywistych istnieje w kazdym toposie z NNO [22]. Darujemy so-
bie analize skomplikowanej konstrukcji takiego obiektu w dowolnym toposie. Zajmiemy sie tylko
relatywnie prostym przypadkiem. Otéz w [22] znajdziemy eleganckie twierdzenie:

,obiekt liczb rzeczywistych w toposie T -snopoéw to snop ciaglych funkcji rzeczywistych dziala-
jacych na przestrzeni (X,7T)” - niezaleznie od tego, jaka przestrzen topologiczna wybierzemy.
To zaskakujace: co wspdlnego maja te funkcje z dedekindowskimi podziatami 7-obiektu A(Q)?
Odkrycie tej zaleznosci to klucz do zrozumienia twierdzenia.

»Liczba wymierna p ogranicza z dotu funkcje ciagla f: X — R gdy p < f(x) dla dowolnego
punktu x przestrzeni (X,7)”. Podobnie rozumiemy stwierdzenie ,p ogranicza f z géry”.

H Liczba p ogranicza albo nie ogranicza z dotu (z géry) funkcje f. To myslenie dychotomiczne.

W toposie T-obiektéw mozna mysle¢ bardziej subtelnie: mozna uznadé, ze KAZDA liczba wymier-
na p jest LOKALNYM ograniczeniem z dotu funkcji cigglej f, a miara tego ograniczenia jest otwarty
zbior lf(p) ={z € X:p < f(x)}.

W ten sposob zdefiniujemy funkcje If: @ — 7 czyli ... pewien podobiekt A(Q) 8.

Drugi podobiekt us: @ — 7 definiujemy analogicznie: us(p) = {z € X : f(z) < p}.

Para podobiektéw (15, ur) to dedekindowski przekréj A(Q) 4.

Aby to zdanie mialo status twierdzenia matematycznego, powinnidmy sformutowaé¢ warunki defi-
niujace przekréj obiektu A(Q) , a potem pokazaé, ze para (If,uys) je spelnia.

Te warunki sa ,takie same” jak warunki definiujace przekrdj zbioru liczb wymiernych. Zapisane
tak, by mozna je bylo interpretowaé¢ w toposie 7-obiektéw.

Przyklad: wymég niepustosci podobiektéw (I, u) tworzacych przekréj zapiszemy tak: (3,l(x) =
T)A (3zu(z) = T). W toposie T -obiektéw 3;l(z) = T dokladnie wtedy, gdy sup(l(p): pe Q) =T.
Ale to NIE OZNACZA, ze podobiekt | ma element globalny! l; speinia ten warunek, gdy istnieje
pokrycie przestrzeni X takimi zbiorami otwartymi (U;: i € I) , ze funkcje-obcigcia fiy,: Ui — R -
sa ograniczone z dotu. A to wynika wprost z ciaglosci funkcji f.

Analogicznie udowodnimy niepustos¢ podobiektu uy.

46Krétko i mato precyzyjnie: dedekindowska, liczba rzeczywista jest utozsamiana z dwoma zbiorami: liczb wymier-
nych od niej mniejszych i liczb wymiernych od niej wigkszych. Dedekindowska konstrukcje zbioru liczb rzeczywistych
przypomniatem krétko w ,,Czesci 17.

4TKazda funkcja f: Q — HH jest charakterystyka pewnego podobiektu A(Q), natomiast funkcje charakterystyczne
podzbioréw Q sa postaci f: Q — {L < T}.

48 Jak zwykle utozsamiamy podobiekt z jego charakterystyka.

Gdy f jest funkcja staty - f(z) = r dla dowolnego punktu = € X - to podzial wyznaczony przez f jest klasycznym
dedekindowskim podzialem zbioru Q.
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Poniewaz unikamy nadmiaru formalizmu, to pominiemy sformutowanie pozostatych warunkéw
definiujgcych dedekindowskie przekroje A(Q) i dowody ich spelniania przez pare (If,u f)50. Zatem:

dla dowolnej funkcji ciaglej f: X — R para (ly,uy) jest dedekindowskim przekrojem A(Q) -
jest liczba rzeczywista.

A potem odwracamy rozumowanie: kojarzymy z dowolnym dedekindowskim przekrojem pewna
ciagta funkcje rzeczywista. Na koniec pokazujemy, ze przyporzadkowanie ,dedekindowski przekrdj
A(Q) ~ ciagla funkcja rzeczywista” jest w tym toposie wzajemnie jednoznaczne.
Poprzestaniemy na tej krotkiej wskazéwce-sugestii i pominiemy szczegoly®!. Jak zwykle, zaintere-
sowanych odsylam do [22].

To elegancki wynik. Ale czy rozwiewa wszelkie watpliwosci? Zachowaliémy wypracowany w teorii
mnogoéci paradygmat - liczba rzeczywista to dedekindowski podzial obiektu liczb wymiernych. Ko-
rzystajac z mozliwosci sformutowania warunkow definiujacych podzial w jezyku interpretowalnym
w toposach z NNO nadaliSmy temu paradygmatowi wymiar uniwersalny.

Czy stusznie? Moze nalezy go odrzucié¢ i - na przyktad - definiowaé¢ obiekt liczb rzeczywistych
korzystajac z definicji Cauchy’ego? Takie proby czyniono. Ale wiem o nich zbyt mato by je, choéby
powierzchownie, omawia¢®2. Ogranicze si¢ do cytatu z (rzetelnej) strony internetowej: , There is also
possible to define the notion of a Cauchy real number object and construct one in any Il-pretopos
with an NNO, but as the internal logic in general lacks weak countable choice, these are usually
inequivalent.”®3. TI-pretoposy to klasa kategorii obszerniejsza niz toposy. Istotne jest to, ze te dwie
metody konstrukcji obiektow liczb rzeczywistych choé teoriomnogoéciowo réwnowazne” daja w
innych toposach odmienne rezultaty.

Mozna tez wywiesi¢ biala flage - przyjaé, ze H-obiekt liczb rzeczywistych to A(R), czyli przyznaé,
ze wszystkie obiekty liczbowe maja w istocie nie tylko teoriomnogosciowy rodowdd, ale tez nature.

O jeszcze jednej mozliwosci powiemy wkrotce. Ale wezeéniej musimy poznaé teorie geometrycz-
ne.

Dodajmy na koniec: jeli odpowiednio dobierzemy topos z N NO, to spetnimy postulat Brouwera
- wskazemy topos z obiektem liczb rzeczywistych R takim, ze wszystkie morfizmy z R do R sa ciagte!
[22]. Moze kiedy$ sprébuje cos o tym napisaé... .

3.3 Morfizmy geometryczne

Toposy to kategorie. Zwiazki miedzy kategoriami opisuja funktory. Ale interesuja nas tylko te
spoérod nich, ktére w pewien sposéb odnoszg sie do tego, co w toposach istotne.

Podstawowe pojecia teorii toposéw H-obiektéw to miary rownosci i istnienia. Wskazanie skali wartosci

dla tych miar - zupelnej algebry Heytinga H - determinuje strukture i wewnetrzna logike zwiazanego z

nia toposa. Réznym wyborom skal wartosci tych miar odpowiadaja rézne toposy. Jest wigc oczywiste, ze

interesuja nas te funktory miedzy toposami H-obiektéw, ktore mozna opisaé¢ ,w jezyku miar réwnosci i

istnienia”.

Przetézmy ten postulat na jezyk matematyki: przyjmijmy, ze zwiazki miedzy réznymi skalami

- zupelnymi algebrami Heytinga H i H; - opisuja funkcje m: H — H; ktére zachowuja skonczone
koniunkcje i dowolne (skoficzone i nieskonczone) alternatywy: m(p A q) = m(p) Am(q), m(sup(p; :
i € 1)) = sup(m(p;) : i € I)**. Takie funkcje nazywam tu f-morfizmami.

"0Kompletna definicje przekroju znajdziemy w [22], str.321. ,, Any mathematical structure whose (...) definition is
formulated within set theory can be formulated internally to any category that admits all those types of operations
(...) on its objects” - https://ncatlab.org/nlab/show/internalization.

SINp. ten szczegdl, ze w A(Q) sa tez elementy lokalne - obcigcia elementéw globalnych do otwartych podzbioréw
(X, T). Trzeba to uwzglednié¢ konstruujac obiekt liczb rzeczywistych.

52 Analize réznych definicji obiektu liczb rzeczywistych znajdziemy w pracy L.N.Stouta Topological properties of
the real numbers object in a topos (Cah.de top.et geom.diff.categoriques, t.17, no 3 (1976), p. 295-326.)

53 https://ncatlab.org/nlab/show /real4+numbers+object.

MW szczegblnosci m(T) = T),m(L) = L. Przyktad fundamentalny: kazda funkcja ciagta h : (X,7) — (Y,T1)
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Interesuja nas funktory wyznaczone przez f-morfizmy.
Zacznijmy od prostego, ale fundamentalnego twierdzenia:
Jkazdy f-morfizm m: H — H, generuje funktor m*: H — H, definiowany tak:
m*(A,~) = (A,m-~: A> - HS H)y),
m*(h: AxB— H)=m-h: AxB—H™ Hy .

Weryfikujac poprawno$é¢ definicji funktora m* zrozumiemy, dlaczego tak a nie inaczej zdefiniowano f-
morfizmy miedzy zupelnymi algebrami Heytinga: formutujac warunki definiujace obiekty i morfizmy w
toposach H-obiektow wykorzystujemy tylko operacje geometryczne - skonczone koniunkcje i dowolne
alternatywy. Zagwarantowanie zachowywania tych operacji przez f-morfizm m pozwala zwigza¢ z nim w
naturalny sposob funktor m*.

Funktor m* to mutacja (wyznaczona przez f-morfizm m)®. Zdefiniowane wezeéniej redukcje (str.51)
R,: H — q) to mutacje.

Z f-morfizmem m mozna tez zwiaza¢ dzialajacy w przeciwnym kierunku funktor m, : P/I\l —~H
ale... nie jest on dla nas teraz specjalnie interesujacy. Wspominam o nim tylko dlatego, ze para
funktoréw (m™*,m,) to morfizm geometryczny z toposa Hi-obiektéw do toposa H-obiektéw:

Lf E and F' are toposes, a geometric morphism f: F' — E consists of an pair of adjoint functors
f** E— F, f.: F — E such that the left adjoint f* preserves finite limits”.

Matematyczny koszmar. Nie zamierzam jednak nikogo torturowaé analiza tej definicji®. A to dla-
tego, ze:

kazdy morfizm geometryczny miedzy toposami H-obiektéw to para (m*, m,) wyznaczona przez
pewien f-morfizm m.

Ale dlaczego morfizm geometryczny (m*,m,) dziala w  kierunku przeciwnym” do kierunku f-
morfizmu m?

Odpowiedz na to pytanie jest bardziej historyczna niz matematyczna. Pierwsze toposy jakie
pojawily sie w matematyce powigzane byly z przestrzeniami topologicznymi.

»A topos is a generalized space” - Grothendieck.

Nic wiec dziwnego, ze definiujac morfizmy miedzy toposami snopéw nad przestrzeniami (X,7) i
(Y, 77) kojarzono je z funkcjami ciagtymi z (X, 7) do (Y, 7). Wiazac z funkcja ciagla h: (X,7) —
(Y,T;) f-morfizm h=! : 73 — T zmieniamy kierunek po raz pierwszy. Tworzac morfizm geome-
tryczny ((h~1)*, (h™1)) miedzy toposami snopéw zmieniamy kierunek po raz drugi. W rezultacie
otrzymujemy morfizm dziatajacy ,w tym samym kierunku” co funkcja h. I o to szto.

Zupelne algebry Heytinga i f-morfizmy - nasza podstawa konstrukcji toposow H-obiektow -
to pézniejszy wynalazek. Jesli chcemy zachowaé ,,zgodno$¢ z wizja Grothendiecka”, to odwrdcenie
kierunku morfizméw geometrycznych generowanych przez f-morfizmy jest konieczne.

Dzielenie wlosa na czworo? Przeciez ,,odwrocenie kierunku morfizméw” zawsze jest mozliwe, bo to tyl-
ko zastapienie kategorii jej kategoria dualna. Ale zastanawiajace jest to, ze pojecie ,kategorii dualnej”,
wprowadzajace pewna symetrie w Swiecie kategorii, jest tak malo zgodne z doswiadczeniem matematycz-
nym: nielatwo wskazaé¢ pare (C, C°P) by obie kategorie matematycy postrzegali jako réwnie ,naturalne”,
zajmujace jednakowo wazne miejsce w ich wizji matematyki.

Ale moze si¢ myle... .

wyznacza f-morfizm miedzy algebrami Heytinga zbioréw otwartych tych przestrzeni - przyporzadkowanie B € 77 ~
Y (B)eT.

55Prosze nie szukaé terminu ,funktor-mutacja” w literaturze przedmiotu i w internecie. Wprowadzitem go wytacznie
L,ha wlasny uzytek”.

S0Wierze, ze zastuzylem w ten sposéb na wdziecznosé czytajacych te stowa... .
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3.4 Teorie geometryczne

- Mutacje zachowuja skoriczone produkty (w szczegélnosci - obiekt koricowy): m*(Ax B) = m*(A) x
m*(B) , m*(1) = 1.

- Mutacje zachowuja podobiekty: jesli funkcja o: A — H jest charakterystyka podobiektu A | to
m*(a) =m-a: A — Hj jest charakterystyka podobiektu m*(A) .

Dlatego ,funktory-mutacje zachowuja modele jezykow pierwszorzedowych”:

jesli H-obiekt A wraz z morfizmami (¢;: A™ — A i =1,2,...,n),(r;: A — H : i =

1,2,...,m) jest modelem (interpretacja) jezyka pierwszego rzedu dowolnie wybranej sygnatu-
ry ¥ w toposie H-obiektéw, to jego ,mutacja” - obiekt m*(A) z morfizmami (m*(g;) : i =
1,2,...,n),(m*(rj): 1 =1,2,...,m) - jest modelem tego samego jezyka w toposie Hi-obiektéw.

Jednak funktory-mutacje NIE ZACHOWUJA modeli wszelkich teorii pierwszorzedowych - nie dla
kazdej takiej teorii 7' i jej modelu M = (A, (¢;),(r;)) w toposie H-obiektéw, mutacja m*(M) =
(m*(A), (m*(g:)), (m*(r;))) jest modelem T' w toposie Hj-obiektéw.

Teorie, ktorych modele sa zachowywane przez funktory-mutacje to teorie geometryczne.

Koniunkcje, alterntywe i kwantyfikacje egzystencjalng w algebrach podobiektéw nazwaliSmy ope-
racjami geometrycznymi. ,,Po stronie syntaktycznej”, wyrdéznimy formuly geometryczne - formuty
jezyka pierwszego rzedu zbudowane z formut atomowych tylko za pomoca koniunkcji, alternatywy
i kwantyfikatora egzystencjalnego.

Powdd wyrdznienia takich formut jest prosty: dla dowolnego f-morfizmu m: H — Hjy,

jesli semantyka formuly geometrycznej ¢(z) w modelu M w toposie H-obiektéw jest podobiekt
o charakterystyce [¢p(Z)]: A" — H, to semantyka tej formuly w modelu m*(M) jest podobiekt o
charakterystyce m - [¢(7)] °7.

,Teorie geometryczne zajmuja si¢ relacja konsekwencji ograniczong do formul geometrycznych.”

To oznacza, ze:
aksjomaty teorii geometrycznej to stwierdzenia postaci ,wlasnos$¢ opisana przez formule geo-
metryczng ¥ (Z) jest konsekwencja wlasnosci opisanej przez formule geometryczna ¢(z)”.

,Po stronie syntaktycznej” takie aksjomaty zapisujemy jako sekwenty - napisy postaci ¢(z) - ()
- ktére nazywam tu nieréwnosciami geometrycznymi.

Model M = (A, (¢:), (1)) jest modelem teorii geometrycznej T jezeli [¢(Z)] < [¢(Z)] dla kazdego
jej aksjomatu ¢(z) - 1 (Z) - ,nieréwnosé geometryczna ¢(z) F 1(Z) jest w tym modelu prawdziwa”.
Whprost z tych ustalen wynika, zZe:

jesli M jest modelem teorii geometrycznej T, a m: H — Hy jest f-morfizmem, to m*(M) jest
réwniez modelem teorii T"8.

Whprowadzenie nieréwnosci geometrycznych do jezyka opisu teorii geometrycznych nie jest konieczne
bo [¢(Z)] < [¢(Z)] w dowolnym modelu dokladnie wtedy, gdy [Vz(¢(Z) — ¥(Z))] = T (str. 45).Ale jest

przydatne, bo w przeciwnym wypadku trzeba by dopusci¢ ,,wyjatkowe” uzycie niegeometrycznych operacji

- implikacji i kwantyfikatora uniwersalnego (,,on a top level” - jak sie czasem pisze w literaturze)®?.

Sformutujmy twierdzenie, ktére teraz na dtuzszy czas zajmie nasza uwage:
,Kazda teoria geometryczna ma model uniwersalny”

co naukowo i precyzyjnie formuluje sie tak:

5"Tu i dalej z to skrét: T = (z1,...,%n).
%8 f_morfizm jest funkcja monotoniczna - jesli p < q to m(p) < m(q). Tym samym jedli [¢(Z)] < [¢(Z)] to [m-d(Z)] <
m - [P(z)].

5Dodajmy, ze wprowadzenie nieréwnosci geometrycznych umozliwia tez budowe sekwencyjnych systeméw dowo-
dzenia dla teorii geometrycznych, ktére nie angazuja niegeometrycznych konstruktoréw formut [48].
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Jfor every geometric theory T, there exists a Grothendieck topos B(T') (...) called the classifying
topos of T, containing a model G(T') of T' which is generic in the sense that, for any Grothendieck
topos F, the functor(...) which sends a geometric morphism F: F — B(T) to the T-model F*(Gr)
, is an equivalence of categories.”

Thumaczac (ale nie dostownie) na jezyk polski:

-,z kazda teoria geometryczna T zwiazany jest topos klasyfikujacy B(T) a w nim model G,
ktory jest generyczny w tym sensie, ze wszelkie inne modele w toposach Grothendiecka mozna z
niego ,,odtworzyé” za pomoca morfizméw geometrycznych”%

Istnienie modelu generycznego pozwala ograniczy¢ poszukiwanie nieréwnosci geometrycznych
prawdziwych we wszystkich modelach teorii geometrycznej do wskazania tych nieréwnosci, ktére
sg prawdziwe w tym szczegdlnym modelu.

Szukajac odpowiednika tego twierdzenia w klasycznej teorii modeli mozna przywolaé pojecie
algebry wolnej w klasie modeli teorii rownosciowej - teorii opisanej w jezyku bez symboli relacyjnych,
ktérej aksjomatami sg réwnosci - zdania postaci Vz(t(Z) = t1(z))%'. Krétko: dla dowolnej teorii
rownosciowej 1" i przeliczalnego nieskonczonego zbioru X mozna skonstruowaé¢ - w Set - algebre
Freep(X), ktéra jest modelem T i jest ,generyczna” w tym sensie, ze dowolna réwnosé prawdziwa
w Freep(X) jest tez prawdziwa w kazdej algebrze-teoriomnogosciowym modelu T'.

Teorie réwnosciowe to teorie geometryczne. Mozna by nazwaé wolne algebry ,,modelami gene-
rycznymi” teorii réwnosciowych gdyby nie to, Ze sa one uniwersalne (w opisanym sensie) tylko w
odniesieniu do modeli w toposie Set. A modele generyczne sa - z definicji - uniwersalne w klasie
wszystkich modeli rozwazanej teorii geometrycznej budowanych w dowolnym toposie Grothendiecka
(wéréd ktérych sa ,nasze” toposy H-obiektéw).

Oderwanie modelowania teorii od teoriomnogosciowego uniwersum zawdzieczamy (gtéwnie) Wi-

liamowi Lawvere. W 1963 roku, w swej pracy doktorskiej spojrzal on na teorie réwnosciowe i ich
modele ,,okiem kategorysty”. Pokazal, ze z kazda teoria réwnosciows T' mozna zwigzaé taka katego-
rie C(T'), ze w kategorii dualnej C(T")°P wszystkie obiekty sa skoniczonymi potegami (produktami)
pojedynczego obiektu. Wéwczas teoriomnogosciowe modele teorii 1" mozna utozsamic z funktorami
F: C(T)°? — Set, ktore zachowuja skonczone produkty%2.
Mniejsza o szczegdly: wazne jest to, ze postrzeganie teorii réwnosciowych jako kategorii a ich modeli
jako funktoréw w naturalny sposéb prowadzi do zdefiniowania i rozwazania modeli teorii réwno-
Sciowej w dowolnej kategorii D w ktérej istniejg skonczone produkty: model teorii 7' w D to kazdy
funktor F': C(T)°? — D zachowujacy skonczone produkty.

W skrajnym przypadku mozna méwi¢ o modelach 7" w kategorii ... C(7T)°P, wsréd ktérych
jest funktor identycznosciowy Id : C(T)°? — C(T)°P. Jest on generyczny w tym sensie, ze kazdy
model-funktor G : C(T)°? — D faktoryzuje sie przez Id” - G = G - Id. Dlatego dowolna réwnosé
Vz(t1 = ta) jest prawdziwa w kazdym modelu teorii 7" w dowolnej kategorii D dokladnie wtedy,
gdy jest prawdziwa w modelu Id.

Wyniki Lawvere’a ustanowity schemat poznawczy kategoryjnej teorii modeli.

Teorie <  Kategorie

Modele < Funktory
Opisujac klase teorii wyrdzniong przez ksztalt ich aksjomatéw - np. teorie réwnosciowe - dazymy do zwia-
zania z nimi kategorii wyréznionych przez pewne wlasnosci strukturalne - np. kategorie ze skonczonymi

50Stowo ,generyczny” w stowniku PWN okreéla sie jako ,przestarzale” i objasnia tak: ,wilasciwy calemu rodza-
jowi, gatunkowi, grupie przedmiotéw”. Co§ w tym jest. Inne propozycje ttumaczenia to rdzenny, rodowy, ogdlny.
Mozna tez uzy¢ stowa wytrychu- ,uniwersalny” Nie znam powszechnie akceptowanego przez matematykéw, polskiego
odpowiednika tego angielskiego (i nie wierze, ze taki istnieje)”.

51Modele takich teorii nazywamy algebrami.

52F(A x B) = F(A) x F(B). Te wyniki Lawvere’a mozna uznaé za poczatek kategoryjnej algebry.
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produktami generowane przez pojedynczy obiekt.
Modelami teorii sg wtedy funktory zachowujace te wyrdzniajace wlasnosci strukturalne.

W przypadku teorii geometrycznych sa to toposy Grothendiecka i morfizmy geometryczne%.

3.4.1 Zdaniowe teorie geometryczne

Przedstawienie cho¢by zarysu twierdzenia o istnieniu toposéw klasyfikujacych dla teorii geometrycz-
nych w sposob tu przyjety (czyli skrajnie uproszczony) wydaje mi si¢ niemozliwe. Doéé¢ powiedzieé,
ze zrozumienie przedstawionej w [22] konstrukcji takiego toposa wymaga lektury kilkudziesieciu
naprawde trudnych stron (konicowych, a nie poczatkowych!) tej monografii.
Nie wyklucza to jednak mozliwoséci zrozumienia jej istoty. Warto zaczaé¢ od poznania konstrukcji
toposéw klasyfikujacych dla zdecydowanie prostszych zdaniowych teorii geometrycznych.
Zaczniemy od drobnej korekty przyjetej tu definicji jezyka pierwszego rzedu: uznajmy, ze w
sygnaturze jezyka moga znalezé si¢ tez 0-argumentowe symbole relacyjne, zwane tu zmiennymi
zdaniowymi.

Mala dygresja: nieobecnosé 0-argumentowych symboli relacyjnych w teoriomnogosciowe] teorii modeli
mozna thumaczy¢ tym, ze logika Set jest dwuwarto$ciowa. Obecnosé 0-argumentowych relacji w jezyku
opisu teorii mozna ,symulowac” przyjmujac - na przyktad - ze T to zdanie V(x = x) a L to negacja tego
zdania.

Taka symulacja jest jednak niemozliwa, gdy logika rozwazanego toposa jest wielowartoSciowa.

0-argumentowe symbole relacyjne nazywam tu zmiennymi zdaniowymi®. Sygnatura, ktéra za-
wiera wylacznie zmienne zdaniowe, to sygnatura zdaniowa. Zdaniowe teorie geometryczne to teorie
geometryczne opisane w jezykach sygnatur zdaniowych%.

Semantyka zmiennych zdaniowych w dowolnym toposie sa podobiekty obiektu konicowego, czyli
wartosci logiczne wewnetrznej logiki tego toposa%®. Stad model pustej zdaniowej teorii geometrycz-
nej sygnatury Y - teorii z pustym zbiorem aksjomatéw - w toposie £, to po prostu dowolna funkcja
i: Yo — H(E), gdzie H(E) to algebra wartosci logicznych tego toposa.

Sprébujemy pokazaé, ze:

stopos klasyfikujacy pustej zdaniowej teorii geometrycznej SKONCZONEJ sygnatury Yo to topos
H(X)-obiektéw dla pewnej skoniczonej (czyli zupelnej) algebry Heytinga H (¥g).”
Elementami algebry H (%) sa napisy - zredukowane alternatywy zredukowanych koniunkcji zmien-
nych zdaniowych - elementow zbioru Y. Operacje geometryczne - koniunkcje i alternatywe - w
zbiorze H(X() definiujemy ,w naturalny sposéb”. Np. koniunkcja alternatyw (a; V a2) A (a2 V a3)
to alternatywa (ag A az) V (a1 Aas) V (az Aag) .

Oznaczmy przez n: X9 — H(3g) funkcje przyporzadkowujaca zmiennym zdaniowym jednoele-

%3 Mam do koncepcji Lawvere’a stosunek szczegdlny. 10 lat po jej upublicznieniu (czas wtedy nie pedzil tak jak
dzis..) jako debiutujacy asystent referowalem wyniki Lawvere’a na seminarium. Nie moge powiedzie¢ ze mdéj referat
wzbudzil entuzjazm czy tez ,spotkal sie ze zrozumieniem” stuchaczy. Wrecz odwrotnie. A nawet gorzej: z dzisiejszej
perspektywy musze przyznaé, ze referent tez nie do korica rozumial o czym méwi. Ale entuzjazmu mu nie brakowalo.

64Uwaga: nie traktujmy zmiennych zdaniowych jako szczegblnych zmiennych przedmiotowych! To zupelnie inna
bajka.

S5W szczegélnosci oznacza to, ze w opisie teorii zdaniowych nie korzystamy ze zmiennych przedmiotowych i z
kwantyfikatoréw. Zdaniowe teorie nazywa si¢ tez teoriami rzedu 0.

56Semantyka n-argumentowego symbolu relacyjnego w modelu posadowionym na obiekcie A jest podobiekt A™.
Zerowa potega obiektu to obiekt koncowy.

5"Pomijam tu szereg detali technicznych ukrytych pod terminem ,zredukowane”. W zredukowanych koniunkcjach
zadna zmienna zdaniowa nie wystepuje wielokrotnie a koniunkcje-sktadniki zredukowanej alternatywy sa ,parami
nieporéwnywalne” - nie moze si¢ zdarzy¢, ze wszystkie zmienne zdaniowe wystepujace w pewnej koniunkcji wyste-
puja jednocze$nie wspélnie w innej koniunkcji tejze alternatywy. Naukowo: H(Xo) to wolna krata dystrybutywna
generowana przez Yo (https://en.wikipedia.org/wiki/Distributive lattice). Zauwazmy, ze to wlasnie dystrybutywnosé
(rozdzielczo$é) koniunkeji wzgledem alternaiywy pozwala zakoriczyé te konstrukeje po dwdch krokach (konstrukcja
koniunkcji alternatyw nie da nam juz niczego nowego).
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mentowe koniunkcje z nich utworzone. Istota naszkicowanej tu konstrukeji algebry H (%) jest to,
ze kazde wartosciowanie zmiennych zdaniowych i: ¥y — H mozna jednoznacznie rozszerzy¢ do
f-morfizmu i: H(Xo) — H takiego, ze i - = i.

Poniewaz f-morfizmy miedzy zupelnymi algebrami Heytinga wyznaczaja funktory-mutacje mie-
dzy stowarzyszonymi toposami H-obiektéw, to mozemy powiedzieé, ze:

topos H(Xg)-obiektéw jest toposem klasyfikujacym dla pustej geometrycznej teorii zdaniowej
skoriczonej sygnatury Yy W KLASIE TOPOSOW H-OBIEKTOW a n: Yo — H(Xg) jest modelem
generycznym, w tym sensie, ze:

dowolny model i: ¥y — H w toposie H- obiektéw jest postaci F'(n) dla pewnego, wyznaczonego
jednoznacznie funktora-mutacji F': H/(g) — H %,

Stad juz blisko do oryginalne twierdzenia o istnieniu toposa klasyfikujacego dla pustej teorii
zdaniowej skonczonej sygnatury g: wystarczy pokazaé, ze mozna pominagé zalozenie, iz bierzemy
pod uwage jedynie modele tej teorii w toposach H-obiektéw (a nie modele w dowolnych toposach
Grothendiecka). Poprzestaniemy na deklaracji, ze to jest mozliwe.

Topos klasyfikujacy dla dowolnej zdaniowej teorii geometrycznej 1" opisanej w jezyku skonczonej
sygnatury zdaniowej konstruujemy ,tak samo”: jest to topos H (T)-obiektéw dla odpowiednio skon-
struowanej, skonczonej (czyli zupelnej) algebry Heytinga H(T'). Model generyczny to odpowiednio
zdefiniowana funkcja nr: Xo — H(T)%.

Odrzucenie zalozenia o skonczonosci sygnatury zdaniowej jest mozliwe. Trzeba tylko nieco roz-
szerzy¢ jezyk opisu geometrycznych teorii zdaniowych, pozwalajac na uzycie nieskoniczonych alter-
natyw [48]7. Po takim rozszerzeniu jezyka nadal jest mozliwe skojarzenie z kazda zdaniowa teoria
geometryczng T zupelnej (ale juz nie zawsze skoniczonej) algebry Heytinga H(T) - takiej, ze topos
H (T')-obiektéw jest toposem klasyfikujacym dla 7" a ,zanurzenie zmiennych” - odpowiednia funkcja
nr: Yo — H(T) - jest modelem generycznym dla 7.

Takie rozszerzenie jezyka opisu teorii pozwala tez na cos istotnie nowego - udowodnienie, ze:

dla dowolnej zupetnej algebry Heytinga H mozna wskazac¢ zdaniowa teorie geometryczng Ty
taka, ze H = H(Tx).

Moze to by¢ - na przyktad - taka teoria: przyjmijmy

Yo={z:pec H}

i nastepujace sekwenty-nieréwnosci geometryczne-aksjomaty:

Zp I 24 dla wszelkich p,q € H, p < q,

2p N\ 2 = 2ppg dla wszelkich p,q € H,

TF 27,

Zsup(s) = V(zp: p € S) dla kazdego podzbioru S C H™'.

Przyklad. Topos Set™ (topos Sierpiriskiego, str.26) to topos klasyfikujacy dla zdaniowej teorii
geometrycznej, ktorej modelami w dowolnym toposie H-obiektéw sa ... pojedyncze podobiekty
obiektu koricowego (nieco dokladniej: pary (1,,1)).

Wierze, ze teraz twierdzenie o istnieniu toposa klasyfikujacego dla teorii geometrycznej jest juz
nieco mniej tajemnicze...”.

58 Qczywiscie F' to funktor wyznaczony przez f-morfizm 7, F = *.

59Troche szczegétéw (dla wtajemniczonych). Teoria T wyznacza relacje réwnowaznosci na zbiorze H(Zo): ¢ <1 b,
gdy w T dowodliwe sa geometryczne nieréwnosci ¢ ¢ i ¢ = ¢. H(T) to algebra ilorazowa - H(T) = H(Xo)/ <.
Funkcja nr przyporzadkowuje zmiennym zdaniowym ich klasy réwnowaznosci.

Gdy sygnatura Yo jest nieskonczona to, powiclajac konstrukcje algebry H(3o), musimy zadbaé o zupetnoéé
budowanej algebry, o istnienie kreséw gérnych. Mocno upraszczajac: wtaénie do tego potrzebne sg nieskoniczone alter-
natywy (skoniczonych koniunkcji zmiennych zdaniowych). Réwniez i w tym przypadku dystrybutywnoéé (koniunkcji
wzgledem nieskonczonej alternatywy) pozwala na zakonczenie budowy poszukiwanwej algebry ,,po dwoch krokach”.

™\/ to owa nieskoficzona alternatywa.

"2Twierdzenie o toposach klasyfikujacych udowodniono w [22] dla teorii geometrycznych pierwszego rzedu opisy-
wanych bez uzycia nieskonczonych alternatyw. O analogicznym twierdzeniu dla teorii w ktérych opisie dopuszczamy
takie alternatywy, w [48] napisano tak: ,We should now like a result of the form “every geometric type theory
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Konstrukcja topos klasyfikujacego dla zdaniowych teorii jest dwuetapowa: najpierw budujemy odpowied-
nie algebry Heytinga, ktére w drugim etapie wykorzystujemy do konstrukeji poszukiwanego toposa.

Kategoria zupelnych algebr Heytinga z f-morfizmami to pierwotna semantyka teorii geometrycznych rze-
du 0. Rozszerzenie semantyki do toposow generowanych przez te algebry to ,zréwnanie” teorii zdaniowych
z teoriami geometrycznymi pierwszego rzedu’>.

Dodatek: czy logiki nieskonczone sa logikami?

Kiedys, ktos zadal mi prowokacyjne pytanie:

,Wiemy, ze w zbiorze BN wszystkich ultrafiltrow podzbioréw liczb naturalnych mozna zdefi-
niowaé strukture przestrzeni topologicznej przyjmujac, ze baza zbioréw otwartych sa rodziny ul-
trafiltrow Uy = {F € BN : A € F}, gdzie A to dowolny podzbiér liczb naturanych. Ta baza jest
nieprzeliczalna. Czy algebra Heytinga zbioréw otwartych tej przestrzeni moze by¢ logika toposa,
logika jednego z wielu matematycznych uniwerséw?”

Rzeczywiscie, teoriomnogosciowe szalenstwo... . O przestrzeni ultrafiltréw, o jej zbiorach otwar-
tych nie wiemy nic (konstruktywnego)™. Skoro tak, to trudno zaakceptowaé te strukture jako
matryce wartosci logicznych wewnetrznej logiki matematycznego uniwersum... .

Na to pytanie mozna odpowiedzie¢ pytaniem: czy liczby naturalne 12354978291353 i 95294561947
mozna przez siebie pomnozy¢ a potem podniesé do 7450236 potegi? Mozna. Ale nie robimy tego i
nie bedziemy robié¢ tak dtugo, jak nie jest to nam potrzebne.

-Nie ma jednej ,wtasciwej” logiki. Sg logiki ,proste” i sa logiki skomplikowane. To, do ktérej z
nich sie¢ odwolujemy opisujac swiat, jest naszym wolnym wyborem.

Nie trzeba sie z tym zgadzaé. Ale jedno jest pewne: to nie oznacza, ze mamy wykluczy¢ toposy, ktorych
logika ma nieskonczona matryce wartosci.

G.Birkhoff i J. von Neumann definiujac logike kwantowa nie wahali si¢ przyjaé, za zbiér jej wartosci
logicznych nieskoficzony poset podprzestrzeni liniowych (zespolonej) przestrzeni stanéw kwantowych”.

Dodatek: Czy przestrzen topologiczna powinna by¢ trzezwa?

Sobriety of X is precisely a condition that forces the lattice of
open subsets of X to determine X up to homeomorphism, which
is relevant to pointless topology. (wikipedia)™®

Zanim powiemy cokolwiek o toposach klasyfikujacych dla teorii geometrycznych pierwszego
rzedu poukltadajmy to, co juz wiemy o relacji miedzy przestrzeniami topologicznymi, zupelnymi
algebrami Heytinga i zdaniowymi teoriami geometrycznymi.

Swiat klasycznie rozumianej topologii to kategoria Top, ktérej obiektami sa ,,punktowe” prze-
strzenie topologiczne, a morfizmami - funkcje ciagle.

Swiat topologii bezpunktowej to kategoria Frames ktérej obicktami sa zupelne algebry Hey-
tinga ze struktura ograniczona do operacji geometrycznych a morfizmami f-morfizmy (ktére te

geometryczne operacje zachowuja)”.

has a classifying topos”. This is difficult, since our notion of geometric type theory is only informal.” Nie czuje si¢
kompetentny by dyskutowaé o tych niuansach. Zainteresowanych (i kompetentnych) odsytam do prac S.Vickersa.

™8 A I-topos, or (1,1)-topos, is simply a topos in the usual sense of the word. (...) Compare that a (0,1)-topos is
a Heyting algebra.” To zdanie ze strony https://ncatlab.org/nlab/show/1-topos ma sprowokowa¢ do zainteresowania
subtelnym pojeciem (n,m)-toposa... .

"Istnienie (nietrywialnych) ultrafiltréw wymaga akceptacji pewnika wyboru.

">The Logic of Quantum Mechanics, G.Birkhoff: J.von Neumann The Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol. 37,
No. 4. (1936). Moze kiedy$ uda si¢ napisaé¢ tu ,co$” o toposach odwolujacych si¢ do logiki kwantowej... .

"®Nie odméwie sobie przyjemnosci przytoczenia googlowskiego tlumaczenia:, Trzezwosé X jest dokladnie warun-
kiem, ktéry zmusza sie¢ otwartych podzbioréw X do okreslenia X az do homeomorfizmu, ktdry jest istotny dla
bezsensownej topologii.”

"7 Frame” to rama, kosciec a nawet... sktad rzadu. Zadne z tych tlumaczen tej angielskiej nazwy funkcjonujacej w
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,,Points come first”: traktujac priorytetowo klasyczna topologie, z kazda przestrzenia topologicz-
na (X,7) mozemy zwiazaé¢ zupelna algebre Heytinga 7 jej zbioréw otwartych - obiekt kategorii
Frames. A funkcji ciaglej h: (X,7) — (Y,7;) réwnie naturalnie przyporzadkujemy f-morfizm
Al — T

Moéwiac naukowo, zdefiniowali$my w ten sposéb funktor z kategorii Top do kategorii Frames®™.

,Points come later”: odwrotny kierunek my$lenia opisuje funktor dzialajacy w przeciwnym
kierunku - od Frames®” do Top:

- zupelnej algebrze Heytinga H przyporzadkujemy przestrzeni (Pt(H),Top(H)) taka, ze:
Pt(H) to zbiér wszystkich elementéw H w kategorii Frames®” (czyli f-morfizméw z
Hdo{L<T}),
Top(H) ={U, :p€ H , gdzie U, ={m € Pt(H) : m(p) =T},
- f-morfizmowi m : H — Hy przyporzadkujemy funkcje Pt(m) : Pt(Hy) — Pt(H) taka, ze dla
dowolnego punktu r: Hy — {1, T},
Pt(m)(r)=r-m:H — Hy — {L,T}.
Te dwa funktory pozwalaja przeprowadzi¢ dwie dwukrokowe konstrukcje:
- od przestrzeni (X,T) do przestrzeni (Pt(T),Top(T)),
- od algebry Heytinga H do algebry Top(H)
i pytaé, czy (X, T) = (Pt(T),Top(T)) oraz czy H = Top(H)?%°
Odpowied? jest negatywna:
réwnosé (X, T) = (Pt(T),Top(T)) charakteryzuje tzw. sober spaces®",
réwnosé H = Top(H) wyréznia tzw. przestrzenne (spatial) algebry Heytinga®?.
To oznacza, ze:
,kategoria trzezwych przestrzeni i funkcji ciaglych Sober oraz kategoria SFrames przestrzen-
nych zupelnych algebr Heytinga i f-morfizméw sa ,,dualnie réwnowazne”.

Sober = SFrames®

czyli - w pewnym uproszczeniu, na ktére mozemy sobie pozwoli¢ - odwrdcenie kierunku morfizmoéw
w kategorii SFrame da nam kategorie ,prawie taka samg’ jak kategoria trzezwych przestrzeni
topologicznych.

Topologia bezpunktowa staje si¢ tozsama z topologia klasyczna gdy po obu stronach zgodzimy sie na
pewne ustepstwa: po stronie klasycznej ograniczymy sie do trzezwych przestrzeni, a po bezpunktowej
- do przestrzennych algebr Heytinga. To warte uwagi bo kazda przestrzen mozna ,otrzezwi¢” a kazda
zupelng algebre Heytinga ,uprzestrzennié¢” 83.

Kazda zupelna algebra Heytinga jest modelem generycznym pewnej zdaniowej teorii geometrycznej
(str. 56). To powdd, dla ktorego kategorii Frames® nadano nowa nazwe i oznaczenie: category of
locales - Locales

literaturze (nawet to ostatnie) nie wydaje mi si¢ w rozwazanej sytuacji adekwatne. Ale przynajmniej teraz wiadomo,
skad nazwa ,,f-morfizm”. To ,morphism between frames”.

BRYU) = {z € X: h(z) € U}

"Przypomnijmy, ze kategoria dualna Frames®? to kategoria Frames z f-morfizmami dzialajacymi ,w przeciwnym
kierunku”.

80W istocie nie chodzi o réwnoéci ale o homeomorfizm w pierwszym przypadku i izomorfizm w drugim.

81Trzezwe przestrzenie??? Nie znam polskiego odpowiednika. Dla obytych z topologia: kazda przestrzern Hausdorffa
jest ,sober” a kazda trzezwa przestrzen jest To przestrzenia. Taka nazwa prowokuje do réznych dowcipéw np. py-
tania ,czy kazda przestrzen polska jest trzezwa?”. W dyskusji internetowej o obiekcie liczb rzeczywistych jeden z
dyskutantéw zglosit trafna - przynajmniej w kontekscie tej dyskusji - uwage: ,,soberity seems superfluous to me”.

82Przestrzenne zupetne algebry Heytinga wyréznia implikacja (p # q) — (Up # Uy).

83 Jak sadze, analizowana tu sytuacja wpisuje sie w ogélna dyskuje o ,dualnosci miedzy przestrzenig i wielkoécig”
(,duality of space and quantity”) Zainteresowanych odsytam na strone nLab:space and quantity.
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»Locale is a propositional geometric theory pretending to be a space” [48]
- mam nadzieje, ze to stwierdzenie jest w pelni zrozumiale??.

Ale dlaczego wprowadzeniu nowej nazwy towarzyszy ,,odwrdcenie kierunku” morfizmoéw w kategorii
Frames? Sadze, ze tak jest, bo f-morfizm m : H — H; mozna interpretowac¢ na dwa sposoby:

- jako model teorii zdaniowej teorii geometrycznej stowarzyszonej z H w toposie Hi-obiektow,
- jako opis translacji modeli zdaniowej teorii geometryczej stowarzyszonej z Hy na modele teorii
stowarzyszonej z H®.
Mowiac o kategorii Locales eksponujemy te druga interpretacje.
Mozna tez proéciej: dzigki odwrédceniu kierunku morfizméw réwnosé Sober = SFrames®” przybiera
elegancka postac:
Sober = SLocales

Na koniec: dlaczego teorie geometryczne nazwano tak jak nazwano? W klasyfikacji Kleina topologia jest
jednym z rodzajéow geometrii. Zdaniowe teorie geometryczne to aksjomatyczno-dedukcyjny opis geometrii
przestrzeni topologicznej.

Woeale nie jestem pewny, czy to wlasciwe wyttumaczenie... .

Toposy snopéw nad (trzezwymi) przestrzeniami topologicznymi, toposy H-obiektéw (dla prze-
strzennych zupelnych algebr Heytinga) czy wreszcie localic toposes to réznie opisywane matema-
tyczne uniwersa, ktorych ,zaczynem” sa zdaniowe teorie geometryczne.

3.5 Toposy klasyfikujgce dla teorii pierwszego rzedu - przyktady

Toposy klasyfikujace dla teorii pierwszego rzedu NIE sa toposami H-obiektow. Dlatego prezentacja
przyktadéw takich toposow jest tez dobra okazja, by przedstawi¢ podstawowe informacje o wiekszej
klasie toposéw Grothendiecka.

W [22], w rozdziale , Classifying toposes” gléwne twierdzenie podrozdziatu ,The object classi-
fier” sformutowano tak:

,The topos Set¥™™ is the object classifier with the generic object (...) the inclusion functor
Fin ~~ Set” (str.437).

Wiedza tajemna... . Wiedzac tyle, ile wiemy, mozemy sie domyslaé, ze Set¥i® to topos klasyfi-
kujacy dla pewnej teorii geometrycznej pierwszego rzedu. To prawda. Jest to przyklad stosunkowo
prosty, ktorego analiza pomoze zrozumieé, jak buduje sie toposy klasyfikujace dla wielu teorii geo-
metrycznych.

Set¥™ to kategoria funktoréw z kategorii skoficzonych zbioréw Fin do kategorii zbioréw Set.
My jednak powiemy, ze:
Set¥i? to kategoria presnopéw nad kategoria Fin®P
Presnopy nad kategoria C to po prostu inna nazwa funktoréw z kategorii dualnej C°? do Set.
Morfizm miedzy presnopami F,G: C? — Set to transformacja naturalna - rodzina funkcji
¢ = (pa: A € Ob(C)) taka, ze dla dowolnego C-morfimu f: B — A (czyli f: A — B w C?) ,
diagram

F(B) —2—~G(B)

F(h} taw)
P
F(A) G(A)

jest przemienny. Kategorie presnopéw nad C oznaczamy tu symbolem PSh(C).
Poniewaz Fin = (Fin®)%, to Set¥™ = PSh(Fin).

845 jest tez powdd, dla ktérego w literaturze toposy H-obiektéw funkcjonuja pod nazwa localic toposes.
85Jedli m1 : H1 — H> jest modelem teorii T(H1) to m1 -m : H — Ha jest modelem teorii T'(H).
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Dla dowolnej kategorii C kategoria presnopéw PSh(C jest toposem Grothendiecka.

Kategorie presnopéw PSh(C) tacza z kategoria C (a nie z kategoria C° !) glebokie i wazne
zwigzki:
- 1. Kategoria C jest zanurzalna w topos PSh(C).
Zanurzenie Yonedy to przyporzadkowanie kazdemu obiektowi C' € C presnopa reprezentowalnego
C(_,0): C? — Set takiego, ze:

-C(.,C)(A) =C(A,0) dla dowolnego obiektu A € C,

-C(,O)f)g) =gf dla dowolnych C-morfizméw f: B — A,g: B — C.
Natomiast C-morfizmowi h: C — D przyporzadkowujemy transformacje ¢" : C(_,C) — C(_, D)
taka, ze ¢"\(g) = hg dla kazdego C-morfizmu g: A — C.
To zanurzenie jest pelne - kazda transformacja miedzy presnopami reprezentowalnymi jest wyzna-
czona w opisany sposéb przez pewien C-morfizm.

2. PSh(C) jest ,wolnym kogranicznym dopelnieniem” (free colimit completion) kategorii C.
To oznacza, ze:

- w PSh(C) istnieja wszelkie kogranice,

- kazdy presnop nad C jest kogranica presnopéw reprezentowalnych,

-kazdy funktor G z kategorii C do toposa Grothendiecka €& ma jednoznaczne rozszerzenie do
funktora G*: PSh(C) — & zachowujacego wszelkie kogranice.

Kluczem do udowodnienia tych twierdzen jest lemat Yonedy®6:
sKazda transformacja naturalna z presnopa reprezentowalnego C(_,C) do dowolnego presnopa
F: C°? — Set jest jednoznacznie wyznaczona przez pewien element zbioru F(C) (i vice versa)”.

To jeden z tych wynikéw matematycznych, ktérych znaczenie jest odwrotnie proporcjonalna do prostoty
sformutowania.

Pigkno matematyki ujawnia si¢ w prostocie jej najwazniejszych twierdzen.

Kategorie presnopow to najtatwiejsze do wyobrazenia toposy Grothendiecka, Sa ,,wazne”, poniewaz
z tego, co powiedzieliémy dotad o zwiazku z C i PSh(C) wynika, ze:

Dowolng katagorie C mozna zanurzyé w topos Grothendiecka®”

Konstruujac przyktady toposéw klasyfikujacych bedziemy korzystali z takiego oto ,wzmocnienia”
opisu zwiazkéw miedzy kategoria C a toposem presnopéw PSh(C):

(xx) ,Jesli C jest kategoria, w ktorej istnieja wszelkie skoriczone granice, to dla dowolne-
go toposa Grothendiecka £ istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy morfizmami
geometrycznymi z € do PSh(C) a funktorami z C do & ktére zachowuja skonczone granice.”

To jest kompilacja dwéch twierdzen, ktére znajdziemy w [22]: to Twierdzenie 2 na str. 393 i Wniosek
3 na str. 407. W rezultacie otrzymujemy naprawde niebanalne twierdzenie i nie mam pojecia, jak
mozna choéby naszkicowaé¢ jego dowéd unikajac technicznych zawiloéci®®. Powiedzmy tylko, ze
opisane wczesniej rozszerzenie funktora G: C — & - funktor G*: PSh(C) — & to ,,cze$¢” morfizmu
geometrycznego (G*,G,): € — PSh(C) odpowiadajacego funktorowi funktorowi G.

tFin _

Uzbrojeni w te wiedze mozemy wyjasnié, jaka to teori¢ geometryczng klasyfikuje topos Se
PSh(Fin°P).
Kategoria Fin ma wszelkie skonczone kogranice a kazdy jej obiekt - zbior skoniczony - jest koproduk-
tem skoniczonej liczby kopii jednoelementowego zbioru. To oznacza, ze kategoria dualna Fin? ma
wszelkie skonczone granice, a kazdy jej obiekt jest produktem skonczonej liczby jednoelementowych
zbioréw. Dlatego dowolny funktor G: Fin®? — £ zachowujacy skoniczone granice jest wyznaczony

86Nobuo Yoneda, matematyk japonski, 1930-1996.
8"Wtasciwie powinniémy napisaé ,dowolng mala kategori¢” ale pominmy te subtelnosci (patrz np. [22] str. 12).
88Nasz zapis tego twierdzenia jest nieco uproszczony ale nie przeklamany.
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jednoznacznie przez pojedynczy obiekt £ - wartosé funktora G na zbiorze jednoelementowym -
G(1).
Laczac te obserwacje z twierdzeniem (x*) wnioskujemy, ze:

sistnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy obiektami toposa Grothendiecka € a
morfizmami geometrycznymi z € do PSh(Fin?) .

The topos Sets™™™ (= PSh(Fin) is the object classifier” - prawie juz wszystko jasne. Pozostaje
tylko wskazaé teorie geometryczng, ktérej modelami sa dowolne obiekty dowolnych toposéw. Ale
to proste: to teoria ,pusta” - napisana w jezyku sygnatury pustej i bez aksjomatow®”.

Toopos klasyfikujacy dla obiektéw rozstrzygalnych

Obiekt A w toposie jest rozstrzygalny (decidable) jezeli podobiekt produktu A? reprezentowany
przez diagonal Ay = (ida,ida): A — AX A jest komplementarny - istnieje podobiekt Ay Ay — A2
taki, ze (A4 V Ay) = A% oraz (ANA,) =0,
W toposie Set kazdy obiekt (zbidr) jest rozstrzygalny. H-obiekt (A,~4) jest rozstrzygalny, gdy
miara réwnosci ~4 jest komplementarna: istnieje podobiekt ~: A x A — H taki, ze (= V =) to
najwigkszy, a (= A ~) to najmniejszy podobiekt (4,~) x (4, ~).
Stad np. w toposie Set™ ( ktérego matryca wartosci logicznych jest tréjelementowy tancuch L <
1/2 < T) dwupunktowy obiekt ({a,b},=) taki, ze punkty a,b sa globalne i a &~ b = 1/2 nie jest
rozstrzygalny.

Obiekty rozstrzygalne to modele geometrycznej teorii pierwszego rzedu, ktorej sygnatura to
pojedynczy binarny symbol relacyjny ,#” a aksjomaty wygladaja tak:

#x)FLl,  TEE#yViz=y)
Nieco trudniej pokazaé, ze topos klasyfikujacy tej teorii to topos presnopéw PSh(Finl? ), gdzie
Fin,,.n, to kategoria skoniczonych zbioréw z funkcjami réznowartogciowymi jako morfizmami®!.

Topos klasyfikujacy dla teorii pierscieni

Teoria pierscieni (przemiennych z jedynka) jest geometryczna. Opis jej toposa klasyfikujacego moz-
na sprowadzi¢ do jednego zdania: wszystko robimy tak samo jak w przypadku teorii pustej, z ta
réznica, ze kategorie Fin zastepujemy kategoria skonczenie przedstawialnych pierécieni fpRing.

Dla naszych préb zrozumienia, jaka jest rola toposa klasyfikujacego, wazna jest taka uwaga:

kategoria fpRing jest ,konstruktywna” w tym sensie, ze jej obiekty i morfizmy maja skonczone opisy ,w
Jjezyku teorii pierscieni”:

- obiekty to pierscienie postaci Z[x1,...,x,]/(p1,--.,DPk), gdzie (p1,...,pr) to ideal generowany przez
wielomiany py,...,py € Z[xy,...,x,]. Wielomiany o wspéleznikach calkowitych o zmiennych xq, ..., 2,
to elementy obiektéw postaci Z[x1, . . ., x,]. Natomiast w pierscieniu ilorazowym Z[x1, ..., 2|/ (P1, ..., Dk)
dwa wielomiany f,g € Z[x1,...,x,] sa nazwami tego samego elementu, gdy f — g = a1p1 + ... anpy, dla
pewnych liczb catkowitych ay, ..., Q.

- morfizmy (czyli homomorfizmy pierscieni) z Z[x1, . .. xy] do Z[x1, ..., xz] sa jednoznacznie wyznaczone
przez n- elementowe ciagi wielomianéw (f;(x1,...,x) € Zlxy,...,xx]: i =1,2...n)%

Role zbioru jednoelmentowego pelni teraz pierscien Z[z]: kazdy obiekt fpRing mozna skon-
struowaé biorac za punkt wyjécia ten pierécien i korzystajac ze skonczonych koproduktow i ko-
ekwalizatoréw (np. pierscien Z[z,y| jest koproduktem dwéch kopii Z[z]). Ta kategoria ma wszelkie
skonczone kogranice. Tym samym kategoria dualna fpRing®” ma wszelkie skonczone granice a kaz-
dy funktor F': fpRing® — & zachowujacy granice jest wyznaczony przez E-obiekt F'(Z[z]), ktéry
jest nosnikiem pierscienia w toposie €.

89Drugi warunek wcale nie jest nadmiarowy. Mozna sobie wyobrazié teorie ktérej jedynym aksjomatem jest zdanie
Ve (2 = y).

990 to obiekt poczatkowy

91 ncatlab.org/nlab/show/theory+of+decidablefobjects

92Wielomiany fi(z1,...,zk) to wartodci opisywanego homomorfizmu na zmiennych z1,...,z,. Opis dowolnego
morfizmu w fpRing za pomoca wielomianéw jest troszke bardziej ztozony, ale mozliwy.
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Sprébuje choéby zasugerowad, dlaczego tak jest. W kategorii fpRing® znajdziemy taki diagram:

1 Tty
2  TZp)T T Zxy)
0 zy

Niech F(Z[x]) = R . Wéwczas F(Z[x,y]) = R?, a obraz tego diagramu poprzez F w toposie £
wyglada tak:
F(1) F(z+y)
T p<e— 2
F(Z)y=1_ —~———=RZT ™R
F(0) F(z-y)
To oznacza, ze z obiektem R = F(Z[z]) zwiazane sa operacje i stale wymagane w definicji pierscie-
nia%.
Wykorzystujac ponownie twierdzenie (xx) stwierdzamy, ze:
»istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy pierscieniami przemiennymi z jedynka
w toposie Grothendiecka £ a morfizmami geometrycznymi z € do PSh(fpRing)”.
Topos presnopéw nad kategoria skonczenie generowanych pierscieni jest toposem klasyfikujacym
dla teorii pierscieni (przemiennych z jedynka).

Jaki jest sens zamiany prostego wskazania pierscienia w toposie £ na funktor geometryczny miedzy &
a toposem klasyfikujacym? Pozwalajac sobie na spore uproszczenia odpowiem tak: w otoczeniu obiekt-
pierScieniem R w & mozna wyr6éznié¢ te obiekty i morfizmy, ktére mozna ,nazwaé” (opisa¢) uzywajac
jezyka teorii pierscieni - jezyka wielomianoéw o wspoétczynnikzch calkowtych. Np. morfizm z R? do R
realizujacy ,dodawanie w R’ jest opisany przez wielomian x + y. Moze si¢ zdarzy¢, ze pewien morfizm
ma wiele ,nazw” (opiséw) - zalezy to od struktury toposa &, réwnosci prawdziwych w teorii pierscieni i
wyboru pierécienia R. Np. w skrajnym przypadku, gdy R jest obiektem konicowym, to jedynym morfizmem
opisywalnym jest id :: R — R a jego nazwa - dowolny wielomian. ,,Po stronie syntaktycznej”ye nazwy sa
reprezentowane ,dualnie”, jako morfizmy miedzy skonczenie przedstawialnymi pierdcieniami.

Wszystkie obiekty w toposie PSh(fpRing) sa kogranicami diagraméw w kategorii fpRing. Mozna uznad,
ze opisy tych diagraméw to nazwy obiektéw-kogranic diagraméw. Podobnie mozemy ,nazywaé” morfizmy
w PSh(fpRing). Funktor Fj: PSh(fpRing) — £ przyporzadkowuje takim nazwom ich znaczenia ,w

otoczeniu pierécienia R” w toposie £ 94.

Topos klasyfikujacy dla teorii pierScieni lokalnych.
Teoria pierscieni lokalnych to geometryczna teoria pieécieni z jedynka wzbogacona o aksjomat
Vx(zly(ffy: 1)\/33;(1_55)9: 1) 9

Topos klasyfikujacy dla teorii pierécieni lokalnych NIE JEST toposem presnopéw. To topos snopow
nad pewng kategorig wyposazona w topologie Grothendiecka.

To nowa jakos¢. Wymusza chocby powierzchowne wyjadnienie, czym jest topologia Grothen-
diecka i zwigzany z nia topos snopéw.

O presnopach i snopach jako konstrukcjach zwiazanych z przestrzenia topologiczna (X, 7) juz
co$ wiemy (str.26). Uogélnienia tych pojeé¢ polegaja na zastapieniu algebry Heytinga 7 (ktéra jest
posetem, a wiec moze by¢ postrzegana jako kategoria) przez dowolng matla kategorie C.
Uogblnienie pojecia presnopa juz znamy - presnop to funktor F': CP? — Set%.

930czywiscie trzeba pokazaé, ze te operacje spelniaja réwnosci - aksjomaty pierécieni przemiennych z jedynka.
Ale to do$é rutynowe zadanie gdyz te réwnosci mozna zastapi¢ wymogiem przemniennosci odpowiednich diagramdéw.
Darujmy sobie.

94Ten akapit nie w pelni mnie satysfakcjonuje. Moze sie jeszcze poprawie.

95 Réwnowaznie: pierécien jest lokalny, gdy ma jeden ideal maksymalny.

96Wezesniej opisywatem snopy jako rodziny zbioréw indeksowane zbiorami otwartymi - (F(U): U € T) - wraz z
operacjami ,obcinania” punktéw (str.26). Te strukture mozna opisywaé jako funktor F': 7°7 — Set: obciecie punktu
a € F(U) do podzbioru V C U to punkt F(V C U)(a).
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Uogodlnienie pojecia snopa jest trudniejsze. ,Snop to presnop, w ktorym mozna sklejac¢ zgodne
rodziny punktow”. Chcac zdefiniowaé operacje sklejania punktéw presnopa dziatajacego na kate-
gorii C w sposob uogdlniajacy sytuacje topologiczng, musimy odpowiedzie¢ na dwa pytania:

- jak rozumieé (definiowaé) ,pokrycie obiektu” A € C ?

- jak rozumieé¢ (definiowac) ,zgodna rodzine punktéw” - taka, ktéra mozna ,sklei¢” w jeden
punkt?

Na te pytania w sposob genialny odpowiedzial Grothendieck. ,Genialny” chocby dlatego, ze - troche
wbrew topologicznemu wzorcowi - przyjal zalozenie, ze dla danej kategorii C odpowiedz nie musi
by¢ jednoznaczna.

,A Grothendieck topology on a category C is a collection, for each object A of C, of distingu-
ished sieves on C (...) called covering sieves of A.”

»a collection” a nie ,the collection” moze tak by¢, ze w danej ktegorii C znajdziemy wiele r6znych
,Systeméw pokryé obiektéw” , wiele réznych topologii Grothendiecka.

,Oieve” to ,sito”. Co to jest sito? I skad taka nazwa?

Przyjmijmy (na chwile), ze kazdy C-morfizm postaci f: B — A interpretujemy jako ,droga dostepu z B
do A”. Wéwezas kazda rodzina morfizméw S, ktérych wspdlng kodziedzing jest A, moze by¢ postrzegana
jako ograniczenie mozliwoéci dostepu do A: morfizm-droga f: B — A jest akceptowany przez S gdy
mozna go zapisa¢ w postaci f = ¢ f1, gdzie g € S

F=g-hi:BT 4,254
,Rodzina S jest sitem chroniacym A przez ktoére przeniknaé moga tylko niektére morfizmy o kodziedzinie
A”. Nazwa ,sito” dla rodziny morfizméw o wspélnej kodziedzinie jest, jak sadze, zgodna z intuicja.

Jednak w matematyce toposéw Grothendiecka rodzina S morfizméw o wspélnej kodziedzinie to jedynie
generator sita. Sito (generowane przez S) to rodzina wszystkich morfizméw akceptowalnych S. (To troche
niefortunne, bo po drodze gubi sie gdzie$ intuicja zwiazana z ta nazwa. Trudno).

Tak rozumiane ,sito” moze by¢ opisane na dwa sposoby:

- jako rodzina morfizmow So wspdlnej kodziedzinie i taka, ze wraz z morfizmem f: B — A zawiera kazdy
morfizm od niego ,dluzszy” - morfizm postaci fg: C — B — A,

- jako presnop S: CoP — Set, ktéry jest podfunktorem presnopa reprezentowalnego C( _, A)%7.

»Kolekcja sit pokrywajacych (covering sieves)” tworzacych topologie Grothendiecka musi spel-
nia¢ pewne warunki. Ale ich znajomos¢ nie jest nam w tej chwili potrzebna.
Zdefiniujmy pojecie ,zgodnej rodziny punktowtéw presnopa wzgledem sita”:

zgodna rodzina punktéw presnopa F: CP — Set wzgledem sita S = (f: Ay — A) to rodzina
(ay € F(Af): f € 85) taka, ze F(g)(ay) = asq dla dowolnego morfizmu g: Arys — Ay . Jej sklejenie
(amalgamation) to punkt a € F'(A) taki, ze F(f)(a) = ay dla dowolnego morfizmu f € S.
Mozliwosé sklejania zgodnych rodzin punktéw wyréznia snopy spoéréd presnopéw:

zalézmy, ze J jest topologia Grothendiecka w kategorii C. Presnop F': C°P — Set jest snopem

(dla pary (C,J) ) gdy kazda rodzina elementéw zgodna wzgledem jakiegokolwiek sita S e J jest
sklejalna.

Snopy ,nad (C,J)” tworza topos, ktéry oznaczamy symbolem Sh(C, J).
Topos &€ jest toposem Grothendiecka dokladnie wtedy, gdy jest rownowazny toposowi
snopow dla pewnej pary (C,J).

Jestesmy juz przygotowani, by podja¢ prébe opisu toposa klasyfikujacego dla teorii pieécieni lokal-
nych.

Pomyst jest prosty: chcemy wyposazyé kategorie fpRing® w taka topologie Grothendiecka LR,
ktéra pozwoli ustali¢ wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy pierscieniami lokalnymi w

9To oznacza, ze dla dowolnego obiektu B € Ob(C), S(B) C C(B, A) a rodzina zanurzen (S(B) — C(B,A): B €
Ob(C)) jest transformacja naturalna.
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dowolnym toposie Grothendiecka £ a morfizmami geometrycznymi z £ do Sh(fpRing®, LR).
Kierunek poszukiwan topologii LR wyznacza twierdzenie, ktére znajdziemy w [22] str. 407:

»zalézmy, ze J jest topologia Grothendiecka w kategorii C, w ktorej istnieja wszelkie skonczone
granice. Wowczas, dla dowolnego toposa Grothendiecka £, istnieje wzajemnie jednoznaczna odpo-
wiednios¢ miedzy ciagtymi i zachowujacymi skoriczone granice funktorami z C do £ a morfizmami
geometrycznymi z € do Sh(C,J)”.

Ciaglosé funktora F': C — £ wzgledem topologii J oznacza, ze ,,F sends covering sites to epimor-
phic families” - dla dowolego sita S = (f: Ay — A) € J rodzina E-morfizméw (F(f): F(Af) —
F(A): fe S’) jest epimorficzna: morfizmy g, h: F(A) — B sa réwne dokladnie wtedy, gdy
g-F(f)) =h-F(f) dla wszystkich f € S.

Topologie LR w kategorii fpRing® nalezy zdefiniowaé tak, by funktor Fr: fpRing® — & byl
ciagly doktadnie wtedy, gdy wyznaczajacy go pierscien R jest lokalny.

Latwo powiedzieé... . Zwiazek tak rozumianej cigglosci funktora Fr z lokalnoScig pierScienia R
wymyka sie naszej (mojej) intuicji.
Wszystko sie pigknie wyjasni, gdy przyjrzymy sie fundamentalnemu przyktadowi.
Niech R bedzie dowolnym pierscieniem (przemiennym z jedynka) w Set. Przyjrzymy sie funkcji
hi: Ry = {(a,b) € R*: ab=1} — R?> - R,
(pierwsza funkcja to zanurzenie identycznosciowe, a druga - rzutowanie, Il(x,y) = x.)
Nietrudno sprawdzié¢, ze  h1(R1) = {a € R: Jpcrab = 1}. Inaczej méwiac, zbiér hi(R;) to seman-
tyka formuly 3,(zy = 1) w modelu-pierscieniu R.
W ten sam sposéb pokazemy, ze obraz funkcji
he: {(a,b) € R*: (1 —a)b=1} - R> - R
to semantyka formuty 3,(zy = 1).

Para funkcji (hi, he) jest epimorficzna doktadnie wtedy, gdy suma tych obrazéw jest calym
pierScieniem R. Ale to oznacza, ze w pierScieniu R prawdziwe jest zdanie V(3 (xy = 1) V 3,((1 —
x)y = 1) czyli ... R jest pierscieniem lokalnym.

Zauwazmy, ze hy = Fr(g1), ha = Fr(g2), gdzie:

g1: Zlx,yl/(wy — 1) —— Z[a] x Z[y| = Z[z,y] — Z[x]

g2: 2z, yl /(1 — )y = 1) — Z[z] x Zly] = Z[z,y| — Z[x])
Dlatego dwuelementowe sito (g1, g2) pokrywajace obiekt Z[z] w kategorii fpRing® mozna (nalezy)
wlaczy¢ do poszukiwanej topologii LR.

Zauwazmy jeszcze, ze za konstrukcje sita (g1, g2) ,odpowiedzialne” sa wielomiany xy oraz (1 —
x)y ktérych suma jest 1.

Ta uwaga pozwala zauwazy¢, ze rozwazany przyktad jest ilustracja takiego oto, ogélnego twier-
dzenia ([22] str.447):

,Niech R bedzie pierscieniem w toposie £ a fr: fpRing® — &£ wyznaczonym przez R funkto-
rem zachowujacym granice. PieScien R jest lokalny dokladnie wtedy, gdy dla kazdego skoriczenie
przedstawialnego pierScienia A i elementoéw aq,...,a, € A takich, ze a1 + ...+ a, = 1 funktor Fgr
przeksztalca sito (g;: Aly]/(a;y — 1) — A: i =1,...,n) w rodzing epimorficzna.”

Opisane w tym twierdzeniu skonczone sita pokrywajace skonczenie przedstawialne pierScienie
to poszukiwana topologia LR.

Topos snopéw Sh(fpRing?, LR) to topos Zariskiego (nad Z)%®
Koniec przyktadow. Ale to jeszcze nie koniec... .

Elementy toposa = rézne (zewnetrzne) punkty widzenia?

98Taka nazwa dla toposa klasyfikujacego dla teroii piercieni lokalnych nie jest przypadkowa: topologia Zariskiego
znana jest wszystkim, ktérzy wiedza cokolwiek o geometrii algebraicznej.
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»,Generycznosé modelu generycznego” teorii geometrycznej T oznacza, ze dowolna nieréwnosé geo-
metryczna ¢(Z) F () jest prawdziwa we wszystkich modelach tej teorii doktadnie wtedy, gdy jest
prawdziwa w modelu generycznym.
To oczywista korzy$é poznawcza. Tym bardziej, ze ten wynik mozna jeszcze bardziej ,uprosci¢”,
wskazujac jednoczes$nie na uprzywilejowana (w kontekscie tych rozwazan) role kategorii zbioréw.
Juz wyjasniam. Najprostsza mutacje generuje f-morfizm {1 < T} — H. Ta mutacja to znane
juz nam zanurzenie toposa Set w topos H-obiektéw - A ~~ A(A). Jest to ,,czes¢” jedynego morfizmu
geometrycznego z toposa H-obiektéw do Set co oznacza, ze:

,topos zbioréw jest obiektem koncowym w kategorii toposéw H-obiektow i morfizméw geome-
trycznych”?.

Jedli tak, to morfizmy geometryczne z Set do H - mutacje wyznaczone przez f-morfizmy postaci
m: H — {1 < T} - mozna nazwaé... elementami toposa H-obiektéw.

To nie zabawa w stowa, to ma glebszy sens. Latwo sprawdzi¢, ze dowolny f-morfizm m: H —
{L < T} jest wyznaczony jednoznacznie przez zbiér m~(T) = {p € H : m(p) = T}.
Oczywiscie:

-Tem YT),

-pAgeEmYT) jedli tylko p,qg e m™1(T),

-sup(p; :i € I) € m~Y(T) doktadnie wtedy, gdy p;, € m~(T) dla pewnego ig € I .
Podzbiory algebry H ktére maja te trzy wtasnosci to zupeine filtry pierwsze.

Matematyczne szalehstwo... . Aby zrozumieé, ze w tym szalenstwie jest metoda'®? przyjmijmy

na chwile, ze H to algebra Heytinga zbioréw otwartych pewnej przestrzeni topologicznej (Z,7) -
H =T . Wéwczas otwarte otoczenia dowolnego punktu tej przestrzeni tworzg filtr pierwszy.

»Punkty przestrzeni (Z,7T) wyznaczaja elementy toposa T -obiektow”.

Oznaczmy przez z : T — {1 < T} f-morfizm wyznaczony przez punkt z € Z i sprawdzmy, jak
wyglada wyznaczona przez ten punkt mutacja 7 -obiektu A = (A, =) - zbiér 2*(A).

Elementy tego zbioru sa wyznaczone przez te punkty a € A ktoérych miara istnienia - zbiér
otwarty E(a) € T - jest otoczeniem punktu z. Pozostale punkty zbioru A ,znikaja’. Punkty
a,b € A wyznaczaja ten sam element zbioru 2*(A), gdy dla pewnego otoczenia U punktu z obciecia
ajy 1 by sa rowne.

Jesli A jest nosnikiem modelu M pewnej teorii geometrycznej T' w toposie H-obiektow, to zbior
Z*(A) jest nosnikiem teoriomnogosciowego modelu tej teorii. Nieréwnosé geometryczna ¢(z) = ()
jest prawdziwa w tym teoriomnogosciowym modelu dokladnie wtedy, gdy mozna wskaza¢ otoczenie
U punktu z, takie, ze w modelu M, [¢(Z)] Ay < [¢(Z)].

Logika toposa 7 -obiektéw jest wielowarto$ciowa. Kusi, by uproscié¢ ten $wiat i podzieli¢ wartosci logiczne
- zbiory otwarte - na dwie czesci: te, ktore (z blizej nieokreslonego powodu...) uznajemy za odpowiadajace
prawdzie i pozostale, odpowiadajace falszowi. Takie podzialy wyznaczaja punkty przestrzeni (Z,7)0L.
Kazdy z elementéw toposa 7 -obiektéw mozna rozumieé jako rézne od pozostalych spojrzenie na ten topos
przez teoriomnogosciowe okulary, jego ,dychotomiczng redukcje”. Obserwator stojacy w punkcie z € Z
i ogladajacy model teorii geometrycznej w toposie 7 -obiektow uznaje za ,prawdy geometryczne” to, co
jest prawdziwe w pewnym jego otoczeniu... .

Co istotne (a nawet ciekawe), ,suma pozytywnej geometrycznej wiedzy” wszystkich obserwa-
tor6w rozmieszczonych w punktach przestrzeni (Z,7) jest ,pelnia wiedzy” o prawdziwosci zdan
geometrycznych w modelu w toposie 7-obiektow.

Matematycznie:

99Tak naprawde, to Set jest obiektem koncowym w kategorii wszystkich toposéw Grothendiecka i morfizméw
geometrycznych. Ograniczamy sie do toposéw H-obiektéw (i modeli geometrycznych w takich toposach jedynie ze
wzgledu na wzgledna prostote uzasadnienn pewnych faktéw

100 there’s a method to his madness” , W. Shakespeare, Hamlet.

101 yoche oszukuje: kazdy zupelny filtr pierwszy zbioréw otwartych jest filtrem otoczeni pewnego punktu przestrzeni
wtedy, gdy ta przestrzen jest trzezwa.
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sgeometryczna nieréwnos¢ ¢(x) b ¢ (z) jest prawdziwa w modelu M w toposie T -obiektéw w
dokladnie wtedy, gdy jest prawdziwa we wszystkich teoriomnogosciowych mutacjach 2*(M) wy-
znaczonych przez punkty przestrzeni (Z,7T)”.

(Zarys dowodu: nieréwnosé¢ geometryczna ¢(x) b 1(Z) NIE JEST prawdziwa w modelu M po-
sadowionym na T -obiekcie A jesli dla pewnego punktu a € A™ zbiér otwarty ¢(a) = [¢p(z))](a) nie
jest podzbiorem 1 (a). To oznacza, ze istnieje punkt zg € Z , ktérego otoczeniem jest zbiér ¢(a),
ale nie jest nim zbiér 1(a). Tak wigc w teoriomnogosciowym modelu 2§(m) ...102)

Czy mozna porzucié¢ zalozenie, ze rozwazamy model w toposie 7-obiektéw dla pewnej prze-
strzeni topologicznej (Z,7T) i pokazaé, ze prawdziwo$é nieréwnosci geometrycznej w pojedynczym
modelu w dowolnym toposie (lub: toposie H-obiektéw) jest réwnowazna jej prawdziwosci we wszyst-
kich jego teoriomnogoéciowych mutacjach? Szczerze méwiac - nie wiem'%3. Znam tylko podobne,
ale jednak nieco inne twierdzenie:

snierownosé geometryczna ¢(z) - (&) jest prawdziwa w modelu uniwersalnym teorii T (czyli
w kazdym modelu tej teorii w dowolnym toposie) dokladnie wtedy, gdy jest prawdziwa w kazdym
jej modelu teoriomnogosciowym”104,

Réwnowaznie: dowodem prawdziwosci nieréwnosci geometrycznej ¢(z) b ¢ (x) we wszystkich
modelach rozwazanej teorii geometrycznej jest klasyczny dowéd zdania Vz(¢(Z) — () .

Nie nalezy pochopnie wnioskowaé, ze teoria mnogosci i jej logika jest ,najlepsza z mozliwych” bo pozwa-
la dowodzié¢ geometrycznych prawd uniwersalnych. Jest wrecz odwrotnie: ten wynik pokazuje, ze takie
dowodzenie jest ,najstabsze z mozliwych”.

Poszukiwanie ,uniwersalnych prawd geometrycznych” to tylko wstepny etap, minimum wiedzy o mode-
lach teorii geometrycznej w ustalonym a priori toposie, odmiennym do Set matematycznym uniwersum.
Wilaczenie do rozwazan morfizméw geometrycznych to tylko wzbogacenie ,kategoryjnerj teorii modeli”,
pozwalajace badaé zaleznosci miedzy modelami w réznych toposach.

Co wigcej: badajac modele T w ustalonym a priori toposie H-obiektéw mozemywzbogacié¢ jezyk i teorie T
dodajac do niej zdaniowa teorie geometryczna opisujaca algebre H (str. 56). Dzieki temu w jezyku opisu
teorii pojawiaja si¢ nowe nieréwnosci geometryczne, nieobecne w jezyku opisu uniwersalnych nieréwnoéci

geometrycznych, np. 3z;¢(Z) F v, czy tez v-Iz0(Z) , gdzie p € H.

Klopot z teorig cial

Teoria cial to wzbogacenie teorii pierécieni przemiennych z jedynka o aksjomat ktéry moéwi, ze
Jkazdy element ciala rézny od zera jest odwracalny”. Formalnie ten warunek zapiszemy tak:
Vo((x =0) VIyzy =1) lub tak: z(—~(Fyzy =1) — (. =0).
To, ze te formalne zapisy sa réwnowazne udowodni ok. 43,52% studentéw. Ale tylko dlatego, ze
zyja w $wiecie klasycznej logiki.
Przyjmujac pierwsze sformutowanie tego aksjomatu otrzymamy geometryczng, teorie ciat. Jesli wy-
bierzemy drugie sformutowanie, to juz nie.

Ktoéra z tych dwoch wersji teorii cial jest ,wlasciwa”?
W toposie snopéw nad R dedekindowski obiekt liczb rzeczywistych to snop rzeczywistych funkeji
ciagltych. Oczekujemy - chcielibySmy - ze jest to cialo - model teorii cial w tym toposie (gdzie
dodawanie i mnozenie funkcji definiujemy ,,punktowo”). Ale ta struktura jest modelem niegeome-
trycznej teorii cial a nie jest modelem jej geometrycznej wersji! Pominiemy dowdd, ktéry mozna
znalezé w [22].

Ktéra z dwoch wersji teorii cial jest ,wlasciwa’?
7 jednej strony uznajemy uniwersalny charakter konstrukcji Dedekinda. Z drugiej chcielibySmy by geo-

metrycznosé teorii byla synonimem jej uniwersalnosci.

102D okonicz.
10355dze, ze tak nie jest
1046 twierdzenie (nieco inaczej sformutowane), mozna znalezé w [22] str.569.
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Dodatek: logika toposa presnopéw

Matryca wartosci logicznych w PSh(C) to, jak w kazdym toposie, algebra Heytinga podobiektéw
obiektu koncowego - presnopéw postaci 1x: C? — Set, gdzie:

1. K C Ob(C) to klasa C-obiektow taka, ze jesli A € K f: B— A, to B €K,

2. 1c(A) jest zbiorem jednoelementowym, gdy A € K i jest zbiorem pustym, w przeciwnym
wypadku.
Wydaje sie, ze w kategorii C posiadajacej nieskonczenie wiele obiektéw, klas obiektow spelniaja-
cych warunek 1. jest nieskonczenie wiele. Ale tak byé¢ nie musi:
gdy C = Fin to sa trzy takie klasy: klasa wszystkich zbioréw skonczonych, klasa zbioréw skonczo-
nych niepustych, i klasa pusta. Tym samym algebra wartosci logicznych w PSh(Fin) to tréjele-
mentowy lancuch.
Zanim opiszemy klasyfikator podobiektéw przyjrzyjmy sie przyktadowi, ktory wiele wyjasni.

Presnop F': C? — Set jest podobiektem presnopa G: C? — Set jesli FI(A) C G(A) i dla
kazdego C-obiektu A i F(f)(a) = G(f)(a) dla kazdego morfizmu f: B — Aia € F(A)!%. Na
pytanie: ,czy element a € G(A) nalezy do podzbioru F(A)?” mozna odpowiadaé¢ dychotomicznie:
nalezy lub nie. Ale mozna tez odpowiedzie¢ bardziej subtelnie: ,wprawdzie a ¢ F(A), ale dla
pewnych C-morfizméw f: B — A , G(f)(a) € F(B)”. Jeszcze lepsza, bo bardziej precyzyjna
odpowiedzig jest stwierdzenie, ze C-morfizmy o kodziedzinie A ktére maja te wlasnoéé to... sito dla
obiektu A: Mi(a) ={f € C(B,A): B € ObC,G(f)(a) € F(B)} .
To pomaga zrozumieé opis presnopa-klasyfikatora podobiektéw: to presnop 2: C°P — Set taki, ze
Q(A) to zbiér wszystkich sit dla C-obiektu AV,
Morfizm true: 1 — € wybiera z kazdego ze zbioréw Q(A) ,pelne sita” - presnop reprezentowalny
C(_A).

W naszym przykladzie: rodzina AI' = (\[: A € Ob(C)) jest transformacja naturalna z G do Q.
AT jest podobiektem G reprezentowanym kanonicznie przez F' jesli uda nam sie pokazaé, ze pro-
stokat:

G—2 -0
T Ttrue
F 1

jest pullbackiem. To nietrudne jeéli wiemy, ze granice w toposach presnopoéw konstruujemy ,,punk-
towo” (,,pointwise”)'07
Dziatania w algebrze Heytinga podobiektéw dowolnego presnopa G opiszemy korzystajac z ich
kanonicznej reprezentacji.
Dziatania geometryczne opisujemy ,punktowo”: dla dowolnych podobiektéw F, Fy, Fo C G i
C-obiektu A:
(F1V ) (A) = Fi(A) U Fy(A),  (F1 A F2)(A) = Fi(a) N Fy(A4),

(3F)(4) = {{@} ey

1% Doktadniej: f jest kanoniczna reprezentacja podobiektu bo, jak wiemy, podobiektem G jest morfizm z G do
klasyfikatora podobiektéw €.

1050pis dziatania presnopa € na morfizmach i wykazanie, ze ta definicja jest poprawna to zadanie, ktére wykonuje
sie raz w zyciu. Ja juz to zrobitem... .

107Tyn. rozwazany prostokat (zbudowany z transformacji naturalnych) jest pullbackiem PSh(C) dokladnie wtedy,
gdy pullbackami w Set sa prostokaty

F
>‘A

G(A) — 2~ A)

/F TmeA

F(A) — > 1(A) = {+}

dla kazdego C-obiektu A.
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Operacje niegeometryczne - implikacje i kwantyfikator uniwersalny - definiujemy tak:
(F1 = F2)(A) ={a € G(A): V. p—a : (G(f)(a) € F1(A) — G(f)(a) € Fa(A)}

(VF)(A) = {{*} F(B) = G(B) dla kazdegof: B — A

0 w przeciwnym przypadku'®®

Ostatni przyklad: teoria liczby rzeczywistej

Teoria liczby rzeczywistej to zdaniowa teoria geometryczna Th(R) definiowana tak:%?

- zmienne zdaniowe teorii Th(R) odpowiadaja parom liczb wymiernych - ¥o = {ps,: s, € Q},
- zbiér aksjomatéw tej teorii jest nieskonczony:
dla kazdej czwérki liczb wymiernych s, r, s1,71 mamy dwa aksjomaty - nierownosci geometryczne:

Dsr A Dsyry B NV {Pmn : max(s,s1) <m <n <min(r,m)},
oraz
VA{Pmn : max(s,s1) <m <n <min(r,r1)} F psr A Psyry

ponadto dla kazdej pary liczb wymiernych (s,e) gdzie e > 0, aksjomatem jest nieréwnos¢ geome-
tryczna:

TF \/{ps—e,s+63 s € Q}

Mozna dowiesé, ze zwiazana z ta teoria algebra Heytinga (locale) H(Th(R)) jest ,taka sama”
(izomorficzna) jak zupelna algebra Heytinga otwartych podzbioréw prostej rzeczywistej 7r. Stad:

topos Tr-obiektow to topos klasyfikujacy dla teorii liczby rzeczywistej.

Uniknijmy nieporozumien: to, ze topos klasyfikujacy dla teorii Th(R) jest wyznaczony przez algebre Tr
nie wspiera tezy, ze prosta rzeczywista to (transcedentny) obiekt pierwotny, a cala reszta to tylko opowie$é
o tym obiekcie w innym jezyku.

To nie tak: pierwotne jest ,dzielo czlowieka” - teoria Th(R) . Zwiazana z nia zupelna algebre Heytinga
mozna skonstruowaé¢ bez odwotan do topologii prostej rzeczywistej. Uzycie algebry 7z do opisu toposa

klasyfikujacego te teorie wynika wytacznie z checi ulatwienia zycia wyznawcom teorii mnogosci.

Topos H(Th(R))-obiektéw to bezpunktowe kontinuum opisane w jezyku zdaniowej logiki geome-
trycznej i teorii kategorii. Modelem generycznym tej teorii jest algebra Heytinga wartosci logicznych
tego toposa.

Uwzgledniajac izomorfizm H(Th(R) = Tr mozemy utozsamié¢, modele teroii Th(R) w toposach
H-obiektéw z f-morfizmami, ktorych dziedzing jest algebra 7r. W szczegdlnosci, modele teoriom-
nogosciowe tej teorii sa wyznaczone przez f-morfizmy postaci f: Tr — {L < T}, ktére, jak wiemy,
odpowiadajg zupelnym filtrom pierwszym w 7. A te filtry sa wyznaczone przez dedekindowskie
liczby rzeczywiste.

Teoriomnogosciowe modele Th(R), ,morfizmy geometryczne, f-morfizmy, zupelne filtry pierwsze, wreszcie
dedekindowskie liczby rzeczywiste... . Wielo$¢ opiséw nie jest wada, ale zaleta. Uznanie jednego z nich
za ,wlasciwy”, za opis definiujacy obiekt, jest kwestia pozamatematyczna.Teoriomnogosciowiec uznajacy
prymat ZFC i transcedentny rodowdd dedekindowskiej definicji powie zapewne z satysfakcja, ze:
Teoriomnogosciowym modelem Th(R) jest pojedyncza ,dedekindowska” liczba rzeczywista.

Nie trzeba si¢ tym zgadzac.

Liczba rzeczywista jest obiektem matematycznym opisanym przez jej relacje ze zbiorem (obiektem) liczb
wymiernych. Tym opisem jest teoria geometryczna Th(R) Liczby rzeczywiste istnieja nie tylko w Set ale

i w innych matematycznych uniwersach.

108 Opisujemy tu tylko najprostsza kwantyfikacje - jako operatory przyporzadkowujace podobiektom wartosci logicz-
ne.

109Te definicje znajdziemy w [48]. Podkreélmy: to ,theory of a real number” a nie ,theory of real numbers”!. Skad
taka nazwa stanie sie jasne juz za chwile.
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Powszechnie akceptowana metafora geometryczna - liczby rzeczywiste to punkty prostej” oznacza tylko
tyle, ze w ramach ZFC mozna w zbiorze teoriomnogosciowych modeli Th(R) zdefiniowaé dobry porzadek.
Marzac o powtérzeniu tego wyniku w innym toposie nalezy najpierw zdefiniowa¢ w nim pojecie dobrego

porzadku®tC,

Zauwazmy tez, ze modele Th(R) w toposie snopéw nad przestrzenia topologiczna (Y, 7) odpo-
wiadaja jednoznacznie ... rzeczywistym funkcjom cigglym dzialajacym na przestrzeni (Y, 7).
Czy liczby rzeczywiste - modele teorii Th(R) w toposach H-obiektéw to elementy obiektéw liczb
rzeczywistych w tych toposach?

I tak i nie. Tlych liczb jest troche za mato. To tylko elementy globalne obiektu liczb rzeczywistych.
Musimy jeszcze dotaczyé¢ lokalne liczby rzeczywiste:

lokalna liczba rzeczywista w toposie H-obiektéw, dla ktorej miara istnienia jest wartosé logiczna
q € H to f-morfizm postaci m: H(Th(R)) — q, ={p € H: p < q} (str.51).

Zbiér wszystkich lokalnych liczb rzeczywistych staje sie H-obiektem, jesli miare rownosci w tym
zbiorze zdefiniujemy tak: dla dowolnej pary lokalnych liczb rzeczywistych - f~-morfizmow
(m;: H(Th(R)) — qi: g €Hi=12):

my ~ my to najwigksza wartosé r € H, r < q' A ¢® taka, ze my(a) Ar = ma(a) A7 dla

dowolnego a € H(Th(R))

Lokalne liczby rzeczywiste z tak zdefiniowana miara réwnosci to obiekt liczb rzeczywistych w
toposie H-obiektéw! .

Préba podsumowania

Teoria toposéw to sloni” - P. Johnstone (str. 3). Grothendieckowi ten ston przypomina przestrzen
topologiczna;:

»,a topos is a generalized space”.
Opisujac toposy H-obiektow nie porzucamy wizji Grothendiecka, ale jestesmy blizej takiego stonia,
jakim go widzi Lawvere. Jego punkt widzenia trafnie opisuje przywotane juz wczesniej stwierdzenie
Goldblatta:

»a topos is a category that looks and behaves like Set”.

,Grothendieck sheaf toposes is the notion relevant for applications in geometry and geometric logic,
112

whereas the notion of elementary toposes is relevant for more general applications in logic

A teorie geometryczne to dobre ,,spoiwo” obu tych wizji:

»a topos is (the extensional essence of) a first-order (infinitary) geometric theory”.
Jesli te trzy zdania sa choéby w czesci zrozumiale, to bardzo dobrze... . Jednak musze ostrzec:
teoria toposow H-obiektow - ,theory of localic toposes” - to najlatwiejsza cze$¢ teorii toposéw
(na dodatek przedstawiona tu w spos6b uproszczony i powierzchowny). Z toposem spoza tej klasy
spotkamy sie w nastepnym, ostatnim rozdziale.

»,Koniec i bomba, a kto czytal ten (wie, co to slonia) traba”
- W.Gombrowicz, Ferdydurke (z moim wtretem)

10Ty jednak ryzykowne jegli pamietamy, jak blisko od ,dobrego porzadku” do pewnika wyboru.

111Wydaje sie, ze w ten sam spos6b mozna zbudowaé obiekt liczb rzeczywistych w dowolnym toposie Grothendiecka
(a nie tylko w toposach H-obiektéw). Ale tego nie sprawdzitem.

12 (https://ncatlab.org/nlab/show /topos).



Rozdziat 4

Topos Hylanda i realizowalnosé
Kleene’ego

The pleasing feature of the effective topos is that in it, ideas about
effectivity in mathematics seem to have their natural home.
J.M.E.Hyland [17]

Topos Hylanda! to rozwiniecie idei realizowalnosci Kleene’ego. Tak zazwyczaj sie pisze nie
ttumaczac, ,,co autor miat na mysli”. Sprébujemy to wyjasni¢, wykraczajac poza prosta prezentacje
definicji (czyli przepisanie ich z oryginalnych prac).

Nasza opowiesé¢ rozpoczniemy tak:

»Rzeczy” (wielkosci, fakty, jednosci) to obiekty uniwersum. Staja si¢ dostepne, gdy sa opisane, nazwane,

czyli ,zakodowane jako stowo”. Te opisy to realizacje rzeczy?.

Nie trzeba jednak zakladaé, ze pojedynczy opis rzeczy jednoznacznie ja identyfikuje - rzecz
moze by¢ opisana, zrealizowana na wiele sposobdow.

Rzeczy grupujemy - arbitralnie(?) - w kolekcje - typy. Wyr6znikiem (spoiwem) typu jest funkcja,
ktéra kazdej rzeczy z rozwazanej kolekcji przypisuje jej opisy.®. Opisy to stowa (teksty).

O uniwersum rzeczy mys$limy nie jako o pewnym zbiorowisku tak opisanych typéw ale jako
o kategorii: interesuja nas nie tylko typy, ale i zwigzki miedzy nimi - morfizmy. Te morfizmy to
funkcje przyporzadkowujace rzeczom (pewnego typu) rzeczy (innego typu), ale tylko te, ktére mozna
realizowaé wykorzystujac opisy rzeczy: morfizm ma by¢ realizowany jako przeksztalcenie opiséw
jednej rzeczy w opisy drugie;j.

Jesli dodatkowo zazadamy, by nasz model byl konstruktywny, to przeksztatcanie opiséw powierzymy
maszynom Turinga.

Mozemy p6js¢ krok dalej i zaproponowaé¢ ockhamowska wersje tej kategorii: stowa-opisy zastapié
liczbam naturanymi a maszyny Turinga realizujace morfizmy - funkcjami obliczalnymi - ,Kleene
zastepuje Turinga”. Poniewaz funkcje obliczalne umiemy ponumerowaé to - upraszczajac nasz opis
do granic mozliwoéci - mozna uznaé, ze morfizmy sg tez realizowane przez liczby naturalne.

1J. Hyland, angielski matematyk, zdefiniowat ten topos w 1982 roku. Oczywiscie nie nazywat go ,toposem Hy-
landa”. Uzywal nazwy ,effective topos”. Stowo effective” mozna ttumaczyé badz jako efektywny” | rzeczywisty”
lub ,skuteczny”. Na stronie Dictionary.com znajdujemy takie objasnienie znaczenia tego przymiotnika: adequate to
accomplish a purpose; producing the intended or expected result lub actually in operation or in force. Przyznam, ze
nie znam powszechnie akceptowanego polskiego odpowiednika tej nazwy. Dlatego pozwolitem sobie na unik i uzycie
okreslenia topos Hylanda. Nasz opis tego toposu opiera si¢ gtéwnie na [17], [28] i [46].

27 ta idea zetkneliSmy sie juz méwiac o A-rachunku. Pokazaliémy, jak korzystajac z A-terméw opisaé (kodowad)
yp boolowski” - czyli wielkoéci boolowskie true, false wraz z operacjami logicznymi. PokazaliSmy jak kodowaé
liczby naturalne i funkcje obliczalne.

3Unikam terminu ,zbiér” by nie wpaéé w pulapke ,myslenia teoriomnogosciowego”. Jesli kogoé - znawce teorii
typow - razi uzycie w tym kontekscie terminu ,;typ”, to przepraszam. W literaturze mozna tez spotkaé termin assembly

73
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4.1 Kategoria zbiorow efektywnych

Powiedzmy to samo uzywajac jezyka teorii kategorii. Ustalmy, ze symbolem P(N) oznaczamy
zbior wszystkich podzbioréw liczb naturalnych. Zdefiniujemy kategorie efektywnie reprezentowa-
nych zbioréw - ESet.

Obiekty kategorii ESet (,typy”) to pary (A,E: A — P(N)) taka, ze E(a) # () dla kazdego a € A.

Morfizm z (A, E4) do (B, E®) to funkcja f: A — B dla ktérej mozna wskaza¢ funkcje obliczalng
¢: N — N taka, ze ¢(E*(a)) C EB(f(a)) dla dowolnego a € A*.

Méwimy wtedy, ze morfizm f jest instancja ¢ i ze ¢ realizuje f.
Jesli mamy ustalona numeracje funkcji obliczalnych n ~» ¢, to méwimy, ze ,n realizuje morfizm
f: (A, E4) — (B, EB)” jezeli n-ta funkcja obliczalna ¢,, realizuje f°.

Zainteresowanych analiza struktury tej kategorii odsylam do [28].
Dodatek (krok w bok): polimorfizmy

Sprobujmy wyjasnié¢, dlaczego kategoria ESet jest warta naszej uwagi.

Morfizm f: (A, E4) — (B, EP) w ESet moze byé realizowany przez wiele funkeji obliczalnych.
To jasne®. Ale jest tez odwrotnie: wprawdzie funkcja obliczalna ¢ moze realizowaé co najwyzej
jeden morfizm miedzy USTALONA para obiektow, ale moze realizowaé wiele morfizméw dziataja-
cych miedzy ROZNYMI parami obiektéw - moze mieé wiele instancji. Np. funkcja identycznosciowa
id: N — N realizuje wszystkie morfizmy identycznosciowe. Dlatego méwimy, ze:

skazda (czesciowa) funkcja obliczalna ¢ : N — N jest POLIMORFIZMEM w kategorii ESet”.

Polimorfizmy pojawily sie w informatyce teoretycznej pod koniec lat sze$édziesiatych XX w. za sprawa
Ch. Strachey’a w odpowiedzi na to, co bylo obecne w praktyce programistyczne;j”.

W czym rzecz? ,Wstawienia elementu a na poczatek listy [a1,. .., a,] - (a,[a1,...,a,]) ~ [a,a1,...,a4] -
mozna opisaé tak: ,napisz znak ,[”, potem przepisz ,a” a nastepnie przepisz liste [a1, . .., ay] zastepujac
nawias otwierajacy ,|” przecinkiem”.

Tak opisana procedura jest zrozumiala bez wzgledu na to, czy méwimy o listach liczb, stéw, listach
list” czy listach dowolnych innych obiektéw. Skoro tak, to chcialoby sie dysponowaé jezykiem progra-
mowania w ktérym mozna napisaé¢ pojedynczy program ,wstawiania elementu na poczatek listy”i ktéry
mozna aplikowaé (zastosowaé) do wszelkich list - niezaleznie od tego, czy elementami takiej listy s liczby

(catkowite, rzeczywiste) , litery, stowa, funkcje itp. itd.

Systemem formalnym opisujacym obliczenia z uzyciem polimorfizméw (w stylu Curry’ego, czyli
utozsamiajac proces obliczenia z redukcja wyrazen) jest np. System F' - rozszerzenie A-rachunku z
typami (str. 8). w ktérym dodatkowo pojawia sie konstruktor ,typéw polimorficznych” i zwiazane
z nim reguly budowy ,polimorficznych A-terméw” [1].

O ile jednak A-rachunek z typami mozna interpretowaé¢ w Set (i w kazdej kategorii kartezjansko-
domknigtej) to wskazanie takiej kategoryjnej interpretacji dla Systemu F' nie jest proste. Sprobujmy
wyjaénié dlaczego®. Relacja miedzy polimorfizmem a jego aplikacjami - np. relacja miedzy proce-

1A to zbiér ,rzeczy” a E(a) to zbibr opiséw rzeczy a. Méwiac ,funkcja obliczalna” mamy na uwadze wszelkie (nie
tylko totalne) funkcje obliczalne. Zawieranie ¢(E*(a)) C EZ(f(a)) oznacza, ze dla dowolnego m € E“(a) , $(m) jest
okreglone i ¢p(m) € EB(f(a)).

"W [28] te kategorie nazywa si¢ kategoria w-zbioréw a w [?] - category of assemblies”.

SNieformalnie: morfizm f to ,zadanie programistyczne” a funkcja obliczalna ¢ ktéra ja realizuje to ,program”.
To samo zadanie mozna rozwiazaé na wiele sposobéw... .

"Christofer Strachey (1916-1975, brytyjski teoretyk informatyki) wyréznit dwie klasy polimorfizméw: polimorfizmy
parametryczne i ,polimorfizmy ad hoc. Teraz interesuja nas te pierwsze. Polimmorfizmy ad hoc tez sg ciekawe, ale
to raczej element pragmatyki jezyka a nie jego struktury.

"Wspélczesne jezyki programowania - np. Haskell - daja taka mozliwosé. Mozemy w nich tworzyé programy
polimorficzne ktére mozna wykorzystywaé w sposéb zgodny z opisanymi tu oczekiwaniami.

8Oczywiscie dopuszczam sie tu daleko idacych uproszczen.
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dura ,wstawiania elementu na poczatek listy” a ,wstawianiem liczby na poczatek listy liczb”,
,2wstawianiem stowa na poczatek listy stéw” itd. - jest relacja ,,jeden do wielu”. Interpretujac Sys-
tem F w kategorii zbioréw (czy tez w jakiejkolwiek innej kategorii kartezjansko domknietej) mozna
mie¢ nadzieje, ze te szczegdlng relacje mozna modelowaé¢ za pomoca produktow: wszak element
produktu - morfizm e: 1 — II(A;: ¢ € I) wyznacza rodzing elementow e;: 1 — II(A;: i € I) — A;
9. Ale to nie jest dobry pomyst bo to oznacza, ze kazdy zbiér elementéw réznych typéw wyznacza
polimorfizm - element produktu tych typéw. To gubi istote problemu gdyz redukuje relacje mie-
dzy polimorfizmem i jego aplikacjami do relacji miedzy zbiorem elementéw i jego elementami. A
przeciez polimorfizm to nie dowolna rodzina morfizméw lecz taka, ktéra ma ,,wspélny rdzen”. Np.
rodzina wszystkich morfizméw identycznosciowych w kategorii ESet ma ,wspdlny rdzen” - funkcje
identycznosciowa id: N — N ktora realizuje te wszystkie morfizmy.

Kategoria ESet jest wazna wtasnie dlatego, ze pozwala rozwiazaé ten problem - dostarcza se-

mantyki denotacyjnej dla Systemu F w ktérym relacja miedzy polimorfizmem i jego aplikacjami
jest modelowana zgodnie z oczekiwaniami.
Pokazemy, dla przyktadu, jak w ESet zbudowaé obiekt reprezentujacy klase ,,polimorfizméw endo-
morficznych” - funkeji rekurencyjnych, ktére dla dowolnie wybranego obiektu A € ESet realizuja
pewien morfizm z A do A. Jest to mozliwe, bo kategoria ESet ma szczegdlna wlasnosé: mozna
w niej wyrézni¢ pelna podkategorie PER ktoérej obiekty tworza zbiér wraz z zdefiniowaé funktor
F: ESet — PER taki, ze dowolny morfizm f: A — A jest realizowany przez te sama funkcje
rekurencyjna co F(f).

To oznacza, ze wystarczy rozwiazaé nasz problem w PER - skonstruowaé¢ w tej matej podkate-
gorii obiekt reprezentujacy polimorfizmy endomorficzne w PER.

PER to skrét od Partial Equivalence Relation: kazdy obiekt tej podkategorii jest wyznaczony
przez pewng relacje rownowaznosci na pewnym podzbiorze zbioru liczb naturalnych. Dlatego obiek-
ty PER tworza zbior a nie klase. Obiekt reprezentujacy polimorfizmy endomorficzne w PER jest
wyznaczony przez pare (R C N,7 C R?) gdzie R C N to zbiér numeréw funkcji rekurencyjnych
opisujacych polimorfizmy endomorficzne w PER a 7 to relacja réwnowaznoécil! Podkredlmy: ta
definicja jest mozliwa i poprawna tylko dlatego, ze w PER obiekty i morfizmy tworza zbiory (a nie
klasy)

Tyle o polimorfizmach. Na koniec istotna uwaga: niech nam sie nie zdaje, ze wiazac funkcje z
obliczalnymi realizacjami zmniejszyliémy teoriomnogosciowe uniwersum. Przeciwnie: tatwo zauwa-
zy¢, ze kategorie Set mozna zanurzy¢ w kategorie ESet przyporzadkowujac kazdemu zbiorowi A

obiekt V(A) = (A4,~4), taki, ze:
N a=b
[a 4 b] = {

0 a#b

. Wéwczas dowolna funkcja f : A — B jest morfizmem z V(A) do V(B) (realizowanym przez kazda
wszedzie okreslona funkcje rekurencyjna np. przez funkcje identycznosciowa).

W V(Set) kazda funkcja rekurencyjna realizuje kazdy morfizm co oznacza, ze ... ,realizacja”’ nie daje

zadnych informacji o tym morfizmie. Ot, subtelnosci jezyka matematyki... .

Kategoria ESet ma wiele cech oczekiwanych przez teoretykéw informatyki. Jest tez niebanal-
na z matematycznego punktu widzenia: jest kartezjansko domkniecta - ma skonczone produkty i
obiekty funkcyjne. Jednak dla tych, ktérzy chca budowaé matematyke konstruktywna oparta na

obliczalnosci ,,od podstaw”, kategoria ESet ma zasadnicza wade - nie jest toposem!'?.

9Wéwezas ,typy polimorficzne” bylyby reprezentowane jako produkty zbioréw reprezentujacych ,zwykte” typy.

10Naukowo: podkategoria PER jest mala refleksywna podkategoria ESet [28].

"y € R gdy dla dowolnego obiektu C w PER istnieje morfizm f: C — C realizowany przez funkcje ¢,. n7m gdy
funkcje ¢n i ¢ realizuja ten sam endomorfizm dla kazdego obiektu C € PER. Zainteresowanych szczegétami odsy-
tam do [28]. Rozwazana tu tu klasa wszystkich polimorfizméw epimorficznychnie ma wigkszego (zadnego) znaczenia
praktycznego, ale nie o to tu przeciez chodzi.

12W toposie kazdy morfizm, ktéry jest jednoczesnie mono- i epimorfizmem musi byé izomorfizmem. Tymczasem w
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Ale mozna jg poszerzyé - ,zanurzyé” w topos Hylanda - topos Eff.
4.2 Topos Hylanda

»V(Set) should be regarded as the world of classical mathematics within Eff.” [17] . Eff zawiera w
sobie kategorie¢ ESet (i tym samym kategorie zbioréw). W ten sposéb Set stal sie fragmentem nowego

wiekszego matematycznego uniwersum, fragmentem, w ktérym ,zapomniano” o obliczalnosci.

Zanim przedstawimy definicje tego toposa, ustalmy pewna, dowolnie wybrana, numeracje funkcji
obliczalnych n ~ ¢,, i pewne ,kodowanie par liczb” - bijekcje < _,_ >: N x N — N 13,

Szczesliwie, formalna definicja toposu Hylanda przypomina znang nam definicje toposa H-
obiektow. Na przykiad obiekty tego toposa definiujemy tak:

Obiekty to pary (A,~4: A x A — P(N)) takie, ze dla dowolnych a,b,c € A:
(a~b) =4 (b~ a)
(amb)A(bre) < (amc)

Moéwimy, ze liczba n realizuje (opisuje, uzasadnia) ,réwnosé” a ~ b gdy n € a ~ b. Piszemy
E(a) zamiast (a =~ a).
Podobienstwo do definicji H-obiektu jest widoczne. Ale aby wtasciwie interpretowaé ten zapis
musimy pozna¢ znaczenie symboli < i A.

1. <4 to binarna relacja na zbiorze P(N)? - zbiorze wszystkich funkcji dziatajacych ze zbioru
A do P(N) zdefiniowana tak: dla dowolnych funkcji f,g: A — P(N)

[ =24 g gdy istnieje funkcja obliczalna i taka, ze dla kazdego a € A , (f(a)) C g(a) 14

f =24 g gdy istnieje WSPOLNA dla wszystkich punktéw a € A procedura translacyjna liczb ze zbioréw
f(a) na liczby ze zbioréw g(a). Istote zadania, by ta procedura byla wspélna, pokazuje taki przyklad:
zdefiniujmy funkcje f,g:{0,1} — P(N) tak:

fO)=N\C, f1)=C,

9(0) = {0}, g(1) = {1},
gdzie C C N to dowolnie ustalony niepusty zbior. Latwo wskazac pare funkcji obliczalnych ¢g, ¢ takich,
ze ¢o(f(0)) C g(0), d1(f(1)) C g(1). A wskazanie pojedynczej funkcji obliczalnej i takiej, ze ¥(f(0)) C
9(0), ¥(f(1)) C g(1) jest mozliwe tylko wtedy, gdy C' jest zbiorem rozstrzygalnym!

2. dla dowolnych f,g € P(N)A.

(fAg)a) ={<n,m>:ne fla),megla)}
Warunki definiujace obiekty odczytamy teraz tak:
- pierwszy warunek jest spelniony, gdy istnieje funkcja obliczalna, ktora - dla dowolnych a,b € A
- przeksztalca dowolna realizacje a =~ b w realizacj¢ b =~ a.
- drugi warunek jest spelniony, gdy istnieje funkcja obliczalna ¢ ktoéra - dla dowolnych a,b € A-
przeksztalca kazda pare realizacji a =~ b i b =~ ¢ w realizacje a =~ c.

Punkty zbioru A nalezy traktowaé jako wyrazenia oznaczajace elementy jakiegos ,rzeczywistego” zbioru.
Zbior a =4 b jest zbiorem kodoéw dowodéw na to, ze element oznaczony przez a jest rowny elemento-
wi oznaczonemu przez b”. - E.Robinson,G.Rossolini, Colimit completions and the effective topos, J.of
Symb.Log. vol.55, 1990.)

Nie trzeba sie z tym zgadzaé - to tylko jedna z moziwych interpretacji.

ESet tak nie jest [28].

"*Mozna np. przyja¢ numeracje Cantora: < n,m >= 1(m +n)(m+n—1)+n.
To ustalenie obowigzuje odtad w calym rozdziale.

10 ile to nie spowoduje nieporozumien, bede pisa¢ f(a) =< g(a) zamiast f <a g. Pozwoli to uprosci¢ formalne
zapisy 1 ulatwic¢ ich odczytywanie.
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Definicje morfizméw w toposie Hylanda poprzedzimy definicja r-morfizméw - funkcji reprezen-
tujacych morfizmy:

r-morfizmy z (A,~4) do (B,~p) to funkcje f: A x B — P(N) takie, ze:
(f(a,0) A ([ama ar) A(brp b)) 2 flar,br),
F(a,b) < (E(a) A E(b),
f(aab) A f(a’bl) = (b ~B bl)a
E(a) 2 Upep (E() A f(a,b)).

Z drugiego warunku wynika, ze E(a) A f(a,b) <4 E(b). Odwotlujac si¢ do ustalonej interpretacji
symboli ,=” oraz ,A” wnioskujemy, ze:

sliczbe n € f(a,b) mozna interpretowac jako kod procedury, ktéra - wykorzystana przez funkcje
obliczalna realizujaca relacje ,=<” - pozwala kazdej realizacji a - liczbie n € E(a) przyporzadkowad
pewna realizacje b - m € E(b)” - liczba n € f(a,b) realizuje lokalnie r-morfizm f”.

Zlozenie r-morfizméw (f: AxB — H): (A,~4) — (B,~p)i(g9: BxC — H): (C,~¢) — (B,~p)
to funkcja h: A x C' — H taka, ze:

h(a,c) =U(f(a,b) NE(b) A g(b,c) : b e B).
»n realizuje ztozenie h w punktach a, c jeslin =< nq, ,k,no > Iistnieje b € B takie, ze ny realizuje...”
dokoncz, to proste.

Podobienstwo tych definicji do definicji morfizméw w toposie H-obiektéw jest widoczne. Jednak
tak zdefiniowane obiekty i r-morfizmy NIE tworza kategorii! Dlaczego? Podobnie jak w toposach H-
obiektéw cheemy, by funkcja ~4: A x A — P(N) byla morfizmem identyczno$ciowym na obiekcie
(A,~4). Ale gdy zaczniemy liczy¢ zlozenie dowolnego morfizmu f: (4,~4) — (B, ~pg) z morfizmem
identyczno$ciowym ~4: (A,~4) — (A,~4) to pokazemy jedynie, ze

frmaxf oraz f < f-=y
A powinny by¢ réwnosci... .Podobne wyniki otrzymamy gdy obliczymy ztozenie ~p -f i gdy ze-

chcemy sprawdzié tacznoéé tak zdefiniowanego sktadania r-morfizméw!®.

Remedium na te przypadtosc jest ,proste”:

Topos Hylanda to kategoria, ktérej obiektami sa opisane powyzej obiekty, a morfizmy z (A,~4) i (B,~p)
sa REPREZENTOWANE przez r-morfizmy miedzy tymi obiektami (a nie SA r-morfizmami).

Dwa r-morfizmy f,g : A x B — P(N) reprezentuja ten sam morfizm gdy sa réwnowazne tzn. f < G i
g=f.

Remedium jest proste ale ... znaczaco utrudnia zrozumienie, czym w istocie jest topos Hylanda.
Nawet sprawdzenie, czy tak zdefiniowane obiekty i morfizmy rzeczywiscie tworza topos wymaga
naprawde sporej bieglosci. I benedyktynskiej cierpliwoscil” .

Upraszaczajac: trzeba postugiwaé si¢ r-morfizmami pokornie godzac si¢ z tym, ze ,prawdziwe”
morfizmy to ,co§” malo uchwytnego, co jest nam dostepne tylko poprzez taka reprezentacje'®.
Przyklad. Produkt (A,~4) x (B,~p) w toposie H-obiektéw to obiekt (A x B,~), gdzie (a,b) =~
(a1,b1) = a =4 a1 ANb =p by a morfizm-rzutowanie I14: (A X B,~) — (A,~4) to funkcjaI14: (A X
B) x A — A taka, ze l14((a,b),a1) = E(b) Aa =, a;.

Produkt (A, ~ ) x (B,~p) i rzutowanie I1 4 w toposie Hylanda opiszemy ,tak samo” pamietajac
jednak o odmiennej interpretacji symbolu ,A” i o tym, ze tak opisana funkcja Il, to jedynie r-
morfizm reprezentujacy rzutowanie w toposie Hylanda. Sa tez inne r-morfizmy reprezentujace to
rzutowanie, ale po co nam one?

15Bardziej naukowo: opisana struktura bH nie jest kategorig lecz bikategoria (réwnowaznie: jest to weak 2-category
(mam nadzieje, ze sie nie myle). Ale nie zaprzatajmy sobie glowy nowymi definicjami.

6Mozemy wiec powiedziec, ze liczba n € f (a, b) realizuje lokalnie nie tylko r-morfizm f ale i reprezentowany przez
f morfizm. Warunki definiujace r-morfizm gwarantuja (rozumiang bardzo subtelnie!) ,zgodno$é¢” tych lokalnych
realizacji.

1"Zainteresowanych odsytam np. do [46]. A w [28] napisano, ze ten dowéd jest ,pretty hard”... .

18Tak jest przynajmniej w moim przypadku.
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Zbiory efektywne i obiekt liczb naturalnych

Brak prostych intuicji, czym sa morfizmy w toposie Hylanda nie jest wielkim zmartwieniem®®.

Ten topos stworzono gléwnie po to, by zbudowaé¢ matematyczne uniwersum zawierajace kategorie
zbioréw efektywnych. To sie udato: kazdy zbiér efektywne sa obiektami a morfizmy w ESet sg
morfizmami w toposie Hylanda?’. Co wiecej, miedzy zbiorami efektywnymi w toposie Hylanda nie
ma innych morfizméw niz te, ktére sa w kategorii ESet [28].

Jednym z efektywnych zbioréw jest obiekt N'= (N, Ey) , gdzie E(n) = {n} . To jest obiekt liczb
naturalnych w toposie Hylanda.

Obiekt liczb naturalnych N jest istotnie rézny od V(N) - teoriomnogosciowego zbioru liczb naturalnych
»przeniesionego” do toposa Hylanda. Np. endomorfizmy N to wylacznie (totalne) funkcje obliczalne a
endomorfizmy V(N) to wszelkie teoriomnogosciowe funkcje z N do N.

To jeszcze jeden wazny przyczynek do dyskusji, czym wlasciwie sg liczby naturalne... .

Podkategoria ESet to centrum toposa Hylanda. Jego jadrem jest obiekt liczb naturalnych,
gdyz kazdy obiekt w tym toposie mozna z niego zbudowaé korzystajac z prostych konstrukeji
kategoryjnych: ,every effective object is a quotient by a closed equivalence relation of a closed
subobject of NNO” [28]

4.2.1 Logika toposa Hylanda

Ta logika jest ... intrygujaca.

Zaczniemy od opisu matrycy wartosci logicznych. Wiemy, ze ta matryca jest tozsama ze struktura
podobiektéw obiektu konicowego ktérym w toposie Hylanda jest jednopunktowy obiekt 1 = ({*}, N)
Kazdy podzbiér D C N wyznacza jednoelementowy obiekt 1, = ({x}, D). Ale jedli tylko D # () to
obiekt 1p jest izomorficzny z obiektem koncowym.

H Logika toposa Hylanda jest dwuwartoéciowa. Ale to nie oznacza, ze topos Hylanda jest boolowski!?!

Klasyfikator podobiektéw 24 to obiekt posadowiony na zbiorze P(N). Do zdefiniowania operacji
réwnoéci w klasyfikatorze - funkcji ~g : P(IN)? — P(N) - uzyjemy opisanej wezeéniej operacji ,A”
i operacji ,,—” takiej, ze:

C — D= {n: ¢,(C) C D}
Definiujemy

Cxy D=(C—-D)ND—C)={<nm>: ¢,(C) C D,¢n(D) C C}
. Latwo sprawdzié, ze klasyfikator podobiektéw ma tylko dwa punkty globalne: () i N.

Podobiekty dowolnego obiektu A = (A, ~) sa - podobnie jak w toposie H - wyznaczone przez

funkcje charakterystyczne - funkcje g : A — P(N) spelniajace dwa warunki [46]:

- g(a) X E(a) ,

- g(a) A (a=b) 2 g(b)
Bede pisal g: A — P(N) gdy g: A — P(N) spelnia te dwa warunki (czyli jest funkcjg charaktery-
styczna podobiektu A).
Kanoniczng reprezentacja tak opisanego podobiektu jest obiekt (A,=,) , gdzie a ~; b = a =~
bAg(a)®.

19Byé¢ moze jest odwrotnie: poniewaz nie potrafie zbudowaé takich intuicji (jak np. w toposach H-obiektéw) to
udaje, ze si¢ tym nie interesuje... .

Morfizm f € ESet((A, E), (B, E))) generuje jednoznacznie morfizm miedzy tymi obiektami w toposie Hylanda
opisany przez funkcje f : A x B — P(N) taka, ze f(a, f(a)) = {(n,¢(n)) : n € E(a)} gdzie ¢ to funkcja obliczalna
realizujaca f. W pozostalych przypadkach f(a,b) = 0.

21 Cierpliwodci, zaraz sie wszystko wyjasni.

22Qczywiscie réwnowazne funkcje charakterystyczne wyznaczaja ten sam podobiekt.
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Mozemy teraz ,punktowo” zdefiniowaé operacje ,A” i ,—” w zbiorze funkcji charakterystycznych
podobiektéw A:
(pAg)(a) =pla) Ag(a), (p— q)(a) =E(a) A (p(a) — gq(a))
Dodajmy jeszcze jedna operacje ,,V”’ na podzbiorach liczb naturalnych:
CvD={<0m>neClu{<l,m>:meD}
i funkcjach charakterystycznych podobiektow A:
(pV@)(a) =p(a) V q(a)

Jesli operacje A, V, —” nazwiemy odpowiednio koniunkcja, alternatywa i implikacja to po-
nownie zauwazymy daleki idace podobienstwo do opisu logiki wewnetrznej toposéw H- obiektow.
Ale jest tu istotna réznica: zaréwno struktura (P(N), A, V, —) jak tez funkcje charakterystyczne
podobiektéw A z opisanymi wyzej dzialaniami NIE sA algebrami Heytinga. Jednak:

- (dwuelementowa) algebre Heytinga wartosci logicznych otrzymamy ze struktury (P(N, A,V, —)

9

dzielac ja przez opisana relacje ~p,

- algebre Heytinga podobiektow A otrzymamy utozsamiajac rownowazne funkcje charakterystyczne.
Jeszcze jedna istotna réznica: w toposach H-obiektéw podobiekty (ich funkcje charakterystycz-

ne) poréwnuje sie wtaénie ,,po wspotrzednych”23. . Tymezasem w toposie Hylanda podobiekt repre-

zentowany przez funkcje charakterystyczna g: A — P(N) jest mniejszy od podobiektu reprezento-

wanego przez f: A — P(N) gdy g = f. To uporzadkowanie jest istotnie rézne od uporzadkowania

,»p0o wspolrzednych”

Semantyka jezyka pierwszego rzedu

O semantyce jezyka pierwszego rzedu w toposie Hylanda mozna (trzeba) mysleé tak:

Pierwotna semantyka zdania « jest pewna funkcja charakterystyczna podobiektu obiektu koncowego 1
czyli ... podzbiér [«] C N. Liczby ze zbioru [a] to realizacje zdania «:

The MEANING of a proposition is determined by (...) what counts as a verification of it - Martin Lof**.
Wartos¢ logiczna zdania « to podobiekt obiektu koficowego wyznaczony przez zbiér [a] . Ta warto$é
jest wtérna: zdanie « jest prawdziwe - [[o]] = true - gdy zbiér [a] jest niepusty czyli gdy zdanie o ma
jakiekolwiek uzasadnienie. W przeciwnym przypadku wartoécig logiczna zdania « jest false®®.

Podobnie pierwotna semantyka formuty v (z1,...,z,) (z jedna wolna zmienna) w modelu ktérego nosni-
kiem jest obiekt A = (A, =) jest pewna funkcja charakterystyczna [¢)(x1,...,2,)]: A" — P(N). Wtérna
semantyka tej formuty jest podobiekt [[¢)(v)]] obiektu A™ wyznaczony przez te funkcje?®.

Niezbednym dopelnieniem opowiesci o interpretacji jezyka pierwszego rzedu jest opis kwantyfi-
kacji:
jesli g: Ax A™ — P(N) jest funkcja charakterystyczna podobiektu produktu A x A™ to funkcje cha-
rakterystyczne V(g), 3(g): A" — P(N) (opisujace podobiekty A™) definiujemy tak: dla dowolnego
punktu a = (aq,...,a,) € A™:

(V(9)@) = () EBla) = gla,a)) . (@)@ = | Ea)Agla,a))

acA acA

Zatem jesli np. ¢(z) jest formuly z jedna zmienna wolna Vi(z),to(xz) sa zdaniami, ktérych
pierwotna semantyka sa podzbory liczb naturalnych:

Vo (2)] = Naea (E(a) = [(@))(a)) . [Fp@)] = Usea (E(a) A [¢(2)](a))
yliczba n realizuje zdanie V1) (x) jezeli funkcja rekurencyjna ¢, kazda realizacje kazdego zdania E(a)
przeksztalca w realizacje zdania 1(a) dla kazdego punktu € A”,
sliczba n realizuje zdanie ) (x) jezeli n =< ni,ng > i ny realizuje E(a) dla pewnego a € A a ng
realizuje zdanie ¢ (a)”.

Bg < f gdy g(a) =< f(a) dla kazdego a € A.

240n the meanings of the logical constants and the justifications of the logical laws.Nordic Journal of Philosophical
Logic, 1(1):11-60, 1996

%5To jest zgodne z koncepcja Brouwera: prawdziwosé jest konsekwencja istnienia (wskazania) ,konstruktywnej
realizacji”.
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Te zdania sa prawdziwe (w rozwazanym modelu) gdy opisane zbiory sa niepuste.

Powiemy, ze formula ¢ (z) jest punktowo uzasadniona w punkcie a € A gdy zbiér [p(x)](a) jest niepusty.
Przekroj niepustych zbioréow nie musi by¢ niepusty. Dlatego uzasadnienia zdania Vi to - w toposie Hylanda
- co$ wiecej niz istnienie wszystkich punktowych uzasadnien formutly 1! Potrzebne jest wspdlne, jednolite
uzasadnienie.

Wymobg jednolitego uzasadnienia zdan uniwersalnych jest bliski naszej intuicji. Czy uzasadnieniem sokra-

tesowskiego zdania ,kazdy czlowiek jest Smiertelny” jest OSOBNY dowdd $miertlnosci kazdego czlowieka
1727,

czy tez oczekujemy JEDNOLITEJ argumentacji obejmujacej wszystkie przypadk

Poswieémy jeszcze chwile negacji, ktora w P(N) jest implikacji: =D = D — (. Nietrudno
zauwazy¢, ze dokladnie jeden z dwéch zbioréw (D, —D) jest zawsze niepusty, czyli DV =D jest tez
zbiorem niepustym.

Ale to nie oznacza, ze podobiekt A opisany przez funkcje charakterystyczna [¢p(x) V —[¢(z)] jest
zawsze réwny A. Tak jest np. w obiekcie V({0,1}) jedli tylko [¢] = (C # 0,0) %

Dopelnijmy te opowies¢ o ,podwdjnej semantyce” przyktadem Przyjmijmy, ze [a(z)], [B(x)] :
{0,1} — P(N) sa funkcjami takimi, ze:

[a(2)](0) =N\ C, [a(x)](1) = C,

[6(2)](0) = {0}, [B(x)](1) = {1},
gdzie C' C N to dowolnie ustalony niepusty zbior.
Bez wzgledu na wybor zbioru C, zdania-implikacje (a(x) — [(z))[x := a] sa realizowalne w obu
punktach - dla @ = 01 a = 1. Natomiast zdanie V (a(z) — ((z)) jest prawdziwe tylko wtedy, gdy
zbiér C jest rozstrzygalny! 2

Co wigcej, - dla rozstrzygalnego zbioru C' - zadne ze zdan =V (a(x) — ((z)) i Iz ~(a(z) —
B(x)) nie jest prawdziwe. Wbrew prawom klasycznej logiki.

Wewnetrzna logika ZDANIOWA toposu Hylanda to dwuwartosciowa logika klasyczna a wewnetrzna logika
PIERWSZEGO RZEDU jest ,tylko” intuicjonistyczna. ,This situation seems at first sight anomalous (at
least it did to the author)” pisal R.Goldblatt [14]. ,Anomalous” mozna ttumaczy¢ jako ,nienormalna”,
bedaca anomalia.

Tego zaskoczenia nie da sie wytlumaczy¢é matematycznie. Ale mozna sprobowaé ,psychologicznie”. Na-
wet matematycy (nie zajmujacy sie na co dzien logika matematyczna) sktonni sa uznaé, ze prawdziwosé
formuly postaci ¢(z) V —¢(z) to konsekwencja prawa wylaczonego srodka sformutowanego w logice zda-
niowej, ze ,jakos” mozna tego dowie$¢. Ale to nieprawda: ta formula jest prawdziwa wytacznie na mocy
yhiperaksjomatu” FOL ktory méwi, ze kazda instancja dowolnego prawa rachunku zdan jest zawsze

formuta prawdziwa... 3°.

Dodajmy jeszcze dwie uwagi:

1. Obiekt konicowy NIE JEST generatorem w toposie Hylanda: rownolegte morfizmy ¢d, =—: Qy —
Q4 sa rowne na elementach klasyfikatora 0y - =—true = true, -—false = false - ale nie sg réw-
ne®!. Podobnie bylo w toposach H-obiektéw ale tam wszystkie podobiekty obiektu konicowego byty
zbiorem generatoréow. W toposie Hylanda obiekt koncowy nie ma nietrywalnych podobiektow.
Zapewne dlatego tak trudno o intuicje zwigzane z morfizmami w tym toposie.

Topos boolowski zawarty w toposie Hylanda i wyznaczony przez morfizm podwdjnej negacji —=— :

*"Przeanalizuj interpretacje kwantyfikatora egzystencjalnego i zauwaz, ze realizacja zdania J¢(z) ma charakter
yHkonstruktywny” ... .

2Gdyby podobiekt [¢] V —[4] byt réwny catemu obiektowi, to (N,N) < {<0,n>:n€ },{<1l,m>: mcN}-a
to jest niemozliwe: (N, N) < (C, D) tylko wtedy, gdy C N D # 0.

YPowielamy tu przyklad ktéry ilustrowal sutelnosci relacji ,<a”. Nic dziwnego: f <a g dokladnie wtedy, gdy
V(f —g) #0.

30Instancje prawa wytaczonego $rodka - p V —p - otrzymamy wstawiajac w miejsce p dowolng formule pierwszego
rzedu. Mozna tez inaczej, ,semantycznie”: interpretacja —¢(x) jest - w modelu teoriomnogosciowym -dopelnienienie
zbioru-interpretacji ¢(z).

31Réwnoéé —— = id implikuje boolowsko$é toposu [22].
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Qy — Qg (str. 32) to topos Set (doktadniej: V(Set))3?

2. Skoro w toposie Hylanda jest obiekt liczb naturalnych to sg tez obiekty liczb catkowitych,
wymiernych i rzeczywistych, konstruowane wedlug schematu, ktéry opisaliSmy dla toposéow H-
zbior6w. Obiekt ,liczb rzeczywistych” to tutaj para (Ryec,~) gdzie Rye. to liczby rzeczywiste
wyznaczone przez rekurencyjne ciagi Cauchy’ego a n € (r ~ r1) gdy r = r; i ¢, opisuje ciag
rekurencyjny zbiezny do r [17]. ,Miara istnienia” tak definiowanej liczby rzeczywistej jest zbiér
(kodéw) wszystkich rekurencyjnych ciagéw, ktére ja aproksymuja. A kazdy morfizm z (R,~) do
(R, =) jest ciagly...

4.3 Realizowalnosé Kleene’ego

Kleene’s realizability was, at least conceptually, a major ad-
vance [27].

Gdybysmy chcieli zachowaé chronologie zdarzen, to o realizowalnosci Kleene’ego powinnismy
moéwicé przed przedstawieniem toposa Hylanda. W istocie to idea Kleene’ego byta gtéwnym impul-
sem do zdefiniowania tego toposa.

Pojecie realizowalnosci pojawito sie w pracy Kleene’ego ,,On the interpretation of intuitionistic
number theory” Journal of Symb. Log, vol. 10, no. 4, 1945. Moéwiac o realizowalnosci ,,zapominamy”
o spelnianiu formutly i prawdziwosci zdan. Co jest w zamian? Uzasadnienie.

Realizowalno$é¢ to implementacja BHK-postulatéw odwolujaca sie do teorii obliczalnosci.

,Uzasadnienie (arytmetycznego) zdania musi by¢ zrealizowane proceduralnie”.

Pomoze nam przyktad, ktéry - jak sie zdaje - byl zaczynem myé$lenia o realizowalnosci. Praw-
dziwos¢ zdania arytmetycznego postaci V,3y9(z,y) w modelu standardowym pozwala teoriomno-
gosciowcom mowié, ze ,istnieje funkcja f: N — N taka, ze dla dowolnej liczby naturalnej m zdanie
U(x,y)[r = m,y := f(m)] jest prawdziwe” - wystarczy skorzysta¢ z PEWNIKA WYBORU. Ale my-
slacy konstruktywnie matematycy postulowali od zawsze, by KONSTRUKCJE takiej funkcji uznac za
jedyny akceptowalny dowdd zdania V3,19 (z,y).

Wystarczy teraz enigmatyczna ,konstrukcje” zastapi¢ maszyna Turinga i wykorzystaé¢ istnienie nu-
meracji tych maszyn by zrozumieé¢ stwierdzenie ,liczba n realizuje zdanie V3,1 (x,y)”: ono méwi,
ze:

,maszyna Turinga T' o numerze n zatrzymuje sie zawsze gdy rozpoczyna prace z zapisanym
na tasmie kodem dowolnej liczby naturalnej m i zwraca liczbe fr(m) (jej kod) taka, ze zdanie
w(m, fr(m))) jest prawdziwe”.

Oczywiscie Kleene zamiast do maszyn Turinga odwotuje sie¢ do zdefiniowanych przez siebie
funkcji obliczalnych.

Definicja realizowalnosci jest rekurencyjna. Wykorzystujemy w niej ustalona numeracje funkcji
obliczalnych i kodowanie par ; Liczba n realizuje zdanie arytmetyczne 1 - n bFpeq 0 - jezeli:

-1 = (t = t1) jest prawdziwym zdaniem atomowym - prawdziwa réwnoscia terméw domknietych
- in to wspélna wartos¢ tych terméw. Zadna liczba nie realizuje tej réwnosci, gdy jest ona falszywa.

-y =aAf 1 n=<mni,ne >, gdzie ny realizuje a a ny realizuje (3,

-Yp=aVp 1 n=<0,n >, gdzie ny realizuje o albo n = (1,n9), gdzie na realizuje 3,

-¢p=a—f i dla dowolnego m realizujacego o, ¢,,(m) realizuje 3,4

-Yp=dza(zr) I n=<ny,ny >, gdzie ny realizuje zdanie a(x)[z := ng|,

32Mala wskazéwka: rezultat zlozenia =—: P(N) — P(N) z jakakolwiek funkcja f: A — P(N) to zastapienie kazdej
wartosci f(a) # L przez T i pozostawienie jej bez zmian gdy f(a) = L.

33 Realize to ,realizowad” lecz takze ,urzeczywistnia¢”. W niektérych pracach zamiast zwrotu ,n realizes 1)” pisze
sie ,,n is an evidence of 1) czy nawet ,n is a witness of 1»” . Nie mam pojecia jaka terminologie uznano za obowiazujaca
w jezyku polskim.

31 Doktadniej: ,¢n(m) jest okreslone i realizuje 3”.
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-y =Vyalz) 1 ¢n(m) realizuje zdanie a(x)[x := m] dla dowolnej liczby m.[46]
Powiemy, ze:

zdanie jest uzasadnione (realizowalne) jezeli istnieje realizujaca je liczba naturalna.®®
oraz

formula a(x1,...,x,) jest realizowalna gdy uzasadnione jest zdanie Vg, . 4. o(z1,...,Tp).

Zgodnos¢ z BHK-postulatami jest widoczna. Z drugiej strony oczywiste jest tez podobienstwo
regut Kleene’ego do regul ustalania pierwotnej semantyki formut w toposie Hylanda.
Pominmy szczegoély. Upowaznia nas do tego nastepujace twierdzenie:

A sentence v can be realized in Kleene’s sense if and only if it is true for the standard L-
structure in Eff.” [46] str. 25

Eff to topos Hylanda. A ,standard L-structure” to model arytmetyki posadowiony na obiekcie
liczb naturalnych N.

Jaki jest zwigzek miedzy realizowalno$cia a prawdziwoscig zdania arytmetycznego? Skoro jed-
nak nie wierzymy juz w ,absolutna” prawdziwosé¢ zdan, musimy zapyta¢ bardziej konkretnie:

1. ,Wersja logiczno-klasyczna”: Czy kazde zdanie arytmetyczne, ktére jest instancja prawa klasycz-
nej logiki pierwszego rzedu, jest realizowalne?

Juz wiemy, ze nie. Ale dodajmy jeszcze jeden przyklad: przyjmijmy, ze A to zbiér par liczb
(m,n) takich, ze ,,m-ta maszyna Turinga pracujac na wlasnym kodzie zatrzyma sie po n krokach”.
Ten zbior jest rozstrzygalny a jego funkcja charakterystyczna - A4 - jest prymitywnie rekurencyjna.
To oznacza, ze zbiér A jest opisany przez arytmetyczna formule atomowa - réwnos$é A 4(x,y) = 1.
Woéwczas formuta
halt(z) = 3, (Aa(z,y) = 1) opisuje problem stopu?.

Alternatywa V. (halt(z)V —halt(x)) jest instancja prawa klasycznej logiki pierwszego rzedu. Ale
nie ma realizacji, bo to oznaczaloby rozstrzygalno$é problemu stopu!37

II. Pytanie: ,,czy formuly dowodliwe w PA sa zawsze uzasadnione” jest - w $wietle powyzszego

wyniku - bezzasadne. Ale mozna pytaé: ,czy kazda formula arytmetyczna dowodliwa w HA ma
uzasadnienie?”. Odpowiedz jest pozytywna. Wiecej: dowéd w H A pozwala nie tylko udowodnié
istnienie uzasadnienia lecz ,(..) the proof of ¢ gives us a recipe for CONSTRUCTION of a realizer”
[28].
W szczegdlnodei realizowalne sa aksjomaty Peano. Np. realizowalnosé aksjomatu indukeji - a(0) A
(Vn (a(n) = a(n+1))) — V¥, a(n) - dowodzimy tak: jesli liczba k realizuje zdanie «(0) a liczba m
realizuje zdanie V,, (a(n) — a(n+ 1)) , to aksjomat indukcji jest realizowany przez liczbe s(k,m)
ktora jest numerem funkcji rekurencyjnej definiowanej tak:

d’s(o) =k,

st(k,m) (7’L + 1) = qu(qbs(k,m) (n))

Wowcezas liczba, realizujaca ten aksjomat jest numer funkcji rekurencyjnej, ktora kazdej parze
< k,m > przyporzadkowuje liczbe s(k,m).3®

Skoro zdanie ¥, (halt(x) V —halt(z) nie jest realizowalne to nie jest dowodliwe w HA. A to oznacza, ze
39

dodanie do H A zaprzeczenia —(V, (halt(x) V —halt(x)) nie prowadzi do sprzecznosci...

35To nie oznacza, ze potrafimy jg wskazaé tzn. skonstruowaé realizacje zdania A na podstawie struktury syntatycznej
i zgodnie z regulami opisanymi powyzej! Tak jest w przypadku alternatywy AV —A gdy A jest zdaniem.

36Maszyna Turinga o numerze n sie zatrzyma gdy zdanie halt(n) jest prawdziwe.

3TUzasadnieniem tego zdania - gdyby istniato - byla by funkcja obliczalna ¢, taka, ze dla dowolnej liczby n,
dm(n) =< 0,ko >, gdzie ko jest uzsadnieniem zdania 3, (Aa(n,y) = 1) (czyli ,uzasadnia” stwierdzenie , ze maszyna
o numerze n si¢ zatrzymuje) lub ¢m(n) =< 1,k1 > gdzie k1 uzasadnia zdanie ,maszyna o numerze n si¢ nie
zatrzymuje”.

38To samo nieco inaczej: uzasadnieniem aksjomatu indukcji jest procedura-schemat rekursji.

39Nieco ogélniejsza uwaga: jesli formuta V,a(x) V —a(z) jest realizowalna, to wtasnoéé opisana przez formule o(x)
jest rozstrzygalna.
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Jednak nie kazde uzasadnione zdanie jest dowodliwe w arytmetyce intuicjonistycznej?®. Takim
zdaniem jest prawo Markova*!.

Prawo Markova

Paradygmaty konstruktywizmu Markova:

- The objects of mathematics are algorithms. Algorithms are meant in a mathematically precise sense in
the sense that they should be presented as ,,words” in some finite alphabet of symbols.

- Limitations due to finite memory capacity are disregarded, the length of symbol strings is unbounded
(though always finite). - Logically compound statements not involving 3,V are understood in a direct
way, but existential statements and disjunctions always have to be made explicit.

IF IT 1S IMPOSSIBLE THAT AN ALGORITHMIC COMPUTATION DOES NOT TERMINATE, WE MAY ASSUME
THAT IT DOES TERMINATE 42.

Ostatni paradygmat to prawo Markova: ,jesli jest niemozliwe, by praca algorytmu byla nieskon-
czona, to jest skoriczona”. Dla wychowanych w kregu klasycznej logiki ten postulat jest ,,oczywista
oczywistodcia” - wystarczy skorzysta¢ z prawa podwdjnej negacji: ,nieprawda, ze nieprawda, ze
praca algorytmu jest skoniczona ~» praca algorytmu jest skonczona”. Tego nie uznajg konstrukty-
wisci. Ale Markov tak: ,,Suppose that someone tells us that it is impossible that the machine never
halts, do we know that it indeed halts? Markov argued ‘yes’. The decision procedure for the halting
in this case consists of turning on the machine and waiting for it to halt. An intuitionist would not
buy the argument. When somebody claims that a Turing machine will stop, the natural question
is ‘when?’ We want an actual bound on the computation time. [11]

Prawo Markova formalnie zapiszemy tak:
() (Vo (r(z) Vor(@) A==Fer(z) — Jor(2)

gdzie r(x) to formula arytmetyczna opisujaca wlasnosé ,rozwazany algorytm (maszyna Turinga)
pracujac na wlasnym kodzie zatrzyma sie po x krokach”
Schemat logiczny tego zdania to formuta

() (Ve (a(e) V ma(z)) A =3z az)) — T alz)

ktora oczywiscie jest prawem klasycznej logiki.
Ta formula nie ma dowodu w arytmetyce intuicjonistycznej. Ale kazda formula arytmetyczna-
instancja schematu (*x) jest realizowalna! [11]43
Dowéd (nieformalny, dla przypadku, gdy ta implikacja jest zdaniem): opiszemy procedure prze-
ksztalcajaca dowolna realizacje poprzednika tej implikacji w realizacje jej nastepnika®*. (Hipote-
tyczna) realizacja poprzednika jest para procedur:

- procedura ¢, ktora dla dowolnej liczby n wskazuje to sposréd pary zdan (a(n), —a(n)) ktére
jest realizowalne,

- stwierdzenie, ze istnieje realizacja zdania ——3, a(x) (co oznacza, ze istnieje realizacja zdania
3, a(x) ale nie oznacza, ze znam liczbe, ktéra je realizuje!)

Mozemy teraz latwo opisa¢ procedure uzasadniajaca 3, a(x) - wystarczy kolejno uruchamiaé proce-
dure ¢ dla 0,1, ... tak dlugo, az znajdziemy liczbe, dla ktoérej zdanie a(n) jest uzasadnione. Drugie

4OImplikacja odwrotna - istnienie uzasadnienia” ~~» ,dowodliwosé¢ w HA” - jest prawdziwa tylko dla prawie nega-
tywnych (almost negative) formut - takich, ktére sa zbudowane z formul atomowych i formutl postaci 3, t = s jedynie
za pomoca — , A oraz kwantyfikatora V [41].

4T AL A. Markov (1903-1979) - twérca tzw. rosyjskiego konstruktywizmu matematycznego. Ojciec A. Markova (o tym
samym imieniu) (1856-1922) to réwnie znakomity matematyk rosyjski, znany z dokonan w zakresie teorii prawdopo-
dobienistwa (procesy Markova).

42 A E.Troelstra, D. van Dalhen, Constructivism in Mathematics, vol 1, Elsevier, 1988)

43Nalezy to rozumieé tak: formuly-instancje schematu (*x) otrzymamy zastepujac a(x) konkretna formula arytme-
tyczna (tak samo, jak np. w przypadku indukcji matematycznej). ,,Niedowodliwo$é” tego schematu oznacza, ze nie
kazda taka formutla-instancja jest dowodliwa w H A.

4 Uniknijmy putapki: chodzi o wskazanie procedury przeksztaltcajacej realizacje poprzednika w realizacje nastepnika
a nie o dowdd, ze jedli poprzednik implikacji jest realizowalny to i nastepnik jest realizowalny (co jest banalne).
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z powyzszych zalozen gwarantuje, ze poszukiwanie tej liczby musi zakonczy¢ sie sukcesem... .

Skoro tak, to moze nalezy zrewidowa¢ poglady i dodaé¢ prawo Markova do aksjomatéw arytmetyki intu-
icjonistycznej? Jednak trudno ten schemat uznaé za aksjomat specyficzny, gdyz w jego sformulowaniu nie
odwotujemy sie do zadnych pojeé¢ arytmetycznych. To by oznaczalo, ze jest to nowy aksjomat logiczny
wpoprawionej” logiki intuicjonistycznej pierwszego rzedu.

Ale czy ten jeden - wazny, ale tylko jeden - model upowaznia do takiej zmiany?

Przeciwko tej zmianie przemawia tez to, ze wprawdzie prawo Markova - Markov principle - nie
jest dowodliwe w H A, ale niewiele (na pozdr) rézniaca sie od niego regula Markova:

wdla dowolnej formuly a(z): jezeli HA & Vy(a(x) V —a(x)) A —=—3za(z) to HAF Jya(x)”
- jest zgodna z ta teorig [11],[37].

Warto choé przez chwile zadumac si¢ nad réznica miedzy prawem a reguta Markova... .

Dodatek: od hiperdoktryny do toposu

Analizujac definicje toposu odkrywalismy jego wewnetrzng logike. To droga ,0d matematyki
do logiki”. Ale mozliwa jest tez wedréwka w odwrotnym kierunku - ,,0d logiki do matematycznego
uniwersum (toposu)”. I wlasnie w ten sposéb konstruowany jest kazdy topos Hi topos Hylanda.
Ro6znica polega na tym, ze w pierwszym przypadku opis logiki jest prosty: ta logika wyznaczona
przez pojedyncza zupelng algebre Heytinga H. W przypadku toposu Heytinga jest to cos bardziej
skomplikowanego - to hiperdoktryna. Coz to takiego?

Hiperdoktryna pierwszego rzedu jest zadana przez wskazanie:

- funktora Hd : Set®” — Heyt , gdzie Heyt to kategoria zupeinych algebr Heytinga,

- rodziny funkcji (indeksowanej parami zbioréw (A, B)) Va,34: Hd(A x B) — Hd(B) powia-
zanych z rzutowaniami I14 : A x B — A przez takie oto nieréwnosci:

c < Hd(IT)(d) < Falc)<d ) Hd(Il)(d) < ¢ d<Va(e)
dla wszelkich elementéw ¢ € Hd(A x B) id € Hd(B)

Darujemy sobie analize tej definicji*>. Niech nam wystarczy, ze sa tu algebry Heytinga (nie
jedna, ale wiele!) i dzialajace miedzy nimi funkcje, ktérych opisy sugeruja zwiazki z kwantyfkacja.

Kazda zupelna algebra Heytinga H wyznacza swoja hiperdoktryne: funktor H:Set®” —» H eyt
przyporzadkowujacy kazdemu zbiorowi A algebre Heytinga posadowiona na zbiorze H4 wszystkich
funkeji z A do H. Dzialania sa tu okreslone ,,po wspélrzednych” (np. (f V g)(a) = f(a) V g(a)).
Funkcje V4, 34: HB*4 — HP opisaliémy wezesniej, gdy méwilismy o kwantyfikacji w toposie H.

Hiperdoktryna - punkt wyjscia do budowy toposu Hylanda - jest bardziej skomplikowana. Aby ja
zbudowaé¢ musimy - dla dowolnego zbioru A - wskazaé odpowiednia zupelna algebre Heytinga H(A).
Zdefiniowanie struktur (P(IN)4, A, V, —) zdaje sie sugerowaé, ze to wlaénie one sa poszukiwanymi
algebrami. Niestety, jak wiemy, - NIE SA to algebry Heytinga.

Musimy powtérzy¢ manewr, ktory juz raz wykonalismy definiujac morfizmy w toposie Hylanda
- musimy przyjaé, ze elementy zbioréw P(N)A jedynie REPREZENTUJA elementy poszukiwanych
algebr Heytinga:

funkcje f,g: A — P(N) reprezentuja ten sam element algebry H(A) gdy sa réwnowazne.

O tym, ze mozliwa jest droga ,,0d logiki do (lokalnego) uniwersum” - od hiperdoktryny do toposu
- méwi takie oto twierdzenie [29]:

Kazda hiperdoktryna (spetiajaca pewne dodatkowe warunki) wyznacza topos®S.
Jego obiekty to pary (A,~a) € H(A x A)) takie, ze:

4Podana tu definicja hiperdoktryny jest niepelna. Pelng wersje mozna znalezé np. w pracy A.M.Pittsa [29].
46Hiperdoktryny spelniajace te dodatkowe warunki to triposy. Rezygnuje tu ze szczegblowego omawiania tych
pojeé, gdyz wymagato by to uzycia jezyka daleko wykraczajacego poza przyjete tu samoograniczenie.
Co oznacza stowo 7tripos”? P.Johnstone (...) suggested naming these structures with the acronym tripos - standing
for Topos Representing Indexed Partially Ordered Set” ale zaraz dodaje: it is partly a joke: the Tripos is the name
Cambridge University gives to examinations” [29]
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-Vapa=ab— b=y a,
~Vape(@mabANb= ) marac
Natomiast morfizm z (A,~4) do (B,~pg) to kazdy element f € H(A x B) taki, ze:
Vmba ~b— (EA(CL) VAN EB(b)),
Vabar,p (@~a a1 Nb=p bi A f(a, b)) — f(a1,b1)
V%b (f(a, b) AN f(a, bl)) — b ~p by
Va EA(CZ) < 3b f(a7 b)

Ot, cala tajemnica... . 7.

To nie koniec

Proces dochodzenia do rozumienia matematyki jest (potencjalnie) nieskoniczony.

»It is hubris to think that by mathematics alo-
ne we can determine what the human mind can
or cannot do in general”

- S.Feferman in: Godel, Nagel, minds and machines.

Zwies¢ cie moze ciagnacy ulicami tium,
. L wodka w parku wypita albo zachéd slonca,
czy ksiege madra napiszesz, I . L.
. . . lecz pamietaj: naprawde nie dzieje sie nic
bedziesz zawsze mie¢ w glowie .. S . ,
te samg pustke i cisze.(...) i nie stanie sie nic - az do korica. (...)
M. Zablocki

Czy zdanie okragle wypowiesz,

to be continued ... (777))

“TPewnie troche przesadzilem... . Zainteresowanych szczegétami odsytam do [29)



Bibliografia

1]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]
[17]

H.P.Barendregt, The Lambda Calculus, its syntar and semantics, Studies in Logic and the
Foundation of Mathematics vol.103, North-Holland Publ. Comp. 1981

M.Barr, Ch.Wells, Toposes, Triples and Theories (http://www.cwru.edu/artsci/math/
wells/pub/ttt.html) (30.11.2011)

J. L. Bell, Category Theory and the Foundations of Mathematics, (Brit.J.Phil.Set.32 (1981),
349-358)

N.Bezhanishvili, D.de Jongh, Intuitionistic Logic, (http://www.cs.le.ac.uk/people/ nb118 /Pu-
blications/ESSLLI2705.pdf) (20.01.2013)

G. Birkhoff, J.von Neumann, The Logic of Quantum Mechanics, The Annals of Mathematics,
2nd Ser., Vol. 37, No. 4. (1936).

A.Bundy, The Automation og Proof by Mathematica Induction, in Handbook of Automated
Reasoning vol.1 , North-Holland, 1992

S.Buss, First-Order Proof Theory of Arithmetic - Rozdzial 11 ksigzki o nieznanym mi tytule,
(http://www.math.ucsd.edu/ sbuss/ResearchWeb/handbookll/ChapterIl.pdf )(24.07.2012)

A.Déring, Ch.Isham, ,What is a Thing?”: Topos Theory in the Foundationsof Physics (inter-
net)

U.Eco, W poszukiwaniu jezyka uniwersalnego, Wyd. Marabut, 2002

Companion Encyclopedia of the history and philosophy of the mathematical sciences, ed. 1.
Grattan-Guiness

D. van Dalen, Intuitionistic logic, The Blackwell Guide to Philosophica Logic. Ed. L.Gobble.
Blackwell, Oxford.2001, 224-257.

A.Doéring, C.Isham, Topos theory in the foundations of Physics (w New Structure for Phisics”
(ed. B.Coecke), internet

J.Y.Girard, The Blind Spot, Lectures on Logic, Rome, Autumn 2004. (http://iml.univ-
mrs.fr/ girard/coursang/coursang2.pdf.gz)

R.Goldblatt, Topoi - the categorical analysis of Logic, Studies in Logic and Foundation of
Mathepatisc, vol.98, North-Holland 1979

D.Higgs, Injectivity in the topos of complete Heyting algebra valued sets, Can. J. Math., Vol.
XXXVI, No. 3, 1984, pp. 550-568.

S.Hawking, L.Mlodinow, Wielki projekt, Wyd. Albatros,2017

J.M.E.Hyland, The Effective Topos, internet

86



BIBLIOGRAFIA 87

[18] B. Jacobs,Categorical logic and Type theory, Studies in Logic and Foundation of Mathematics,
vol.141

[19] P.Johnstone, The point of pointless topology, Bull. AMS vol.8, No.1, 1983

[20] F.W.Lawvere, An elementary theory of the category of sets, Proc. Nat. Acad. Sci U.S.A vol.52,
1506-11, 1964.

[21] F.W.Lawvere, R.Rosebrugh, Sets for Mathematics, Cambridge Univ.Press, 2003 (internet)

[22] S.Mac Lane, I.Moerdijk, Sheaves in Geometry and Logic - a first introduction to topos theory,
Springer-Verlag, 1992

[23] S.Mac Lane, Category theory for the working mathematicians.

[24] M. McLuhan, Wybor tekstow, Zysk i S-ka Wydawnictwo,2001

[25] E.Nelson, Hilbert’s mistake, https://web.math.princeton.edu/ nelson/papers/hm.pdf

[26] E.Nelson, Understanding intuitionism, hitp://www.math.princeton.edu/ nelson/papers.html
[27] J.van Oosten, Realizability: a historical essay (internet)

[28] W.Phoa, An introduction to fibrations,topos theory the effective topos and modest sets,
http://www.lfcs.inf.ed.ac.uk/reports /92/ECS-LFCS-92-208/

[29] A.M.Pitts, Tripos theory in retrospect, Math.Struc.in Comp.Sci., 2002, vol.12, 265-279.

[30] H.Putnam,Models and reality, Journal of Symbolic Logic, Vol. 45, No. 3 (Sep., 1980), pp.464-
482.

[31] P.Raatikainen, Hilbert’s program revisited, (Synthese 137: 157dz”177, 2003.) http://www
.mu.helsinki.fi/home/praatika/Hilbert’s Program Revisited.pdf

[32] B.Rosenblum, F.Kuttner, Zagadka teorii kwantéw, Proszyniski i S-ka, 2013.

[33] C.Rovelli, Tajemnica czasu, Wydawnictwo JK, 2019.

[34] G.Sambin, Intuitionistic formal spaces,http://www.math.unipd.it/ sambin/txt/ifs87-97.pdf,

[35] J.P.Seldin, Lambda-Calculus and Functional Programming, internet

[36] J.P.Seldin, The Logic of Curry and Church, hitp://www.logic.amu.edu.pl/images/c/c5/Currychurch.pdf

[37) M.H.Soersten, P.Urzyczyn, Lectures on the Curry-Howard Isomorphism, Studies in Logic and
the Fund. of Math. vol 149.

[38] Ch.Strachey, Fundamental Concepts in Programming Languages, Higher-Order and Symbolic
Computation, 13, 11dz"49, 2000

[39] L. F. Stout Dedekind finiteness in topoi, J.Pure.App.Alg., 49 (1985), 219-225

[40] T.Streicher, Introduction to Constructive Logic and Mathematics, http:www.mathematik.tu-
darmstadt.de/ streicher/CLM/clm.pdf.

[41]  T.Streicher, Realizability, http:www.mathematik.tu -darmstadt.de/ streicher/REAL/ RE-
AL.pdf

[42] L.Susanka, What are we (mathematicians) doing? internet (¢27).



BIBLIOGRAFIA 88

[43] M.Tiles, Philosophy of Mathematics, The Blackwell Companion to Philosophy, Second
Ed. Edited by N.Bunnin, E.P.Tsui-James, 1996

[44] A.S.Troelstra, Constructivism and proof theory, internet

[45] A.S.Troelstra, History of constructivism in the 20th century, hittp://staff.science.uva.nl/ an-
ne/hhhist.pdf (15.10.2011)

[46] S.Vermeeren, Realizability Toposes, hitps://stijnvermeeren.be/download/ mathematics/ es-
say.pdf

[47] S.Vickers, Continuity and Geometric logic, Journal of Applied Logic 12 (2014)
[48] S.Vickers, Locales and toposes as spaces (internet)
[49] L. A. Zadeh, Fuzzy sets, (Information and Control 8(3), 1965)

[50] H. Volger, Ultrafilters, ultrapowers and finitness in a topos, J.Pure.App.Alg, 6(1975), 845-356



