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Proces nie jest rzecza.
Raczej rzecz jest stanem procesu.

Jesli uwazasz, ze trud poznania jest uzasadniony tylko wtedy, gdy przynosi praktyczna korzysé
- daj sobie spokdj.

Jesli choé raz na jakis czas pytasz o sens tego, co robisz, to ten tekst jest dla ciebie. To tekst
dla tych, ktérzy zechcg zmierzyé sie z pytaniem ,czym jest matematyka?” w sposéb wolny od edu-
kacyjnego przymusu, powodowani li tylko czysta ciekawoscia. Wyksztalcenie matematyczne jakie
zdobywamy w szkotach i na uczelniach jest, delikatnie méwigc, niedoskonate!. We wspomnieniach
wiekszoéci edukacja matematyczna to ciggla konfrontacja naszych ograniczonych zdolnosci z do-
skonaltoscig jakg w wydaniu szkolnym i uniwersyteckim jest matematyka. Ta konfrontacja zawsze -
wezesniej lub pozniej - koniczy sie kapitulacja?.

Powszechne przekonanie o doskonalosci matematyki to skutek edukacji, kt cyjnych zalozen
czyni warunek przynaleznosci do grona wtajemniczonych. Trafnie - cho¢ nie wiem, czy w sposob
zamierzony - napisat o tym J. Pogonowski rozpoczynajac jeden ze swoich wyktadéw: ,Prosze,
aby stuchacze na czas tego wykladu uwierzyli w pewne dogmaty. Nie jest tego wiele: aksjomaty
teorii mnogosci (Zermelo-Fraenkla) oraz aksjomaty arytmetyki Peana (...) . W szczegdlnosci, prosze
(...) wierzy¢ w istnienie co najmniej jednego zbioru nieskoriczonego.” [58]. Te stowa, kierowane
do stuchaczy popularnonaukowego wyktadu, zdaja sie sugerowaé, ze matematycy potrafig zastgpié
wiare wiedza o stusznoéci i niepodwazalnoéci podstawowych zatozen matematyki. Ale to nieprawda.

Matematyka szkolno-uniwersytecka to $wiat az nadto poukladany, bez luk i czarnych dziur.
Pewno$é¢ i niezawodno$é. Raj?. Ogrom matematyki przytlacza jak rzymska bazylika éw. Piotra.
Jako studenci przyjmujemy z pokora, ze nie wszystko rozumiemy. Gotowi jesteSmy akceptowaéd
prezentowane (narzucane) koncepcje w nadziei, ze kiedy$ poznamy argumenty przekonujace o ich
stusznosci. Ale to zdarza sie nader rzadko - wiekszo$¢ studentéw matematyki opuszceza uniwersytety
raczej z wiarg w sens matematyki niz ze zrozumieniem jej zrédet i podstaw?.

To nie ich wina. Tak jest, bo - w wiekszoéci - wykladowcy zachowuja sie tak, jakby dyskusja o pod-
stawach matematyki byta czyms$ wstydliwym. Niby znamy ograniczenia teorii mnogosci ujawnione
przez Godla i Cohena, ale rzadko o tym méwimy (my$limy)®. Uznajemy, ze podstawy matematy-
ki to tylko jeden z wielu dzialéw matematyki, domena grupy specjalistéw, tzw. ,podstawowcdw”.
Nam nic do tego.

M. Kordos pisat o takim ksztaltowaniu postaw adeptéw matematyki tak: ,,Model jest jasny. Wpra-
wiamy siebie i swoich uczniéw w pewnego rodzaju mistyczny sen, w ktorym przezywamy nasze
matematyczne sukcesy, porazki, odkrycia i rozczarowania. I mozna by to nawet przesladowaé, jako
zbiorowa hipnoze, (...) gdyby nie jedno, co budzi w pospdlstwie zabobonny lek:

zdumiewajaca i niewytlumaczalna skutecznosé matematyki.” [43]°

! Nikt nic nie czyta, a jesli czyta, to nic nie rozumie, a jesli nawet rozumie, to nic nie pamieta. - S. Lem.

2Nie dotyczy to nielicznej grupy prawdziwych matematykéw i licznej grupy zarozumialcéw. Trzeba bowiem ogrom-
nej wiedzy (badz réwnie wielkiej zarozumialodci) by stwierdzié ,ogarniam i rozumiem matematyke”. Nawet bedac
wybitnym specjalista w jednej dziedzinie matematycznej skazani jesteSmy na ignorancje w innych.

3  Nikt nas nie wyprowadzi z raju stworzonego przez Cantora”

1Sa i tacy, ktérzy konczg studia z mniejsza wiara niz ta, z ktora przyszli...

B. Russell, jedna z gtéwnych postaci tego tekstu twierdzil, ze jego (wspoélne z A. Whiteheadem) dzielo ,, Principia
Mathematica” przeczytalo ... pie¢ oséb. A liczba odwotan do niego jest niemal nieskoriczona. Dla Scistosci: ja tez nie.

SProfesorowie J. Pogonowski i M.Kordos to znakomici polscy popularyzatorzy matematyki.
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The courses in the foundations of mathematics (...) emphasize the mathematical analysis of
formal systems, at the expense of philosophical substance. Thus it is the mathematical profession
that tends to equate philosophy with the study of formal systems, which require knowledge of
technical theorems for comprehension. They do not want to learn yet another branch of mathematics
and therefore leave the philosophy to the experts. As a consequence, WE PROVE THESE THEOREMS
AND WE DO NOT KNOW WHAT THEY MEAN. - to z kolei opinia E. Bishopa.

S.Shaprio, filozof nauki, we wstepie do swej ksiazki ,,Philosophy of Mathematics -structure and
ontology” umiescit takie zdanie: ,To tylko hipoteza, ze matematycy prawdopodobnie wiedza, o
czym mowia (,,)i ze maja na mysli to, co méwia.”... .

Mysla tyle, co warto

ani chwili dluzej,

bo za ta chwilg

czai sie watpliwosé ...8

Czasem jednak zdarza sie co$ szczegdlnego. Oto jak swdj przypadek opisat P.J. Davis, wspét-
autor ksiazki ,Swiat matematyki” [22]: ,Jeszcze pieé lat temu bylem normalnym matematykiem.
(...) Mialem swoja dziedzine - réwnania rézniczkowe czastkowe - 1 w niej tkwitem (...). M6j sposéb
myslenia i moje prawdziwe zycie intelektualne opieraly sie na kategoriach i metodach analizy, ktore
przyswoilem wiele lat temu (...). Poniewaz NIE WYCHYLALEM SIE daleko poza te kategorie i metody,
mialem jedynie ich niejasna swiadomosé. (...) M6j awans zalezal od moich badan i publikacji (...)
Osad innych 0sob pracujacych w mojej dziedzinie decydowal o wartosci tego, co robitem. Nikt inny
nie mial po temu kwalifikacji 1 jest watpliwe, czy ktokolwiek poza nimi bytby tym zainteresowa-
ny. Moje uwolnienie od takiej postawy tzn. uswiadomienie sobie, ze jest ona tylko jednym z wielu
sposobéw patrzenia na swiat, (...) wcale nie bylo potrzebne w mojej karierze. Przeciwnie, takie nie-
ortodoksyjne i watpliwe przedsiewziecie w najlepszym razie mogly sie wydaé¢ glupim marnowaniem
czasu, a w najgorszym - rozwiazlym zanurzeniem w tak watpliwych i podejrzanych sprawach jak
psychologia, socjologia czy filozofia...”

Refleksja nad istota matematyki ustapita pragmatyzmowi. To postawa ,pracujacych matematykéw”,
ktérzy stanowia zdecydowana wiekszoéé matematycznej spotecznoéci®. Rozwazanie podstawowych dyle-
matéw jest dla niespecjalistow przedsiewzigciem wysokiego ryzyka, gdyz - jak mial odwage napisaé¢ L.
Susanka -, dithering about foundational matters can easily get you branded as a crank or a heretic, not
a career enhancing event” [80]°.

Paradoksalnie, taka postawe wigkszosci matematykéw mozna ttumaczyé... checia sprostania wy-
magom naukowej rzetelnosci. Przeciez przed sformutowaniem wlasnego sadu w kwestii podstaw ma-
tematyki, winniSmy poznaé i zrozumieé(?) poglady genialnych myélicieli, logikéw i matematykow,
od Arystotelesa do Godla. A my, zajeci kariera, zobowiazani do zdobywania kolejnych stopni, po
prostu nie mamy czasu! Jesli nawet podejmiemy wyzwanie, to szybko odkrywamy, ze utkneliSmy w
gaszczu specjalistycznej terminologii i utoneliSmy w morzu cytatow. Jesli cudem przebrniemy przez
chocéby utamek tego, co dostepne w bibliotekach i internecie, to stwierdzamy, ze poznanie réznych -
czesto przeciwstawnych - pogladéw niewiele zblizyto nas do okreslenia wlasnego stanowiska. Ogar-
nia nas zwatpienie i zniechecenie. Jaka mamy szanse powiedzie¢ co$§ wlasnego o fundamentalnych
problemach doglebnie przemyslanych przez takich geniuszy jak Arystoteles, Leibniz, Kartezjusz,
Cantor, Hilbert, Church, Godel, Tarski? Narasta poczucie, ze jesteSmy intruzem w $wiecie gigan-
tow. A skoro tak, to jakie mamy prawo do gloszenia wlasnego sadu? Jaka szanse, ze bedzie on cho¢
odrobine oryginalny?

To nie jest zazalenie na reguly wspolczesnej nauki. Tak nie tylko jest, ale tak powinno by¢.

"E. Bishop: The Crisis in Contemporary Mathematics, Historia Mathematica 2, 507-515, 1975.Erret Bishop (1928-
1983), amerykanski matematyk-konstruktywista, autor , Foundations of Constructive Analysis”.

0Pragmatyk = cztowiek odznaczajacy sie praktycznym sposobem myélenia i dzialania. , primum vivere, dein-
de philosophari”- najpierw zyé, potem filozofowaé. A termin ,pracujacy matematyk” (,robotnik matematyki”) -
,working mathematician” pozyczytem od S. McLane’a [?].
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Brutalnie kawe na lawe wytozyl C.F. von Weizsicker:

Ogdlnie rzecz biorac, fizyk podobnie jak kazdy inny naukowiec - ma za zadanie odpowiedzie¢

na (...) pytania, na ktére aktualnie jest w stanie odpowiedzieé. Nie wolno stawia¢ pytan za trud-
nych.(...) Fizyk nie moze pytaé: co to jest materia? co to jest czas lub przestrzen? Biolog nie moze
pytac: co to jest zycie? Psycholog nie moze pytac: co to jest umyst? Wszyscy oni stawiaja szcze-
golowe pytania, na ktore da sie odpowiedzie¢ przy pomocy stosowanych przez nich metod. W tym
sensie UNIKANIE FILOZOFII JEST WARUNKIEM MOZLIWOSCI UPRAWIANIA NAUK11
Mowa tu wprawdzie o fizyce, ale to bez znaczenia: aby by¢ skutecznym, nalezy zadawaé tylko takie
pytania, ktére mozna zadaé. Ale za chwile, w tym samym artykule, Weizsécker pisze:
»(...) regula ta zalamuje si¢, gdy nauka dokonuje tzw. wielkich krokéw. Nawiazuje tu do znanej
koncepciji (...) T. Kuhna'?. Wedtug niego nauka rozwija si¢ wzdtuz laficucha skladajacego sie z dwu
typow ogniw. Ogniwa jednego typu to tzw. normalne okresy rozwoju, kiedy to naukowcy stawiaja
i rozwigzuja zagadnienia wewnatrz okreslonego paradygmatu, postugujac sie dobrze ustalonymi
metodami. Normalne okresy sa oddzielone od siebie przez fazy drastycznych zmian, zwane rewolu-
cjami naukowymi; polegaja one na przejsciu od jednego paradygmatu do drugiego. Podczas takich
przejsé (...) naukowiec musi filozofowaé, musi stawiaé¢ przynajmniej niektére z tych pytan, ktérych
w okresach normalnych nalezy unikac.”

Ostatnia rewolucje matematyka przezyla za sprawa matematykéw dwdch pokolen - Hilberta i
Godla. Wspdlezesny mainstream matematyczny zostal wyznaczony przez teorie mnogosci i wspie-
rajaca ja klasyczna logike. To terazniejszy paradgmat. Dzi§ jestedmy zanurzeni w teorii mnogosci
po uszy i czubek rozumu. Trwa stan upojenia jej oszalamiajacymi sukcesami w XX wieku. Tak
zostaliSmy wychowani i tak ksztalcimy studentéw.

Czy matematyka ma przetrwaC nietknieta w czasie najwiekszej od wynalezienia druku rewolucji
technologiczno-cywilizacyjnej, ktéra zmienia wszystkie dziedziny nauki, kultury i obyczajowosci?
Trzeba szczegdlnego rodzaju ortodoksji by trwaé w przekonaniu, ze matematyka jest ponad te rewolucje.

Sadze, ze wladnie teraz warto pytaé, czym wlasciwie jest matematyka. Jednak by daé sobie
szanse zrozumienia istoty matematyki nie wystarczy czytac i kolekcjonowac bezrefleksyjnie poglady
wielkich. Trzeba wyjsé poza ograniczenia wyznaczone przez edukacyjne schematy i podjaé¢ ryzyko
sformutowania wlasnego sadu. Bez tego nie mamy szans na zrozumienie czegokolwiek. To tak, jakby
prébowaé nauczy¢ sie matematyki nie rozwiazujac samodzielnie zadnego zadania.

1o really understand something, I believe that one must discover it oneself, not learn it from anyone
else!”13,

Nie szukajcie tu odpowiedzi na te podstawowe pytania a jedynie pomocy i zachety do poszukiwania
wlasnych.

Cztery uwagi, a nawet siedem

1. Ten tekst jest przeznaczony wylacznie do rozpowszechniania elektronicznego. Wracam do niego i
go zmieniam, poprawiam, uzupetniam. Twierdzenie, ze mozna napisa¢ o podstawach matematyki w
sposéb kompletny, bez luk, niedopowiedzen i bledéw, to czysta arogancja. ,,Plain success is not the
only possible goal; this might simply be the exposition of a disorder in this apparently well-organised
universe”. J.-Y. Girard [31]

2. Bede staral sie oszczedzi¢ czytelnikom zmagan ze specjalistycznym jezykiem i rozbudowanym

" Filozofia grecka a fizyka wspélczesna, Zagadnienia Filozoficzne w Nauce II, 1979/80. Carl Friedrich Freiherr baron
von Weizsacker (1912 - 2007), niemiecki fizyk i filozof.

12Thomas Kuhn (1922-1996) amerykanski filozof nauki autor dzieta ,The Structure of Scientific Revolutions” w
ktérym wprowadzil pojecie paradygmatu. Paradygmat to zbiér pojeé, stwierdzen, teorii stanowiacych podstawe danej
dziedziny nauki. W odréznieniu od dogmatu paradygmat nie jest wieczny, jest rodzajem ,umowy spotecznej” badaczy
odgrywajacych w danym czasie dominujaca role.

13G.J. Chaitin - , Information Theoretic Incompleteness”
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formalizmem. Ale bez przesady. Podziwiam fizykéw, ktérzy wychodza ze skéry by wyttumaczy¢ za-
wiloéci teorii kwantéw czy teorii wzglednoéci pomijajac zupetnie opis matematyczny'®. Ale to tylko
zabieg marketingowy. Bezskuteczny, bo przeciez ,,Krétka historia czasu” S.Hawkinga zajmuje dru-
gie miejsce na liscie tzw. ,unread bestseller” (,the books many start but few finish”) (za Biblia).
Moze pora uznaé, ze bez matematyki nie da sie pewnych rzeczy wyttumaczy¢? Podzielam poglad
prof. M. Hellera, ktéry w [35] napisal: ,, Trzeba po prostu bardzo Scisle trzymac sie struktur mate-
matycznych; interpretacja teorii winna by¢ ,egzegeza” jej matematycznej struktury.”.

3. Nie tracilem (niestety) zbyt duzo czasu na tworzenie hiperpoprawnej dokumentacji zrédel. Ale
zapewniam, ze szanuje reguly obowiazujace w $wiecie akademickiej nauki parametryzowanej i punk-
towanej na wszelkie sposoby. Dlatego nazywam ten tekst ,notatkami” a nie praca (para)naukowa.

4. Cytatéw jest tu wiele. Kto$ powie - zbyt wiele. Ale dlaczego mam szukaé wlasnych sformu-
towan, gdy uznaje cudzg wypowiedz za trafng? A ze po angielsku? No c6z, w tym kraju prawie na
kazdych drzwiach instytucji publicznych widzimy stowa ,,push” lub ,pull”. A ttoku jako$ nie ma

15

5. Ten tekst nie powstalby bez internetu - niewyczerpywalnego zrodla informacji. , There are
millions of preprints/articles/books on every topic (be warned this may use up all your spare time
for the rest of your life!)” jak napisano w pewnym artykule dostepnym w ... internecie (niestety nie
pamigtam gdzie).

6. Chociaz stowo ,filozofia” pojawia sie tu czesto, nie nalezy kojarzy¢ tych préb poukitadania
matematyki z filozoficzng refleksja nad matematyka. Nie mam po temu ani kompetencji ani ambicji.
7. ,Im bardziej zaawansowane technicznie (doskonalsze) medium, tym bardziej prymitywne, blahe
i bezuzyteczne wiadomosci sa przy jego pomocy przekazywane” - S. Lem (Gazeta Wyborcza, lipiec
2011). Zapewniam, ze staralem sie pamietaé o tej ztodliwie przenikliwej uwadze ... .

Nie nalezy tych zapiskéw traktowaé ze $miertelna powaga. To tylko rodzaj zabawy (intelek-
tualnej - jesli moge nieskromnie dodaé), rezultat subiektywnych doswiadczen a nie doglebnych,
obiektywnych i niestychanie wnikliwych studiéw nad podstawami matematyki.

O roli watpienia

1. Kartezjusz'® ,Rozprawa o metodzie”:

Poznanie zaczyna sie od watpienia'”. ,Dawno juz dostrzeglem, ze (...) zachodzi czasem potrze-
ba, by daé si¢ wies¢ mniemaniom, o ktérych wiemy, ze sa bardzo niepewne (...); poniewaz jednak
woéwcezas pragnatem oddac sie wylacznie poszukiwaniom prawdy, pomyslatem, ze nalezalo postapic
wrecz przeciwnie 1 odrzuci¢ jako bezwzglednie falszywe wszystko, co do czego mdégtbym sobie wy-
obrazi¢ najlzejsza nawet watpliwosé, aby zobaczy¢, czy potem nie zostaloby w zespole mych wierzen
nic takiego, co by bylo catkowicie niewatpliwe. Tak wiec (...) zamierzalem przyjacé, ze nie istnieje
ani jedna rzecz, ktora by byla taka, jaka wydaje nam sie za ich sprawa. Poniewaz zas sa ludzie,
ktérym sie zdarza, ze myla sie (...) , to sadzac, iz tak jak kazdy inny bylem podatny omylkom,
odrzucitem jako bledne wszystkie racje, ktore bralem poprzednio za dowody.”

2. O. Tilmann Pesch SI, ,Chrzescijanska filozofia zycia”. Wydanie drugie. Krakéw, 1930 (tekst
znaleziony w internecie),

sJednym z najsilniejszych dowodéw stabosci ludzkiego rozumu jest (...) mania powatpiewania,
ktora jak niebezpieczna choroba grozi wszystkim myslacym. Nierozumne powatpiewanie pochodzi
tak samo ze slabosci ducha, jak nierozumna latwowiernosé. Czlowiek zarazony ta choroba, jest

MPpopularne wéréd nich jest stwierdzenie, ze ,kazdy wzér w ksiazce zmniejsza liczbe potencjalnych czytelnikéw o
polowe” (S.Hawking, R. Penrose). C.Rovelli w ksigzce ,Tajemnica czasu” wrecz przeprasza za przytoczenie jednego
jedynego réwnania.

5Mozna te ilogé cytatéw tlumaczyé inaczej: ,Mam okulary (...) i stawiam wniosek, ze to one, w polaczeniu z
wrodzona smykatka do przywlaszczania sobie urywkéw erudycyjnych dziel, ktére sa zbyt glebokie, bym je zrozumial,
(-..) (moga) wywrzeé mylne wrazenie, iz wiem wiecej, niz wiem.” - W.Allen.

5Kartezjusz ( René Descartes, 1596 - 1650), francuski filozof, matematyk i fizyk.

1"Najlepsi studenci to ci, ktérzy nie przyjmuja do wiadomosci, ze ,,Stowacki wielkim poeta by?”.
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niezadowolony z tego, co na pewno wiemy. A poniewaz tyle jest rzeczy, ktérych umyst ludzki nie
moze do gruntu zbadaé, chcialby i te nieliczne pewne rzeczy usunad, aby mogl o wszystkim watpic.
(...) watpienie pochodzace ze sceptycyzmu prowadzi do wolnodumstwa; gdyz polega na niecheci do
wszelkich przekonan. Wolnodumstwo rodzi sie z daznosci do umystowej niesfornosci, z usposobienia
lekkomyslnego, nie lubiacego obowiazkéw, dlatego swawola i wolnodumstwo tak Scisle ze soba sie
tacza. Watpienie jest wtedy nierozumne, kiedy sie watpi w te prawdy, do ktérych przyjecia sa
wystarczajace powody.

Gdzie jest przyczyna tej wadliwej sklonnosci do powatpiewania? Zawsze albo w stabosci ducha,
albo w namietnosci. Pierwsza prowadzi do gnusnej bezmyslnosci i obojetnosci, a druga kryje sie
poza falszywym wyobrazeniem o istocie 1 zadaniu nauki.”

I jeszcze jedno zdanie tegoz Autora:

,2Matematyczna pewnosé¢ spotykamy tylko w matematyce; czyz dlatego wszystko inne ma by¢
niepewne?”

Zamiast komentarza, takie oto poruszajace wyznanie Bertranda Russella!®:

Pozadatlem pewnosci, jak ludzie pozadaja religijnej wiary. Sadzilem, ze latwiej znalez¢é pewnosé
w matematyce niz gdziekolwiek indziej. Odkrylem wszakze, ze liczne matematyczne dowody (...)
peine byly zwodniczych argumentéw i ze, o ile pewnos¢ daje sie w matematyce odkryé, powinna
byé ona w jakiejs nowej dziedzinie matematyki. (...) Jednakze w miare postepéw w pracy stale
przypominatem sobie bajke o stoniu i zéiwiu. Skonstruowawszy stonia, na ktérym matematyka
moglaby sie opieraé, zauwazylem, ze sie on chwieje. Przystapilem zatem do skonstruowania zétwia,
by powstrzymywal przed upadkiem stonia. Ale i zélw nie byl pewniejszy i po dwudziestu latach
wysitkow doszedlem do przekonania, ze niczego wiecej dla zapewnienia matematyce pewnosci nie

potrafie zrobi¢” .

Czy poukladatem matematyke? Nie sadze.

,Niels Bohr (...) uczestniczyl kiedys w konferencji filozoféw - pozytywistéw. Wyglosil tam odczyt o naj-
nowszych postepach mechaniki kwantowej. Nastepnego dnia byl... powiedzmy, w ztym humorze; najwi-
doczniej konferencja nie przypadla mu do gustu. Gdy zapytaliSmy go dlaczego, odparl: , Alez oni wszyscy
zgadzaja sie ze mng! Gdy ktos po raz pierwszy styszy o teorii kwantéw i nie budzi to w nim glebokiego
sprzeciwu, to znaczy, ze niczego nie zrozumial” [87]

8Bertrand Arthur William Russell (1872-1970), angielski arystokrata, logik, matematyk, filozof. Laureat Nagrody
Nobla w dziedzinie literatury (1950).
9Bertrand Russell , ,,Portraits from Memory”



Rozdziat 1

Liczby naturalne

Co Pan uwaza za gléwne zadanie matematykoéw?
Dostrzec, ktére twierdzenia sa ciekawe. K. Gédel [28]

Zdarza sig, ze opracowania przedstawiajace problemy lezace u podstaw matematyki rozpoczynaja sie od
prezentacji teorii mnogosci. Radze porzuci¢ taka lekture. Cantorowska teoria zbioréw ze swoja stukilku-
dziesiecioletnig historig to ledwie jeden z rozdzialéw matematyki. Wspanialy, zgoda. Ale oglad matematy-
ki przez pryzmat teorii mnogosci jest ex definitione zawezony'. Jedli tak widzimy matematyke, to trudno
dyskutowaé o jej podstawowych problemach. Mozna jedynie rozmawiaé¢ o problemach teorii mnogosci.
Lepiej zaczaé probe zrozumienia matematyki od tego, co bylo w niej zawsze. Od liczb naturalnych.

1.1 Liczba naturalna - co to jest?

Natural numbers were made by God; all else being the
works of Man. L. Kronecker®

Liczby naturalne to najprostsza struktura liczbowa i zarazem fundament konstrukcji wiekszych

struktur - liczb catkowitych, wymiernych, itd. To jadro matematyki. Stwierdzenie Kroneckera, sfor-
mutowane zapewne w okresie jego sporu z Cantorem, winnismy dzi$ odczytac tak: ,liczby naturalne
sg dobrem powszechnym. Sa wytworem cywilizacji stworzonym przez wszystkich dla wszystkich.
Reszta jest dzielem... matematykow”.
Liczby naturalne zostaly utworzone, bo byly potrzebne. By panowaé¢ nad rzeczywistoscia, musimy
umie¢ nazywaé rzeczy i zjawiska. ,Man gave names to all the animals, in the beginning” - pisal
(Spiewal) Bob Dylan. G.G. Marquez w ,Stu latach samotnosci” napisal jeszcze pickniej: ,,Swiat
byl jeszcze tak miody, ze wiele rzeczy nie mialo nazwy i méwiac o nich trzeba byto wskazywac je
palcem.” Zdolno$¢ do tworzenia nazw nie tylko indywiduowych, ale i takich, ktére obejmuja klasy
obiektéw wyréznionych w procesie abstrakeji®, to podstawowa cecha umystowosci czltowieka.

Czlowiek stworzyt te liczby bo potrzebowal uniwersalnego systemu nazw. Na czym polega ta

uniwersalnosé?
Nazwy-liczby nie nawiazuja w zaden sposéb do fizycznych cech nazywanych (numerowanych) przed-
miotow. Mozemy nazywaé-numerowaé elementy dowolnej kolekcji, niezaleznie od charakteru tych
elementéw. To sprawito, ze czlowiek zaczal postugiwaé sie abstrakcyjnym pojeciem liczebnosci
zbioru”. Zaczal poréwnywaé zbiory fizycznie nieporéwnywalne. Dzieki temu jeden wladca mogt
powiedzie¢ do drugiego satrapy (chcac go pognebié): ,mam wiecej Zon niz ty wojownikéw”. I byto
to stwierdzenie, ktére mozna byto weryfikowac.

L Jednym z bardziej szokujacych faktéw jest to, ze wszystko w matematyce mozna sprowadzié do zbioru” (internet
- (jabba.pl/hyperreal /klucz/teoria-mnogosci). Straszne sa skutki edukacji matematycznej opartej na jedynie stusznej
teorii mnogosci... .

2Leopold Kronecker, matematyk niemiecki (1823-91). Wielki i nieprzejednany oponent Cantora.
Georg Cantor (1845- 1918) matematyk niemiecki, pionier i twérca podstaw teorii mnogosci (teorii zbioréw).

3 Abstrahowaé - pomijaé pewne cechy, sprawy na rzecz innych (...) - stownik W. Kopalifiskiego.
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Ten zasob nazw jest niewyczerpywalny. Liczb naturalnych jest wystarczajaco wiele, by za ich po-
mocg nazywaé-numerowaé wszystko, co spotkamy w otaczajacym nas $wiecie. Uniwersalnosé liczb
naturalnych polega na tym, ze sa sktadowa wszystkich wymyg$lanych przez nas jezykéw opisu rzeczy-
wistosci. ,,Jezykow” a nie pojedynczego jezyka, bo, z natury rzeczy, zawsze postrzegamy i opisujemy
tylko fragment reczywistodci.

Te liczby to nie tylko zaséb, ale uporzadkowany liniowo SYSTEM nazw. Z kazda liczba-nazwa zwiaza-
ny jest jej nastepnik - ,dwa - trzy” ,sto - sto jeden”,... . Dlatego nazywanie-numerowanie elementow

dowolnej kolekcji oznacza automatycznie jej uporzadkowanie, ustalenie kolejnosci?.

H Liczby naturalne sg uniwersalnym systemem ZLICZANIA I KOLEJKOWANIA®.

Zliczanie i kolejkowanie to procesy - czynnosci dziejace sie w CZASIE. Dlatego cztowiek wpadt
na pomyslt, by wykorzystaé liczby naturalne do (dyskretnego) skalowania czasu. To konieczne, by
prébowacé zrozumieé dziejace sie procesy i planowaé dzialania. Kt6z nie zna dzieciecego ,raz, dwa,
trzy,..., pietnascie - szukam!”? Dzieki temu umownemu skalowaniu czasu chowajacy sie wiedza, ile
maja czasu na znalezienie kryjowki a szukajacy moze okreéli¢ granice obszaru poszukiwan.

Odpowiedz na pytanie ,,do czego stuza liczby naturalne?” jest wazniejsza niz rozwazania o tym, ,.co to
jest liczba naturalna?” Poza matematyka liczba jest narzedziem opisu rzeczy a nie rzecza. Jest noénikiem
informac;ji®.

Liczby naturalne nie nalezg do matematykéw. Sa dobrem powszechnym. Kazdy czlowiek w
wieku powyzej trzech lat tatwo wskaze kolekcje ztozone z dwéch, trzech, itd. elementéw, znajdujac
w tym oparcie dla swego wyobrazenia o liczbach. A pytany ,,c6z to jest liczba trzy?” ograniczy sie
do takiego wskazania, nie silgc sie na formutowanie definicji. I ma racje.

To jest sens stwierdzenia Kroneckera.

Ten poglad podzielal Hilbert”. Méwil, ze - w odréznieniu od innych pojeé¢ matematycznych - ,liczby
naturalne sg obecne w naszej intuicji.” Podobnie my$élat Poincare®:  struktura liczb naturalnych i
zwiazana z nig zasada indukcji sa intuicyjnie 1 nie wymagaja podstawy; w istocie, (...) zaklada si¢
je w kazdej prébie budowy podstaw (matematyki)”[29)].

»~Wynalezienie liczb naturalnych” sprawilo, ze skoficzono$¢ stala si¢ policzalna (mierzalna). Dwie skonczo-
ne mnogosci mozna bylto odtad nie tylko poréwnywaé ( na zasadzie ,wieksza-mniejsza”) ale precyzyjnie
opisywaé réznice miedzy nimi. Zamiast o ,skonczonej ilosci” zaczeliSmy mowicé precyzyjnie o ,skonczonej
liczbie” obiektow wskazujac jednoczesnie te liczbe.

,Uniwersalny, uporzadkowany i niewyczerpywalny system nazw” to jeden z najbardziej udanych
pomystow czlowieka. Liczby naturalne sg obecne w kazdej kulturze, sa elementem kazdego jezy-
ka. Wraz z postepem cywilizacyjnym rost zakres ich zastosowan. Dzis§ trudno sobie wyobrazié, jak
wazny byl wynalazek zera.?. Jednym z najwczesniejszych przelomowych momentéw byla dziatal-
nos¢ Pitagorasa i jego uczniow, ktérzy skojarzyli arytmetyke z geometria i zaczeli uzywac liczb do

4Uzywajac jezyka mainstreamowej matematyki: liczby naturalne to zbiér dobrze uporzadkowany.
®Podwéjna rola liczb naturalnych zostala odwzorowana w teorii mnogoéci: liczby naturalne to jednoczeénie naj-
prostsze liczby kardynalne (zliczanie) i liczby porzadkowe (kolejkowanie). W gramatyce jezyka polskiego méwimy o
liczebnikach gléwnych i porzadkowych. A kognitywisci méwig o kardynalnym i porzadkowym aspekcie liczb [9].
6 Jeden, dwa, trzy...” to liczebniki a nie rzeczowniki.
"David Hilbert (1862 - 1943) - genialny matematyk niemiecki. To jeden z gtéwnych bohateréw tego tekstu.
8Jules H. Poincaré (1854- 1912).
9Zero nie bylo znane startozytnym Grekom ani i Rzymianom. , The addition of 0 to the natural numbers was
a major intellectual accomplishment in its time. The addition of negative integers to form Z already constituted a
DEPARTURE FROM THE REALM OF IMMEDIATE EXPERIENCE TO THE REALM OF MATHEMATICAL MODELS.” (wikipedia,
transfer principle)..,,Zero” pojawilo sie (zapewne) w Indiach okolo V wieku naszej ery.
Byt sobie raz. Wymyslit zero. na ktore ktéz przysiegnie. Bez imienia
W kraju niepewnym. Pod gwiazda nawet spornego. Nie pozostawiajac
dzi$ moze ciemna. Pomiedzy datami, ponizej swego zera zadnej mysli zlotej
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badania obiektéw geometrycznych, do opisu rezultatéw mierzenia odleglosci i ich poréwnywanial?.

Liczby naturalne w teorii mnogosci

Liczba staje sie rzecza gdy czynimy ja przedmiotem badan. Liczba jest obiektem (rzecza) w mate-
matyce. Dlatego teoria mnogoéci musiata zaproponowaé wlasna definicje liczb naturalnych.

Teoria mnogoéci odrzuca wszelkie pre-intuicje. Poza jedna - jedynym pierwotnym pojeciem teorii mnogosci
jest ,zbiér” 1. Dlatego liczby naturalne musialy byé zdefiniowane w tej teorii jako pojecie wtérne, poprzez
odwotanie do tego jedynego pojecia podstawowego.

Zrobiono to tak: jeden z aksjomatéw ZFC'? to postulat istnienia zbioru induktywnego:

,Zbior A jest induktywny, jezeli zawiera zbior pusty i wraz z kazdym zbiorem B zawiera zbior
BuU{B}.13
ZBIOR LICZB NATURALNYCH N TO NAJMNIEJSZY ZBIOR INDUKTYWNY ™. Jego pierwszym elemen-
tem - zerem - jest zbiér pusty 0. Jedynka - zbior {0}. Dwojka - zbior {0, {0}}.
Nastepnikiem dowolnego zbioru-liczby A € N jest zbiér AU {A}.

Niech to nie umknie naszej uwadze: pojeciem definiowanym jest ZBIOR LICZB NATURALNYCH. Same liczby

to ,tylko” elementy tego zbioru. I tez sa zbiorami.

Liczba abdykowala na rzecz zbioru'®.

To nie jest mita definicja. Jaki pozytek ze stwierdzenia, ze liczba to zbiér? Przeciez to w zaden
sposéb nie pomaga zrozumieé dlaczego 2 + 2 =4... .

{0,403} + {0,{0}} = {0, {0}, {0, {0}}, {0, {0, {0}}},{0, {0}, {0, {0}}, {0, {0, {O}} } }},

Nie w tym rzecz. Ta teoriomnogo$ciowa definicja to element jezyka metaarytmetyki - nie ma stuzyé¢
prowadzeniu obliczen, ale badaniu wlasnosci obliczen. Nie ma ulatwiaé obliczenia, ze 34+4 =7, ale
ma poméc zrozumieé (uprawomocnié¢?) zasade indukeji matematycznej'®.

To pierwsze to rachunki, to drugie to matematyka.

o zyciu, ktore jest jak. Ani legendy, Szczeling miedzy faktem a zmySleniem

ze dnia pewnego do zerwanej rozy uszedl naszej uwagi. Odporny

zero dopisal i zwiazal je w bukiet. na kazdy los. Straca ze siebie

ze kiedy mial umieraé, odjechal w pustynie kazda, jaka mu daje, postac.

na stugarbnym wielbladzie. Ze zasnal Cisza zrosla si¢ nad nim, bez blizny po glosie.

w cieniu palmy pierwszeiistwa. Ze sie zbudzi, Nieobecnosé przybrala wyglad horyzontu.

kiedy juz wszystko zostanie przeliczone Zero pisze sie samo.

az do ziarenka piasku. C6z za czlowiek. W. Szymborska, ,,Wiersz ku czci”
(Réwnie zaskakujace jest to, ze symbol réwnosci - ,=” pojawil sie¢ w matematyce dopiero w ... XVI wieku).

10Pitagorejczycy byli tak zachwyceni swoim pomystem, ze popadli w przesade. Uznali, ze istotne w $wiecie jest
tylko to, co mozna wyrazi¢ liczbowo. Wyr6zniamy te obiekty przestrzenne (i nazywamy geometrycznymi), ktére
charakteryzuje pewna doskonalos$é stosunkéw liczbowych - tréjkat (réwnoboczny), kwadrat, koto, kula. Zdumieni
mozliwosciami jakie dawat taki opis $wiata uznali, ze ,liczbowy tad” nie jest przez nich kreowany ale odkrywany.
Jest zasadg organizujaca rzeczywistosé. To stalo sie paradygmatem ich ogladu swiata - doszukiwaé si¢ wszedzie ,tadu
liczbowego i geometrycznego”. Dlatego np. Ziemia - centrum ich wszechswiata - winna by¢ kula. ,,Sens istnienia
czlowieka polega na poszukiwaniu harmonii, ktéra sie utrzymuje wszystko, nie wylaczajac bogéw” [43].

1Pojecie pierwotne danej teorii to takie, ktére nie jest w niej definiowane (np. punkt w geometrii).

127 FC - aksjomaty teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla wraz z pewnikiem wyboru. Bede czesto pisal ,teoria ZFC”
zamiast ,teoria mnogosci”.

1S{B} to oznaczenie zbioru, ktérego jedynym elementem jest zbiér B. Teoria mnogosci tak ma. Musisz sie z tym
pogodzié i np. zrozumieé, ze zbidr pusty @) to nie to samo co {0}.

M Nazywany tez modelem standardowym arytmetyki.

15 »(...) od chwili powstania ZFC kazda wielko$¢ matematyczna, w szczegdlnosci kazda liczba naturalna, jest zbio-
rem. Z formalnego punktu widzenia to ma te zalete, ze istnieje tylko jedno pierwotne pojecie, ale (...) dlaczego liczby
powinny byé zbiorami (w matematyce formalistycznej po ozywieniu liczb naturalnych w postaci zbioréw, fakt ten
Jjest jak najszybciej ukrywany)? - J. Ponstain, Nonstandard Analysis (internet)

18 Teoriomnogosciowe sformutowanie zasady indukeji wyglada tak: jesli podzbiér A C N zawiera zbiér pusty i wraz
z kazdym zbiorem B zawiera zbiér B U {B} to A = N. Pomysl: skoro N to NAJMNIEJSZY zbiér induktywny, to
jakikolwiek induktywny zbiér w nim zawarty musi mu by¢é mu réwny.



ROZDZIAL 1. LICZBY NATURALNE 12

1.2 Nieskonczonos$¢ potencjalna czy aktualna?

The existence of ... infinite object? Show me
one and I will then show you a cuple of angels
engaged in the “"macarena” on the head of
the pin [80]

Zasob uniwersalnych nazw - liczb naturalnych - jest niewyczerpywalny. NIE JEST skonczony.
Teoriomnogosciowcy ida krok dalej: méwia, ze definiowany w teorii mnogosci zbiér liczb naturalnych
JEST zbiorem nieskoniczonym.

Gdyby oczysci¢ drzwi percepcji, kazda rzecz ja-
wilaby sie taka, jaka jest: nieskonczona.
W. Blake'”

Stwierdzenie: ,liczby naturalne nie tworzg zbioru skonczonego” nie musi oznaczaé, ze tworzg one zbior
nieskoniczony. Ale teoriomnogosciowcy, nie akceptujacy niczego co nie jest zbiorem, MUSIELI uznadé, ze
liczby naturalne tworza inny rodzaj zbioru - zbiér nieskonczony.

Pytanie o nieskonczonosé to nie problem wytacznie matematyczny. To jedno z fundamental-
nych pytan cztowieka myslacego. Kazdy kiedy$ przezyt to szczegdlne uczucie, jakie budzi ogrom i
fizyczne niemal odczucie nieskonczonosci rozgwiezdzonego nieba i Swiadomo$é ,bycia czastka ko-
smosu”. Nieskoniczono$c¢ fascynuje. Czy wszechswiat jest nieskonczony? Czy czas jest nieskoniczony?
To kontrapunkt dla naszej egzystencji zdeterminowanej przez skonczonos¢. Niepogodzeni, chetnie
wierzymy w nieskonczono$é czasu i przestrzeni. Jako rodzaj absolutu nieskonczono$é jest obecna
w niemal kazdej religii, a obietnica nieskonczonego istnienia jest najwieksza wartoscia. ,, Pragniemy
transcendentnego, nadludzkiego usprawiedliwienia dla naszych skoiiczonych, ucielesnionych mysli i
dziatan - Kant'®.

Jest jednak przepa$é miedzy uzasadniona psychologicznie potrzeba odniesienia sie do nieskon-
czonosci a $wiadoma akceptacja jej istnienia. Wbrew temu, ze to pojecie nie ma zadnego desygnatu
w fizycznej czasoprzestrzeni.

Nieskonczonosé... ale jaka? Ciut upraszczajac mozna powiedzieé¢, ze spér o nieskonczono$é to
Scieranie sie dwoch koncepcji uksztattowanych i dyskutowanych zawziecie juz w starozytnosci.

Arystoteles'® uwazal, ze istnieje tylko nieskoriczonosé potencjalna. ,Nieskoriczonosé istnieje w
ten sposéb, ze jedna rzecz wystepuje zawsze po drugiej i kazda rzecz tego ciagu jest skonczona i
zawsze rozna” (...) Nieskoriczonosé jest przeciwienstwem tego, co sie tak zazwyczaj okresla. Nie
to bowiem jest nieskonczone, co juz nie ma niczego poza soba, lecz wlasnie to, co zawsze ma
cos poza soba” (Arystoteles, Fizyka)??. Stanowisko przeciwne to uznanie istnienia nieskonczonosci
aktualnej, akceptacja ,,bytow nieskonczonych”. Arystotelesowska nieskonczonosé potencjalna jest
wéwcezas tylko droga poznania ,wlasciwej” nieskonczonodci.

Liczby naturalne postrzegane jako niewyczerpywalny zaséb nazw to nieskonczonosé potencjalna.
Definiowany w teorii mnogoéci zbiér liczb naturalnych jest zbiorem aktualnie nieskonczonym.

,, Nieskoniczonos¢ potencjalna oznacza nieograniczona zdolnos¢é umystu do konstruowania obiektéw. W tym
ujeciu sama NIESKONCZONOSC NIE JEST OBIEKTEM PODLEGAJACYM OPERACJOM MATEMATYCZNYM, ale
wylacznie zrédlem tych obiektow.

Nieskoriczonosé¢ aktualna charakteryzuje sie tym, ze sama jest obiektem podlegajacym rozmaitym opera-
cjom” [32].

Uznanie nieskoniczonosci aktualnej w matematyce teoriomnogosciowej oznacza, ze staje sie ona
przedmiotem badan. Zgodzono sie - nieco bezkrytycznie - ze w Swiecie zbioréw nieskonczonych

"Willam (,,Mad”) Blake (1757-1827)- poeta i mistyk angielski. Ten cytat to ukton w strong tych, ktérzy pamigtaja
zespot ,,The Doors”.

18(6,08. 2011 roku zmart polski malarz-konceptualista, Roman Opalka, ktéry od 1965 roku tworzyt cykl ,Opalka
1965/1 - co”. Ten cykl to wypisywanie na obrazach kolejnych liczb naturalnych..., Jestem przejety czasem i jego
uplywem. Idea malowania czasu stala sie moim programem, ktéry zostanie zakonczony wraz z moja Smiercia.”.

19 Arystoteles, (384 - 322 p.n.e.) - jeden z trzech, obok Platona i Sokratesa, najwazniejszych filozoféw greckich.

20Jeszcze jeden cytat z tego dziela:,Teraz ,by¢” oznacza albo ,byé potencjalnie” albo ,byé faktycznie”, a rzecz
moze by¢ nieskonczona albo przez dodawanie, albo przez dzielenie. Twierdzilem, ze zadna rzeczywista wielkoS¢ nie
moze byé nieskoriczona, ale nadal moze byé nieskoriczenie podzielna (...) .” - cytuje za [44].
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obowiazuje wigkszo$é praw $wiata obiektow-zbior6w skoniczonych. Dlatego méwimy (myslimy) o
»zbiorze wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych” tak samo jak o zbiorze podzbioréw zbioru
sze$cioelementowego... . Mozna, ale trzeba pamietaé, ze to tylko apriorycznie przyjete zalozenie a
nie fakt, ktéry mozna jakkolwiek potwierdzié.

Teoria mnogosci nie tylko akceptuje, ale wrecz afirmuje nieskonczono$é¢ aktualng. E. Zermelo
nazywal matematyke ,logika nieskonczonosci”. Ta teoria odwraca relacje miedzy skonczonoscig
a nieskonczonoscia: poczatkujacy adept matematyki dowiaduje sie, ze ,zbidr skonczony to taki,
ktory nie jest nieskoniczony”. Skotlowany nie pyta, czy to zgodne z intuicja skonczonoéci, czy np.
tak rozumiany skonczony zbiér mozna oprézni¢ w skonczonym czasie wyjmujac kolejno pojedyncze
elementy...2!.

Dzielenie wlosa na czworo? Z dzisiejszej perspektywy - tak. Ale przed Cantorem nieskonczonos$é
aktualna wcale nie dominowata w matematyce. W antycznej Grecji wrecz jej unikano: ,,Nieskori-
czonosci (aktualnej - GJ) unikano zaréwno w filozofii jak i geometrii. Rozwazania matematyczne,
w ktérych (...) pojawiala si¢ nieskoriczonosé, prowadzity do paradokséw i réznego rodzaju aporii
(trudnosci). Dlatego w miare mozliwosci eliminowano z matematyki wszelkie takie ,podejrzane”
sytuacje. Jesli przyjrzymy sie dokladnie ,,Elementom”, to zauwazymy, ze nieskonczonosé jest z nich
wyeliminowana catkowicie. Linia prosta jest ograniczona - konczy sie punktami (...)"%2.

Oto jedna z takich podejrzanych sytuacji:
, Czy Achilles dogoni z6lwia, od ktérego dzieli go (skoniczony) dystans D7 Achilles biega dziesie¢
razy szybciej i dlatego musi dogonié¢ zwierze - tak nam sie zdaje. Ale gdy Achilles, przebiegnie
dystans D, to zétw przeczlapie jedna dziesiata tego dystansu i odleglo$¢é miedzy nimi bedzie wtedy
réwna %D. Gdy Achilles przebiegnie dystans réowny tej nowej odleglosci, to zétw w tym czasie
oddali si¢ na odleglosé réwna ﬁD. I tak dalej, W NIESKONCZONOSC... . Dystans miedzy Achillesem
i zélwiem bedzie coraz mniejszy, ale Achilles nigdy nie dogoni gada... .”

To jeden z paradokséw Zenona z Elei?3. Sa dwa powody zamieszania wokél tej opowiastki, oba
zwigzane z nieskonczonoscia. Pierwszy to przekonanie, ze mozliwe jest nieskonczone dzielenie skon-
czonego odcinka - dystansu w rzeczywistej przestrzeni. Grecy tego nie wiedzieli, ale my wiemy
(powinnismy wiedzieé), ze ,jezeli bedziemy wciaz zmniejszaé¢ odleglosé miedzy dwoma punktami,
to w pewnym momencie dosiegniemy tak malej skali, ze samo POJECIE ODLEGLOSCI STRACI SWOJ
ZWYKEY SENS” [55]24. Ten sens utracimy szybciej, niz sie zdaje: gdy, na przyklad, pierwotna od-
legtosé miedzy Achillesem a zétwiem to kilometr, to juz przy 13-15 pomiarze odleglosci bedziemy
operowali wielko$ciami poréwnywalnymi ze srednica atomu wodoru... .

Drugi powdd to niefrasobliwe przekonanie, ze ,nieskonczone sumowanie” skonczonych wielkosci
musi da¢ wynik nieskonczony. Poniewaz mozna dokonaé¢ nieograniczenie wielu obserwacji pozycji
z6twia i Achillesa a kolejne obserwacje oddzielaja trwajace pewien czas przerwy, to wydaje sie, ze
ta zabawa moze (musi) trwaé nieskonczenie dtugo. Ale to nieprawda.

Przypusémy, ze Achilles pokonuje dystans D w godzine. Wéwczas pierwsza obserwacje wykonamy
po 1 godzinie od chwili startu zawodnikéw. Druga - po 1+ % = % godziny, trzecig - po % godziny
a n-ta - po llolni,ll godziny (licznik utamka to liczba zlozona z n jedynek).

Nie trzeba by¢ matematykiem by zauwazy¢, ze wszystkie te liczby sa mniejsze od %. To oznacza,
ze opisang metoda obserwujemy poscig Achllesa tylko w poczatkowym okresie gonitwy, w czasie
krétszym niz godzina i 7 minut. Co sie dzieje pdzniej - nie widzimy. A wtedy Achilles dogoni gada...

2'Moze i lepiej, bo to pytanie byloby nielichym klopotem dla wielu wyktadowcéw. A wprowadzenie wyktadowcy w
zaklopotanie moze (musi) oznaczaé klopoty pytajacego ... . Szanowny studencie, masz racje: tego nie mozna dowies¢!
Wykazemy to, gdy bedzie tu mowa o twierdzeniu Losia.

22M.Heller, Z.Pogoda: ,,Geometria i kosmologia - historia wzajemnych zwiazkéw - http://www.msn.ap.siedlce.pl/
smp/msn/3/27-31.pdf. ,Elementy” to stynne dzielo Euklidesa (ok. 365 - ok. 300 r. p.n.e.).

To szczegblne poczucie bezradnosci antycznych Grekéw okreslane jest mianem ,horror infinity” - strach przed nie-
skonczonoécia. Niektorzy przypisuja autorstwo tego okreslenia Cantorowi.

#Zenon z Elei ( ok. 490 p.n.e. - ok. 430 p.n.e.), filozof.

24 Wspolczesna, fizyka operuje pojeciem dlugosci Plancka.To wielkosé 10 33¢m ,ponizej ktérej pojecie odleglosci
traci sens” [65].
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Ten i inne paradoksy Zenona to nic innego jak skutek méwienia o nieskoficzonoséci w nieade-
kwatnym jezyku. Pokazuje, ze operowanie nieskonczonoscia w matematyce nie moze opieraé sie
na intuicji lecz wymaga precyzyjnie zdefiniowanych poje¢ i specyficznych metod obliczeniowych.
Wspéblczesna matematyka to wszystko ma. Dzi$ uczymy sie o zbieznosci ciggdéw nieskonczonych i
ich granicach, o szeregach liczbowych i ich sumach jako o czym$ oczywistym.

Doprowadzenie tego jezyka do doskonatosci to zastuga Cantora i wszystkich, ktérym zawdzeczamy
obecny ksztalt analizy matematycznej 2°.

Cantor nie byt pionierem uznania nieskonczonosci aktualnej w matematyce. Pie¢ wiekow wcze-
$niej Mikotaj z Kuzy glosil: ,,wszystko, co skonczone, ma swe zrédio w zasadzie nieskoriczonosci”
[18]%6. Juz Bolzano wskazywat zbiory, dla ktérych mozna ustali¢ wzajemnie jednoznaczna odpo-
wiednio$¢ miedzy elementami tych zbioréw a elementami ich istotnie mniejszych podzbioréw (co
w teorii mnogoéci jest wyréznikiem zbioréw nieskoniczonych)?”. Ale to Cantor uczynit nieskonczo-
nos¢ aktualnag centralnym pojeciem matematyki i przecial wezel gordyjski odwiecznych sporéw o
nieskonczono$¢ (w matematyce).

Uznanie nieskonczonosci aktualnej w matematyce nie bylo oczywistoscia. Byla to $wiadoma
decyzja tworcoéHw teorii mnogosci a w szczegolnosci Cantora. To rewolucja, akt intelektualnej odwagi,
poréwnywalny z rewolucja kopernikanska?®. Zdominowata matematyke XX wieku.

, NIKT NAS NIE WYGNA Z RAJU, KTORY STWORZYEL CANTOR” - D. HILBERT.

Puenta

Czy dyskusja o nieskonczono$ci moze mie¢ puente?

Spor o nieskonczono$é nie zawsze byl dyskusja szanujacych sie adwersarzy. Kiedy w XV wieku Mikolaj
z Kuzy zaczal glosié¢, ze wszech§wiat jest nieskonczony, Kosciét szybko przystapit do kontrofensywy. Jej
ofiara stal sie Giordano Bruno, wyznawca pogladu o nieskonczonosci wszech$wiata. Poglad ten (wraz z
innymi gloszonymi przez niego) uznano za herezje. G. Bruno zostal uwieziony, torturowany przez dlugie

b

lata i spalony na stosie w 1600 roku...

Z5Byé moze zamystem Zenona bylto wtagnie prowokacyjne zwrécenie uwagi na niedostatki jezyka ,badan nad ni-
skonczonoscia”. Nie dziwi tez, ze nadal temu popularng w tym czasie mitologiczno-bajkows forme: wszak i dzis od
wyktadowcéw wymaga sig, by méwili ,tatwo i przystepnie”... .

2 Wraz z Kuzaticzykiem (Mikolaj z Kuzy - Nicolaus Krebs (1401-1464), filozof i teolog niemiecki - GJ) zarysowuje
sie¢ wyobrazenie wszech$wiata jako otwartego w nieskoriczono$¢é majacego srodek wszedzie a obwdd nigdzie (...) Gdy
wydluza sie tedy Srednica okregu maleje jego krzywizna: nieskoriczony obwdd staje sie nieskoriczong prosta: w Bogu
zbiegaja sie wszelkie przeciwienstwa” [26].

2"Przyporzadkowujac kazdej liczbie naturalnej n liczbe 2 - n ustalamy wzajemnie jednoznaczng odpowiedniodé
miedzy zbiorem wszystkich liczb naturalnych i zbiorem liczb parzystych. Te zbiory maja ,tyle samo” elementéw - sa
réownoliczne - choé liczby parzyste tworzg, zbiér istotnie mniejszy do zbioru wszystkich liczb naturalnych.

28To ryzykowne poréwnanie jedli uwzglednimy ,kontekst” obu rewolucji. Dzieto Kopernika przeciwstawiato sie
powszechnie wéwczas akceptowanej (i wspieranej przez Kosci6l) teorii Ptolemeusza. Natomiast idee Cantora byly
zgodne z pogladami neo-platonikéw zaakceptowanymi przez filozoféw katolickich.



Rozdziat 2

Nieskonczonosé¢ kontrolowana

)

,INie o to chodzi, by zlowi¢ kréliczka, ale by gonic go...’
Agnieszka Osiecka

Czy nieskonczonosé aktualna jest konieczna? Czy jest alternatywa dla raju Cantora? Czy ma-
tematyka potrafi modelowaé nieskonczonosé potencjalng?

Moéwiac ,zbiér liczb naturalnych” traktujemy wszystkie liczby w sposdb rownouprawniony. A
przeciez Russell zatytulowal rozdzial w [63] poSwiecony liczbom naturalnym nie ,zbidr...” a ,ciag
liczb naturalnych”. G. Mannoury juz w 1909 roku wskazywal na putapke ukryta w stwierdzeniu ze

np. liczba 3 to taka sama liczba jak 99, Skoticzonoéé to wiecej niz kosmos!.

Niektérzy matematycy gotowi sg utozsamiaé¢ skonczonoéé obiektu matematycznego z jego try-
wialnoscig. By¢ moze ogloszenie w 1976 roku komputerowego rozwiazania problemu czterech barw
sktonito cze$é z nich do rewizji pogladéw?. Ale nie wywotalo rewolucji.

Osia sporéw wokél nieskonczonosci aktualnej i potencjalnej jest stosunek do roli czasu w kreacji obiektéw
matematycznych. Teoria mnogosci jako spadkobierczyni platonizmu pojmuje obiekty matematyczne jako
wieczne i niezmienne w czasie. Rozszerzajac Swiat platonskich idei o nowy byt - nieskonczonosé - musiata
przyjacé, ze jest to nieskonczonosé aktualna.

Dla konstruktywistéw - zwolennikéw nieskoficzonoéci potencjalnej - kreacja to konstrukcja, proces prze-
biegajacy w czasie. Kazda liczba naturalna powstaje z zera w wyniku skonczonego procesu. A wtedy

liczba 3 zaczyna sie réznié od 99 _ jest tatwiej dostepna.

Skoro kazdy rodzaj bytu moze by¢ wyrézniony badz jako potencjalny badz jako w peini urze-
czywistniony, wobec tego URZECZYWISTNIANIE bytu potencjalnego jako takiego bedzie wilasnie
ruchem” - Arystoteles, Fizyka, Ks. ITII. Minelo ponad dwa tysiace lat i M.Atiyah3 napisal: W sta-
tycznym wszechSwiecie nie mozna sobie wyobrazic¢ algebry, ale geometria jest zasadniczo statyczna.
Moge tu siedzieé¢ i patrzeé i nic sie moze nie zmienia¢, a mimo to moge widzieé. Algebra wszakze
ma do czynienia z czasem, poniewaz jej operacje trzeba wykonywac kolejno (...). Kazdy algorytm,
kazdy proces rachunkowy, jest ciagiem krokéw wykonywanych jeden po drugim. Wspdlczesny kom-
puter wyraznie to nam uswiadamia (...). Algebra dotyczy manipulacji w czasie, a geometria dotyczy
przestrzeni. Sa to dwa ortogonalne aspekty swiata, przedstawiajace dwa rézne punkty widzenia na
matematyke. Czas jest czyms, co istnieje w algebrze, a nie istnieje w geometrii.” [2]

YGerrit Mannoury (1867 - 1956) matematyk i filozof holenderski.

! Nalezy zaznaczyé, ze juz tutaj wkracza element idealizacji. Uwazamy 5, 1000 i 100" 2a obiekty ,tego samego
rodzaju”, chociaz nasz obraz mentalny w kazdym z tych przypadkow jest inny: mozemy natychmiast uchwycié¢ ,piec¢”
jako zbior jednostek, podczas gdy, z drugiej strony, 101" jest dostepne tylko poprzez pojecie potegowania” [85].
Liczbe atoméw we wszech§wiecie szacuje sie na 6 - 1075, Co robie, gdy pisze ,dodajmy liczbe 1 do 10°7” ?7?

Dla poréwnania: najwieksza znana liczba pierwsza to 257885161 _ 1

2Czy kazda mape mozna pokolorowaé za pomocs czterech barw tak, by sasiadujace pafstwa (majace wspolna,
ale nie jednopunktowa, granice) nie mialy tego samego koloru? Komputerowy dowdd potwierdzajacy taka mozliwosé
polegal na rozpatrzeniu prawie 2000 ré6znych mozliwych przypadkéw. Ponad mozliwosci cztowieka.

3Michael F. Atiyah (ur. 1929) — matematyk brytyjski, laureat medalu Fieldsa w 1966 roku.

15
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Te ,dwa ortogonalne* (...) punkty widzenia” teoria mnogoéci usiluje opisywaé¢ tym samym
jezykiem, ktérego pierwotnym pojeciem jest statyczny ,zbior”. W konsekwencji te dwa aspekty
matematyki nie sa w mainstreamowej matematyce rownouprawnione. Nieco zmieniajac koncéwke
wypowiedzi Atiyaha powiemy, ze ,czas jest czyms$, co istnieje w matematyce, a nie istnieje w teorii

mnogosci”®.

2.1 Liczby naturalne wedlug konstruktywistéow

To know that A is a set is to know how to form the
canonical elements in the set and under what conditions.
two canonical elements are equal. P. Martin-Léfo

Czy o liczbach naturalnych mozna méwi¢ matematycznie, ale inaczej? Mozna, jesli uwierzymy
w istnienie matematyki poza teorig mnogosci.

Martin-Lof méwi: ,wiedzied, ze A jest zbiorem oznacza, ze wiemy jak konstruowaé (formowac,
ksztaltowac) jego elementy”. Zbiér jest opisem (specyfikacja) warunkow, jakie musza by¢ spelnione
w procesie konstrukeji jego elementéw”.

1o form” to czasownik. Formowanie odbywa sie w dyskretnym czasie, krok po kroku. Spéjrzmy
oczami Martin-Lofa na konstrukcje liczb naturalnych. Zaczynamy od pojedynczej wielkosci poczat-
kowej - liczby 0. W kazdym kroku dodajemy jedng nowa wielkos¢ - nastepnik ostatnio skonstruowa-
nej liczby®. Wszystko, co utworzymy w ten sposéb w rezultacie dowolnie diugiego, ale skonczonego
ciagu krokéw, JEST liczba naturalna. I nic ponad to.

Zapiszmy reguly rzadzace organizacja tego PROCESU w sugestywnej formie:

n: N

(Nat) 0:N suce(n) : N

Brak licznika w pierwszej regule-utamku oznacza, ze zero jest bezwarunkowo liczba naturalna.

Druga reguta méwi, ze napis succ(n) jest liczba, o ile jest nia napis n®.

0, succ(0), suce(suce(0)), suc(suc(suc(0)), . . .
Liczby naturalne mozna reprezentowadé inaczej, uzywajac innych napiséw. Ale nie zmienia istoty
tej definicji: wazne jest to JAK TWORZYMY liczby naturalne a nie czym one sa.
H. Curry: ,,Dowolny uklad obiektow (...)generowany z pewnego poczatkowego obiektu przez pew-
na jednoargumentows operacje tak, ze kazdy nowo wygenerowany obiekt rézni sie¢ od poprzednio
utworzonych i ze proces moze by¢ kontynuowany w nieskonczonosé, bedzie dziatal tak, jak zbior
liczb naturalnych. Mozna (...) zobiektywizowad ten proces, przedstawiajac liczby w postaci symboli;
wybieramy jakis symbol, powiedzmy kreske ,|”, dla obiektu poczatkowego, a operacje traktujmy
jako umieszczenie kolejnej kreski po prawej stronie danego wyrazenia.” [69] 1°.

Skutkiem stosowania tych regul jest kreacja (potencjalnie) nieskoniczenie wielu obiektéw mate-
matycznych. Dopiero w drugiej kolejno$ci mozemy uznaé, ze jest nim kreacja pojedynczego obiektu
- (aktualnie) nieskonczonego zbioru liczb naturalnych. Ale czy musimy?

4 Wzajemnie prostopadte”.

SKantowski rozdzial ,czasu” i ,przestrzeni” zanegowal Einstein w szczegdlnej teorii wzglednosci, w ktérej wspol-
zaleznosé tych pojeé zostala zrealizowana pod hastem ,czasoprzestrzen”. Matematyczne podstawy tego pojecia zbu-
dowat Minkowski (,,przestrzeri Minkowskiego”) ktérego wyktadéw na politechnice w Zurychu stuchal Einstein.

SPer Martin-Lof ( 1942 -) szwedzki logik i filozof, twérca tzw. intuicjonistycznej teorii typéw.

"Aby uniknaé niepozadanych skojarzeii mozemy méwié o ,typach” zamiast o ,zbiorach” rozumiejac ten termin
tak, jak wspoélczesna informatyka.

81 o suce(n) = n+ 1. W jez. angielskim nastepnik to succesor.

9 Numerals” - terms containing only unary symbol ,succ and a constant 0 are genetic; they are formed by human
activity - E.Nelson [53].

0Haskell Curry (1900-1982) - amerykanski matematyk i logik.

Poszukiwaczom dziury w calym pytajacym o definicje ,skonczonego ciaggu krokéw” odpowiem: skonczo-
noé¢ to termin, ktory jak zaden inny jest zwiazany z istota naszej egzystencji.
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wani . wolni | lecy - . p Ji¢ SOIZECIVLL
Operowanie pojeciem ,dowolnie dtugi, lecz skonczony proces” nie moze budzié¢ sprzeciwu. Jest intuicyjnie

oczywiste.

Skoro tak, to mamy DWIE DEFINICJE liczb naturalnych. Poréwnajmy:

definicja konstruktywna: definicja teoriomnogosciowa:

I.OEN, 1.0 eN

2. n € N — succ(n) € N, 2.neN-nU{n}eN,
3. liczba naturalna jest to, co potrafimy

skonstruowac za pomoca regut 1. i 2. w skon-
czonej ilosci krokéw.

3. N to najmniejszy sposrod zbioréw spelnia-
jacych warunki 1. 1 2.

Liczby naturalne zaczynamy poznawaé juz w najwczesSniejszym okresie edukacji i to nie ja-
ko zbidr ale jako zasady ich konstrukcji. Stopniowo rozszerzamy ich zakres i u$éwiadamiamy sobie
nieograniczony charakter tego procesu. Ta edukacja (oparta na do$wiadczeniu i intuicji a nie na
definicjach) sprawia, ze nie mamy klopotu z akceptacja definicji konstruktywnej. Definicje teo-
riomnogosciowa znaja (powinni zna¢) jedynie studenci i absolwenci studiéw matematycznych. Ci
osobnicy rozumieja (powinni rozumie¢) ze wprowadzenie definicji teoriomnogosciowej jest konieczne
jesli liczby naturalne maja by¢ obiektem badan w ramach matematyki opartej na teorii mnogosci.
Akceptuja te definicje mimo jej abstrakcyjnego charakteru (i pewnych utomnosci o ktérych bedzie
tu jeszcze mowa) gdyz - by¢ moze pod$éwiadomie - kieruja sie zasada, ktora trafnie opisal I.Lakatos:

»Znaczenie symboli matematycznych to nie same symbole (...). Nie jest tez znaczeniem sym-
boli ich teoriomnogosciowa interpretacja (...). Ostatecznie ZNACZENIE MATEMATYCZNE JEST JAK
ZNACZENIE CODZIENNE (everyday meaning). Jest czescia ucielesnionego poznania.” [45] 11 .
Mowa tu o symbolach ale to samo mozna powiedzie¢ o pojeciach matematycznych.

Zmnaczeniem codziennym pojecia ,liczby naturalne” jest ,uniwersalny system nazw” identytfikowany przez
definicje konstruktywna. Definicja teoriomnogosciowa jest jedynie propozycja opisu tego obiektu w jezyku
matematyki teoriomnogosciowej.

Takie rozumienie relacji miedzy konstruktywnie definiowanymi i teoriomnogos$ciowo opisywany-
mi liczbami naturalnymi znajduje swoj wyraz w stwierdzeniu taczacym obie definicje w sensowna
ale formalnie niepoprawna calos¢:

,Liczba naturalna jest zero (zbiér pusty) i wszystko, co z niego skonstruujemy w skoriczonej
liczbie krokéw korzystajac z teoriomnogosciowej operacji A ~ AU {A}712.
No c6z, nobody’s perfect...'3.

2.2 Struktury rekurencyjne

,Recursion is frequently used in mathematics and program-
ming in the construction of classes of objects and in the defi-
nition of functions and programs. A. Bundy [10]

Rekurencja'* to mechanizm tworzenia potencjalnie nieskonczonych kolekeji. Tak czltowiek zapano-

T Lakatos (1922-1974) - wegierski filozof nauki.

Na forum internetowym, gdzie dyskutowano w subtelnosciach cohenowskiego forcingu pewien student (Cambridge
Univ.) napisal: , I think that the formality is crucial, but only after you have a basic intuitive idea of whats going
on. We are humans not computers. WITHOUT BASIC INTUITION THE FORMALITY WORTH NOTHING.”

A Beatelsi méwia o tym tak: ,,Hey Jude, don’t make it bad, take a sad song and make it better. Remember to let
her under your skin, then you begin to make it better.” .

12 Konstruowalnosé w skoniczonej liczbie krokéw” nie jest pojeciem teoriomnogosciowym (i dlatego definicja kon-
struktywna nie jest akceptowalna w matematyce teoriomnogosciowej). Mozna je zastapié ,konstruowalnoscia w n
krokach, gdzie n to dowolna liczba naturalna” ale dopiero wtedy, gdy juz zdefiniujemy teoriomnogosciowo liczby
naturalne... .

13 Nobody’s perfect - nie jesteSmy doskonali - to ostatnia kwestia filmu ,Pét zartem, po6t serio”.

Y recurrere (lac.) - przybiec z powrotem. Tworzymy nowe, odwolujac si¢ do tego, co stworzyliSmy wczesniej.
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wal nad liczbami naturalnymi. Tak tez osiggnal drugi fenomenalny sukces - zaczal zapisywac to co
méwi za pomoca sléw (nad ustalonym alfabetem)'®.
Rekurencyjny opis konstrukcji stéw jest prosty:

punktem wyjscia - wielkoScia poczatkowa - jest jedno jedyne stowo puste - €. Konstruktoréw
stéw jest tyle, ile liter w alfabecie A: jezeli a € A a ,w” jest wezedniej utworzonym stowem, to napis
ywa” tez jest stowem.
Oznaczajac przez A* zbior wszystkich stow utworzonych z liter alfabetu A zapiszemy to tak:

w e A*

——— a€Ad
€ A* wa € A*

Jezeli cokolwiek ma by¢ uznane za fundament naszej cywilizacji, to musi to by¢ zdolnos¢ czlowieka do
przekazywania i odbioru informacji kodowanych jako skoniczone ciagi sygnaléw (znakéw, liter).
»Bo przeciez gdy sie dobrze zastanowi¢, zdumienie czlowieka ogarnia, dwadziescia kilka liter, w

innych alfabetach mniej czy wiecej, (...) a caly $wiat, jaki byl, jaki jest i jaki bedzie”1C.

Istote konstrukeji rekurencyjnych opisuje taka niezbyt precyzyjna ale (mam nadzieje) zrozu-
miata quasidefinicja:
Struktura rekurencyjna to para (P, K) w ktérej P to skonczony zbiér wielkosci poczatkowych a K

- skoniczony zbiér konstruktoréow.
Konstruktory sa finitarne co oznacza, ze kazdy konstruktor k € K przyporzadkowuje pewnym,

wezesniej skonstruowanym, SKONCZONYM ciggom obiektéw (Oby,...,0by,,) o ustalonej dlugosci
nowy, jednoznacznie okreslony obiekt k(Oby, ..., Oby, ).
b1,...,0b
— ObeP Oby, .-, Obiy
Ob k(Obr, ..., Oby,)

Wymagamy, by konstruktory byly rozstrzygalne: bysmy mogli - dla dowolnego konstruktora k € K
i kazdego ciagu obiektéw (Oby, ..., Oby,, , Ob) - rozstrzygaé, czy Ob = k(Oby,...,Oby,,).

Podobnie jak wczesniejsze pojecie ,skonczonej liczby krokéw” tak i przywolywana teraz zdolnosé do
rozstrzygania czy Ob = k(Oby,...,0b,,) rozumiemy jako przyrodzona i wzmacniana przez edukacje
umiejetnoéé oceny, czy dany obiekt jest tym, czego oczekujemy.!”

Do kolekcji wyznaczonej przez taka strukture wlaczamy kazdy obiekt, ktéry:

- jest wielkosScig poczatkowsa, lub

- mozna go utworzyé¢ z wielko$ci poczatkowych w skoniczonej liczbie krokéw, korzystajac z
konstruktoréw ze zbioru K.

Tak tworzone kolekcje to zbiory rekurencyjne.

Cho¢ ta definicja nie grzeszy precyzja, to jej sens jest widoczny: na pierwszym planie sa na-
rzedzia tworzenia!®. Kolekcja kreowanych obiektéw jest wtérna. Ta kolekcja jest POTENCJALNIE
NIESKONCZONA ale w skonczonym czasie zbudujemy tylko skonczenie wiele jej elementéw.
Stwierdzenie: ,,obiekt nalezy do kolekcji wyznaczonej przez strukture rekurencyjna” jest WERYFIKO-
WALNE: gloszacy taki sad ma obowiazek przedstawi¢ KONSTRUKCJE obiektu. Wymébg rozstrzygal-
nosci i finitarnosci konstruktoréw sprawia, ze kazdy moze sprawdzi¢ poprawnosé tej konstrukejit®.

15 Jedli wéréd znakéw alfabetu mamy znaki interpunkcyjne i spacje, to dowolny tekst jest pojedynczym stowem.
,Litera” wcale nie musi by¢ pojedynczym znakiem graficznym. Moze by¢ ciagiem znakéw (czyli stowem nad innym
alfabetem). To rozpowszechniona praktyka, szczegdlnie w informatyce. Takie stowa-litery to tokeny.

16W. Mysliwski, Ostatnie rozdanie. Jeszcze jedno zdanie z tej ksiazki: ,, Drugi taki porzadek to kolejno liczby: jeden,
dwa, trzy, cztery i tak dalej. Zastanawiam sie nawet, czy to nie jedyne porzadki, ktérym mozna jeszcze zaufac.”

1"Na matematyczna definicje rozstrzygalnosci przyjdzie czas pozniej.

18 Jak mawial prezydent L. Walesa: ,,Jesli chcesz komus pomdéc, to daj mu wedke, a nie rybe”... .

9Reguly-,utamki” opisujace konstruktory mozna odczytywaé na dwa sposoby: ,z dotu do géry” (,backward”) -
obiekt w ,mianowniku” jest konstruowalny O ILE konstruowalne sg obiekty umieszczone w liczniku. ,Z géry na dét”
(,forward”) - ,JEZELI konstruowalne sa obiekty zapisane w liczniku, TO obiekt umieszczony w ,mianowniku” jest tez
konstruowalny”.
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Relacja przynaleznosci - ,,€” - to pojecie pierwotne teorii mnogoéci. Ale tej relacji nie towarzyszy zadna
uniwersalna procedura weryfikacji stwierdzenia, ze A € B0,

To jest fundamentalna réznica miedzy ,zbiorem” a  struktura rekurencyjna” (i zwiazanym z nia zbiorem
rekurencyjnym) - réznica miedzy matematyka teoriomnogosciowa a konstruktywna.

Struktura rekurencyjna Nat opisujaca liczby naturalne jest najprostsza z mozliwych: mamy tu
pojedyncza wielkos¢ poczatkowa i jeden jedyny konstruktor.

Matematyka kocha byty czyste. Proste, ale posiadajace wszystkie istotne cechy interesujacych nas obiek-
téw. To piekna zasada decydujaca o estetycznych walorach krélowej nauk?!. Koncentrujemy uwage na
obiektach idealnych, pozbawionych zbednych elementéw, co utatwia odkrycie istoty problemu.

Wiedza o liczbach naturalnych - arytmetyka - jest esencja wiedzy o strukturach rekurencyjnych. , (Arith-
metics is) the science that elaborates the abstract structures that all progressions have in common merely

in virtue being progression”?2.

Liczby calkowite i wymierne

Aby opisa¢ rekurencyjnie liczby catkowite wystarczy potraktowaé liczby naturalne jako wielkosci

poczatkowe i ,uruchomi¢” dwa nowe konstruktory:
n:N n:N
n:7Z —n:7Z

(n #0)

Liczby wymierne to tez mozna opisa¢ rekurencyjnie - przedstawié¢ jako ,utamki” skonstruowane z
liczb catkowitych.

a:Z a:2,b:7Z

a:Q a/b:Q
Zbyt proste by bylo matematyks??® Tak mozna sadzi¢ widzac, co z tymi liczbami wyczynia teo-
ria mnogosci. Kazdy student matematyki ,wie” (bo musi), ze liczby calkowite to elementy zbioru
ilorazowego (N x IN)/ = dla odpowiednio okres$lonej réwnowaznosci = . Zatem kazda pojedyncza
liczba catkowita to ... zbiér nieskonczony!?*. ,Who cares about?” Réwnie niemilo wyglada teo-
riomnogoéciowa definicja zbioru liczb wymiernych - ponownie korzystamy z mozliwoéci tworzenia
zbioréw ilorazowych, tym razem rozpoczynajac konstrukcje od zbioru liczb catkowitych. Pojedyncza
liczba wymierna to tez nieskonczony zbior... .

Ale malo kto sie tym przyjmuje: te definicje to tylko opisy zbioréw liczbowych w jezyku teorii

mnogosci. Niezbedne, by wlaczyé je do matematyki ktérej paradygmatem jest stwierdzenie, ze
»obiekty matematyczne to zbiory”.

(b#0)

Dodatek: Pouczajaca historia powstania liczb catkowitych i wymiernych
»Liczby naturalne sa dobrem powszechnym. Sa wytworem
cywilizacji stworzonym przez wszystkich dla wszystkich.
Reszta jest dzielem... matematykéw” (str.9).

20T jednak nie oznacza, ze NIGDY nie potrafimy rozstrzygnaé, czy A € B. Ale nie ZAWSZE: to nie jest ,zasads” w
teorii mongosci.

21Zwana, czasem ,brzytwa Ockhama”. Oczywiscie nie krélowa, tylko zasada. ,Pluralis non est ponenda sine ne-
cessitate”. ,Bytéw nie mnozyé, fikcji nie tworzy¢, tlumaczy¢ rzeczy najprosciej”. Wilhelm Ockham to XIV-wieczny
teolog angielski, franciszkanin. Wyrzucony z uniwersytetu oksfordzkiego udal si¢ do Avinionu gdzie oskarzyl papieza
Jana XXII o ... herezje, co musiato skonczy¢ si¢ jego ekskomunika.

22p, Benacerraf, ,,What numbers could not be”, Philosophy of Mathematics, 1983.

23Jest tu drobna subtelnoéé: tak konstruowane utamki tylko reprezentuja liczby wymierne: Musimy dodaé, ze
utamki a/b i a1 /b1 reprezentuja te sama liczbe wymierna, gdy a1b = ab;.

2 (m,n) = (m1,m1) gdy m —n = mq — ni1. Liczby catkowite to klasy abstrakcji tej relacji.
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Specjalistyczny jezyk matematyki nie powstal w rezultacie jednorazowego aktu twérczego. Jego
powstanie i rozw0j na przestrzeni wiekéw towarzyszy rozwojowi naszej cywilizacji.

»Na poczatku” liczby naturalne nie byly samodzielnymi pojeciami: sens (znaczenie) mialy
stwierdzenia: ,trzech ludzi”, ,trzy domy” ale nie mialo go stwierdzenie ,trzy”. Uzycie liczb w
jezykach naturalnych jest (bylo) zazwyczaj ,kontekstowe”.

Liczba funkcjonujaca samodzielnie (,bezkontekstowo”), to pojecie zbyt abstrakcyjne dla naszych przod-
kow. Akceptacja samodzielnego bytu liczb naturalnych to ten moment, w ktérym zaczal wyodrebniaé sie
z jezyka naturalnego jezyk matematyki (algebry).

Teze, ze tak wlasnie narodzil sie jezyk matematyki (algebry) wspiera to, ze, dodatnie liczby wy-
mierne - ,utamki” - pojawily si¢ w matematyce europejskiej wezeéniej niz zero i liczby catkowite. W
antycznej Grecji te liczby stuzyty do opisu proporcji mierzalnych wielkoéci?>. Ale ,,proporcja” byla
wowcezas rozumiana jako relacja wylacznie miedzy ,,homogenicznymi” wielkoéciami. I tak np. moz-
na bylo moéwi¢ o proporcjach miedzy dlugosciami odcinkéw.To ,naturalne” rozumienie proporcji.
Ale Grecy nie znali, nie zdefiniowali pojecia predkosci sredniej jako stosunku (proporcji) dlugosci
drogi do czasu podrézy, bo ,dlugosé” i ,czas” to nie sg wielkosci homogeniczne.

Ujemne liczby catkowite pojawity sie duzo pdzniej: ,liczb ujemnych uzyt Chuquet w XV wieku
(...) nazywajac je ,liczbami absurdalnymi” (...). Wiekszosé europejskich matematykéw odrzucalta
koncepcje liczb ujemnych az do XVII wieku”. (wikipedia)?®
Okreslenie ,liczby absurdalne” dowodzi, Ze rozszerzanie pojecia liczby napotykalo na spory opér.
Pewnie dlatego, ze jest to dzielo matematykdéw ktorzy zauwazyli, ze dedawanie liczb naturalnych
ma pewna ,wade”: rOwnanie n + x = m nie ma rozwiazania w arytmetyce liczb naturalnych gdy
m < n. Dlatego co poniektorzy z nich sugerowali rozszerzenie zakresu pojecia ,liczby” tak, by w tej
nowej strukturze liczbowej réwnanie a+x = b mialo rozwiazanie bez wzgledu na to, jak wybierzemy
liczby a i b.

Taka struktura jest zbiér liczb catkowitych wraz ze znanym nam ze szkoty dodawaniem. Jest to
tez najmniejsze mozliwe rozszerzenie zbioru liczb naturalnych, ktére posiada wskazang wtasnosé.

Liczby calkowite umiemy tez mmnozyé. Ale to dzialanie pozbawione jest jakiegokolwiek intu-

icyjnego wsparcia: niby dlaczego (—1)(—1) = 17 Nie mozna tu odwolaé sie do szkolnej definicji -
,mnozenie przez n to n-krotne dodawanie” - bo ,(—2)-krotne” dodawanie nie ma sensu.
Trzeba uzy¢ innej argumentacji, bardziej matematycznej. Otéz mnozenie i dodawanie liczb na-
turalnych wiaze réwnosé n(m + k) = nm + nk spelniona dla dowolnej tréjki takich liczb. Skoro
struktura liczb naturalnych ma byé¢ wiernie odwzorowana w wiekszej strukturze liczb catkowitych,
to ta réwnos¢ powinna nadal obowiazywac i by¢ prawdziwa dla kazdej tréjki liczb catkowitych.
Dlatego iloczyn (—1) - (—=1) MusI by¢ réwny 1 ... ,The Indian mathematician Brahmagupta (597-
667) appears to be the first to articulate the result that the product of two negative numbers is
a positive number”.. Akceptacja tych ,nowinek” wykraczajacych daleko poza intuicjer zwigzane z
arytmetyka liczb naturalnych nie byla tatwa. I zapewne dlatego takdlugo liczby catkowite czekaty
na pelne prawa obywatelskie.

Podobnie mozna opisaé¢ kolejne rozszerzenie - strukture liczb wymiernych: to najoszczedniejsze
rozszerzenie struktury liczb catkowitych gwarantujace istnienie rozwigzan wszelkich réwnan postaci
ar +b=c, gdzie a #0 %",

2 Lepiej méwié ,bylo”, gdyz wspdlczesne jezyki naturalne przyswoily i uznaly za wilasne wiele poje¢ matematycz-
nych.

B Wspoétezesna wikipedia méwi tak: Proporcja — réwnosé dwéch stosunkéw postaci a/b = c¢/d.(...) Stosunek — ilora-
zowe odniesienie jednej wartosci do drugiej, ktére ma na celu wskazanie tozsamosci lub wzglednej réznicy rozmiaréw
dwdch wielkoSci. Zapisywany jest w postaci ulamka

26 Ani antyczni Grecy , ani Rzymianie nie znali ani zera i liczb ujemnych. Ale nie przeszkodzito to im w konstrukcji
wspaniatych budowli, akweduktéw czynnych do dzisiaj czy opanowaniu tajnikéw morskiej nawigacji... . By¢é moze,
gdyby umieli odejmowaé, stworzyliby wiecej.

2TSztuczna inteligencja informuje: Girolamo Cardano wprowadzil pojecie ulamkéw ujemnych w swojej pracy ” Artis
Magnae, sive de Regulis Algebraicis Liber Unus” (Wielka Sztuka, czyli zasady algebry, ksigga pierwsza) opubliko-
wanej w 1545 roku. W tej pracy Cardano przedstawil zasady dla dodawania, odejmowania i mnozenia ulamkéw
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Niech to nie umknie naszej uwadze: dodawanie i mnozenie liczb naturalnych jednoznaczie analogiczne
dziatania na liczbach catkowitych i wymiernych. Mozna powiedzie¢, ze te nowe dzialania nie zostaly
zdefinowane ,na nowo”, ale sg tylko rezultatem dostosowania dzialan na liczbach naturalnych do nowych,
wigkszych zbioréw liczbowych

A co z liczbami rzeczywistymi? Powiedzmy krétko: to nie jest zbiér rekurencyjny. To jest miejsce,
w ktérym (prawie) ostatecznie rozchodza sie drogi matematycznych konstruktywistéw i platonikéw.
Opowiemy o tym w rozdziale ,, Przestrzenn matematyczna”.

ujemnych, stosujac rézne reguly dla przypadkéw dodawania i odejmowania ulamka ujemnego od ulamka dodatniego
oraz odejmowania ulamka dodatniego od ulamka ujemnego. Wprowadzenie utamkéw ujemnych bylo waznym krokiem
w rozwoju matematyki i umozliwialo rozwiazanie wielu probleméw i réwnan.
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Liczby - stlowa - numeraly

Elementy dowolnego zbioru rekurencyjnego mozna efektywnie ponumerowac. To proste: najpierw
numerujemy wielkosci poczatkowe (ktérych jest skonczenie wiele) potem numerujemy te, ktore sa
konstruowane po jednokrotnym uzyciu jednego z konstruktoréw. Nastepnie numerujemy wielkosci
skonstruowane ,w dwéch krokach”. I tak dalej?®.

Stowa mozna ponumerowac. A liczby naturalne to stowa - 0, succ(0), succ(suce(0)), ... .

Co jest wczesniejsze, wazniejsze: stowo czy liczba? To kiepskie pytanie. To sa dwie wyréznione, pierwotne
struktury rekurencyjne. Pojecia komplementarne, wzajemnie sie dopelniajace, a nie konkurencyjne?®.

Reprezentacja liczb naturalnych za pomoca napiséw postaci 0, succ(0), succ(succ(0)) ... nie
jest zbyt wygodna. Dlatego w praktyce korzystamy z systeméw numeratéw.

Jest wiele takich systemow. Nasz przodek chcac zapisaé liczbe ,siedem” ryt na Scianie jaski-
ni siedem kresek - reprezentowal liczby jako stowa nad jednoelementowym alfabetem. Dzi§ swiat
postuguje sie systemem dziesietnym - reprezentacja liczb naturalnych za pomoca stow-numeraléow
nad alfabetem {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}3°. A symbolem ery komputeréw stal si¢ zapis binarny.
Zapisy liczb w systemie dziesietnym (dwéjkowym, rzymskim) to synonimy podstawowych nazw. 3
jest synonimem napisu succ(suce(suce(0))). Synonimy nie sa potrzebne matematykom. Taka repre-
zentacja staje sie istotna, gdy interesujg nas ,,praktyczne aspekty wykorzystania liczb naturalnych”
czyli, méwiac po ludzku, rachunki. Nasz przodek chcac obliczyé iloczyn ,sto jeden razy sto dwa”
musial sto i dwa razy wyry¢ sto jeden kresek - zajecie na caly sezon towiecki. A korzystajac np. z
systemu dziesietnego i prostych algorytméw dodawania i mnozenia, ktore otrzymalidémy w pakiecie
z tym systemem, $rednio rozgarniety uczen gimnazjum rozwiaze to zadanie w minute3!.

Dodatek: struktury rekurencyjne w teorii mnogosci

Teoria mnogosci miata by¢é w zamierzeniu podstawa wszelkich dziatan matematycznych. Jak radzi
sobie ze strukturami rekurencyjnymi? Calkiem niezle. Teoriomnogosciowe twierdzenie, ktére ujmuje
istote tej metody konstruowania zbioréw to twierdzenie Tarskiego o punkcie statym.

Aksjomatyka teorii mnogosci postuluje istnienie - dla dowolnego zbioru A - zbioru potegowego
24 | ktérego elementami sa wszelkie podzbiory zbioru A:

Be2A wtw BCA

Operator dzialajacy na podzbiorach A - czyli funkcja F: 24 — 24 - jest monotoniczny, jezeli dla
dowolnych podzbioréw B,C C A, F(B) C F(C) jesli tylko B C C. Jest finitarny, gdy:

F(B) =| J{F(By): By — skoticzony podzbiér B}

dla dowolnego podzbioru B32.

Twierdzenie o punkcie stalym méwi, ze: kazdy monotoniczny i finitarny operator F: 24 — 24
ma (najmniejszy) punkt staly - istnieje zbior Fixz(F') C A taki, ze F(Fix(F)) = Fiz(F). Co wigcej:

Fiz(F)= |J FM"0)=0UF@)UF*@)U---UF" ) uU---
neN

Taki monotoniczny i finitarny operator mozna zwiaza¢ z kazda struktura rekurencyjna (P, K). Ten
operator - oznaczmy go przez PK - dziala tak:
PK(B)=PU{k(by,...,by): b1,...,b, € Bk € K}.

2 7naczenie terminu ,efektywna numeracja” wyjasnimy w przysziosci. Teraz niech nam wystarczy nasza intuicja.

P Mozliwoéé zamiana stowa (tekstu) w liczbe odgrywa fundamentalna role w kryptografii. Np. podstawa niezawod-
noséci systemu kodowania RSA jest to, ze rozktad liczby naturalnej na czynniki pierwsze jest problemem algorytmicz-
nym o duzej ztozonosci.

30Ten system, importowany z Indii za posrednictwem Arabéw wyparl produkt europejski - system rzymski.

3!Gimnazja to szkoly istniejace w stusznie minionym okresie... Aby docenié zalety systemu dziesietnego prosze
spréobowaé opracowaé algorytmy realizujace dodawanie i mnozenie w systemie rzymskim.

320perator finitarny jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje dziatanie na zbiorach skoficzonych.
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Poczatek konstrukeji zbioru rekurencyjnego to zbiér wielkosci poczatkowych: PK () = P. W zbio-
rze PK(Q)U---UPK™(D) sa obiekty skonstruowane ,z niczego (ze zbioru pustego) w pierwszych n
krokach. Zbiér Fiz(PK) sklada sie z obiektéw konstruowalnych w skoniczonej liczbie krokéw. To,
ze jest to punkt staly operatora PK oznacza, ze dalsze proby konstrukcji nowych elementéw sa
bezowocne - aplikujac FINITARNE konstruktory do elementéw zbioru Fiz(PK) nie dostaniemy nic
nowego.

Fiz(PK) to zbiér rekurencyjny wyznaczony przez strukture (P, K). Réwnanie Fiz(PK) =
PK(Fix(PK)) to réwnanie rekurencyjne zbioru wyznaczonego przez pare (P, K). To powszech-
nie przyjety sposéb opisu zbioréw rekurencyjnych - mozna w nim odnalezé¢ wszystkie sktadowe
struktury odpowiedzialnej za jego konstrukcje. Na przyktad réwnanie rekurencyjne opisujace liczby
naturalne wyglada tak:

N = {0} U {succ(n): n € N}

Tak oto POTENCJALNIE nieskoniczone zbiory rekurencyjne staly si¢ zbiorami AKTUALNIE nieskonczonymi

- istniejacymi tylko wewnatrz teorii mnogoéci®3.

Wazne pytanie. I wazna odpowiedz

Zbiér Fiz(PK) jest domkniety w tym sensie, ze zastosowanie dostepnych konstruktoréw do ele-
mentéw tego zbioru nie da nic nowego. Tak jest, bo zatozyliSmy, ze konstruktory sa finitarne.
Co sie stanie, gdy zrezygnujemy z tego zalozenia, gdy choéby jeden z konstruktoréw potrzebuje
przeliczalnej ilosci argumentéw? Intuicja podpowiada, ze 6w punkt staly mozna konstruowaé po-
dobnie, tylko nie mozna poprzesta¢ na sumie (J,,cy PK"(0). Trzeba i$¢ ,dalej”. Ale jak numerowaé
kolejne kroki konstrukcji, skoro juz wyczerpaliSmy wszystkie liczby naturalne?

Na podobny problem natknat sie kiedy$ Cantor. I znalazl rozwigzanie, ktére stalo sie (pra)poczatkiem

matematyki jaka dzi$ znamy. Matematyki, ktéra nie boi sie nieskoficzonoéci4.

2.3 Struktury rekurencyjne w metamatematyce

Rezygnacja z wymogu konstruowalnosci obiektéw w matematyce teoriomnogosciowej moze sugero-
wacé, ze struktury rekurencyjne pelnia w niej marginalng role. Jest odwrotnie: struktury rekuren-
cyjne sa waznym narzedziem sprawowania kontroli nad matematyka.

2.3.1 Gramatyki i jezyki

Matematyka i logika potrzebuja jezykéw formalnych o czytelnej i jednoznacznej strukturze. Jeste-
Smy twoércami tych jezykéw, wiec mozemy ich strukture planowaé tak, by zapewni¢ sobie pelng
nad nimi kontrole. Do opisu jezykéw formalnych wykorzystuje sie gramatyki - struktury, ktére sg
pewng modyfikacja struktur rekurencyjnych.
Gramatyki to zbiory regul wyprowadzania sléw3®. Wykorzystujemy te reguly nieco inaczej niz w
strukturach rekurencyjnych:

jesliv — w jest regula rozwazanej gramatyki, to stowo postaci avf3 (gdzie c, 3 to dowolne slowa)
mozna przeksztalci¢ w stowo awpf : reguly gramatyki mozna stosowac¢ ,,w dowolnym kontekscie”.
Np. jezyk wyrazen arytmetycznych zbudowanych ze zmiennych x,y, z i liczby 0 za pomoca operacji
dodawania - ,+”, mnozenia - ,-”, i nastepnika - ,succ” opiszemy precyzyjnie za pomocag gramatyki
zlozonej z nastepujacych regut:

33Nie dajmy sie zwiedé: nie mozna twierdzié, ze wewnatrz teorii mnogosci mozna ,utworzyé” w opisany sposéb
zbiér liczb naturalnych. A to dlatego, ze opisujac zbiér N korzystamy z twierdzenia Tarskiego, ktére niesposéb
sformutowad i dowiesé bez zalozenia, ze ... mamy do dyspozycji zbiér liczb naturalnych N. Alfred Tarski (1901-1983)
polski matematyk logik i filozof pochodzenia zydowskiego, od 1939 roku w USA.

31Opowiemy o tym gdy bedziemy do tego lepiej przygotowani (str. 7).

35Zgodnie z konwencja przyjeta w lingwistyce matematycznej, reguly zapisujemy nie, jak dotad, jako utamki” -
ale jako ,strzatki: ,v — w” (gdzie v i w to slowa).
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W — Liczba, W — Zmienna,
W— (W4 W), W— (W-W), W — succ(W),
Zmienna — ¥, Zmienna — v, Zmienna — z,

Liczba — 0.

Proces wyprowadzenia (generowania) stowa - wyrazenia arytmetycznego (succ(0)+z) - opisuje taka
sekwencja:

W~ (W + W)~ (suce(W) + W) ~» (succ(Liczba) + W) ~ (succ(0) + Zmienna) ~ (succ)(0) + )

Charakterystyczna cechg gramatyk jest to, ze operuja one stowami zbudowanymi z liter dwéch,
wyraznie rozroznianych alfabetéw: wlasciwego i pomocniczego. W naszym przykladzie litery alfabe-
tu pomocniczego to trzy tokeny - Liczba, Zmienna, W- a alfabet wlasciwy to zbiér {0, suce, +, -, ), (, =, y, z}.
W opisie wyprowadzen uzywamy stéw budowanych z liter obu alfabetéw. Ale jezyk, ktory opisuje
gramatyka, to wylacznie wyprowadzalne stowa ztozone z liter alfabetu wtasciwego.

To wystarczy, by zrozumie¢ formalne definicje:

Gramatyka to uklad trzech skoriczonych zbioréw: G = (NT,T, P) nazywanych odpowiednio:
alfabetem pomocniczym (NT'), alfabetem wlasciwym (T') i zbiorem regul wyprowadzania (P). W
zbiorze N'T' wyrézniamy symbol poczatkowy - S € NT.

Regula wyprowadzania (produkcja) to para stéw nad alfabetem NT UT zapisywana w postaci
»U — w”. Poprzednik reguly - stowo v - musi zawiera¢ cho¢by jedna litere pomocnicza.

Wyprowadzenie slowa w to sekwencja stow rozpoczynajaca sie od stowa-symbolu poczatkowego
S i konczacego sie stowem w i taka, ze kazde ze siow tej sekwencji budujemy ze stowa poprzedza-
jacego wykorzystujac jedna z regul wyprowadzania (uzyta w odpowiednim kontekscie).

Jezyk generowany przez gramatyke to te wyprowadzalne stowa, ktore sa ztozone wylacznie z
liter alfabetu terminalnego. Jezyki generowane przez gramatyki to jezyki kombinatoryczne.

Gramatyka to struktura rekurencyjna z jedna wielkoscia poczatkowa S i (potencjalnie) nieskonczonym
zbiorem konstruktoréow, ktory jest opisany w skonczony sposéb: kazda regula wyprowadzenia v — w
reprezentuje nieskorficzony zbiér konstruktoréw {av — awp: o, € (NT UT)*}.

Zamiana skonczonego zbioru konstruktoréw przez zbiér nieskonczony jest ,nieistotna”: istotne jest to, ze
zbiér konstruktoréw w gramatyce jest nadal rozstrzygalny36.

Gramatyka - twor skoficzony, zapewnia kontrole nad (potencjalnie) nieskoniczonym jezykiem.

Reguty wyprowadzen klasyfikujemy ze wzgledu na ich ksztalt. Regula jest:

- kontekstowa, gdy jest postaci a A3 — a3 , gdzie A€ NT a«a,(,v€ (NTUT)*,

- bezkontekstowa, gdy jest postaci A — w , gdzie A to symbol nieterminalny, w € (NT UT)*.

- prosta, gdy jest postaci A— Ba , A— B, A—a, A—¢e (A, B NT ,a €T a e’ to slowo
puste).

To jest podstawa klasyfikacji gramatyk i jezykéw Noama Chomsky’ego®”. Jezyk kombinatorycz-
ny jest kontekstowy (bezkontekstowy, regularny), gdy produkcje gramatyki ktora go generuje sa
kontekstowe (bezkontekstowe, proste).

Po co nam te techniczne zawitosci? Cierpliwosci - do tej klasyfikacji powrdocimy w przysztosci.

2.3.2 Dowodzenie

Cel dowodzenia to bezsporne wykazanie zwigzku przyczynowo-skutkowego miedzy stwierdzeniami-
zalozeniami i stwierdzeniem - teza. Formalny system dowodzenia to struktura rekurencyjna, w
ktorej wielkosciami poczatkowymi sa aksjomaty stwierdzenia, ktére bezwarunkowo akceptujemy -
a konstruktorami - reguly dowodzenia.

36Po raz kolejny stowo ,rozstrzygalno$é” uzywam w znaczeniu jakie przypisujemy mu w jezyku naturalnym. W
tym przypadku oznacza to zdolno$¢ do kontroli poprawnosci wyprowadzenia stowa, do wskazania regut uzytych do
budowy kolejnych stéw tworzacych sekwencje-wyprowadzenie.

3TN. Chomsky, (1928 - ) twérca podstaw wspétczesnej lingwistyki matematycznej. Korzystajac z okazji zacytuj-
my wypowiedz Chomsky’ego wpisujacy si¢ w dyskusje o nieskoriczonosci kontrolowanej: ,znajomos¢ jezyka zaklada
NIEJAWNA ZNAJOMOSC nieskoriczenie wielu zdai.” [9]
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Reguty dowodzenia to opisy warunkéw, jaki ma spetniaé¢ skonczony zbiér stwierdzen P, ..., P, i
pojedyncze stwierdzenie K, by moéc uznac, ze miedzy przestankami Py, ..., P, a konkluzja K istnieje
zwigzek przyczynowo-skutkowy: ,uznajac przestanki reguly, mamy prawo uznac jej konkluzje”.

P,...,P,
K

Np. fundamentalna dla klasycznej logiki regula odrywania (,,modus ponens”) stanowi, ze ,uznajac
stwierdzenie A i implikacje A — B mamy prawo uznaé stwierdzenie B”3%:

AA— B
B

Dowod zwigzku przyczynowo-skutkowego: , stwierdzenie-teza ST jest konsekwencja zbioru stwier-
dzen - aksjomatéw A 7 - to skonhczony cigg stwierdzen:

STy ~» STy~ ---8T; ~» STipq ~>--- ST, = ST
taki, ze kazde stwierdzenie ST; jest jednym z aksjomatéw, lub konkluzja pewnej reguty, ktérej

przestanki mozna odnalezé w podciggu poprzedzajacym ST;3.
Moéwimy wtedy, ze stwierdzenie ST jest wywodliwe, ma dowdd.

Obiekty konstruowane w tej strukturze to stwierdzenia dowodliwe - konsekwencje aksjomatéw rozwaza-
nego systemu dowodzenia. Dowody to konstrukcje stwierdzen.

Wiedza o konsekwencjach zbioru aksjomatéw ma cechy zbioru potencjalnie nieskonczonego: do dzis zbu-
dowalismy jego skonczony fragment ztozony z udowodnionych twierdzen. Jutro ten zbidr rozszerzymy.

PRZYKLAD ,z zycia wziety”: uznajmy za aksjomaty informacje: ,istnieje bezposrednie polacze-
nie lotnicze z miasta A do B” a za regule stwierdzenie: ,jesli istniejg polaczenia lotnicze z A do B
iz B do C, to istnieje polaczenie miedzy miastami A i C”.

A~ B,B~C
Warszawa ~» Paryz A~ C

(to tylko przyktadowy ,aksjomat”. Ich pelny zbiér to ,Swiatowy Rozklad Lotéw”). Mozemy teraz
prébowaé dowiesé istnienia polaczenia lotniczego (z przesiadkami) np. z Warszawy do Sydney. Gdy
marzymy o komfortowych podroézach, to wystarczy zmieni¢ regute na bardziej restrykcyjna: ,,jezeli
istniejg wygodne polaczenia z A do B iz B do C, a czas oczekiwania w B nie przekracza 3 godzin,
to uznajemy, ze istnieje wygodne polaczenie z A i C”.4°

Zakladamy, ze zaréwno zbidér aksjomatéw jak i zbiér regula sa rozstrzygalne.

Wymoég rozstrzygalnosci zbioru aksjomatéw i regul sprawia, ze potrafimy rozstrzygaé¢ o poprawnosci
dowodu - ,,we recognise a proof when we see one”*'. To zapewnia spoleczng kontrole nad matematyka:
méwisz, ze twoje twierdzenie jest prawdziwe - pokaz jego dowdd. A my zweryfikujemy jego poprawnosé.
Liczba kontrolujacych poprawnosé gtoszonych ,prawd matematycznych” - dowiedzionych twierdzen - jest

nieograniczona (potencjalnie nieskoniczona).

Jest wiele systeméw dowodzenia. Praktycznie kazda dziedzina wspolczesnej matematyki ma
swe aksjomatyczne przedstawienie, wlasny system dowodzenia. Systemy dowodzenia pojawiaja sie
tez w matematyce stosowanej. Stworzono nawet specjalny jezyk programowania Prolog, w ktérym

38Reguta modus ponens pojawila sie w filozofii juz w starozytnosci, za sprawa, stoikéw.

39Mozliwoéé ,dopisania” do dowodu dowolnego aksjomatu w dowolnym momencie oznacza, ze traktujemy je jako
reguly bezprzestankowe.

49Moi réwiegnicy pamietaja dworcowe ,okienko informacji PKP” gdzie pani zapytana o potaczenie Gdynia - Ustrzy-
ki Gérne z zadziwiajaca biegloscia, korzystajac z aksjomatéw (rozktadu jazdy), swojej wiedzy i doswiadczenia, wska-
zywala stosowne potaczenia. Dzi$ te role pelnia programy komputerowe...

41 Q. Suldholm, ,Vestiges of realism” - artykut w ksiazce The Philosophy of Michael Dummett.
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mozemy zbudowaé swoj wlasny system - taki jak np. ,Swiatowy system potaczen lotniczych” - i

wykorzysta¢ Prolog do automatycznego dowodzenia twierdzen w tym systemie®?.

Wiecej niz przyklad: r6wnowaznosé kontrolowana

Niech nam jednak nie przyjdzie do gtowy utozsamiaé hilbertowski ZAPIs dowodu z rzeczywistym PROCE-
SEM dowodzenia! Wiecej o tym w rozdziale poswigconym jezykowi matematyki i logice jezyka.

Krétko(!) po wynalezieniu liczb naturalnych ludzie zaczeli ich uzywaé nie tylko do prostego zliczania i
kolejkowania, ale w sposob bardziej zaawansowany - do usprawniajacych te czynnoéci obliczen*3. Jezyk
arytmetyki zostal rozszerzony. Zaczeto méwi¢ o sumie i iloczynie liczb. Pojawily sie napisy, ktore dzis
nazywamy wyrazeniami (termami) arytmetycznymi, a wraz z nimi konieczno$é oceny, czy takie napisy
wznacza to samo”, sa réwnowazne. Czy 3 - (2 + 11) znaczy to samo, co 5-3+2- 77

Czy umiemy kontrolowaé réwnowazno$é¢ wyrazen?

Matematyk to pytanie sformutuje tak: czy potrafimy wskaza¢ system formalny - zbiér aksjoma-
téw i regul - pozwalajacy dowodzi¢ réwnowaznoéci wyrazen w jezykach rekurencyjnych?
To mozliwe. Nie zawsze, ale w wiekszoéci ,interesujacych” przypadkéw. Pokazemy, jak to zrobic.

Chcac zachowaé sens stwierdzenia ,wyrazenia znacza to samo” musimy sie zgodzi¢, ze rowno-
wazno$¢ wyrazen ma trzy podstawowe cechy: dla dowolnych wyrazen t,r,s :

- ,t znaczy to samo co t”,

- ,jesli t znaczy to samo co p, to p znaczy to samo co t”,

- ,jesli t znaczy to samo co p, a p to samo co r, to p znaczy to samo co r”,

Te cechy - nazywane przez matematykdéw zwrotnoscia, symetrycznoscia i przechodnioscia - postu-
za do sformultowania regul poszukiwanego systemu dowodzenia. Gdy uzyjemy napisu t = p dla
oznaczenia stwierdzenia ,t jest rownowazne p” to zapiszemy je tak:

t=p t=p, p=r

t=t ’ p=t ’ =r
Czwarta reguta odnosi sie do rekurencyjnego charakteru jezyka wyrazen i méwi tyle:  jesli pew-
ne wyrazenia sa parami rownowazne, to i wyrazenia utworzone z nich za pomocag tego samego
konstruktora sa réwnowazne”:

tl Ep17...tk = Pk
]{J(tl, NN ,tk) = ]C(pl, ce ,pk)
To wszystko. Opis pojedynczej réwnowaznoéci sprowadza sie teraz do wskazania rozstrzygalnego
zbioru réwnowaznosci bazowych {t; = p; : i € I} - aksjomatéw budowanego systemu.
,Wiedzie¢” ze wyrazenia t i p sa rOwnowazne oznacza teraz, ze potrafimy zbudowaé dowdd
stwierdzenia t = p w tak skonstruowanym systemie. Mozna kontrolowa¢ rownowaznosé kontrolujac
poprawnos¢ dowodu. Jest tak, jak chcial Martin-Lof.

dla dowolnego konstruktora k

7 réwnowazno$cig jest troche tak jak z nieskonczonoscia. Mozna przyjac¢, ze rownowazno$¢ musi by¢é pod
kontrola, musi mieé¢ rozstrzygalny zbiér bazowych rownowaznoéci. Tak chcag konstruktywisci.

Gdy przyjmiemy teoriomnogosciowy punkt wiedzenia i uznamy, ze réwnowazno$¢ to kazda relacja zwrot-
na, symetryczna i przechodnia to - na wlasne zyczenie! - mamy problem: takich réwnowaznosci nie potrafi-
my kontrolowaé bo nie kazda tak rozumiana réwnowazno$é ma ROZSTRZYGALNY podzbiér réwnowaznosci

bazowych.

42W Prologu mozna implementowaé tylko systemy dowodzenia nalezace do pewnej, $cisle okredlonej klasy. Jest
jednak ona na tyle duza, ze programy logiczne - implementacje systeméw dowodzenia - znajdujg liczne zastosowania.
Dodajmy dla porzadku: hilbertowska koncepcja dowodu nie jest niekwestionowanym paradygmatem matematycznym.
Akceptacja nieskonczonosci aktualnej zachecila niektérych do rozwazania logik infinitarnych w ktérych odchodzi sie
od finitarnego charakteru procesu dowodzenia. Ale to nie jest temat, ktérym bedziemy sie tu zajmowac.

“3Stowo ,arytmetyka” mozna wywiesé od greckiego arithmein — liczy¢. Liczy¢ to nie to samo co zliczaé.
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Ktéra definicja réwnowaznosci jest wlasciwa? A ktéra matematyka jest wlasciwa - konstruktywna czy ta,
ktéra zadeklerowali Cantor i Hilbert?

Na koniec wréémy do poczatku, czyli do réwnowaznosci wyrazen arytmetycznych. Ta rownowaz-
no$¢ jest, na szczescie, ,konstruktywna”44. Réwnowaznosci bazowe - aksjomaty systemu dowodzenia
réwnowazno$ci wyrazen arytmetycznych - opisujemy sprytnie tak:

z+0=2 z-0=0
x + suce(y) = suce(x + y) x - succ(y) = (v -y) +x

Dlaczego sprytnie? Te cztery zapisy to ,schematy”. Kazdy taki schemat opisuje nieskonczony zbiér
bazowych rownowaznosci, ktore otrzymamy zastepujac zmienne w nich wystepujace - litery x i y
- wyrazeniami arytmetycznymi. Np. do zbioru opisanego przez schemat x + 0 = z nalezy réw-
nowazno$¢ succ(succ(0) + succ(0)) + 0 = suce(suce(0) + suce(0)) otrzymana przez podstawienie
[z := suce(suce(0) + suce(0))].

Uzycie schematéw umozliwia skoniczony opis NIESKONCZONEGO ALE ROZSTRZYGALNEGO zbioru bazowych
rownowaznosci.

Twierdzisz, ze 2 4+ 2 = 4?7 No to przedstaw dow6d*®.

Czy takie rozwiazanie problemu réwnowaznosci wyrazen jest satysfakcjonujace? Nie dla wszystkich.
A dlaczego, powiemy gdy bedziemy wiedzie¢ wiecej - w rozdziale ,,Obliczalnosé”.

Dodatek: jaka nieskonczonosé toleruja komputery?
Nie pytaj o znaczenie. Pytaj o uzycie.
L. Wittgenstein®®

Komputery licza. W licznych jezykach programowania mamy do dyspozycji tzw. typ catkowity
(w C, C++ - ,int”, w Pascalu - ,integer”) — ktdry jest zbiorem liczb calkowitych, ale tylko z
PEWNEGO ZAKRESU. Ten zakres cho¢ nawet duzy, jest zawsze jest skonczony. Te typy tylko udaja
nieskonczono$é¢ aktualna.

Ale sa jezyki, ktére swobodnie postuguja sie nieskonczono$ciag POTENCJALNA. To mozliwe, bo
potrafimy zmusi¢ komputery do odczytywania réwnan rekurencyjnych?”. Np. w jezyku programo-
wania funkcyjnego Haskell mozemy jako deklaracji typu uzy¢ takiego zapisu:

data Nat = Zero | Succ Nat
(skojarzenie z réwnaniem rekurencyjnym opisujacym liczby naturalne - N = {0}U{succ(n): n € N}
- narzuca sie samo). Oczywiscie po wezytaniu takiej specyfikacji komputer nie wygeneruje w swej
pamieci aktualnie nieskoniczonego zbioru liczb naturalnych. Kompilator Haskella ODCZYTA to réw-
nanie jako opis rekurencyjnej procedury pozwalajacej rozstrzygaé, czy dany napis jest numeratem
- wyrazeniem typu Nat.

Komputery nie rozumieja, czym jest liczba naturalna. One tylko potrafia je rozpoznawaé - rozstrzygac,

czy dany napis reprezentuje taka liczbe.

Przyktadem wykorzystania mozliwosci operowania nieskonczonoécia potencjalng jest implementacja
sita Eratostenesa - procedury budowy listy liczb pierwszych. Przypomnijmy te procedure.

DANE POCZATKOWE to nieskoniczona lista liczb naturalnych uporzadkowana rosnaco, bez 0 i 1,

44 Na szczedcie” bo w przeciwnym razie najprawdopodobniej mieszkalibyémy weciaz w jaskiniach... .

“Pzypomnijmy, ze ,2” to succ(succ(0)) a 4" to succ(suce(suce(succ(0)))).

46Ludwig Wittgenstein (1889 - 1951) — filozof, autor , Traktatu logiczno-filozoficznego”, ktéry - jak pisze wikipedia
- ,jest ambitnym projektem ostatecznego ustalenia niepodwazalnych relacji miedzy jezykiem i rzeczywistoscia (...)
a takze ustaleniem granic mozliwosci poznawczych filozofii wyrazanej w perfekcyjnie logicznym jezyku”. ,Traktat”
ukazal sie w 1921 roku. To jedyne dzielo Wittgensteina opublikowane za jego zycia. Jego tres¢ to zaledwie siedem
lapidarnie sformutowanych tez, wspomaganych przez kilkanascie tez dopelniajacych. Gdyby mierzy¢ znaczenie dzieta
proporcja miedzy gltebokoscig mysli a zwigztoscig sformutowan, to, jak sadze, nie ma ono sobie réwnych.

4"Komputery ,rozumieja” réwnania rekurencyjne. Studenci jakby rzadziej ... .
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KROK PIERWSZY: z listy poczatkowej wyrzuc¢ wszystkie wielokrotnosci 2 z wyjatkiem pierwszego
elementu listy,

KROK REKURENCYJINY: z listy utworzonej w k-tym kroku, usun wszystkie wielokrotnosci liczby
stojacej na k + 1 miejscu (z wyjatkiem tej liczby).

W tym opisie swobodnie korzystamy z aktualnej nieskonczonosci liczb naturalnych. Budujac
implemantacje tej procedury trzeba zastapi¢ nieskonczono$é aktualna przez potencjalng: musimy
opisa¢ strukture rekurencyjna generujaca taka potencjalnie nieskonczona liste.

W Haskellu wyglada to tak:

sieve (p : xs) = p : sieve [x | x <- xs, ¥ ‘mod¢ p > 0]
primes = sieve [2..]

(Napis [2.. ] to haskellowa deklaracja procedury generujacej liste liczb naturalnych bez zera
i jedynki®®. A deklaracje ,sieve [x | x <- xs, x ‘mod‘ p > 0]" czytamy tak: ,z listy xs

wybierz te liczby, ktére nie dziely sie przez p”.4?

Wywotanie procedury ,primes” to inicjacja nieograniczonego w czasie PROCESU generowania po-

tencjalnie nieskonficzonej listy liczb pierwszych. Jesli tak, to sens uruchomienia tej procedury jest

watpliwy - komupter nigdy nie skonczy pracy, nie wyprodukuje kompletnej listy liczb pierwszych.
To oczywiste. Ale mozemy skorzysta¢ z dostepnej w Haskellu procedury ,take n”, ktéra za-

aplikowana do listy zwraca jej pierwszych n elementow.

Program ,take n primes” wygeneruje liste n najmniejszych liczb pierwszych!

Wyjasnienie, w jezyku mainstreamowej matematyki, dlaczego tak to dziata, jest nieco klopotliwe.

No bo tak: zeby wybraé n elementéw listy primes musze najpierw te (aktualnie nieskoficzona) liste

umieéci¢ w pamieci komputera i dopiero potem uruchomic¢ procedure take n. Niemozliwe...

A jednak. Wystarczy przyjaé, ze primes to PROCES (generowania listy) a nie RZECZ (lista) a apli-

kacja procedury take n do primes to ingerencja w ten proces - przerywa go po wygenerowaniu

poczatkowego fragmentu dtugosci n. Proste?®?

Proste, bo zamiast o rzeczach, zaczeliémy mysleé o procesach. Struktura rekurencyjna jest teraz interpre-
towana nie jako opis zbioru, ale procesu.

Komputery nigdy nie zaakceptuja nieskonczonosci aktualnej. Ale potrafia korzysta¢ z nieskonczonosci
potencjalnej (jesli je tego nauczymy).

“8Dziata to podobnie jak wyzej opisana procedura produkujaca dowolnie dtugg liste jedynek.
498prébuj sie przekonaé, ze sieve [2..] to rzeczywiscie (potencjalnie) nieskoniczona lista liczb pierwszych.
50 Jezyk Haskell zostal tak nazwany na cze$é¢ tworcy jego teoretycznych podstaw - Haskella Carry’ego.



Rozdziat 3

Nieskonczonos¢é Cantora

Zobacz! Oto ludzie sa niby w podziemnym pomieszczeniu na ksztalt jaskini.
Do groty prowadzi wejscie zwrécone ku swiattu (...). W niej oni siedza (...)
przykute maja nogi i szyje tak, ze trwaja na miejscu i patrza tylko przed
siebie. (...) Z goéry pada na nich Swiatlo ognia, ktory sie pali za ich plecami
(...) czy myslisz, ze tacy ludzie mogli by z siebie samych i z siebie nawzajem
widzie¢ co$ innego oprocz cieni, ktére ogienl rzuca na Sciane jaskini?

Platon, Panstwo

Platon! stworzyl system filozoficzny?, oparty na zalozeniu, ze prawdziwe byty to idee. Wiecz-
notrwale i niezmienne. Rzeczywisto$¢ materialna jest tylko ich odbiciem. Nie odnajdziemy w niej
idealnego kwadratu, wiec v/2 jest bytem idealnym, posiadajacym niedoskonale realne odbicia. Ma-
tematyka miala odnosi¢ sie do bytéw idealnych wprost, pomijajac rzeczywistosé. Pojecia geometrii
euklidesowej - punkt, prosta - naleza do tego idealnego $wiata. ,Poznanie geometryczne dotyczy
tego, co istnieje wiecznie”. Platon widzial w matematyce sposdb poznania $wiata idei niepozna-
walnych inaczej niz za pomoca rozumu. Uzywajac dzisiejszego jezyka powiemy: jedli chcemy wyjsé
poza zmystowe poznanie rzeczywistosci, musimy stworzy¢ jej abstrakcyjny, ,idealny” model.

Uznanie transcedentnego istnienia swiata idei zdawalo si¢ starozytnym warunkiem koniecznym, by MA-
TEMATYKA STALA SIE NAUKA NORMATYWNA, ktérej zadaniem jest ustalanie tego, co winno by¢ (czyli
norm) a nie tego, co jest (i co jest domena nauk deskryptywnych).

Dzi$, zamiast o ideach, méwimy raczej o ,pojeciach abstrakecyjnych”3. Nie potrzebujemy ich niezaleznego
transcedentnego istnienia. Mozemy je tworzy¢ - w sferze jezyka. Kreujemy je na podstawie obserwacji
,podobnych” obiektow, abstrahowania od tego, co je rézni i eksponownia tego, co dla nich wspédlne.
Tak postrzegany swiat idei - poje¢ abstrakcyjnych - to model rzeczywistosci, ktory - jak powiedzial dwa
tysiace lat pézniej Leibniz - jesli ma by¢ doskonalszy od rzeczywistoéci, musi by¢ od niej prostszy.

Filozofia platonska miala ogromny wplyw na proces ksztaltowania podstaw matematyki. Ale
nieskonczono$¢ aktualna nie miesci sie¢ w $wiecie platonskich (str.13). Pojedyncze liczby 1,2,3, ...
Hstnieja”, ale istnienie matematyczne kolekcji wszystkich liczb naturalnych jest negowane.

Jak to sie stalo, ze porzuciliémy to samoograniczenie? To gléwnie zastuga Georga Cantora,

'Platon (427 p.n.e. - 347 p.n.e.) byt twérca pierwszej naukowej instytucji - akademii platonskiej, ktéra przetrwata
az do 529 roku, kiedy zostala zamknieta przez cesarza Justyniana I. Tenze cesarz wydal kodeks praw zawierajacy
paragraf , O zloczyncach, matematykach i tym podobnych osobnikach”, gtoszacy m.in., ze ,potepienia godna sztuka
matematyczna jest zakazana przede wszystkim”. Cesarz Justynian zyskal przydomek ,Wielki”... .

Jednym z ,absolwentow akademii platonskiej byl (najprawdopodobniej) Euklides.

2Zwany dzi$ idealizmem platoiiskim. UWAGA: przywolujac w tym tekscie poglady filozoféw (Platona, Kanta i
innych) méwie o moim subiektywnym odbiorze ich idei i koncepcji. Nie przypisuje sobie prawa do obiektywnego i
pelnego przedstawiania ich pogladéw. I nie trzeba si¢ ze mna zgadzad.

3To tylko sugestia, zdradzajaca méj poglad na matematyke. Matematyczni realisci (platonicy) wcigz podpisuja sie
pod deklaracja Platona: ,nazwy (...) stanowia jedynie obraz rzeczywistosci, nigdy nie moga jej zastapié. Jezyk jest
Jjedynie narzedziem obrazowania $wiata.” [23].

29
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twércy podstaw teorii mnogosci?.

Przez ponad dwa tysiace lat miedzy Platonem a Cantorem platonizm ulegal znaczacym modyfika-
cjom. Pierwotny platonizm postulowal istnienie wiecznego, transcedentnego $wiata idealnych form.
Zadaniem matematyki miato by¢ podejmowanie préb odkrywania wtasciwosci tych form i zrozu-
mienia relacji miedzy nimi. W tym duchu rozwijata si¢ w starozytnej Grecji geometria.
W éredniowieczu platonizm zostal ,przejety” przez filozoféw chrzescijanstwa (neoplatonikéw). Np.
Augustyn z Hippony® interpretowal platofiskie idealne formy jako idee w umysle Boga. Dlatego
cze$¢ z nich nie musi mieé¢ (nie ma) poznawalnego zmysltowo, odbicia w rzeczywistym Swiecie.

W chrzescijanstwie nieskonczonosé jest atrybutem boskosci. Bog jest wieczny, nie ma poczatku
ani konca, wie wszystko i jest wszechmocny. Jest nieskonczony pod wzgledem czasu, wiedzy i mocy.

Platonizm w czasach Cantora byl juz raczej rozumiany jako poszukiwanie transcendentnych,
niezmiennych prawd i uniwersalnych idei. Cantor wierzy! w nieskonczonosé. Rozréznial jej trzy
rodzaje: absolut - realizowany tylko w Bogu, nieskonczonos$¢é w swiecie stworzonym i nieskonczonosé
in abstracto bedaca wielkoscia matematyczna. Pisat: W kazdym z tych przypadkéw na pytanie o
mozIliwosé istnienia nieskonczonosci aktualnej mozna odpowiedzieé¢ ,tak” Iub ,nie”; w ten sposob
otrzymujemy osiem réznych punktéw widzenia, (...) sposréd nich reprezentuje osobiscie ten, ktéry
we wszystkich trzech przypadkach udziela odpowiedzi bezwzglednie pozytywnej”S.

Niemal sto lat pézniej Chaitin”, pisal: Teoria zbioréw nieskonczonych jest w rzeczywistosci
teologia. (...) Celem Cantora bylo zrozumienie Boga. Bég jest transcedentny. Teoria nieskoficzonych
zbioréw ma swa hierarchie coraz to wiekszych nieskoriczonosci.(...) Bog jest daleko, poniewaz jest
nieskonczony i transcedentny. Mozemy prébowac iS¢ w Jego kierunku. Ale nigdy nie dojdziemy, bo
po kazdej nieskoriczonosci jest od niej wigksza... [14]

,Hierarchia nieskonczonosci” to jedna z najbardziej fascynujacych cech matematyki Cantora.
Sprobujmy wyjasni¢, w czym rzecz.
Ogét liczb naturalnych jest - w matematyce Cantora - zbiorem. W tym zbiorze - oznaczmy go przez
N - mozemy wyrézni¢ mniejszy od niego podzbiér 2N zlozony ze wszystkich liczb parzystych.
Przyporzadkowanie n ~» 2n ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy elementami
obu zbioréw: zbiory N i 2N sg réwnoliczne.
Ta obserwacja znalazla swoje odbicie w matematycznej definicji zbioru nieskonczonego:

zbiér A jest nieskoriczony, gdy zawiera istotnie mniejszy podzbiér B réwnoliczny z A8.

Istnieje nieskonczony zbiér liczb naturalnych.

Uznanie nieskoniczonosci aktualnej zadecydowalo o ksztalcie matematyki XX wieku. A przeciez mozna by-
o zanegowaé istnienie zbioréw nieskonczonych jako sprzeczne z prawem obowiazujacym w realnym S$wie-
cie, w ktérym - w sposéb oczywisty - ,.zbiér nie moze by¢ réwnoliczny ze swym wlasciwym podzbiorem”®.

Cantor ignorowal ten argument, gdyz zrédel matematyki upatrywal poza dostepna nam rzeczywistoscia.

Cantor pokazal, ze:
wzaden zbidr nie jest rownoliczny ze swym zbiorem potegowym”

Dowdd tego twierdzenia przedstawimy podzniej. Teraz przyjrzyjmy sie jego konsekwencjom.

4Cantor przedstawil zarys swojej wizji matematyki w serii pieciu prac w latach 1879-1884. Jednak jego idee nie
uzyskaly powszechnej i natychmiastowej akceptacji. W rzeczywistosci Cantor nie doczekal sie naleznego uznania. To
byto jedna z przyczyn zalamania si¢ jego dziatalnosci naukowej juz ok. czterdziestego roku zycia (Cantor zyt 73 lata).
Towarzyszyly temu depresje zwiazane m.in. z niemoznoscia rozstrzygniecia hipotezy continuum (str.??).

°Sw.Augustyn (354-430).

5Cytuje za artykutem M. Ruckiej ,,Dotknaé i zobaczyé nieskoniczono$é” (internet).

"Gregory Chaitin (ur. 1947), argentynsko-amerykanski matematyk i informatyk.

8B jest istotnie mniejszy od A; gdy istnieje element a € A taki, ze a ¢ B.
O uprzywilejowanej pozycji nieskoniczonosci w matematyce teoriomnogosciowej $wiadczy to, ze skonczonos$é zbioru
jest pojeciem wtérnym: ,zbidr jest skoriczony, gdy nie jest nieskoriczony”.

9To poglad Galileusza. Réwniez Leibniz uwazal to za argument przeciw uznaniu ,nieskoficzonych jednosci” (,,in-
finite wholes”)
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Jedli zbiér A jest nieskohczony, to réwniez zbiér potegowy 24 jest nieskoficzony - to jasne. Ale z
twierdzenia Cantora wynika, ze te nieskonczonoéci muszg byé ,rézne”! Powtarzajac to rozumowa-
nie stwierdzimy, ze nieskonczonos$é¢ zbioru 22" jest rézna od dwoéch poprzednich! I tak dalej, ,w
nieskonczonosé” ... 10,

Zbiér N to najmniejszy zbiér nieskonczony - kazdy inny zbidér nieskoficzony zawiera podzbiér
réwnoliczny z IN. Réwnolicznoéé zbioréw A i N oznacza, ze elementy zbioru A mozna ponumerowac:
A ={ag,a1,...,a,...}. Takie zbiory nazywano zbiorami przeliczalnie nieskoriczonymi'l.

Pozostale nieskorficzone zbiory to zbiory nieprzeliczalne (nieprzeliczalnie nieskoriczone).

Nieprzeliczalnosé zbioru A oznacza, ze jego elementéw nie mozna ponumerowaé. Groze sytuacji
zrozumiemy jednak dopiero wtedy, gdy uswiadomimy sobie, ze elmentéw tego zbioru nie da sie
identyfikowaé na podstawie ich unikatowych opisow.
Dlaczego? Wszystkie opisy, ktére mozna sporzadzi¢ np. w jezyku polskim, mozna ponumerowac.
Wyobrazmy to sobie tak: opis to ksiazka. Moze dltuga, ale zawsze zawierajaca tylko skonczenie
wiele znakow (liter, znakéw interpunkcyjnych, spacji). Mozemy te ksiazki-opisy ustawi¢ w kolejke.
Najpierw posegregujemy je wedlug dlugosci (liczby znakéw) zaczynajac od najkrétszych. Potem
kazdy ze skoniczonych zbioréw opiséw o tej samej dtugosci porzadkujemy leksykograficznie (al-
fabetycznie). W ten sposéb kazdemu opisowi mozna przypisaé¢ jego numer - liczbe naturalng'?.
Mozliwosé przypisania elementom pewnego zbioru A unikatowych opiséw jest wiec rOwnowazna z
mozliwodcig ponumerowania elementow zbioru A.Ildentyfikowanie elementéw zbioru poprzez nada-
nie im unikatowych nazw jest mozliwe tylko w przypadku zbioréw skonczonych lub nieskoniczonych,
ale przeliczalnych.

2N jest nieskonczony, ale nieprzeliczalny. To oznacza, ze nie kazdy element tego zbioru - nie
kazdy podzbiér liczb naturalmych - ma identyfikujacy go jednoznacznie opis.

Cantor: zbiorem jest spojenie w calo$¢ okreslonych, rozréznialnych podmiotéw naszej pogladowosci czy
mysli"'3. Jak ,spoi¢ w calodé” cod, czego nie potrafimy nazwaé, opisaé?

Teoria mnogosci nie do$¢, ze kaze uznaé rézne rodzaje nieskonczonosci, to wymaga akceptacji istnienia
zbioréw, ktére nie maja unikatowych opiséw w jakimkolwiek jezyku.

Teoria mnogosci wymaga glebokiej wiary... .

Gdyby szto tylko o to, ze zbioréw utworzonych z liczb naturalnych jest nieprzeliczalnie wiele, to
mozna by na ten wynik machnaé¢ reka - kogo interesuje ,zbiér wszystkich podzbioréw NN” - obiekt
lezacy, by¢ moze, gdzie$ na peryferiach matematyki. Ale okazalo sie - a pokazal to rowniez Cantor
- ze nieskonczonosé zbioru liczb rzeczywistych jest tego samego rodzaju co nieskonczonos$é zbioru
2N,

Zbiér R jest nieprzeliczalny. Tego matematyka nie mogta zlekcewazy¢.

Nie mozna nadaé¢ wszystkim liczbom rzeczywistym nazw, pozwalajacych na ich jedniznaczng
identyfikacje. Te liczby nie moga by¢ nazwami. Czym wiec sa?

,Liczba rzeczywista” to pojecie abstrakcyjne (sformutowane w jezyku teorii mnogosci), ktére ma
nieprzeliczalnie wiele desygnatéw. Stwierdzenie, ze te desygnaty tworzg nowg jednos¢ - aktualnie ist-
niejacy nieskonczony i nieprzeliczalny zbiér, to tylko konsekwencja przyjecia teoriomnogosciowych
paradygmatéw.

Cantor uznal, ze ujawnienie ,jako$ciowej réznicy” miedzy nieskonczonodcia zbioréw N i R
to nie ktopot, ale odwrotnie: to drzwi do nowych wspanialych $wiatéw. Bo z jego twierdzenia

10Cantorowska hierarchia nieskoficzonosci sformalizowana jest jako ,skala aleféw”. Cohen wskazywal na symbo-
liczny charakter tej nazwy - N to pierwsza litera alfabetu hebrajskiego. Dla oznaczenia uniwersum Cantor uzywal
ostatniej litery tego alfabetu - taw [16].

1184 to zbiory mocy Ro, gdzie Ro to najmniejsza wielko$é w cantorowskiej hierarchii nieskoniczonosci.

2Powtérzytem tu wezedniejsze uzasadnienie, ze elementy wytwarzane przez jakakolwiek strukture rekurencyjng
mozna efektywnie ponumerowaé. Zbiory rekurencyjne sg przeliczalne.

13 A set is a collection into a whole of definite, distinct objects of our intuition or of our thought. The objects are
called the elements (members) of the set.” - cytuje za ”Haskell road to Logic, Math and Programming” - K.Doets,
J. van Eijek. Podobnie myslal Poincare postulujacy, by ,rozwazaé jedynie przedmioty, ktére moga by¢ zdefiniowane
za pomocyg skoriczonej liczby stéw”.
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w wynika, ze w matematyce teorimnogosciowej mamy nie jedna, ale nieskonczenie wiele réznych
rodzajow nieskonczonosci.... Dla tych, ktérzy zawierzyli teorii mnogosci, byt to przetom. Ukazal sie
~matematyczny kosmos”, transcedentny $wiat matematyki. Raj'.

3.0.1 Opozycja

Dla wielu nieskonczenie wiele nieskoniczonosci to raj. Ale nie dla wszystkich... ’

”I don’t know what predominates in Cantor’s theory — philosophy or theology, but I am sure that there
is no mathematics there.” - Leopold Kronecker'®.

I protest against the use of infinite magnitude as something completed, which is never permissible in
mathematics” [53]. - Carl F. Gauss.

,, Teoria mnogosci Cantora to obled, perwersja, z ktorej matematyka sie kiedys wyleczy” - H. Poincare.
,Czytanie prac Cantora wydaje mi sie prawdziwa tortura ... nikt z nas nie ma ochoty is¢ jego sladem” -
Ch. Hermite.

, With the work of Dedekind, Peano and Cantor above all, complete infinity was accepted into mainstream

mathematics. Mathematics became a faith-based initiative” - E. Nelson [53].

Ale historia przyznata racje Cantorowi: W ostatnim stuleciu cantorowska teoria mnogosci zajeta w
matematyce na tyle wazne miejsce, ze (...) prawo do istnienia zyskuje sobie tylko to, co (...) dopusz-
cza zbudowanie modelu w teorii Cantora. W ten sposéb cantorowska teoria stala sie uniwersalnym
Swiatem matematyki - P. Vopenka [49].

Dodatek: o wspomnianym wczes$niej odkryciu Cantora

Cantora zmagania z nieskonczonoscia rozpoczety sie od badania podzbioréw liczb rzeczywistych. Z
powodéw, ktére tu pominiemy milczeniem, Cantor zainteresowal si¢ kwestig przeliczalnosci pochod-
niej zbioru P C R - zbioru P’, ktérego elementami sg liczby rzeczywiste - granice ciagdw réznych
od nich liczb ze zbioru P '6. Startujac od dowolnwego zbioru P mozemy utworzy¢ nieskonczony
ciag ,coraz to mniejszych” zbioréw: P’ D (P') = P?) O ... D prtl) = (p(y o |
Stosunkowo latwo pokazaé, ze jedli dla pewnej liczby naturalnej n zbiér P jest pusty, to zbiér
P’ jest przeliczalny. Ale czy w przeciwnym wypadku musimy pozostawié¢ pytanie o przeliczalnos$é
P’ bez odpowiedzi? Cantora takie rozwiazanie nie zadowolilo i ... przedtuzyl iteracyjna konstrukcje
ciagu pochodnych zbioru:

P =((P™: ne N), PCt) = (p)y . pin)

.1 tak dalej”. To pozwolilo zamieni¢ wskazang implikacje na elegancka réwnowazno$é - zbiér P’
jest przeliczalny dokladnie wtedy, gdy ktérys z tak utworzonych zbioréw jest pusty!”
Pigknie, ale ... czym sa kolejne indeksy oznaczane symbolami w,w+1,...7 Odpowiedz Cantora byta
rownie genialna co odwazna: to sg liczby podobne do liczb naturalnych w tym sensie, ze tez stuza
do kolejkowania, porzadkowania - ale nie zbioréw skonczonych lecz nieskonczonych!

To sa liczby porzadkowe.

plotw)

geey g oo e

Cantor zapewne uwazal, ze odkryt istnienie liczb porzadkowych. Pozwole sobie by¢ innego zdania:
te liczby to jego genialna kreacja.
Tak narodzila si¢ teoria mnogoséci'®.

14 Hilbert méwil o teorii mnogosci Cantora jako o jednym z najpiekniejszych tworéw ludzkiego intelektu. [16]

15Petny opis konfliktu Kroneckera z Cantorem mozna, znalezé w ksigzce H. Helmanna ,,Great feuds in mathematics:
ten of the liveliest disputes ever”

164 = limnb, € P’ gdy dla dowolnego n, b, € P, b, # a.

177 ainteresowanych szczegétami i dowodami odsytam do wikipedii na strone ,,Ordinal number - History”.

8Ten wynik Cantor uzyskal we wrzesniu 1872 roku. W 1883 r. w liscie do Dedekinda Cantor pisal: »(--.) od
naszego ostatniego spotkania cieszy Boga Wszechmogacego, ze osiagnalem najbardziej niezwykle i nieoczekiwane
wyniki w teorii mnogosci, a raczej, ze znalazlem to, co fermentowalo mnie (fermented me) przez lata”.. A. Kanamori
w opracowaniu Set theory from Cantor to Cohen (internet) wskazuje jako date narodzin teorii mnogosci grudzien
1873 ,when Cantor established that the real numbers are uncountable”.



Rozdziat 4

Kontinuum - przedmiot (cigglego)
sporu

Natura non facit saltus (natura nie skacze) - G.F.Leibniz!

Matematyka konstruktywna dysponuje liczbami naturalnymi, catkowitymi, wymiernymi. Sto-
wami, jezykami i dowodami. Dlaczego to za mato?

O ksztalcie matematyki zdecydowaly osiagniecia cywilizacyjne starozytnej Grecji. To wtedy
wypracowano podstawy arytmetyki i geometrii - dwéch fundamentalnych teorii matematycznych.
Do tych teorii odniést sie Kant gdy prawie dwa tysiace lat pdzniej definiowal matematyke jako
»logiczng analize stosunkow czasowych i przestrzennych. Pierwsze zadanie matematyka realizuje za
pomoca arytmetyki, drugie - geometrii”.

Geometria Grekéw miala dwa zrédla: pierwsze to problemy praktyczne, zwiazane z pomiarami
ziemi, budownictwem itp.. Drugie to astronomia®. Wykorzystanie liczb do opisu proporcji miedzy
poréwnywalnymi obiektami geometrycznymi (np. dlugoéciami odcinkéw) to kolejne, odwieczne za-
stosowanie liczb naturalnych. Bardziej wyrafinowane od zliczania i kolejkowania i w konsekwencji
prowadzace do akceptacji nowego rodzaju liczb - liczb wymiernych - (dodatnich) utamkéw. To o
tych liczbach my$leli pitagorejczycy gloszac poglad, ze ,wszystko co istotne jest liczba”3.

To byl niepodwazalny paradygmat wsparty codziennym doswiadczeniem. Do czasu, gdy te do-
swiadczenia mierniczych, budowniczych, etc. postanowiono przenies¢ do $wiata platonskich bytow
idealnych. Wtedy okazalo sie, ze w idealnym kwadracie proporcja dhugosci przekatnej i boku wcale
nie jest liczba wymierna... . To byl szok? i przyczyna tzw. pierwszego wielkiego kryzysu w mate-
matyce: liczb, ktére mozna finitarnymi metodami skonstruowaé z liczb naturalnych jest za malo.
Sto lat po tej katastrofie Eudoksos zaproponowal rozwigzanie problemu - teorie proporcji. W skro-
cie: zrodtem liczb u Eudoksosa sa proporcje porownywalnych wielkosci - np. dhugosci odcinkéw.
Liczby (dzisiaj powiemy: liczby rzeczywiste dodatnie) to miary proporcji: v/2 jest miara proporcji
dtugosci przekatnej i boku kwadratu®.

!Gottfierd Leibniz (1646-1716) filozof, matematyk, prawnik i ... dyplomata. Ciekawostka: Leibniz byt nieprzejed-
nanym krytykiem koncepcji Newtona. Gdy Newton przyjal, ze standardowym oznaczeniem czasu bedzie litera ,t”,
Leibnitz postanowil wyrzucié te litere ze swego nazwiska.

Tmmanuel Kant (1724-1804) — niemiecki filozof (i wykladowca matematyki), profesor Uniwersytetu w Krélewcu.
Nie wiem wystarczajaco duzo o jego koncepcjach filozoficznych by méc z pelnym przekonaniem ttumaczy¢ je innym.
To, co pisze, jest jedynie wybidércza (nad)interpretacja pogladéw Kanta. Spragnionych wiedzy rzetelnej odsytam np.
do [20] gdzie opisano wplyw Kanta na filozofie matematyki.

2Polecam artykuty J. Waszkiewicza ,,Wplyw astronomii greckiej na powstanie geometrii” (http://www.msn.ap.
siedlce.pl/smp/msn/1/34-44.pdf) i M.Hellera, Z.Pogody Geometria i kosmologia - historia wzajemnych zwiazkéw
(http://www.msn.ap.siedlce.pl/smp/ msn/3/27-31.pdf

3Sprowadzenie filozofii pitagorejczykéw - uczniéw i nastepcéw Pitagorasa (572 - 497 p.n.e.) - do jednego hasta jest
oczywiscie uproszczeniem.

1Legenda méwi, ze odkrywca niewymiernosci ,liczby” /2 zostal ugmiercony... .

®Eudoksos (0k.408 - 0k.355 p.n.e.). Proporcje poréwnujemy ,geometrycznie”: % > 5 gdy mozna wskazaé liczby

33
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Liczby naturalne to struktura dyskretna. Podobnie liczby catkowite. Liczby wymierne to struk-
tura gesta - miedzy kazde dwie takie liczby mozna wstawié trzecia od nich rézna.
Rozwiazanie problemu, ktory ujawnili pitagorejczycy, potrzebuje czego$ wiecej - potrzebuje ciagto-
§ci, potrzebuje swego kontinuum®. Na jednej ze stron internetowych (bodajze wikipedii) napisano
tak:

Continuum (...) anything that goes through a gradual transition from one condition, to a different
condition, without any abrupt changes’.

Ciaglo$¢ to niepodzielnosé, brak luk i skokéw. Antyteza dyskretnosci®. Zmiany wysokosci to-
nu skrzypiec odbieramy jako ciagle a fortepianu - jako dyskretne, ,schodkowe”. Ciaglo$¢ nie bu-
dzi sprzeciwu. Przeciwnie: z niedowierzaniem przyjmujemy informacje, ze cos, co odbieramy jako
przekaz ciagly, jest w istocie gestym przekazem dyskretnych sygnaléow. To jest wlasno$¢ naszych
zmystéw i umyshu: mamy w sobie mechanizm wygltadzania sekwencji odbieranych sygnatéw®. W
takim widzeniu swiata utwierdzali nas wielcy: ,,Natura nie skacze” - Leibniz, ,czas i przestrzen to
ciagle wielkosci” (quanta continua) - Kant!'®. Dzi$ kognitywisci méwia to samo: ,,Space is absolutely
continuous” [45]. My tak POSTRZEGAMY przestrzen i procesy w niej zachodzace'!.

Antyczni Grecy mieli z ciggloscig klopot. Dla Arystotelesa continua to ,odleglosé, czas i ruch”
[44]. W, Fizyce” napisal: ,Continuum nie moze by¢ utworzone z niepodzielnych wielkosci” (np.
punktéw)”12. Arystoteles opisywal kontinuum tak:

1. kontinuum sktada sie z czesci,

Tylko postrzegamy. Od czaséw Maxa Plancka wiemy, ze przynajmniej na poziomie kwantéw zalozenie

ciaglosci proceséw nie jest niepodwazalne.

2. ich stykajace si¢ granice sa te same i zawieraja si¢ w sobie nawzajem,
3. czesci te sa podzielne w nieskonczonosc.

U Euklidesa linia to drugie, obok punktu, pojecie pierwotne geometrii. ,,Linia to dtugosé¢ bez szero-
kosci”. ,Linig prosta jest ta, ktora jest jednakowo polozona wzgledem punktow na niej lezacych”.
Pierwsze zdanie wydaje sie naiwne, drugie niezrozumialte. Ale z niego wynika, ze w koncepcji Eukli-
desa linia NIE JEST ZBIOREM punktéw! Punkty leza na linii, ale jej nie tworza. , Koncami (kresami)
linii sa punkty”, ,prosta mozna ciagle przedtuzac po prostej”'3.

naturalne m,n takie, ze n-krotnie przedtuzony odcinek a jest dtuzszy od m-krotnie przedtuzonego odcinka b i jed-
noczesnie m-krotnie przedtuzony odcinek d jest dtuzszy od n-krotnie przedtuzonego odcinka ¢ (§ > = > £). Dwie
proporcje wyznaczaja te sama liczbe rzeczywista gdy nie jest prawda, ze § < § oraz § < ¢ [55].

SKontinuum - stowo lacifiskie, ktére w [6] objasniono (po angielsku) tak: ,the word “continuous” derives from a
Latin root meaning “to hang together” or “to cohere”; this same root gives us the nouns “continent” — an expanse
of land unbroken by sea — and “continence” — self-restraint in the sense of “holding oneself together”. Synonyms
for “continuous” include: connected, entire, unbroken, uninterrupted.”

Continuum czy kontinuum? ,,Warianty o obcej pisowni czesto sugeruja specjalistyczna wiedze i wyzsze kompetencje.”
Lubie si¢ dowartosciowaé wige bede uzywal obu wersji (losowo).

Tabrupt - nagly, gwaltowny.

8Polskie terminy ,struktura (matematyka) dyskretna” sa do$é nieszczesliwe. ,, Dyskrecja” ma w jezyku polskim inne
znaczenie, blizsze angielskiemu ,discreet” (a nie ,discrete”) . A nikt na $wiecie nie styszal o ,discreet mathematics”.
Podoba mi sie¢ propozycja, by ,strukture dyskretna’ zastapi¢ ,struktura ziarnista”.

9Bezwladnosé oka sprawia, ze po zarejestrowaniu wrazenia wzrokowego przez krétki czas oko nie jest w stanie
odebraé¢ nowego obrazu. To pozwala na ogladanie ruchomych obrazéw w telewizji - obrazy pojawiajace sie na ekranie
czesciej niz co 0,1 sekundy zlewaja sie ze soba i daja wrazenie ciagtego ruchu.

10 Przestrzen i czas to continua kwantowe...punkty i chwile to tylko pozycje... z samych pozycji postrzeganych jako
skladniki ... ani przestrzen, ani czas nie moga by¢ skonstruowane.”

1T ,ata temu, jeden z moich przyjaciél, astronom, pasjonowal sie pionierskim w tym czasie ,komputerowym oczysz-
czaniem” wynikéw nastuchéw radioteleskopowych, rejestrowanych w postaci nieregularnej krzywej, z gwaltownymi
zmianami, skokami. Oczyszczanie polegalo na ,wygladzeniu” tej krzywej w przekonaniu , ze to, co jej gtadkosé
(ciaglosé) psuje, to zakl6cenia nakladajace sie na sygnal przychodzacy z wszech§wiata. Wszak natura nie skacze...

12 No continuum can be made up of indivisibles, as for instance a line out of points, granting that the line is
continuous and the point indivisible”. [6]

13Cytuje za artykutem ,,0 ,elementach” Euklidesa” - http://www.math.uni.opole.pl/ ebryniarski Elementy Eukli-
desa.pdf (z czego wnosze, ze autorem tego tekstu jest E. Bryniarski). Linia prosta NIE JEST nieskoriczona, ale jest
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Teoria mnogoéci, ktéra narzucita sobie ograniczenie podstawowych schematéw wyobrazeniowych
do jednego - zbioru - nie ma, bo mie¢ nie moze, watpliwosci: linia to ZBIOR punktéw.

W 1872 roku Dedekind przedstawil konstrukcje, ktora przez matematyke mainstreamows, zo-
stala uznana za satysfakcjonujace rozwiazanie problemu kontinuum!“. Zaproponowat on taki oto
sposéb konstruowania zbioru liczbowego istotnie wiekszego od zbioru liczb wymiernych:

jezeli gesty zbiér liczb wymiernych rozdzielimy na niepuste zbiory A i B tak, by kazda liczba z
A byla mniejsza od kazdej liczby z B, to moze sie zdarzy¢ jedna z trzech sytuacji: albo zbiér A ma
element najmniejszy, albo B najmniejszy, albo miedzy tymi zbiorami jest luka - w A nie ma liczby
najwigkszej, a w B - najmniejszej. Tak jest, gdy np. przyjmiemy B = {a € Q : a® > 2}.

Sens defincji Dedekinda to stwierdzenie, ze tam nie ma luki - tam jest liczba rzeczywista /2:

jakikolwiek podzial zbioru liczb wymiernych na dwa zbiory spelniajacy opisane wyzej warunki
- przekréj Dedekinda - wyznacza liczbe rzeczywista. Jesli to jest ,przekréj z luka” to wyznacza
liczbe niewymierna a jesli nie, to liczbe wymierna.

Twierdzenie, ze co$ istnieje tam, gdzie niczego nie ma, to niedorzecznoé¢ - gdy traktujemy matematyke

jako odkrywanie. Ale ma sens, gdy ja tworzymy.

Dlaczego propozycja Dedekinda spotkata sie z tak powszechna aprobata? Oto jak ttumaczyt to
polski matematyk, R. Sikorski'®:
(...) zbidr liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, (ale) jest jednak dziurawy (...). Istnienie
dziur w zbiorze liczb wymiernych jest zrédiem wielu klopotéow. Obrazowo mozna powiedzied, ze
przez te dziury wycieka tres¢ matematyczna wielu pieknych twierdzen (...) . Zbiér liczb wymiernych
jest swietny do rachunkéw na liczbach konkretnych, ale zly dla wielu celéow teoretycznych (...). W
oparciu o pojecie liczby rzeczywistej mozna zbudowaé cala analize matematyczna (...). U podstaw
wszystkich twierdzen tej czesci matematyki lezy ,szczelno$é” zbioru liczb rzeczywistych.

Budowanie wyobrazenia ciggloéci w matematyce zaczynamy od intuicyjnego stwierdzenia, ze
Hfunkcja jest ciagla, jezeli jej wykres mozna narysowaé bez odrywania oléwka od papieru”. To
wystarczy, by zgodzi¢ sie z twierdzeniem Darboux: ,jesli funkcja f : R — R jest ciagla i f(a) <
0 < f(b) , to istnieje punkt-liczba rzeczywista c € [a,b] taka, ze f(c) = 0716,

To przestaje by¢ prawda, gdy liczby rzeczywiste zastapimy wymiernymi. Wystarczy pomysleé¢
o funkcji f: Q — Q opisanej wzorem f(x) = 22 — 2 : oczywiécie f(0) < 0 < f(2) ale nie istnieje
liczba wymierna c taka, ze f(c) = 0.

Twierdzenie Darboux to jeden z tych wynikéw, ktore ,wyciekna” gdy nie uszczelnimy struktury
liczb wymiernych za pomoca liczb rzeczywistych... .

W dowodzie twierdzenia Darboux wykorzystujemy to, ze ,niepusty podzbior liczb rzeczywistych, ktéry
jest ograniczony z gory, ma kres gérny”. Ta nieco zawile i wysoce abstrakcyjne stwierdzenie zostalo przez
Dedekinda wyniesione do rangi MATEMATYCZNEJ DEFINICJI CIAGLOSCI.

Dedekind wiedzial, ze jedynie MODELUJE ciaglo$é matematycznie (teoriomnogosciowo). Pisal: ,przyjecie
tej wlasnosci linii prostej jest (...) AKSJOMATEM dopiero na mocy ktérego przyznajemy linii prostej jej
ciaglosé” [59]'7.

(potencjalnie) nieskoniczenie przedtuzalna, rozciagliwa.

1 Julius Dedekind (1831 -1916) — niemiecki matematyk, uczehi Gaussa.

15Roman Sikorski (1920-1983). Cytat pochodzi z artykutu ,,Czy liczby rzeczywiste sa rzeczywiste?” (Delta 01/1974).
Niech nas nie zwiedzie, ze adresatem artykutu sa dzieci: aby cos§ wyttumaczy¢ dziecku trzeba by¢ lepiej przygotowany
niz do wygloszenia wyktadu ,ex cathedra”...

16\Wykres takiej funkcji cigglej f rozpoczynamy rysowaé pod prostg z = 0 a konczymy powyzej niej, nie odrywajac
otéwka od papieru. Dlatego wykres musi przeciaé te prosta - mieé¢ z nia punkt wspdlny.

17 Continuum, tak rozumiane, jest zbiorem poszczegélnych elementéw, uszeregowanych w pewnym porzadku; jest
ich wprawdzie nieskoniczenie wiele, ale poszczegélne elementy sa catkowicie rozdzielone. NIE ODPOWIADA TO ZWY-
KEEMU ROZUMIENIU CONTINUUM, zgodnie z ktérym poszczegdlne elementy sa polaczone i tworza calos$é, dzigki czemu
nie punkt istnieje przed linia, lecz linia przed punktem. Ze stynnej formuly ”continuum to jednosé¢ w wieloSci” pozo-
stala tylko wielos¢, jednos¢ znikla. To wystarczy, bysmy zdali sobie sprawe, ze continuum matematyczne jest czyms$
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Skutecznos¢ analizy matematycznej, ktorej podstawa jest taka interpretacja ciaglosci, to wazki
argument na rzecz propozycji Dedekinda. Ale to nie oznacza, ze wszystko jest jasne: ta definicja
moze (powinna) napotka¢ na wewnetrzny opdr. Jak mozna twierdzié, ze istnieje ,cos” tam, gdzie
nie ma nic, gdzie jest luka? Przeciez:

,powiedziec, ze istnieje, o czyms, czego nie ma, jest falszem. Powiedzie¢ o tym, co jest, ze jest,
a o tym, czego nie ma, ze go nie ma, jest prawda”. (,Metafizyka”, Arystoteles) .

To, co zrobit Dedekind zdaje sie by¢ jawnie sprzeczne z ta zasada. Co z tym zrobi¢?

Formalista powie: w teorii mnogosci uznajemy aktualne istnienie dowolnych podzbioréw liczb wy-
miernych. Liczba niewymierna nie jest ,,co$8” w luce miedzy zbiorami. Ta liczba to wskazana para
zbioréw liczb wymiernych - przekréj Dedekinda. Nic w tym dziwnego, bo w matematyce teoriomno-
gosciowej wszelkie wczeéniej konstruowane liczby - naturalne, catkowite i wymierne - tez sa zbiorami
Napis v/2 to tylko nazwa jednej z takich par'®. To, co proponuje Dedekind, jest KONSTRUKCJA -
jedli tylko akceptujemy aktualne istnienie zbioréw nieskonczonych.

To wyjasnienie, cho¢ formalnie poprawne, nie do konca przekonuje. Liczba to para (nieskonczo-
nych) zbioréw liczb? I jeszcze mam to ,cos” nazywaé liczba RZECZYWISTA?

Strasznie nam si¢ ta dyskusja o ciagloéci zawiklata... . Ale moze dzi§, po przelomowych odkryciach
fizykow, trzeba wshuchaé si¢ w to, co oni méwig o ciaglosci?

,By¢ moze rzeki atramentu, ktéry przez wieki (...) zuzyto na rozwazania nad natura ,ciagglosci” wylano
na prézno. CIAGLOSC JEST JEDYNIE TECHNIKA MATEMATYCZNA stuzaca przyblizaniu bardzo drobno-
ziarnistych rzeczy. Na subtelnym poziomie swiat jest dyskretny a nie ciagly. Dobry Bég nie namalowal go

zamaszystymi pociggnieciami pedzla, tylko delikatnie zaznaczyl kropkami, jak Seurat” - C. Rovelli [65].

4.0.1 Metafora geometryczno-liczbowa

»Analiza matematyczna (...) opierala swoje znaczenie i poczu-
cie slusznosci na zwiazku z geometria”. [22] str. 289.

Cantor nie mial watpliwosci. Pisal ,continuum 1S the arithmetical continuum of all real numbers,
defined by means of the method of the Dedekind cuts”. Dedekindowskie kontinuum to centralny
obiekt jego matematyki'®.

Formalizm to nie najlepszy sposéb postrzegania matematyki. Ani jej objasniania. Gdzie wiec
szukaé zrodet intuicji pozwalajacej na mentalng akceptacje tak definiowanych ,liczb”? Odwolajmy
sie powtérnie do odwiecznego wspolistnienia arytmetyki i geometrii. Te dwa ,,ortogonalne” aspekty
matematyki wzajemnie na siebie oddzialywuja i inspiruja. To sila matematyki.

Kognitywisci G. Lakoff i R.E. Nunez formuluja w [45] teze, ze jednym z motoréw poznania
matematycznego jest metafora®’.

Metafora to zabieg pozwalajacy cechy jednego obiektu (zjawiska, procesu) przypisa¢ innemu. Np. z uczu-
ciami wigzemy metaforycznie temperature. Wystarczy powiedzieé ,jestes zimna jak I6d” i wiadomo w
czym rzecz. Tworzenie metafor to domena poetéw - Like a bird on the wire, Like a drunk in a midnight
choir I have tried in my way to be free. (L.Cohen).

,Metafory i analogie, poprzez zestawienie razem réznych kontekstow, prowadza do powstawania nowych

sposobéw patrzenia. PRAWIE WSZYSTKO TO, CO WIEMY, LACZNIE Z POWAZNA NAUKA, OPIERA SIE NA

METAFORZE. I dlatego nasza wiedza nie jest absolutna” — J. Weizenbaum?!.

zupelnie innym niz continuum fizykéw lub metafizykéw.” - H. Poincare (Nauka i Hipoteza)

18 Zgodnie z definicja Dedekinda, liczba niewymierna nie jest niczym innym, jak SYMBOLEM tego szczegdlnego
podzialu liczb wymiernych. Kazdemu podzialowi odpowiada liczba (...), ktdra jest jego symbolem” [57].

19 Jeseli przedmiotem badan sa liczby rzeczywiste, to linia rzeczywista R,(...), moze byé rozwazanym
wszechs§wiatem. (...) . Jedynymi zbiorami, ktérymi poczatkowo interesowal si¢ Cantor, byly podzbiory R”
(http://en.wikipedia.org/wiki/Universe_(mathematics).

20Kognitywistyka to stosunkowo mtoda dziedzina nauki zajmujaca sie analiza dziatania zmystéw, mézgu i umystu.
W pewnym sensie uzupelnia ona tradycyjna epistemologie - teorie poznania, korzystajac z dorobku wspoélczesnej
medycyny, psychologii czy lingwistyki.
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Kontinuum Dedekinda jest realizacja jednej z podstawowych metafor matematycznych, ktéra
nazywam ,metafora geometryczno-liczbowa”’ a ktéra polega na utozsamieniu liczb rzeczywistych z
punktami prostej. Kontinuum to PROSTA RZECZYWISTA.

Punkt to liczba (rzeczywista). Liczba to punkt (na prostej). Dwa abstrakeyjne pojecia, ktére postrzegane
osobno nie sa oczywiste, dzigki tej geometryczno-liczbowej metaforze staja si¢ ,realne”. ,Intuicja prze-
strzenna (...) jest poteznym narzedziem i dlatego geometria jest w tak potezna czescia matematyki— nie
tylko dla rzeczy, ktére sa oczywiscie geometryczne, ale nawet dla tych, ktore takimi nie sa. Usilujemy im
nadaé postaé¢ geometryczna, bo to pozwala nam poslugiwaé sie nasza intuicja” - M. Atiyah [2].

Liczby wspieraja geometrie. A geometria dostarcza ,dowoddw istnienia” takich liczb jak y/n czy
7 . Umiemy ,,podnosié¢ liczby do kwadratu”. Wiemy, co to ,pierwiastek kwadratowy”. Akceptujemy
stwierdzenie, ze liczby rzeczywiste s miara odleglosci miedzy ,realnymi obiektami geometryczny-
mi” - punktami prostej. Dzieki tej metaforze bez sprzeciwu akceptujemy nazwe ,liczby rzeczywiste”
dla tego, co jest rezultatem konstrukcji Dedekinda??. Takiego metaforycznego wsparcia zabraklo
przy konstrukeji wiekszego zbioru liczbowego - liczb zespolonych (patrz str.42). Dlatego o liczbach
rzeczywistych uczymy w szkole a o liczbach zespolonych - nie.

4.0.2 Wielkosci graniczne

Metaforyczne wsparcie ze strony geometrii funkcjonuje w sposéb szczegdlny, gdy myslimy o kon-
strukcjach i wielkosciach granicznych. Takie wielkosci pojawiaja sie w alternatywnym opisie liczb
rzeczywistych:

kazda liczba rzeczywista - w sensie Dedekinda - jest granica pewnego ciagu liczb wymiernych.
To udowodnit Cantor taczac w ten sposéb teoriomnogosciows konstrukcje Dedekinda z wczesniej-
szymi pomystami A.Cauchy’ego®3. Cauchy to geniusz, ktéremu zawdzieczamy uprawomocnienie
obecnos$ci wielkosci granicznych w matematyce.

Zacznijmy tak: obwod kwadratu wpisanego w okrag

jest pewnym przyblizeniem, aproksymacja dlugosci tego okregu. Marnym, ale zawsze. Latwo to
poprawic: jesli kwadrat zastapimy oSmiokatem foremnym

to otrzymamy lepsze przyblizenie - obwdd oSmiokata jest blizszy dlugosci okregu niz obwdd kwa-
dratu. Podwajajac kazdorazowo liczbe bokéw wpisywanego wielokata, otrzymamy (potencjalnie
nieskorficzony) ciag liczb - obwodéw kolejnych wielokatéw - coraz lepiej aproksymujacych dlugosé
okregu. Dlugosé okregu nie jest elementem tego ciagu, ale jest z nim $cisle zwigzana - to wyznaczona

przezen wielko$é graniczna®*.

21J. Weizenbaum (1923 - 2008), twérca (w 1966r!) programu ELIZA, ktéry umozliwial prowadzenie prostej rozmowy
z komputerem.

227aufanie pokladane w metaforze grometryczno-liczbowej czasem prowadzi za daleko. Np. patrzac na prosta
rzeczywista tatwo wierzymy w stusznosé prawa trychotomii - dla dowolnch dwéch liczb rzeczywistych a,b , a = b lub
a < b lub b < a. Trudno przekonaé studentéw, ze to prawo wymaga (niebanalnego) dowodu.

23 Augustin L. Cauchy (1789 - 1857) — francuski matematyk.

24Takie dzialanie to znana matematykom starozytnej Grecji metoda wyczerpywania pozwalajaca na wyznaczanie
przyblizonych wartosci obwodéw i pél réznych figur. Archimedes wykorzystujac 96-kat foremny pokazal, ze liczba 7
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Proste? Niekoniecznie. To, ze mozna méwié¢ o odlegloéci miedzy punktami na plaszczyZnie (w
przestrzeni) jest paradygmatem geometrii euklidesowej. ,,Dlugos$é okregu” nie jest juz tak intuicyj-
nie oczywista. Jak ja zdefiniowaé¢? Jako dlugosé odcinka powstalego przez ,rozciecie” i ,rozpro-
stowanie” okregu? Ale co to znaczy? Dlatego propozycja, by dlugosé¢ okregu przyblizaé¢ mierzac
obwody wpisywanych w okrag wielokatéw o coraz to wiekszej liczbie bokéw wyglada obiecujaco
- wszak obwod wielokagta foremnego to - bezdyskusyjnie - wielokrotnosé dhugosci jego boku. A
dlugosé tego odcinka mozna obliczyé (lub prznajmniej prébowac...).

Ale skad wiemy, ze taka liczba - wielko$¢ graniczna zwiazana z ciagiem obwodow wpisanych
w okrag wielokatéw - istnieje i jest jedna jedyna? Sadze, ze wiekszo$¢ z nas zaakceptuje taka
argumentacje: ,, powierzchnia pomiedzy okregiem a aproksymujacymi go wielokatami jest - w miare
zwiekszania liczby bokoéw - coraz mniejsza, a boki wielokatéw coraz blizsze okregowi. To MUSI
oznaczacé, ze obwody kolejnych wielokatow sa coraz blizsze dtugosci okregu”.

Czyzby? Przeanalizujmy podobny przyktad. Przyjmijmy, ze wedréwka z A do B przez trzeci
wierzchotek trdjkata rownobocznego - C' - to pierwszy element ciggu wedréwek aproksymujacych
wedréwke po prostej - wzdluz odcinka z A do B:

C

A B
Gdy zastapimy ten tréjkat dwoma mniejszymi trojkatami rownobocznymi to otrzymamy nowa,
wzygzakowata” trase wedréwki z A do B, blizsza odcinkowi AB:

IWAVANP

Gdy teraz zastapimy kazdy z tych dwéch tréjkatéw dwoma mniejszymi (postepujac tak, jak przed
chwila) to wyznaczymy kolejna trase zygzakowatej wedréwki z A do B. I tak dalej... .

Wydaje sie, ze sytuacja jest taka jak poprzednio: suma pdl figur ograniczonych odcinkiem AB
i kolejnymi zygzakami jest coraz mniejsza a trasy kolejnych wedréwek coraz blizsze prostej drodze
z A do B. Zatem dlugo$¢ zygzakowatej wedrowki, w miare zwiekszania liczby tréjkatéw, powinna
zblizaé sie do dlugosci odcinka AB. Ale... dlugosé zygzakowatych wedréwek jest zawsze taka sama
i rowna podwojonej dtugosci odcinka AB! Przekonanie, ze ,zmniejszajac pole powierzchni zawartej
miedzy dwiema liniami laczacymi punkty A i B sprawiamy, ze dlugosci tych linii zblizaja sie do
siebie” okazalo sie¢ naiwnoscia.
Przyczyna klopotow jest postugiwanie si¢ intuicyjnie prostym, ale nieprecyzyjnym pojeciami ,,aprok-
symujacego ciagu liczbowego” i ,,wielkoSci granicznej” z nim zwiazanej. To trzeba poprawic.

Trudno uwierzy¢, ale na matematyczne definicje trzeba byto czekaé az do XIX wieku. Sformuto-
wal je Cauchy, ktéry za wlasnos$é definiujaca liczbowy ciag aproksymujacy (a, : n € N) uznal to, ze
wyrazy takiego ciagu sa ,,od pewnego miejsca blisko siebie” - niezaleznie od tego, jak rygorystycznie

rozumiemy ,bliskosé” 2.

To opis geometryczny, intuicyjny. Analitycznie ten warunek formutujemy tak: dla dowolnej liczby m
mozna wskazaé numer n,, taki, ze bezwzgledna réznica - liczba |a; — a;| - jest mniejsza od Qim jesli tylko
iyj > Ny -
Precyzyjnie, ale czy nadal intuicyjnie prosto?
Ciagi spelniajace ten warunek nazywamy ciggami Cauchy’ego. Wielkos$¢ graniczna zwiazana
z takim ciagiem (a,) to taka liczba a, ze ,prawie wszystkie” wyrazy tego ciagu sa jej bliskie -
ponownie niezaleznie od tego jak okreslimy ,blisko$¢”. Analitycznie:

dla dowolnej liczby m mozna wskaza¢ numer k,, taki, ze |as — a| < 2% jesli tylko s > kp,.

miesci sie w przedziale 3%, 3%.

25 Gwoli $cistosci: pierwszenstwo nalezato by przypisa¢ B. Bolzano. Jednak jego praca opublikowana w 1816 roku
,bozostata niezauwazona’ jak napisano w wikipedii. Cauchy przedstawit swoja definicje w 1821 roku.
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Tak definiowang liczbe - wielkosé graniczna nazywamy granica ciagu.

Czy kazdy ciag Cauchy’ego wyznacza wielko$¢ graniczna, czy aproksymuje pewna liczbe? Gdy my-
slimy o liczbach wymiernych to odpowiedz brzmi ,nie”. Ale gdy méwimy o dedekindowskich liczbach
rzeczywistych to odpowiedz brzmi ,tak” - w tym zbiorze kazdy cigg Cauchy’ego ma granice?S.

Uznanie wielkosci granicznych rozwiazalto tez problem ,nieskoficzonych sum”: suma CIAGU liczb
rzeczywistych (a,) to granica ciggu sum aj + - -- + ay, - o ile jest to ciag Cauchy’ego?®’.

Wréémy do liczby m. Mozna wierzy¢, ze okrag ma dlugosé, a liczba m wyraza stosunek miedzy
jego dlugoscia i Srednica i uznaé, ze to definicja pierwotna, geometryczna. Jesli tak (i jesli uznamy,
ze 7 jest liczba rzeczywista(!)) to ,aproksymacja wielokatami” niesie jedynie dodatkowa informacje
o tej liczbie. Ale mozna tez przyjaé, ze liczba 7 jest DEFINIOWANA jako granica zbudowanego w
ten sposob ciagu Cauchy’ego. Akceptacja metafory geometryczno-liczbowej sprawia, ze mato kto
rozwaza ten dylemat... .

Prosta rzeczywista to ockhamowskie domknigcie prostej wymiernej ze wzgledu na konstrukcje granic
ciagéw aproksymujacych (ciagéw Cauchy’ego).

Teoriomnogos$ciowe continuum to w pewnym sensie ukoronowanie programu arytmetyzacji matematyki -
stworzenia hierarchii struktur liczbowych, ktorej podstawa, sa liczby naturalne. Kolejne, bogatsze systemy
sg konstruowane z tych prostszych. Liczby rzeczywiste sg ,konstruowalne”, jesli tylko zaakceptujemy nowa
jakos¢ - konstruktory, ktére tworzac nowe wielkosci korzystajg z nieskonczonego zbioru elementéw.

Kto wie, moze to wtasnie przydatnosé konstrukeji wielkosci granicznych byta koronnym argumentem na

rzecz uznania (afirmacji) nieskoficzonosci aktualnej w matematyce Cantora i Hilberta?

Jest jeszcze co$, co jakoSciowo rézni liczby rzeczywiste od naturalnych, catkowitych i wymier-
nych: tylko niektére liczby rzeczywiste maja unikatowe nazwy - 7 , v/2 czy 121. Ale nie wszystkie.
Wiecej: nie moga ich mieé¢ (bo jest ich nieprzeliczalnie wiele). Nie sa nazwami. Czym wiec sa?

Funkcje ciggte

Ciagte sa nie tylko przestrzen i czas. Ciagle sg tez procesy. Matematyka opisuje je - w najprostszym
przypadku - za pomoca funkcji ciagtych tworzacych podklase wszystkich funkcji, ktérych argumenty
i wartosci sa liczbami rzeczywistymi.

,Funkcja ciagla charakteryzuje sie tym, ze malym zmianom jej argumentu odpowiadaja male
zmiany wartosci funkcji” .

Ta intuicyjna i geometryczna charakteryzacja ciagltosci funkcji dltugo i skutecznie opierata sie
matematycznej formalizacji. Np. Leibniz do opisu ciagtosci uzywal wielkosci nieskoniczenie matych,
ktore jednak dla wielu byty ,cialem obcym” w matematyce. Cantor nazywal je ,bakcylami cholery,
ktére zainfekowaly matematyke” [6]2.

Akceptacja konstrukeji granicznych pozwolila rozwiazaé i ten problem. Wystarczyto do tego (nie-
banalne) pojecie - ,granicy funkcji f w punkcie a”:

liczba b jest granica funkcji f w punkcie a jezeli dla dowolnego ciagu (a,) zbieznego do a ciag
wartosci (f(ay)) zbiega do b®.

Piszemy wtedy b = lim,_., f(x). A ciaglosé¢ funkcji rzeczywistej rozumiemy tak:
funkcja f: R — R jest ciagla, jesli dla kazdej liczby rzeczywistej a:

267 jest ona wyznaczona jednoznacznie. Sadze, ze polskie stowo ,,granica” niezbyt przystaje do matematycznej tresci
jaka z nim wiazemy. To slowo jest kojarzone z linia, ktérej PRZEKROCZENIE jest szczegdélnym krokiem - np. z granica
panstwa. Odpowiada to bardziej angielskim stowom border lub frontier. Matematyczny sens tego terminu nie w tym,
ze ,przekraczamy granice” ale w tym, ze granica to wielkos¢, do ktérej mozna zblizy¢ si¢ dowolnie blisko a ktérej nie
mozna osiggnaé. Anglicy maja tatwiej: stowa limit i border nie sa synonimami.

2TSumujemy elementy ciagu a nie zbioru. ,Suma nieskoriczonego zbioru liczb” nie jest pojeciem matematycznym.

Z8Nieskonczenie mate - wielkosci, ktére otaczaja kazda liczbe rzeczywista odgrywaty kluczows, role nie tylko w ana-
lizie matematycznej Leibniza, ale réwniez w jego koncepcjach filozoficznych (tzw. monady Leibniza)[6]. W internecie
dostepna jest ksigzka J.L.Bella , The Continuous and the Infinitesimal in Mathematics and Philosophy”.

2Podkreslmy: tak ma byé dla DOWOLNEGO ciagu (an) zbieznego do a! Moze on zbiegaé z ,lewej” lub ,prawej”
strony, moze tez naprzemiennie. I m.in. dlatego funkcja moze nie mieé¢ granicy w pewnych punktach. Np. funkcja
przyporzadkowujaca rzeczywistym liczbom dodatnim warto$é¢ 1 a pozostalym 0, nie ma granicy w punkcie 0.
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f(a) = lim,_, f(z) 3°.
Skoro kazda liczba rzeczywista jest granicg pewnego ciggu liczb wymiernych, to kazda rzeczy-
wista funkcja ciggta jest jednoznacznie wyznaczona przez to, jak dziala na liczbach wymiernych.

Rézniczkowanie

Rézniczkowanie i catkowanie to dziatania matematykow, ktore zdrowa czesé spoteczenstwa traktuje
z respektem, ale wlasciwie na réwni z czarna magia.

A przeciez wystarczy zaczaé od ,,geometrycznego” spojrzenia na problem. Wykres cigglej funkcji
rzeczywistej to krzywa na plaszczyznie. Dowolne dwie liczby rzeczywiste a, x € R wyznaczaja dwa
punkty na wykresie: (a, f(a)) i (z, f(x)). Prosta, ktéra przechodzi przez te punkty to sieczna. Teraz
wyobrazmy sobie, ze przesuwamy punkt x zblizajac go do punktu a. Towarzyszy temu przesuwanie
punktu (z, f(x)) po wykresie w kierunku punktu (a, f(a)). Blisko, coraz blizej. Im blizej, tym
bardziej sieczna jest bliska stycznej do wykresu f w punkcie (a, f(a)).

Styczna to wielko$¢ graniczna.

Ta opowie$¢ nie grzeszy precyzja. Ale przeciez nie tego oczekujemy od geometrycznych intuicji.
Precyzyjny ma by¢ opis analityczny.

Iloraz réznicowy to utamek postaci f@)=f(a)

~——. To miara kata nachylenia proste] przecinajacej wykres

funkcji f w punktach (a, f(a)) i (@, f(z))3!. Poniewaz ,a” jest ustalona liczba, mozemy patrze¢ na
ten ulamek jak na wzér analityczny opisujacy funkcje (zmiennej x). Granice tej funkeji - jesli istnieje
- nagywamy pochodna funkcji f w punkcie a:

f(a) = limg—q f(?:i(a)

Liczba f’(a) to miara nachylenia prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (a, f(a))>2.
Zdefiniowana analitycznie pochodna zyje wlasnym zyciem. W oparciu o to pojecie zbudowano
jezyk umozliwiajacy precyzyjna analize przebiegu (ciaglych) funkcji rzeczywistych - orzekania, gdzie
- dla jakich punktéw prostej rzeczywistej - taka funkcja roénie (maleje) i jak szybko to sie dzieje,
gdzie ma lokalne ekstrema (maxima i minima), jak si¢ zachowuje, gdy jej argument ,zmierza do
plus (minus) nieskoniczonosci”. Mozliwa stala sie klasyfikacja funkcji ciaglych ze wzgledu na ich
(geometrycznie trudno wyrazalng) gladko$é®3.
Jezyk korzystajacy bez ograniczen z konstrukcji granicznych okazal sie niezwykle skuteczny.
Popatrzmy, czego sie dowiemy, gdy uzyjemy go do badania liczby ,e” - stalej Eulera.
Ta liczba jest definiowana jako granica ciagu liczb wymiernych postaci ((1+ 1)* : n € N). Euler
udowodnil, Ze nie jest to liczba wymierna34. Jej ,istnienie” jest wylacznie konsekwencja przyjetej
definicji liczb rzeczywistych.
Takich samych argumentéw trzeba uzyé by uzasadnié istnienie poteg liczby e o wykladniku rzeczy-
wistym. Jedli a jest liczba naturalna, catkowita lub wymierna, to definicja ,potegi e o wyktadniku

39Prosciej: dla dowolnej liczby a i ciggu liczb rzeczywistych (an) zbieznego do a, ciag wartosci f(an) zbiega do
granicy, ktéra jest liczba f(a)” -  f(lim a,) = lim f(ay).

31Tangens kata miedzy a prosta i prosta pozioma.

32Granica funkcji nie musi istnieé < moze sie zdarzyé, ze styczna do wykresu nie istnieje. Wystarczy narysowaé
wykres funkcji przyporzadkowujacej liczbie jej warto$é bezwzgledna i zapytaé o styczna do wykresu w punkcie (0, 0).

33Jedli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie - tzn. przyporzadkowanie © — f’'(z) jest funkcja - to mozna
rozwazaé istnienie ,pochodnej funkcji f* w punkcie a” nazywajac ja druga pochodng funkcji f w tym punkcie. I tak
dalej... \W klasie gltadkosci Cy, sa funkcje, ktére maja pochodne rzedu < k w kazdym punkcie. W klasie C's znajduja
sie funkcje gladkie - takie, ktére majg pochodne wszystkich rzedéw.

34Wymiernym przyblizeniem e jest np. liczba 2, 7182818.
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a” nie budzi watpliwosci (7). Ale zdefiniowanie i uzasadnienie istnienia poteg liczby e o wyktadniku
rzeczywistym i niewymiernym WYMAGA ZALOZENIA, ze przyporzadkowanie a ~» e® jest funkcja
ciaglta. Wéwczas liczbe e® DEFINIUJEMY jako granice ciagu liczb (e®"), gdzie (a,) to ciag liczb
wymiernych aproksymujacy a.

Funkcja wykladnicza exp(x) = e® jest gladka. Mozna wiec - dla dowolnej liczby naturalnej m -
rozwazaé wielomian postaci

0 M0 (m) (o
s™(z) = exg!( )xoJr ea:pu( ) 1 bt e:vpm!( ) pm

gdzie exp™ to k-ta pochodna funkcji exzp. Te wielomiany aproksymuja funkcje exp punktowo -
e® = lim,, .~ s™(a) dla kazdej liczby a.

Co zadziwiajace, wszystkie pochodne funkcji exp sg jej réwne, exp = exp™! W szczegblnosci
exp® (0) = ¢ = 1. Stad

e=limp—oo(gr+ 1+ g1+ + )

n!
Liczba e jest tez podstawa logarytmu naturalnego. Dlaczego naturalnego? Moze dlatego, ze
styczna do wykresu funkcji logarytmicznej o tej podstawie w punkcie (1,0) ma wspo6tezynnik kie-
runkowy réwny 1 35,

Magia. Ciagi, granice, inspiracje geometryczne, pochodne, silnia, logarytmy... . Wszystko tu jest. Dla
platonikéw wyniki tego rodzaju sa nobilitujace: oto my wladamy jezykiem pozwalajacym na odkrywanie
zaleznosci miedzy ,realnie istniejacymi obiektami matematycznymi” ktérych w zaden sposéb nie moga
dostrzec zwykli $§miertelnicy... .

4.0.3 Troche zaskakujace twierdzenie Weierstrassa

Kazda funkcja rzeczywista f: R — R, ktérej dziatanie polega wykonaniu skoficzonej liczby doda-
wan i mnozen liczb rzeczywistych jest ciagla. Takie funkcje to funkcje wielomianiowe®. Oczywiscie,
sg tez rzeczywiste funkcje ciagte, ktére nie sa wielomianowe - np., sinus, cosinus.
Weierstrass®” udowodnil, ze
skazda rzeczywista funkcja ciagla na przedziale [a,b] moze byé przyblizona dowolnie dokladnie
przez funkcje wielomianowa o wspétczynnikach wymiernych”
1

0.5

—0.5

-1

Na powyzszym diagramie funkcje sinus (linia niebieska) aproksymuje funkcja wielomianowa
p(z) = x — 23/6 + 2°/120 + 2/100 (linia czerwona). Widaé, ze ta aproksymacja jest $wietna dla
argumentéw z przedzialu [—2,2]. W przedziale [3, —3] jest juz gorzej... . Praktyczne znaczenie tego
twierdzenia jest oczywiste: obliczenie wartosci sin(1) to niebanalne zadanie. A warto$¢ p(1) obliczy
kazdy... .

3Inaczej: (In)' (1) =1

36Nieco doktadniej: rzeczywiste funkcje wielomianowe to te, ktére mozna opisujemy wzorami postaci p(z) = anz" +
An_12" P+ 4+ a1z + ao , gdzie an,an—1,...a1,ao to liczby rzeczywiste.

37Karl Weierstrass (1815-1892), jeden z twércéw podstaw wspolczesnej analizy matematycznej.
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Precyzyjne zdefiniowanie cigglosci to wielki sukces matematyki przelomu XIX i XX wieku. Dla mate-
matykéw akceptujacych lebnizowski paradygmat ,natura nie skacze”, dedekindowskie contiunnum liczb
rzeczywistych i rzeczywiste funkcje ciagle staly si¢ uniwersalnym narzedziem umozliwiajacym modelowa-
nie wszelkich rzeczywistych zjawisk.

Tymczasem przytoczone twierdzenie Weierstrassa méwi, ze jesli tylko zgodzimy si¢ na modelowanie rze-
czywistosci ,w pewnym przyblizeniu”, to w istocie niedaleko odchodzimy od matematyki sprzed dwéch
tysiecy lat, ktérej sita obliczeniowa ograniczala sie do dodawania i mnozenia liczb naturalnych.
Zgodnos¢ miedzy tym, od czego zaczela sie matematyka i tym, co osiagneta po dwéch tysiacach lat zdu-

miewa i zastanawnia. Ale tez prowokuje do pytania: czy matematyka, w ktérej obliczenie to wielokrotne
?38

dodawanie i mnozenie a postrzeganie Swiata jest ciagle, to jedyna mozliwa matematyka

4.0.4 Liczby zespolone

Liczby naturalne, calkowite, wymierne i rzeczywiste. Uzupelnimy ten opis rozwoju pojecia liczby
krotka notka o liczbach zespolonych.

2 = 4 ma rozwigzanie w $wiecie liczb rzeczywistych tylko wtedy, gdy a > 0. Czy

Roéwnanie x
mozna zbudowaé wigksza strukture liczbowa w ktérej takie réwnanie ma rozwigzanie bez wzgledu
na warto$¢ parametru a? Ten problem udato sie rozwiazaé¢ zadziwiajaco prosto: wystarczyto ,uznaé
istnienie” rozwigzania réwnania z? = —1 | oznaczyé¢ ,to co§” przez i , ale mimo wszystko uznaé za

liczbe, i nazwaé ja - chroniac resztki zdrowego rozsadku - liczba urojong>

Najpierw ,liczby absurdalne” teraz ,liczby urojone”... . To pokazuje, jakie trudnosci trzeba byto prze-

zwyciezy¢ rozszerzajac pojecie liczby.

To byl wstep do zdefiniowania wielce enigmatycznej struktury liczb zespolonych - najmniejszej
struktury zawierajacej strukture liczb rzeczywistych, w ktoérej mozna dodawaé¢ i mnozy¢ i w ktérej
kazdy wielomian ma pierwiastek®’ .

Trzy wieki pdzniej irlandzki matematyk Hamilton opisat liczby zespolone jako pary liczb rze-
czywistych. Wéwezas liczba urojona ,,i” to para (0,1). Dodawanie i mnozenie zdefiniowano tak:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+d) i (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Liczby rzeczywiste sa teraz reprezentowane przez pary postaci (a,0) , a zdefiniowane dzialania
sg rozszerzeniami dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych.

Stad (a,b) = (a,0) 4 (b,0) -4 i inna, klasyczna konwencja notacyjna: zamiast (a, b) piszemy a + bi.

Dzigki Kartezjuszowi wiemy, ze pary liczb rzeczywistych mozna utozsamiaé z punktami plasz-
cvzxyzny euklidesowej*!. Dlatego ta hamiltomowska definicja pozwala utozsamiaé liczby zespolone
z punktami plaszczyzny wyposazonej w uktad wspolrzednych??. Pozwala tez zwiazaé z kazdg liczba
zespolong dwie ,wielkosci geometryczne” - modul i argument:

38 Aborygenskie plemie Kuuk Thaayorre postuguje sie jezykiem pozbawionym okrelen ,lewy”, ,prawy”, ,przéd”,
Styl”. ,To tak, jakby obok znanej nam matematyki istniala jakas inna — bez liczb i dodawania. (...) ,Nie jest to
tylko ciekawostka — to inna filozofia zycia.”- napisal w jednym ze swych felietonéw Z.Holdys (bez watpienia nie-
matematyk) (Newsweek, 23.09.2018)). Moze my jesteSmy potomkami plemion, ktére wlasnie dzigki wynalazieniu
dodawania a potem mnozenia zapanowaly nad tym swiatem?

39Tak te liczbe nazwal Girolamo Cardano, ktéry w potowie XVI wieku wprowadzil to pojecie do algebry. Nie tyle
swprowadzil” co natknat (potknal) sie na nie poszukujac wzoréw opisujacych rozwiazania réwnania szesSciennego
x® 4+ mx = n, gdzie m,n € N. [22].

40Bardziej naukowo: kazdy wielomian o wspétczynnikach zespolonych p(x) mozna roztozyé na czynniki liniowe:
p(x)=c(zx—ai)...(x —an)

'Wiecej o tym juz za moment - str. 45.

42 Algebraicy méwig czasem o plaszczyznie zespolonej a osie ukladu wspélrzednych nazywaja odpowiednio osig
rzeczywista i osie urojona.
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Im Z:(a7b)

arg(z):
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Modut liczby z = (a, b) to dlugoéé¢ odcinka laczacego poczatek ukladu z punktem (a,b) , |z| =
Vva? + b%. Argument tej liczby to miara kata utworzonego przez ten odcinek i 0§ rzeczywista. Latwo
sprawdzié, ze z = |z| - (sin(arg(z)) + cos(arg(z)))

Te wielkoéci mozna wykorzysta¢ do geometrycznego opisu dodawania i mnozenia liczb zespolonych:
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Dodawanie to konstrukcja odpowiedniego réwnolegloboku (rysunek pierwszy). Drugi rysunek ilu-
struje mnozenie liczb zespolonych o module rownym 1 - argument iloczynu to suma argumentéw
czynnikow a jego modul jest réwniez réwny 1.

Udowodnienie twierdzenia, ze kazdy wielomian o wspétczynnikach zespolonych ma pierwiastek
wcale nie jest banalnym zadaniem. I zapewne dlatego, to twierdzenie nazywane jest ,zasadniczym
twierdzeniem algebry”.

Struktura liczb zespolonych powstala w wyniku poszukiwania rozwigzania ,,czysto algebraicznego” pro-
blemu, ma zadzwiajace zwiazki z tworem geometrycznym - plaszczyzna euklidesowa.

To ,matematyczny fakt”. A moze cos wiecej?

Czy liczby zespolone maja pozamatematyczny sens, czy interesuja kogokolwiek poza matema-
tykami?

Stawianie takiego pytania pokazuje, jak odlegle od powszechnej §wiadomosci ludzi sg osiagniecia
wspdblczesnej fizyki. Nie pretenduje do roli przewodnika po tym Swiecie i dlatego przywotam tylko
jeden przyklad: przestrzenia stanéw (przestrzenia fazowa) w mechanice kwantowej jest zespolona
przestrzen Hilberta (str. 7?).



Rozdziat 5

Przestrzen - matematycznie

,,Przestrzen stanowi aprioryczna FORME UJMOWANIA ZJAWISK, for-
me porzadkujaca naplyw wrazen zmystowych.” 1. Kant

Koniecznos$é wyjscia poza liczby wymierne to nie jedyny klopot z jakim trzeba si¢ zmierzy¢, by
obja¢ metodami obliczeniowymi geometrie Grekéow. Bél glowy narasta, gdy mamy odpowiedzie¢ -
matematycznie - na pytanie ,co to jest przestrzen?” i ,czym jest ciaglos¢ przestrzeni?”

5.1 Przestrzen - co to jest?

,Czas 1 przestrzen nie sa wlasnosciami rzeczy, lecz wlasciwosciami podmiotowego sposobu ujmowa-
nia zjawisk; sa FORMAMI naszej zmystowosci; sa siecia, za pomoca ktérej lowimy to, co postrzegamy.
Poznaé przedmiot to ujaé go w czasie i przestrzeni” - to znowu Kant!.

,Kazda rzecz jest niejako w przestrzeni mozliwych stanéw rzeczy. Przestrzen moge pomysleé jako
pusta, ale rzeczy bez przestrzeni nie. Przedmiot przestrzenny musi leze¢ w nieskonczonej przestrze-
ni” - Wittgenstein. I jeszcze jedno zdanie z ,Traktatu logiczno-filozoficznego”: ,to, czego nie uda
sie uja¢ matematycznie, co nie ma formy przestrzenno-czasowej, jest poza doswiadczeniem”.

Wspblcezesnie kognitywisci o przestrzeni méwia tak: , Space does not consists of objects. Rather,
IT IS THE BACKGROUND SETTINGS the objects are located in. Space exists independly of, and prior
to, any object located in the space” [45].

Ujmowanie zjawisk to funkcja moézgu ktory rejestruje bodzce, poréwnuje z wezesniejszymi, za-
pamietuje. To proces permanentny i w czesci niezalezny od naszej $wiadomosci. Ale zdolnosé do
rejestracji nie jest tozsama z umiejetnoscia analizy, ujawniania powigzan miedzy zjawiskami. Do te-
go niezbedny jest adekwatny jezyk?. Jego osnowq jest siatka pojec - zbiér strukturalnie powiazanych
nazw wskazujacych kluczowe elementy wybranej formy ujmowania zjawisk?.

Kluczowe pojecie klasycznego jezyka opisu przestrzeni to punkt: ,Punkt jest tym, co nie ma czesci
lub nie ma zadnej wielkosci”- Euklides. Kognitywisci dodaja: ,,Punkty to lokalizacje w przestrzeni,
na liniach lub plaszczyznach. Nie sa obiektami, ktére moga istnie¢ niezaleznie od linii, plaszczyzny
czy przestrzeni” [45].”

"http://www.kul.pl/files/450/Kant.pdf

W cytowanym wyzej internetowym wykladzie poéwieconym filozofii Kanta znalazto sie tadne zdanie: ,, Podmiot
w poznaniu jest aktywny — dokonuje syntezy tego, co dane. Podmiot konstytuuje swiat swojego doswiadczenia, ale
NIE W SENSIE JEGO ISTNIENIA, LECZ W SENSIE WPROWADZENIA LADU w chaotyczna rapsodie wrazen”.

30to (niepelna) lista funkcjonujacych w matematyce przestrzeni zamieszczona na stronie http://mathworld. wol-
fram.com/Space.html : affine s. (space), Baire s., Banach s., Base s., Bergman s., Besov s, Borel s., Calabi-Yau s.,
Cellular s., Chu s., Drinfeld’s Symmetric s., Eilenberg-Mac Lane s., Euclidean s., Fiber s., Finsler s., First-Countable
s., Fréchet s., Function s., G-Space, Green s., Heisenberg s., Hilbert s., Inner Product s., L2-Space, Lens s., Liouville
s., Locally Finite s., Loop s., Mapping s., Measure s., Metric s., Minkowski s., Miintz s., Normed s., Paracompact
s., Planar s., Polish s., Probability s., Projective s, Riemann’s Moduli s., Sample s., Standard s., State s., Stone s.,
Symplectic s., T»-s., Teichmiiller s., Tensor s., Topological s., Topological Vector s., Total s., Vector s..

44
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Jak to sie stalo, ze abstrakcyjne pojecie bezwymiarowego punktu zyskato akceptacje starozytnych? Moze
dlatego, ze wszyscy mamy nad glowa ten sam podrecznik ,,geometrii przestrzeni” - bezkresne niebo z nie-
osiagalnymi (i tym samym abstrakcyjnymi, pozbawionymi fizycznosci) gwiazdami-punktami. Te punkty

latwo - w wyobrazni - taczyé prostymi tworzac idealne figury geometryczne?.

5.2 0Od Kartezjusza do przestrzeni Hilberta

Wedtug mnie wszystko sie dzieje w przyrodzie na sposéb
matematyczny. Kartezjusz

,Przestrzen to forma ujmowania zjawisk”. Przestrzen matematyczna to forma matematycznego
ujmowania zjawisk. Przelomowe znaczenie dla rozwoju pojecia przestrzeni matematycznej miat
genialny pomyst Kartezjusza, ktéry utozsamil punkty plaszczyzny euklidesowej z parami liczb
rzeczywistych - wspétrzednymi punktow w pewnym, ustalanym arbitralnie uktadzie wspotrzednych.

Poczatek uktadu wspétrzednych - punkt-pare (0, 0) - mozemy utozsamiaé z miejscem, w ktérym znajduje

si¢ ,obserwator”. W tym punkcie krzyzuja si¢ wzajemnie prostopadle proste rzeczywiste - osie ukladu
wspolrzednych. Wspolrzedne dowolnego punktu wyznaczamy tak, jak na ponizszym rysunku:
A

b (a,b)

Metafora geometryczno-liczbowa osiaga tu wyzszy poziom: ,wszystko”, co wazne i interesujace
w geometrii plaszczyzny potrafimy definiowaé ,po stronie liczbowej (algebraicznej)”, czyli korzy-
stajac ze wspolrzednych punktéw:

- odleglosé (pitagorejska) miedzy punktami a = (ai,az) i b = (by,b2) to liczba d(a,b) =
V(b1 —a1)? + (b2 — a2)?,

- cosinus kata miedzy odcinkami laczacymi punkty (a,b) i (¢1,d;) oraz (a,b) i (¢, d2) obliczymy
dzielac liczbe (c1 — a)(ca — a) + (d1 — b)(da — b) przez iloczyn dlugosci tych odcinkéw®,

- prosta przechodzaca przez punkty (a, b) i (c, d) to zbior par liczb-rozwiazan réwnania (z dwiema
niewiadomymi x,y) ((z —a)(d—0b) = (y —b)(c —a),

- okrag o srodku w punkcie (a,b) i promieniu r to zbiér rozwiazan réwnania (x —a)?+ (y —b)? =

r2.

Mozliwo$é algebraicznego opisu obiektéw geometrycznych zdumiata samego Kartezjusza: ,zda-
296

walo mu sie w uniesieniu, ze odkryl podstawy przedziwnej wiedzy”®.
Geometria budzi intuicje i uruchamia wyobraznie. Liczby oferuja mierzalno$é i precyzje. Niewiarygodne,
ale twierdzenie, ze prosta moze mie¢ jeden lub dwa punkty wspolne z okregiem budzito watpliwosci jeszcze
w czasach Galileusza. Dzi$, ,po Kartezjuszu”, wykaze to (prawie) kazdy uczen szkoly $redniej... .

Wzbogacimy jezyk geometrii ptaszczyzny dodajac do niego pojecie wektora wraz ze stowarzy-
szonymi z nim terminami:
-kierunek wektora, (ktérym jest pewna prosta na plaszczyznie),
-norma (dlugosé) wektora (ktéra jest dlugo$¢ pewnego wyrdznionego odcinka prostej-kierunku),

4Dodajmy, ze okoto stu lat przed Euklidesem, Demokryt stworzyl teorie, w ktérej materia sktadata sie z niepo-
dzielnych (,,punktowych”) i zapewne bezwymiarowych, atoméw... .

®Np. cosinus kat miedzy odcinkami taczacymi poczatek uktadu wspétrzednych z punktami (0,3) i (3,1) to %\@ .
Docenisz te analityczng metode gdy narysujesz oba odcinki na plaszczyznie z wyrdznionym uktadem wspotrzednych
i sprébujesz ,obliczy¢ geometrycznie” - cokolwiek to oznacza - cosinus kata migdzy nimi.

6 J. Lukasiewicz, Dwaj filozofowie nowozytni: Kartezjusz i Kant, Filozofia Nauki, 1997, nr2 (18)
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-zwrot wektora (ktéry okreslamy wskazujac ten sposrod dwéch koncéw wyroznionego odcinka, ktéry
jest poczatkiem wektora)”.

W kartezjuszowskim modelu ptaszczyzny wektory reprezentowane sa tak jak punkty - przez
pary liczb. Aby uniknaé¢ pomylek, wektor o skladowych a,b € R oznaczamy przez [a,b] . Kierunek
wektora [a,b] to prosta przechodzaca przez punkty (0,0) i (a,b) . Jego norma to dlugosé odcinka
laczacego te punkty (czyli liczba va? 4+ b?). Zwrot wektora [a,b] okreSlamy przyjmujac, ze jego
poczatkiem jest punkt (0,0)%.

Wektory dodajemy i mnozymy przez liczby:

[a,b] + [¢c,d] = [a+ ¢, b+ d], , ala, b] = [aa, ab]
Przywolujac ponownie metafore geometryczno-liczbowa powiemy, ze ,po stronie geometrycznej”
wektorom odpowiadajg przeksztalcenia plaszczyzny - przesuniecia wszystkich punktéw ,na okre-
Slong z gory odleglosé, w ustalonym kierunku i zwrocie”. Wektory to specyfikacja takich prostoli-
niowych przesunieé¢ : wektor [a, b] opisuje przesuniecie

(c,d) ~ (c+a,d+b)

Te przeksztalcenia mozna sktadaé - wykonywaé jedno po drugim. Sktadanie jest reprezentowane
przez dodawanie wektoréw. Mnozenie przez liczbe to ,przedtuzanie” przesuniecia®.

Tak uzupeliony kartezjanski model plaszczyzny stal sie prototypem przestrzeni afinicznych.
Jedli ,zapomnimy” o punktach i skupimy uwage na wektorach, to otrzymamy prototyp przestrzeni
wektorowej (liniowej) .

Co to znaczy ,by¢ prototypem”?

Matematycy nie badaja przedmiotéw, lecz stosunki miedzy przedmiotami; z ich punktu widzenia dane
przedmioty mozna zastapi¢ innymi, jesli tylko nie zmieni to stosunkéw miedzy nimi” - H.Poincare [57].
Tworzac pojecie przestrzeni wektorowej ,na bazie” konkretu jakim jest R?, zapominamy, ze wektory
to pary liczb, a eksponujemy to, ze mozna je dodawaé i mnozyé¢ przez liczby rzeczywiste. Definiujac
przestrzen wektorowa wskazujemy istotne - naszym zdaniem - wlasnosci tych dzialan. Dlatego
Jrzeczywista przestrzen wektorowa to zbiér V- (ktérego elementy nazywamy wektorami) wraz z operacjami
dodawania wektoréw: +:V x V — V i mnozenia wektorow przez liczby rzeczywiste - -: R x V. — V
ktore maja nastepujace wlasnosci”

- 1 tu nastepuje lista tych wlasnoéci, ktéra tatwo znajdziemy np. w wikipedii.

»lak samo” mozemy opisaé przestrzen tréjwymiarowa - to niewatpliwa zaleta kartezjanskiego
podejscia do geometrii. Ocywiscie sa réznice: uklad wspélrzednych to teraz trzy (parami prosto-
padle) osie, a wspélrzedne punktu (skladowe wektora) to tréjki liczb. Co istotne, wzory opisujace
odlegtosé i miare katow, dodawanie i mnozenie wektéréw przez liczbe, pozostaja ,takie same”.

W tym tréjwymiarowym modelu plaszczyzny opisuja réwnania postaci ax + by + cz = 0 (gdzie
a’? +b?+ ¢ > 0, a sfery réwnania postaci (x —a)? + (y — b)? + (z — ¢)? = 2.

Skoro przejscie od kartezjanskiego modelu dwuwymiarowej ptaszczyzny do modelu tréjwymia-
rowej przestrzeni jest tatwe, to dlaczego nie pomysle¢ o przestrzeni cztero- piecio- czy nawet n-
wymiarowej? Model kartezjanski nam to utatwia: wystarczy powiedzie¢, ze punkty i wektory to nie
pary (tréjki) ale n-elementowe ciagi liczb... 1°.

Oczywiscie, jest tu przeszkoda mentalna: czy mozna wyobrazi¢ sobie przestrzen n-wymiarowa?
Wprawdzie niektorzy twierdza, ze ,,widza’ czterowymiarowa czasoprzestrzen, ale co np. z prze-
strzenia 15-wymiarowa?

"Termin ”wektor” pochodzi z taciny, od stowa ”vector”, co oznacza ”niosacy” lub ”przewoznik”.W matematyce
i fizyce, stowo ”wektor” pojawilo sie¢ pod koniec XIX wieku i odtad jest uzywane do opisu wielkosci okreslonych
zaréwno przez warto$é (norme, dtugos$é) jak i kierunek oraz zwrot.

8Wektor [0,0] to wektor zerowy. Jako jedyny, nie ma ani kierunku ani zwrotu. Jego norma, jest zero.

9Pomnozenie przez liczbe ujemna oznacza réwniez zmiane ,zwrotu” przesuniecia.

10Wymiar przestrzeni R™ to liczba n - to ,intuicyjnie oczywiste”. Ale to nie wystarcza - potrzeba écistej definicji
wymiaru przestrzeni wektorowej: jest to najmniejsza liczba naturalna n taka, ze mozna wskazaé¢ n-elementows baze
tej przestrzeni - zbiér wektoréw {v1,...,v,} taki, ze kazdy wektor v mozna zapisaé w postaci v = @1v1 + - - - + A Un.
A jesli takiej liczby naturalnej nie ma, to méwimy, ze przestrzen ma wymiar nieskoriczony.
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, Przestrzeni czterowymiarowej niesposéb sobie wyobrazi¢. Mnie osobiscie, czesto dostateczna trudnosé
sprawia przedstawienie sobie przestrzeni tréjwymiarowej” - S.Hawking [34]
Stowo ,wyobrazi¢” oznacza ,zbudowaé obraz” i jest $ci$le zwiazane z doznaniem zmyslowym. Matema-
tyczna przestrzen to abstrakcja. ,Wyobrazanie sobie” takiej przestrzeni nie ma sensu. Trzeba uznaé, ze
PIERWOTNY jest twor matematyczny - przestrzen kartezjanska - a obecna w naszej wyobrazni geome-
tryczna plaszczyzna czy tez przestrzen tréjwymiarowa to pojecia WTORNE.

Takie matematyczne rozumienie przestrzeni zawdzigczamy Kartezjuszowi.

Oswojenie z przestrzeniami wyzszych wymiaréw zawdzigczamy fizykom. Np. przestrzen fazowa
dla n czastek ma wymiar rowny 6n -po trzy wspoélrzedne polozenia i pedu dla kazdej czastki.
,(...) moze niepokoié, ze nawet dla pojedynczej czastki jej przestrzen fazowa ma wymiar dwa razy
wiekszy niz przestrzen, do jakiej przywykliSmy.(...) Trudno sobie wyobrazi¢ szes¢ wymiaréw, A
NAWET GDYBYSMY POTRAFILI, NIE PRZYNIOSLOBY TO WIELKIEGO POZYTKU.” - R. Penrose[55].

H Matematyka pozwala poznawaé rzeczywistoéé niedostepng naszym zmyslom i ... wyobrazni'!.

Z wyobrazeniem plaszczyzny (przestrzeni) nieodlacznie zwiazane jest pojecie odleglosci. Kar-
tezjanski model opisuje odlegtoéé jako pojecie matematyczne. Dlatego w modelu kartezjanskim
mozemy méwié o ,wielkosci granicznych” i ,ciagltosci”. I tak np. granica ciagu punktéw plaszczy-
zny (as) to taki punkt a, ze dla dowolnej liczby naturalnej m odleglo$é prawie wszystkich (czyli
wszystkich poza skonczong iloscia) punktéw ciagu (as) jest mniejsza od % . W podobny sposoéb -
wzorujac sie na definicji rzeczywistej funkcji ciaglej i zastepujac gdzie trzeba warto$é bezwzgledna
rézmicy liczb przez odlegloéé miedzy punktami - zdefiniujemy cigglodci funkeji z R? do R 2.

Dlaczego matematycy uwazaja, ze mozna dodawaé i mnozy¢ liczby rzeczywiste? Kazdy punkt ptaszczyzny
jest granica ciggu punktéw o wymiernych wspélrzednych. Wystarczylo PRZYJAC, ze te dzialania - jako
funkcje rzeczywiste z R? do R - sa ciggle. Wéwczas suma, liczb rzeczywistych a i b, tworzacych punkt
(a,b) aproksymowalny przez ciag ,wymiernych” punktéw (a,,b,), to liczba-granica ciagu wymiernych
sum (an + by,).

Podobnie z mnozeniem.

Kartezjanski, analityczny opis metryki pitagorejskiej na ptaszczyznie mozna uogdlnié i zdefinio-
waé odleglo$é w przestrzeni R™ 3. Dlatego mozemy méwié o wielkoéciach granicznych w przestrzeni
R™ i ciggloéci funkeji rzeczywistych z R™ do R 4.

Metryka pitagorejska to nie jedyny sposdéb mierzenia odleglosci na plaszczyznie euklidesowe;j.
Naszym przodkom zamieszkujacym kraine pokryta puszcza, ktérzy nadludzkim wysitkiem wyrabali
sobie najkrétsza mozliwg $ciezke do rzeki, zapewne bardziej odpowiada taka ,metryka rzeki”:

ly1 — yo gdy x1 = x3,
ly1| + |2 — x1| + |y2| W przeciwnym przypadku

d<3717y1)7 (.%2, yQ)) = {

1 programowanie liniowe to narzedzie optymalizacji proceséw ekonomicznych. Matematyczny opis ,zadania opty-
malizacyjnego” i stuzacego jego rozwiazaniu algorytmu sympleks sporzadzamy korzystajac z kartezjanskiej przestrzeni
n-wymiarowej, gdzie liczba n to liczba zmiennych decyzyjnych, ktére maja wplyw na rozwiazanie zadania. Ale wy-
jasnianie dzialania algorytmu sympleks zaczynamy od przypadku dwuwymiarowego, gdyz dwuwymiarowe zadanie i
jego rozwiazanie mozna przedstawié jako problem geometryczny (ktéry tatwo ,narysowaé”).

A sympleks to nic innego jak przeniesienie wyobrazalnego tréjkata w przestrzen n-wymiarowa.

12Taka ,podmiana” stanie sie bardziej uprawniona, jesli uéwiadomimy sobie, iz pitagorejska odlegloscia miedzy
liczbami rzeczywistymi a, b w przestrzeni jednowymiarowej (czyli na prostej rzeczywistej) jest warto$é bezwzgledna
ich r6znicy - liczba |a — b|.

Ba((b,...,bn), (a1,...,an)) = \/(bl —a1)?2+ - (bn —an)?.

14 Nie mozna zdefiniowaé¢ ;metryki pitagorejskiej” na zbiorze nieskoriczonych ciaggéw liczb rzeczywistych R>. Trzeba
ograniczy¢ si¢ do takich ciagéw nieskoriczonych (a;) dla ktérych ciag (a3 +--- +a2: n € N) jest zbiezny.
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X

Mozna sie z tym zgodzi¢ albo nie. Ale matematycy, dazacy do tworzenia poje¢ mozliwie naj-
bardziej ogdlnych, zgodzili si¢ nazwaé metryks na zbiorze A kazda funkcje dist: A x A — R taka,
ze dla dowolnych elementow a, b, c € A:

- dist(a,b) > 0 , dist(a,a) =0,

- dist(a,b) = dist(b,a) ,

- dist(a,c) < dist(a,b) + dist(b,c) .
Para (A, dist) to przestrzen metryczna.

Ta definicja nie gubi tego, co najistotniejsze: w dowolnej przestrzeni metrycznej mozna méwic
o zbieznoéci i granicy ciggdw i o ciaglosci funkcji miedzy takimi przestrzeniami.

Tak rozumiana przestrzen metryczna moze by¢ baardzo odlegla od kartezjanskiego pierwowzoru. Moze to
by¢ np. dyskretna przestrzen metryczna w ktorej odlegtoé¢ miedzy réznymi punktami jest zawsze réwna
115, Ale moze to tez byé zbiér wszystkich rzeczywistych funkcji ciaglych okreglonych na odcinku [a, b] z
odlegloscia rozumiana jako maksimum liczb postaci | f(z) — g(z)| gdzie = € [a, b].

Nadawanie wspolnej nazwy tak réznym obiektom to nie wada, ale wazna zaleta jezyka matematyki.

»Matematyka jest sztuka nadawania tej samej nazwy réznym rzeczom” - Poincare.

Daleko idacym uogdlnieniem przestrzeni metrycznych sa przestrzenie topologiczne. Otrzymamy
je zastapujac intuicyjnie akceptowalng odlegtoéé przez nieuchwytna ,bliskoéé” 6. Sposéb, w jaki
temu pojeciu nadano sens matematyczny jest naprawde fenomenalny: blisko$¢ w zbiorze X opisuje
si¢ wiazac z kazdym punktem z € X rodzing jego otwartych otoczen - podzbioréw X wybranych
spoéréd wszystkich podzbioréw zawierajacych ten punkt!”. Te rodziny to topologia przestrzeni.

Topologie w dowolnej przestrzeni metrycznej definiujemy przyjmujac, ze otoczeniami punktu a
sa wszelkie otwarte kola go zawierajace - zbiory K& = {b € R?: dist(a,b) < r}.

Powiemy, ze:

- punkt y jest blizej punktu x niz punkt z, jesli y nalezy do kazdego otoczenia U punktu x w
ktérym jest 218,

- punkt x jest blisko podzbioru A, jesli w kazdym jego otoczeniu jest pewien punkt zbioru A.
Cho¢ znikneta odlegloéé zastapiona przez blisko$é, nadal mozna méwié zbieznoéci ciggow:

,Ciag punktow (z,,) jest zbiezny do punktu x jezeli w dowolnie wybranym otwartym otoczeniu
x sg prawie wszystkie punkty tego ciagu”
i o ciaglosci funkcji: funkcja f: X — Y miedzy przestrzeniami jest ciagla, jesli dla dowolnego punktu
y = f(z) i jego otoczenia V mozna wskazaé otoczenie U punktu x takie, ze f(U) C V 19,

I5W przestrzeni dyskretnej tylko ciagi (prawie wszedzie) stale sa zbiezne a kazda funkcja miedzy dyskretnymi
przestrzeniami jest ciggta.

160 bliskosci (nieprzypadkowo) wspomnieliémy méwiac o granicach ciggéw.

"Rodzina otoczeh musi spelniaé¢ pewne warunki ale, jak zwykle, darujemy sobie ich wypisywanie.

182 € U — y € U dla dowolnego otoczenia punktu z,

9Nasza opowiesé o przestrzeniach topologicznych i cigglosci nawigzuje do definicji zaproponowanej przez Haus-
dorffa, jednego ze wspbttworcoéw topologii. W podrecznikach akademickich dominuje inna, mniej intuicyjna, ale réw-
nowazna definicja: przestrzen topologiczna to zbiér X wraz z wyrézniona rodzing Tx C 2% podzbioréw otwartych
taka, ze:

- dowolna suma i kazdy skoiriczony przekréj zbioréw otwartych sa zbiorami otwartymi,

- zbidr pusty i caly zbiér X sa otwarte.
Otwartym otoczeniem punktu x jest kazdy podzbiér otwarty zawierajacy x.
Mozemy teraz zdefiniowaé cigglosé funkcji nie wspominajac o punktach: funkcja f: (X,7x) — (Y, 7y) jest ciagla,
gdy przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego w Y jest zbiorem otwartym w X:V € Ty ~ f~ (V) € Tx.
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Wrtret patriotyczny: konstrukcja liczb rzeczywistych za pomoca ciagéw Cauchy’ego liczb wymiernych
spowodowala (zapewne) wyr6znienie topologicznych przestrzeni osrodkowych - takich, w ktérych kazdy
punkt jest granica ciagu punktéw nalezacych do wskazanego a priori przeliczalnego podzbioru.

Przestrzenie polskie to przestrzenie osrodkowe, ktorych topologie mozna opisaé¢ za pomocg pewnej metry-
ki i to tak, ze kazdy ciag Cauchy’ego (wzgledem tej metryki) ma granice. To jest proba zachowaniakon-
struktywnego charakteru przestrzeni: gesty podzbiér jest przeliczalny, wiec, w wielu przypadkach,moze
by¢ opisany rekurencyjnie. Abstrakcyjna ,topologia” jest tu opisywalna za pomoca (intuicyjnie akcepto-
walnej) metryki. Kontrowersyjny konstruktor wielko$ci granicznych uzyty jest tu tylko raz, jako ostatni

element konstrukcji.

Przestrzen matematyczna R2 jest jednoczesnie przestrzenia wektorowa i przestrzenia topologicz-
na. Te dwie struktury sa powigzane: operacje algebraiczne na wektorach - dodawanie i mnozenie
przez skalar - sg cigglymi odwzorowaniami (odpowiednio z R? x R? — R? iz R x R? — R?). Zbiér
R2 odziedziczyl tez po swoim pierwowzorze - plaszczyznie euklidesowej pewne elementy struktury
geometrycznej - wektory maja dtugosé i mozna méwié o odlegtosci miedzy wektorami i mierze kata
miedzy dwoma (niezerowymi) wektorami. To oznacza, ze jezyk jakim sie poslugujemy korzystajac
z tej formy ujmowania zjawisk” jest bogaty i réznorodny (czyli efektywny).

Te wszystkie sktadowe przestrzeni R2 mozna szakodowad” za pomocg pojedynczej funkcji <, >: R2x
R? — R zwanej iloczynem skalarnym?®°. Tloczyn skalarny wektoréw [a,b] 1 [e,d] to liczba
< la,bl,[c,d] >=ac+bd
Wéwecezas:
- dlugosé (norma) wektora [a,b] to liczba |[a,b]|| = V< [a,0b],[a,b.]
- odleglosé miedzy wektorami [a,b] i [c,d] to dlugos¢ ich rézmicy - liczba |[a — ¢, b — d]|,

- miara kata (cosinus) miedzy wektorami [a,b] i [¢,d] to ulamek

< la,bl, e, d] >
|la, 0]] - |[e, d]|

Zlozona struktura przestrzeni R? opisana jest za pomoca pojedynczej (i prostej) funkcj... .

Bogactwo i réznorodnoéé jezyka przestrzeni R? przy jednoczesnej prostocie i zwieztoéci opisu iloczynu
skalarnego ,,odpowiedzialnego” za te zlozona strukture zainspirowaly zapewne Hilberta do sformulowania
teoriomnogoéciowej definicje klasy przestrzeni zwanych dzi$ (rzeczywistymi) przestrzeniami Hilberta®!.
(...) w przypadku przestrzeni Hilberta bogactwo i subtelnosci sa ze soba zharmonizowane za pomoca wyra-
finowanej wrecz prostoty: wyrafinowanie sprzyja bogactwu, prostota jest niemal synonimem subtelnosci”
- M. Heller [35].

Rzeczywista przestrzen Hilberta to dowolna rzeczywista przestrzen wektorowa V wzbogacona
o iloczyn skalarny - funkcje <, >: V x V — R . Wymaga sie, by ta funkcja spelniala warunki,
pozwalajace na okreslenie metryki (czyli topologii) w V' tak, ze algebraiczne operacje na wektorach
tej przestrzeni sg ciagte oraz mozliwe jest zdefiniowanie dtugoéci wektora i miary kata miedzy wek-
torami.
Te warunki sa ,tozsame” z tymi, jakie w sposéb oczywisty spetnia iloczyn skalarny w R? . Pomi-
niemy ich opis, bo nie wplynie to na poglebienie zrozumnienia istoty tej definicji. Bardziej pomoze
nam informacja, ze skonhczenie wymiarowe rzeczywiste przestrzenie Hilberta to, minimalnie tyl-
ko upraszczajac, wytacznie przestrzenie postaci R", gdzie iloczyn skalarny jest opisany wzorem
<(x1,..,20), (Y1, o Yn) >= T1Y1 + - - TnYn 22

20W klasycznej geometrii ,,przedkartezjanskiej” iloczyn skalarny dwéch wektoréw to liczba, ktéra jest iloczynem
dlugosci obu wektoréw i cosinusa kata miedzy nimi

21SQugestia, ze kartezjanski model ptaszczyzny byt jedynym (gtéwnym) zrédtem inspiracji dla Hilberta, to oczywiscie
karygodne naduzycie... .

22Wymiar przestrzeni jest skoficzony, i réwny n , gdy n jest najmniejsza liczbg naturalna taka, ze mozna wskazaé n-
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Istnieja rzeczywiste przestrzenie Hilberta nieskoficzonego wymiaru. Wbrew pozorom, sa one nie
tylko przedmiotem zainteresowania natchnionych matematykéw, ale sa réwniez intensywnie wyko-
rzystywane przez racjonalnych fizykéw. Taka przestrzenia jest np. ,,przestrzen funkcji rzeczywistych
catkowalnych z kwadratem” (troche sobie zartuje).

Zastepujac liczby rzeczywiste przez liczby zespolone mozemy zdefiniowaé¢ zespolong przestrzen
wektorowa i zespolona przestrzen Hilberta. Tak jak w przypadku przestrzeni rzeczywistych, skon-
czenie wymiarowe zespolone przestrzenie Hilberta to, minimalnie upraszczajac, przestrzenie postaci
C" , gdzie C to zbiodr liczb zespolonych. Istniejg tez zespolone przestrzenie Hilberta nieskonczonego
wymiaru.

Co te wyrafinowane, ,abstrakcyjne” przestrzenie matematyczne maja wspolnego z rzeczywisto-
Scia? Ogranicze sie do przytoczenia kilku stwierdzen z ksiazki M.Hellera [35] (lekture tej niewielkiej
ksiazeczki polecam zainteresowanym):

,» Przestrzenia fazowa (przestrzenia stanéw) mechaniki kwantowej jest zespolona przestrzen
Hilberta”.

,2otan ukladu kwantowego w danej chwili jest reprezentowany przez kierunek w zespolonej
przestrzeni Hilberta” ,,”Kazda obserwabla jest reprezentowalna przez operator liniowy dzialajacy
na zespolonej przestrzeni Hilberta”

O przestrzeni Minkowskiego subiektywnie

»Zgodnie z fizyka klasyczna i zdrowym rozsadkiem
istnieje obiektywny Swiat zewnetrzny” [55]

Przestrzen Minkowskiego to tajemniczy twor powiazany ze szczegdlna teoria wzglednosci. 1
zapewne dlatego budzi respekt maluczkich.

Dla matematykéw przestrzen kartezjanska i jej pochodne to przedmiot badan. Upraszczajac,
celem matematykow jest poznanie logicznych (dowodliwych) konsekwencji definicji takiej czy innej
przestrzeni (matematycznej). Dla fizykéw matematyka i jej konstrukcje to jezyk stuzacy do budo-
wy modeli (fragmentéw) rzeczywistosci. Twierdzenie matematyczne prawdziwe w takim modelu
uznajg za interesujace wtedy, gdy mozna je interpretowaé¢ ,w Swiecie rzeczywistym”. Kopernik,
zyjacy przed Kartezjuszem, do opisu heliocentrycznego modelu uktadu planet uzyt jedynego wow-
czas dostepnego jezyka geometrii (sferycznej), opartej na aksjomatach i dowodach-konstrukcjach
geometrycznych??. Isaac Newton, zyjacy p6l wieku po Kartezjuszu, uczynit jego analityczny model
przestrzeni areng dziatan funkcji opisujacych réznorodne zjawiska fizyczne. Wzbogacil kartezjanski
jezyk opisu przestrzeni, budujac podstawy rachunku rézniczkowego i catkowego??. Pisal:, Nie de-
finiuje czasu, przestrzeni, miejsca i ruchu jako wszystkim dobrze znanych. Musze tylko zauwazy¢,
ze ludzie pojmuja te wielkosci w znaczeniu wynikajacym z ich relacji z obiektami poznawanymi
zmystami. Stad moga pojawié si¢ pewne nieporozumienia, dla usunigcia ktorych nalezy podzielié
te pojecia na bezwzgledne i wzgledne, realne i pozorne, matematyczne i potoczne.” [65]. To chyba
pierwsza w historii tak zdecydowana deklaracja gloszaca prymat modelowania matematycznego
jako narzedzia poznania rzeczywistoSci.

Newtonowski model przestrzeni fizycznej to czterowymiarowa przestrzen kartezjanska - czaso-
przestrzen. Dla Newtona, czas to realny byt (entitivity), niezalezny od przestrzeni i materii, ktéry
plynie réwnomiernie w kazdym punkcie przestrzeni, bez wzgledu na to, co istnieje i jak si¢ zmienia.

elementowy zbiér wektoréw - baze przestrzeni - {v1, ..., vn} taki, ze kazdy wektor w mozna jednoznacznie przedstawié
w postaci w = a1v1+- - -+ anv,. Wymiar przestrzeni wektorowej jest nieskonczony, gdy nie mozna wskazaé skoniczonej
bazy tej przestrzeni.

237 ainteresowanym ,stanem geometrii” (a wlasciwie trygonometrii, czyli ,nauki o liniach w kole”) w czasach Ko-
pernika, polecam dostepny w internecie artykul G. Rosinskiej, Przefom w trygonometrii polowy XV wieku, Kopernik
jako spadkobierca i jako kontynuator tego przelomu.

24Kopernik (1473-1543) De revolutionibus - 1543 , Kartezjusz (1596-1650) Geometrie - 1637, Newton (1643-1720)-
Principia mathematica - 1687.
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Czas to czwarty wymiar, niezalezny od wymiaréw przestrzennych?>.

Newton zapewne nie spodziewal sie, ze tak rozumiang niezaleznos¢ czasu i przestrzeni mozna bedzie
zaliczyé¢ do kategorii pojec ,wzglednych, pozornych i potocznych”. Ale stalo sie: ten newtonowski
paradygmat odrzucil Einstein formutujac szczegdlng teorie wzglednodci.

»2Mamy wybdr pomiedzy dopasowaniem opisu $wiata do naszej intuicji oraz dostosowaniem naszej intuicji

do tego, czego dowiedzielismy si¢ o swiecie” [65].

Formulujac szczegdlna teorie wzglednosci Einstein przyjal zalozenie, ze predkosé swiatla jest
stala i najwieksza z mozliwych do osiggniecia przez obiekt fizyczny. A potem dowiddt, ze to wyklucza
newtonowsks uniwersalnosé¢ czasu?S.

Troche szczegbléw (nie da sie tego uniknaé). Aby opisaé ruch, nalezy wskazaé¢ uktad odniesienia
- to oczywiste. Wybor takiego ukladu w czasoprzestrzeni fizycznej to wskazanie pewnego obiektu,
wzgledem ktorego okredlamy potozenie oraz ruch innych obiektéw i wybor momentu czasowego -
»chwili 0”. Matematycznie oznacza to wybér jednego z mozliwych kartezjanskich opiséw czasoprze-
strzeni - wskazany obiekt i ,chwila 07 to poczatek tego uktadu?’. Kopernik sprawil, ze trzeba byto
porzuci¢ obowigzujacy arystotelesowski paradygmat o istnieniu uniwersalnego, ,,jedynie stusznego”
ukladu odniesienia. Dzi$ przyjmujemy zalozenie, ze wszystkie takie uklady sa réwnouprawnione.
Poniewaz ruch (a nie bezruch) jest natura rzeczywistosci, to zakladamy, ze te uktady znajduja sie
w ruchu (wzgledem siebie).

Newtonowskie zalozenie o réwnomiernym uplywie czasu w tréjwymiarowej przestrzeni moze
by¢ interpretowane jako stwierdzenie, ze czas trwania zjawiska fizycznego jest taki sam dla réznych
obserwator6ow, niezaleznie od ich ruchu. Tego sie nie da obroni¢ wtaénie dlatego, ze predkosé swiatta
jest stala (i najwieksza z mozliwych). Einstein udowodnil, ze czasy przebiegu tego samego zjawiska
rejestrowane przez réznych obserwatoréw sa powiazane taka oto zaleznoscia:

(%) ts =tr -4/ (1 —v%/c?

gdzie ¢ to predkossé swiatta w prézni i ponadto
ts — czas trwania zjawiska zarejestrowany przez obserwatora spoczywajacego wzgledem zjawiska,
t, — czas trwania tego samego zjawiska rejestrowany przez obserwatora poruszajacego sie (jedno-
stajnie i prostoliniowo) z predkoscia v wzgledem obserwatora spoczywajacego.

Latwo zauwazy¢, ze czas tg jest zawsze krétszy od czasu t, 28.

Zapiszmy te réwnosé nieco inaczej:

(%) (ts - c)2 = (t, - 0)2 — (t, - v)2

T itagorejska rownosé” mozemy narysowac:
2

W czterowymiarowej czasoprzestrzeni Newtona méwimy o ,,odleglodci przestrzennej” miedzy punktami (z, v, 2, t)

i(x1,y1,21,t1) - liczbie \/(321 —2)2+ (y1 — y)?2 + (21 — 2)? - i ,odleglosci czasowej” - liczbie |t—t1|. Nie rozwazamy ,,0-

dlegtosci pitagorejskiej” okreslonej wzorem \/(xl —x)?2+ (y1 —y)? + (2 — z1)? + (t — t1)?. Czasoprzestrzenn Newtona
nie jest czterowymiarows przestrzenia euklidesowa. To raczej para przestrzeni- tréjwymiarowej i jednowymiarowe;j.

269zczegblna teoria wzglednosci niegdy nie pretendowata do miana ,,jedynego stusznego opisu rzeczywistoéci” choé-
by dlatego, ze w tym modelu swiadomie pomija si¢ grawitacje.

2TTo malo precyzyjne i nieco naiwne. Ale nam wystarczy.

28 Jegli predkosé v jest stosunkowo mata, to tak opisana réznica jest niezauwazalna. Np. dopiero dla v = 0.5¢ kazde
dziesie¢ sekund wg ts bedzie, w przyblizeniu, réwnowazne 11 sekundom wg t,g. Dylatacja czasu nie ma zadnego
znaczenia dla naszej egzystencji, jesli... nie korzystamy z systemu GPS: , Gdyby dylatacji czasu nie uwzgledniono
konstruujac system GPS, bledy w obliczeniach pozycji moglyby wynosi¢ nawet do kilkunastu kilometréw” - tako
rzecze Open Al
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(0,0, 20, to) tr-v  (z1,y1,21,t1)

Skorzystaliémy tu z kartezjanskego opisu czasoprzestrzeni wprowadzajac wspétrzedne punktéw w
spos6b pozwalajacy wyeliminowaé z réwnosci (xx) czas t, i predkos$é v:

tr=ti—to , tr-v=y/(x1—20)?+ (y1 —y0)? + (21 — 20)? .
To pozwala nada¢ réwnosci (**) nowa postac:

(ts-¢)* = ((t1 —to) - ¢ = (21 — 0)* = (y1 — y0)* — (21 — 20)?
i zrozumie¢ definicje czasoprzestrzeni Minkowskiego: jest to czterowymiarowa przestrzen kartezjan-
ska R* wraz z funkcja przyporzadkowujaca kazdej parze punktéw (2o, o, 20, to), (21, Y1, 21, 1) € R*
liczbe rzeczywista  (t1 —tg) - ¢)? — (21 — 20)® — (y1 — %0)? — (21 — 20)>.
Ta réznica to interwal czasowo-przestrzenny wyznaczony przez wskazane punkty czasoprzestrzeni.

Liczba

V (ti—t0)-¢)2— (1 —20)?—(y1—y0)>—(21—20)?
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to czas ts, ktérego interpretacje opisaliSmy komentujac einsteinowska réwnosé (x).

(s % %)

,2Prawie” wszystko jasne. Dlaczego prawie? Ta interpretacja dotyczy sytuacji, gdy interwal
czasowo-przestrzenny jest dodatni. Jesli jest ujemny, to wyrazenie (* x *) nie ma ,sensu matema-
tycznego”. Ale ma ... ,sens fizyczny” .

Wyjasnijmy to. Rozwazmy przestrzen jednowymiarowsa (czyli prosta). W tej przestrzeni wspo6i-
rzedng punktu jest pojedyncza liczba rzeczywista. Czasoprzestrzen w tym przypadku jest dwuwy-
miarowa i mozna ja reprezentowaé (wyobrazaé sobie) jako plaszczyzne kartezjanska:

t

(—cto, to)\ (zg,t0) feto, to)

(=cto,0) (0,0) (cto,0)

Czerwone linie to linie Swiatla - proste o réwnaniach x = t¢, —z = tc. Obszar wokot pionowej osi
czasu ograniczony przez te linie to tzw. stozek swietlny. Latwo sprawdzi¢, ze punkt czasoprzestrzeni
(z0,tp) nalezy do tego stozka, gdy |zo| < |cto| (réwnowaznie: ¢*t3 — 23 > 0)30.

Mozna ten warunek sformulowaé¢ bardziej zrozumiale: punkt (xg,%o) nalezy do stozka Swietlnego,
gdy odlegto$é¢ miedzy punktami o wspélrzednych zg i 0 na prostej rzeczywistej, mozna pokonaé¢ w
czasie krétszym niz |tg|, poruszajac sie z predkos$cia mniejsza od (najwickszej mozliwej) predkosci
Swiatta.

2To ttumaczy, dlaczego w definicji przestrzeni Minkowskiego unikano pierwiastkowania... .

30Jezeli liczbe c2(t1 — to)? — (r1 — x0)? nazwiemy (nie bez racji) ,interwatem czasowo-przestrzennym w dwuwy-
miarowe] czasoprzestrzeni”, to warunkiem przynaleznoséci punktu (xo, to) do stozka $wietlnego jest dodatnia warto$é
interwalu wyznaczona przez ten punkt i punkt (0, 0).
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Konstrukcje stozka swietlnego mozna powtorzy¢é w czasoprzestrzeni czterowymiarowej - opi-
suja go ,takie same” réwnania i nieréwnosci®!. Punkt czasoprzestrzni (,y,z,t) nalezy do stozka
swietlnego gdy odlegltoéé miedzy punktami (z,y,z) i (0,0,0) mozna pokonaé¢ w czasie krotszym
niz t (oczywiscie z predkoscia mniejsza od predkosci $wiatta) czyli wtedy, gdy wartosé interwaltu
czasowo-przestrzennego wyznaczonego przez te dwa punkty jest dodatnia3?.

Jezeli przyjmiemy, ze ,tu i teraz” to punkt (0, 0,0, 0) czasoprzestrzeni Minkowskiego i umiescimy
obserwatora (siebie) w tym punkcie, to mozemy potraktowaé¢ dolna cze$¢ stozka Swietlnego jako
nasza przesztosé: tylko to, co zlokalizowane jest w tej czeSci stozka moglo mieé¢ na nas ,fizyczny
wplyw”. Podobnie gérna cze$¢ stozka to nasza przyszlosé. Punkt (0,0) to nasza terazniejszosé.
Obszar poza stozkiem to - jak to tadnie ujatl S.Hawking - ,gdzie indziej”: czesé czasoprzestrzeni,
do ktérej nie mamy bezposredniego wgladu: na nic z tego obszaru nie mamy wplywu i nic z tego
obszaru nie mogto wplynaé na to, jacy jestedmy teraz. Miejsce ,tu i teraz” mozemy - przynajmniej
w teorii - wybra¢ w fizycznej czasoprzestrzeni zupetnie dowolnie i umieécié¢ tam poczatek uktadu
wspolrzednych i zwigzany z tym punktem stozek Swietlny. Zatem kazdy punkt czasoprzestrzeni ma
swoja przesztosé i przysztosé, tylko czeSciowo wspdlne z nasza przesztoscia i przysztoscia.

Ale co jest ,gdzie indziej” ?33.

Dlaczego tak trudno nam uznaé, ze czas nie jest uniwersalny, liniowy i nie ptynie - we wszechswiecie -
jednakowo?

Jedna z przyczyn jest... wynalazek i rozpowszechnienie zegaréw mechanicznych. ,Gdy w XV w. pojawily
sie pierwsze mechaniczne zegary (...) wszyscy zgodzili sie z tym, ze Wszechswiat jest zegarem. Ale w
gruncie rzeczy nawet wtedy zdawano sobie sprawe, ze zegar to tylko METAFORA czasu(...)” - M.Heller,
,Czy fizyka jest nauka humanistyczna” . Opierajac sie tej metaforze interpretowanej a rebous, chetnie
przypisujemy czasowi cechy nalezne jego pomiarowi przez zegary - ze czas jest liniowy, ze ptynie réwno-
miernie na calej kuli ziemskiej (czyli ,wszedzie”). Nie podzielam przekonania, ze swiadomo$¢, iz zegary
to tylko metafora czasu, bylta (jest) powszechna. To raczej przywilej nielicznych.

, You got to deep-six your wristwatch, you got to try and understand The time it seems to capture is just
the movement of its hands”- to slowa jednego z utworéw Grateful Dead, ktére w [65] przettumaczono
tak: ,wyrzué (lepiej: wrzué¢ do grobu) swdj zegarek i sprébuj zrozumieé: czas, ktéry niby chwyta, to tylko
ruch wskazowek”.

Tyle o przestrzeni Minkowskiego. Oczywiscie rozwazania o czasoprzestrzeni na tym sie nie kon-
cza. Mamy przeciez ogdlna teorie wzglednosci, gdzie pojawia sie pomijana w teorii szczegdlnej
grawitacja i jej zwiazek z czasem. Ale to obszar zarezerwowany dla fizykow. Dlatego pozwole sobie
zakonczy¢ tem podrozdzial cytatem z ,Krotkiej historii czasu” S.Hawkinga [34]:

»Przed 1915 rokiem przestrzen i czas uwazane byly za niezmienna arene wydarzen, ktéra w

zaden sposéb od tych zdarzen nie zalezala. (...) Ciala poruszaja sie (...) ale czas i przestrzen tylko
niezmiennie trwajg.
Zupelnie inny poglad na czas i przestrzen zawiera ogdlna teoria wzglednosci. Czas i przestrzen sa
tu dynamicznymi wielkoSciami: poruszajace sie ciala i i oddziatujace sily wplywaja na krzywizne
czasoprzestrzeni - a krzywizna czasoprzestrzeni wplywa na ruch i dzialanie sil. (...) Podobnie jak nie
mozna moéwi¢ o wydarzeniach we Wszechswiecie pomijajac czas i przestrzen, tak tez bezsensowne
jest rozwazanie czasu i przestrzeni poza Wszechswiatem.”

5.3 O continuum nieco inaczej

,,Ciaglosc jest tylko technika matematyczna stuzaca
przyblizaniu bardzo drobnoziarnistych rzeczy.” - [65]

31Otrzymane przez zastapienie wartoéci bezwzglednej |z| - odlegloéci punktu = od 0 na prostej- przez pitegorejska,
miare odlegtosci punktu (z,y, z) od poczatku ukladu wspétrzednych - liczbe /22 + y? + 22.

323ugeruje jednak, by - majac na uwadze szczere wyznanie Hawkinga, nie prébowaé sobie ,wyobrazaé” ten stozek...
. Zaufajmy matematyce.

33Zaintrygowanych odsytam do licznych popularnonaukowych opracowan, np. do [34], [65]
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Pigknie sie ten puzzel utozytl... Genialne osiagniecia Kartezjusza, Dedekinda, Cantora, Cauchy’ego,
Weierstrassa i wielu innych stworzyly $wietne podstawy rozwoju analizy matematycznej>*. Stwo-
rzono jezyk modelowania matematycznego, ktéoremu w decydujacej mierze zawdzieczamy oszala-
miajace osiagniecia nauki XX wieku, (prawie) we wszystkich jej dziedzinach.

To jednak nie znaczy, ze matematyczny spor o kontinuum zostal ostatecznie rozstrzygniety. J.L.
Bell w artykule ,Infinitesimals and the Continuum” zebral wypowiedzi matematycznych znakomi-
tosci dotyczacych kontinuum. Warto je poznaé¢. Choc¢by po to, by przesta¢ wierzy¢, ze teoriomno-
gosciowe rozstrzygniecie tej kwestii jest jedynie stuszne:

Ch.E.Peirce (1839-1914): ,,Samo stowo ciaglosé implikuje, ze chwile czasu lub punkty linii sa wsze-
dzie ze soba zespawane. Kontinuum nie sklada sie z niepodzielnosci, punktéw lub chwil, i nie zawiera
zadnych, chyba ze zostanie przerwana jego ciaglos¢”

H.Poincaré (1854-1912): ,,Pomiedzy elementami kontinuum istnieje rodzaj intymnej wiezi tworzacej
calosé, w ktorej punkt nie jest wezesniejszy od linii, ale linia od punktu”

H.Weyl (1885-1955): ,,Punkty czasu - lub przestrzeni - nie sa ostatecznymi, lezacymi u podstaw ele-
mentami czasu trwania - lub rozleglosci (extension) - danych nam przez doswiadczenie. Prawdziwe
kontinuum jest po prostu czyms polaczonym samo w sobie i nie moze byé podzielone na oddzielne
czastki: to jest sprzeczne z jego natura.”

E.Brouwer (1881 - 1966)3%: ,The linear continuum is not exhaustible by the interposition of new
units and can therefore never be thought of as a mere collection of units”.

R.Thom (1923-2002)3¢: | A true continuum has no points”.

Mozna uniknaé sporéw przyjmujac, ze dedekindowskie kontinuum to byt matematyczny i do-
ciekanie jego zwigzkéw z ,wyobrazeniem kontinuum” pozostawié¢ filozofom. Tak zapewne myslat
Poincare: ,,Aby dowiedzieé sie, CO MATEMATYCY ROZUMIEJA PRZEZ CONTINUUM, nie nalezy zwra-
cac sie do geometrii (...). Analitycy uwolnili matematyke od wszelkich obcych pierwiastkéw, moga
zatem odpowiedzie¢ na pytanie, czym jest w istocie continuum (...)7 Continuum, (...) jest zbio-
rem elementéw, uszeregowanych w pewnym porzadku; jest ich wprawdzie nieskonczenie wiele, ale
poszczegolne elementy sa catkowicie rozdzielone. NIE ODPOWIADA TO ZWYKLEMU ROZUMIENIU
CONTINUUM, zgodnie z ktorym poszczegolne elementy sa polaczone i tworza calosé, dzieki czemu
nie punkt istnieje przed linia, lecz linia przed punktem.” [57].

To jednak myslenie nie tyle matematyczne, co teoriomnogosciowe. Dlatego ponéwmy pytanie:
czy linia to zbior punktéw, czy tez odrebny byt matematyczny? Pieknie - bo prosto - o tym fun-
damentalnym dylemacie napisal M. van Atten w artykule ,Brouwer as never read by Husserl”
(Synthese 137, 3-19, 2003):

,,Co bardziej przypomina linie: ziarna piasku utozone jedno za drugim czy ni¢ z topionego sera
Klasyczna matematyka optuje za ziarnami piasku, linia prosta jest myslana jako nieskoriczony zbior
odrebnych punktéw. Ale juz Arystoteles zauwazyl, ze to nie do koiica jest stuszne: punkty sie nie
lacza, wiec gdzie tu jest ciaglosé? Tymczasem cigglosé jest tym, co czyni linie linig. JAK MY TO
MODELUJEMY MATEMATYCZNIE? Leibniz zaintrygowany tym pytaniem doszedl tak daleko, ze w
1689 roku zadeklarowal (cytat): ,,Sa dwa labirynty ludzkiej mysli. Jeden to natura wolnosci a drugi

to budowa continuum”. (...) Oba maja to samo #rédlo - nieskoriczono$é”8.

379

W matematyce teoriomnogoéciowej ,istnie¢” oznacza ,by¢ zbiorem”. Ockhamowski postulat wstrzemiez-
liwoéci w kreowaniu bytéw podstawowych zrealizowano tu w sposob skrajny.
Uparte poszukiwanie jednego jedynego pierwotnego pojecia jako podstawy calej matematyki moze by¢

usprawiedliwione jedynie wiara, ze obcujac z matematyks ,dotykamy absolutu”... Obsesja? Religia?3?.

34Karl Weierstrass (1815-1897) - matematyk niemiecki, twérca obowigzujacego do dzi$ tzw. formalizmu e, 8.

35Luitzen E.J. Brouwer, matematyk holenderski. O jego koncepcji matematyki rozwijanej w opozycji do idei Cantora
i Hilberta juz za chwile.

36Rene Thom, francuski matematyk laureat nagrody Fieldsa (matematycznego Nobla) w 1958 roku.

3"W oryginale: ,string of melted cheese”.

38Dodajmy jeszcze jedna wypowiedz Leibniza: ,a point may not be a constitutive part of a line.”
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Dla oponentéw Dedekinda i Cantora kontinuum to rézny od zbioru byt matematyczny. Brouwer
pisal: ,Uznawszy, ze intuicja ciaglosci (...) jest réwnie podstawowa jak intuicja kilku rzeczy pomy-
Slanych jako tworzace razem jednostke (...) jestesmy w stanie okresli¢ wlasciwosci kontinuum jako
» MATRYCE PUNKTOW, KTORE NALEZY TRAKTOWAC JAKO CALOSC” [3],[44]. To blizsze pogladowi
antycznych Grekéw - ,linia NIE jest zbiorem punktéw”40.

Jak matematycznie opisa¢ te odmienng wizje continuum? Wyobrazmy sobie prostg rzeczywista
inaczej - jako wiazke wszystkich otwartych odcinkéw o wymiernych konicach?'. Ta wiazka jest
splatana - jeden odcinek moze zazebiaé si¢ z drugim, by¢ w nim zawarty badz moga by¢ one
roztaczne. Te odcinki to baza zbioréw otwartych?? pewnej metrycznej przestrzeni topologicznej
posadowionej na zbiorze liczb rzeczywistych.

Matematyczne kontinuum to wilasnie ta przestrzen topologiczna.

Uwazny czytelnik ma prawo czué si¢ zawiedziony: ten opis kontinuum nie jest niczym nowym w
stosunku do propozycji Dedekinda: przeciez aby taki obiekt skonstruowac¢, musimy mieé¢ do dyspo-
zycji caly zbidr liczb rzeczywistych! To jest co najwyzej uzupelnienie opisu kontinuum Dedekinda
a nie nowa propozycja.

Trudno zaprzeczyé. Chyba, ze zwrécimy sie do topologii... bezpunktowej: 43.

Topologia bezpunktowa to kolejny stopien abstrakeji trudny (niemozliwy) do ,,pozamatematyczne-
go” wyobrazenia i wyjasnienia: ,,(...) the main idea (of pointless topology - GJ) is to REVERSE THE
TRADITIONAL CONCEPTUAL ORDER OF DEFINITIONS and define points as particular filters of ne-
ighborhoods rather then neighborhoods as particular set of points [67]”. To ,odwrécenie kierunku
myé$lenia” o przestrzeni topologicznej zrealizowano wprowadzajac pojecie przestrzeni bezpunktowej
lub locale **.

»(-..) we are going to regard the real numbers as locale rather then a space. The basic idea (...) is that,
assuming the set of rationals as given, we wish to make the set of open intervals with rational endpoints
into a site for open-set locale of R” [36] str. 123.

Aby zrealizowaé ide¢ ,,odwrotnego kierunku myslenia” i zbudowaé bezpunktowe continuum -
locale of real numbers - nalezy uwolnic¢ opis wiazki odcinkéw otwartych od odwotan do dedekindow-
skich liczb rzeczywistych - zapomnieé, ze odcinki to zbiory. Zrobimy to zastepujac kazdy odcinek
(a,b) przez wyznaczajaca jego konce pare liczb wymiernych (a,b). Elementy poszukiwanego locale
to pewne podzbiory takich par. Wydaje sig, ze to proste: kazdy zbiér otwarty U C R wyznacza
zbior par U. = {(a,b): (a,b) C U} . Podzbiory U. tworza poszukiwane locale. Ale to blad: te
podzbiory trzeba zdefiniowaé¢ BEZ odwotan do otwartych podzbioréw liczb rzeczywistych, bo prze-

39Te skrajng oszczednoéé w wyborze pojeé podstawowych projektowanej uniwersalnej teorii Chaitin ttumaczy tak:
() w systemie filozoficznym Spinozy $wiat zbudowany jest tylko z jednej substancji, a ta substancja jest Bdg,
to wszystko, co istnieje. Teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla jest podobna. Wszystko jest zbiorem i wszystko jest
zbudowane z pustego zbioru. To wszystko, co istnieje” [14]
Benedykt Spinoza (1632-1677 ) - filozof niderlandzki, twérca systemu filozoficznego, ktéry zaktadal, ze ,istnieje tylko
Jjedna substancja stanowiaca podstawowy budulec wszechswiata. Substancja ta musi istnie¢ sama przez sie i musi by¢
pierwotna w stosunku do wszelkich swoich atrybutéw. Musi by¢é nieskoriczona, istnie¢ samoistnie (nie byé stworzona)
i by¢ przyczyna istnienia wszystkich innych bytéw — czyli musi by¢ wszechmocna. Nie moze to by¢ zatem nic poza
Bogiem.” (wikipedia).

4OKorzystajac z kartezjaniskiej fuzji geometrii i algebry mozemy te idee prébowaé przyblizyé tak: traktujmy réwnanie
az + by + ¢ = 0 jako opis, specyfikacje prostej. Kazde (konstruktywne) rozwiazanie tego réwnania to punkt - para
liczb. Prosta (jej réwnanie) istnieje niezaleznie od zbioru rozwiazan tego réwnania.

“10dcinek otwarty, to odcinek bez koficéw, np. (0,1) = {r € R: 0 < z < 1}.

42Kazdy inny zbiér otwarty jest sumg pewnych zbioréw bazowych.

13Bezpunktowa topologia powstata w latach osiemdziesigtych XX wieku, choé niektérzy upatrujg jej poczatkéw juz
30 lat wczedniej, w pracach Ehresmanna [36]. Byé moze jest to realizacja wizji Poincare ktéry o klasycznej topologii
pisal tak: , Point set topology is a disease (choroba, przypadlos$é) from which the human race will soon recover” .
Przestrzen bezpunktowea pojawi sie ponownie w drugiej czesci tych notatek, gdy bedzie mowa o teorii toposéw.

4 Nazwa ,locale” nie ma, jak dotad, powszechnie akceptowanego polskiego odpowiednika.

45W pierwszym przypadku (a,b) to para liczb a w drugim - odcinek otwarty!
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ciez dopiero staramy sie je zdefiniowac!
Poprzestanmy - na razie - na zapewnieniu, ze to jest mozliwe*6.

W tej strukturze NIE MA punktow-liczb rzeczywistych. Liczby muszg by¢ skonstruowane i dopie-
ro potem MOGA BYC osadzone w miejscach wskazanych przez filtry otoczen: ,,Weyl méwi, ze punkt
lub liczba rzeczywista w tym sensie jest tylko pomyslany Iub poczety (though or conceived).” [3]*7.
To bezpunktowe continuum to tylko ,matryca mozliwych miejsc dla liczb rzeczywistych”.

Jesli pomingé¢ kwestie, czy filtry to punkty-liczby, czy tez jedynie wskazuja mozliwe lokalizacje

liczb, to ostateczny efekt obu konstrukeji - Dedekinda i tej odwotujacej sie do topologii bezpunk-
towej - jest taki sam. O co wiec kruszyé kopie?
Jako robotnicy matematyki mainstreamowej nie musimy wybiera¢. Mozna korzysta¢ z obu opiséw.
Jak pokazuje wspolczesna fizyka, dwoisto$¢ w opisie nawet najbardziej fundamentalnych obiektéw
nie musi prowadzié¢ do konfliktu*®. Ale taki kompromis jest trudny, gdy mowa o podstawach mate-
matyki. Te dwie propozycje obrazuja réznice miedzy hilbertowska a brouwerowska (konstruktywna)
wizja matematyki‘?.

Dlaczego koncepcja kontinuum Dedekinda i Cantora dominuje we wspdtczesnej matematyce?
Dzieki odwotaniu do metafory geometryczno-liczbowej jest przyjazna. Nie mozna tego lekcewazy¢.
Nauka nie rozwija sie w prézni. Wplywu tradycji (przyzwyczajen) doswiadczyl juz Kopernik prze-
ciwstawiajac sie ponadtysiacletniej tradycji ptolemeuszowskiej®”.

Po drugie, jej podstawowa warstwa pojeciowa jest genialnie prosta.
Po trzecie wreszcie, ta koncepcja to fundament analizy matematycznej, niezwykle skutecznego na-
rzedzia modelowania $wiata.

Bezpunktowa koncepcja kontinuum nie moze - jak dotad - przeciwstawié¢ tym argumentom wta-
snych, swiadczacych na jej korzys¢. Jest trudna, wymaga juz na starcie akceptacji wielu ztozonych
pojec. Jej konstruktywny charakter (do pewnego stopnia) nie wszystkim - platonikom, ortodoksyj-
nym wyznawcom teorii mnogoéci - wydaje sie istotny.

Bezspornie, kontinuum winno by¢ postrzegane jako przestrzen topologiczna. Oto spektakularny
argument: Cantor pokazal, ze prosta rzeczywista R jest rownoliczna z plaszczyzng reprezentowang
przez iloczyn kartezjanski R x R. To oznacza, ze z teoriomnogosciowego punktu widzenia te dwa
zbiory sa takie same - nie mozna w jezyku teorii mnogosci sformutowaé wlasnosci, ktéra rozréznia
prosta i plaszczyzne (choé  kazdy widzi”, ze sa rézne...). Rzeczywisto$é teoriomnogosciowa roz-
minela sie z rzeczywistoscia geometryczna. To zapewne zaskoczyto Cantora i sprowokowalo go do
stynnego stwierdzenia ,widze, ale nie wierze”.

A Brouwer dowiédl, ze prosta i ptaszczyzna, postrzegane jako przestrzenie topologiczne, wcale
nie sg takie same (nie sa ,homeomorficzne”) - w jezyku topologii potrafimy te przestrzenie rozr6znié.

Przyktad: topologia nieskonczonego drzewa

Nasza opowiesé o ,,bezpunktowym continuum” jest niejasna, metna. Pewnie dlatego, ze brak nam
adekwatnego jezyka. Sprébujmy jednak spojrzeé¢ na przyktad ktéry, mam nadzieje, utatwi oswo-
jenie sie z myéla, ze przestrzen bezpunktowa ma sens - przynajmniej wtedy, gdy doceniamy wage

46 Locale pojawia sie ponownie w drugiej czesci tych notatek.

4TH.Weyl (1885-1955) - niemiecki matematyk, fizyk i filozof. Zwolennik konstruktywizmu matematycznego.

4Nawigzuje tu do dualizmu korpuskularno-falowego, ktérego odkrycie i zaakceptowanie przez fizykéw umozliwito
powstanie fizyki kwantowej. Dualno$¢ opisu kontinuum jest tez akceptowana poza matematyka: w Stowniku PWN
znajdujemy takie oto objasdnienie, zrecznie godzace obie koncepcje: kontinuum - ciagly, uporzadkowany zbiér nie-
skonczonej liczby elementéw przechodzacych PLYNNIE jeden w drugi.

19Bedziemy o tym mowa juz w kolejnym rozdziale. Warto tez wspomnieé o jeszcze jednym aspekcie tej dyskusji.
Liczby rzeczywiste to tez, ,continuum czasowe”. Logicy dyskutujacy o modelowaniu czasu - logice temporalnej -
rozrézniaja dwa sposoby modelowania: ,instant-based model of time” oraz ,interval-based model”.

%0A 0 zderzeniu Maxa Plancka z XIX-wieczng fizyka w [64] napisano tak: ,jego wyjasnienie wydawalo si¢ bardziej
zagmatwane niz problem, ktéry mialo wyjasnié (chodzi o zjawisko promieniowania cieplnego, ktére M. Planck objasnil
wprowadzajac ,sztucznie” pewna stala, zwana dzi$ stala Plancka - GJ). Teoria Plancka wydawala si¢ Smieszna. Nikt
sie, co prawda, nie Smial, bo Herr Professor byl zbyt waznym czlowiekiem. Jego sugestie przeskokéw kwantowych
zostaly po prostu zignorowane. (...)Sam Planck zgodzil si¢ z tymi obiekcjami i obiecal dalsze poszukiwania. Prawie
niezauwazona rewolucja kwantowa przeprosila za swe nadejscie.”
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konstruktywnego spojrzenia na matematyke.

Rekurencyjna strukture stéw nad alfabetem A mozna wzbogaci¢ dotaczajac do stéw skonczonych
stowa nieskonczonej diugosci - abstrakcyne ,,wielkoéci graniczne”. Kazde takie stowo jest aproksy-
mowalne przez coraz to dluzsze poczatkowe skonczone (pod)stowa. Kazde stowo skonczone mozna
- na wiele sposobow - przedtuzy¢ do stéw nieskoniczonych. Te intuicyjnie oczywista relacje miedzy
stowami skonczonymi i nieskoniczonymi mozna tadnie opisa¢ w jezyku przestrzeni topologicznych.
Punktami tej przestrzeni sa stowa nieskonczone. Natomiast kazde stowo skofniczone w wyznacza
(bazowy) zbiér otwarty zlozony z nieskonczonych stéw, ktére uzyskamy przedtuzajac stowo w ,w
nieskonczonos¢”. Zbiory otwarte to sumy takich zbioréw.

Taka przestrzen topologiczna oznaczamy przez SP(A*) .

W przestrzeni kartezjanskiej realne wydaja nam sie punkty a zbiory otwarte sa ,abstrakcja”.

W przestrzeni SP(A*) jest odwrotnie: (bazowe) zbiory otwarte sa KONKRETNE bo identyfkowane przez
skonczone stowa. Punkty tej przestrzeni sa ABSTRAKCYJNE - ich ,jistnienie” wymaga akceptacji nieskon-
czonosci aktualne;j.

Do stworzenia reprezentacji tej przestrzeni wykorzystmy ... drzewo. W matematyce drzewo
nieskoriczone to graf’’ w wyréznionym wierzchotkiem-korzeniem. Korzen jest poczatkiem galezi -
nieskonczonych ciagéw wierzchotkow potaczonych krawedziami. Kazdy wierzchotek lezy na pewnej
galtezi. Jedli (a;) i (b;) sa réznymi ciggami-galeziami, i ax # by to a; # b; dla wszelkich j > i°2.
Reprezentacja przestrzeni SP(A*) jest drzewo nieskonczone, w ktérym z kazdego wierzchotka wy-
chodzi doktadnie tyle krawedzi, ile jest liter w alfabecie A. Konce tych krawedzi etykietujemy
roznymi literami. Etykieta korzenia jest stowo puste - €. Np diagram:

0/6\1
0/ \1 o/ \1

przedstawia (malenki) fragment nieskoficzonego drzewa - przestrzeni SP({0,1}).
Mozemy narysowaé dowolnie duzy, skonczony fragment tego drzewa. Ale nigdy nie narysujemy
zadnej nieskoniczonej gatezi.

To, co dostepne i konstruowalne - co potrafimy ilustrowaé¢ rysunkiem - to skonczony fragment struktury
zbioréw otwartych przestrzeni SP({0,1}). Ale nigdy nie jest dostepny (konstruowalny, przedstawialny
graficznie) jakikolwiek punkt tej przestrzeni.

Czy to nie sygnal, ze jodwroécenie kierunku myslenia” i zwiazana z nim przestrzen bezpunktowa maja
sens?%3,

Pelne, nieskonczone drzewo binarne jest ogromne. Ale czy rozumiemy co w tym przypadku
oznacza to stowo?
Wiemy, ze dowolny tekst mozna zapisa¢ w pamieci komputera jako skonczony ciag zerojedynkowy.
Jedli tak to MUSIMY zgodzi¢ sie¢ z twierdzeniem, ze wszystko co czlowiek stworzyl lub stworzy -
Biblia, sztuki Szekspira, te notatki a nawet to co powiesz jutro czy za rok - WSzZYSTKO, dostownie
wszystko jest reprezentowane w tym drzewie jako poczatkowy, skonczony fragment pewnej galezi
binarnego drzewa nieskonczonego... . Wszystko jest, trzeba tylko wskazaé gdzie, na ktérej gatezi. Ale
pomysl: jak WSKAZAC jednoznacznie galaz na ktorej znajdziemy ,,Czarodziejska gore” T.Manna?

51 Graf (skierowany) to zbiér wierzcholkéw wraz z krawedziami taczacymi niektére pary wierzchotkéw

2Tak jak w przyrodzie: galezie drzewa moga mieé (skoniczony) wspélny poczatek, ale gdy si¢ ,rozejda’ to juz nigdy
sie ponownie nie skleja.

3Nic sie nie zmieni gdy alfabet binarny zastapimy jakimkolwiek innym, nawet nieskoficzonym alfabetem. Przestrzen
SP({0,1}) jest matematykom znana jako przestrzeri Cantora. A SP(N) to przestrzeri Baire’a.
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5.3.1 Liczby p-adyczne

Definiowanie liczb rzeczywistych za pomoca ciggéw Cauchy’ego oparte jest na geometrycznym
wyobrazeniu odleglosci miedzy liczbami na prostej rzeczywistej. A gdyby te odlegtos¢ zdefiniowaé
inaczej?%?

Z kazda liczba wymierng a # 0 mozna jednoznacznie zwiazac liczbe catkowity c taka, ze a = 2¢-1
gdzie q i r to catkowite liczby nieparzyste.
Zdefiniujmy odlegltod¢ miedzy takimi liczbami tak: do(x,y) = 27", gdzie x —y =2"-% aqirto
nieparzyste liczby catkowite®. Ta metryka jest istotnie rézna od euklidesowej. Wystarczy pomysleé
0 ,otoczeniu zera o promieniu 1”7 w tej metryce - sa w nim wszystkie liczby catkowite parzyste,
wszystkie liczby catkowite nieparzyste sa na jego brzegu. Liczby wymierne postaci 2% sa poza nim.
To zdecydowanie mniej intuicyjne niz takie otoczenie zera w metryce euklidesowej - odcinek (—1,1).

Mozemy teraz powtérzyé konstrukcje Cauchy’ego wykorzystujac te nowa metryke: w efekcie
uzupetnimy zbiér liczb wymiernych wielkosciami granicznymi doktadnie tak, jak to zrobil Cauchy.
Tak zbudowany zbiér liczb 2-adycznych jest jednak istotnie rézny od zbioru liczb rzeczywistych
(choé jest z nim réwnoliczny)! Np. ciag (2" : n € N) jest teraz ciagiem Cauchy’ego, ale nie wyznacza
2-adycznej liczby niewymiernej, bo jest zbiezny do 0°°. Nie mozna tez zdefiniowaé ,,2-adycznej liczby
e” tak, jak w zbiorze liczb rzeczywistych...

. To mozliwe.

,2Matematyk jest wynalazca nie odkrywca” - Wittgenstein. Wynalazt konstrukcje graniczna, ktoéra - jak-

kazde dobre narzedzie - moze by¢é uzyta wielokrotnie®”.

Aby skonstruowaé zbiér liczb p-adycznych wystarczy zastapié 2 przez liczbe pierwsza p. ,,p-adic
numbers are “far removed from our everyday intuitions”, Scholze said. Over the years, though, they
have come to feel natural to him. ,, NOwW I FIND REAL NUMBERS MUCH, MUCH MORE CONFUSING
THAN P-ADIC NUMBERS. I've gotten so used to them that now real numbers feel very strange.”®.

Ale po co nam to? Nie czuje sie zbyt pewnie w tych rejonach matematyki, wykpie sie wiec
cytatem z wikipedii: ,liczby p-adyczne znajduja zastosowanie w teorii liczb, w tym w stynnym
dowodzie Wielkiego Twierdzenia Fermata odkrytym przez Andrew Wilesa”.

*Liczba |& — y| to odleglo$é miedzy liczbami wymiernymi i y wyobrazonymi jako punkty prostej rzeczywistej.
Naukowo: metryke euklidesowa w zbiorze liczb wymiernych chcemy teraz zastapi¢ inng metryka.

% Dodatkowo d2(0,0) = 0.

6o wiecej: nieskonczona suma (suma szeregu) 1424 - 42" 4 .-+ jest tu réwna... —1 !

5TDla réwnowagi: ,czy matematyke wymyslamy czy odkrywamy? Czy matematycy tylko tworza skomplikowane
konstrukcje umyslowe, ktdre (...) tak dalece oglupiaja nawet ich twércéw, ze wierza w ich realnos$é? Czy tez matema-
tycy odkrywaja prawdy juz istniejace? (...) Jak sadze, jest jasne, ze (...) jestem zwolennikiem tego wlasnie pogladu”
- R.Penrose [55], str. 118.

58 Quanta Magazine, The Oracle of Arithmetic. Peter Scholze and the Future of Arithmetic Geometry3, 2016. Peter
Scholze (1987- ). Za przetomowe wyniki w dziedzinie arytmetycznej geometrii algebraicznej, teorii liczb, oraz topologii
algebraicznej zostal nagrodzony medalem Fieldsa w 2018 roku.



Rozdzial 6
Prawda 1 dowod

Dowéd matematyczny jest brama do kroé-
lestwa transcedentnej prawdy

Matematycy dowodza twierdzen a potem mowia, ze sa one prawdziwe. Ale czym jest ,prawda”?
Doprecyzujmy: czym jest prawda matematyczna?

Matematyka, pozostajaca pod przemoznym wplywem osiagnieé starozytnych Grekéw, akcep-
towala platonski swiat bytéw idealnych, umieszczajac w nim uniwersum matematyczne - Swiat
bytéw (idei) matematycznych. Zapewne to te wizje matematyki mieli na uwadze kognitywisci La-
koff i Ntinez piszac o ,romance of mathematics”[45]! i wskazujac - miedzy innymi - takie cechy
,romantycznego”’ postrzegania matematyki:

- matematyka jest transcendentna, tzn. istnieje niezaleznie od ludzi i buduje nasz rzeczywisty
fizyczny wszechswiat (...).

- matematyka jest jezykiem natury i jest podstawowa struktura pojeciowa, ktora mielibySmy
wspélna z pozaziemskimi kosmitami, jesli tacy istnieja,

- dowéd matematyczny jest brama do krélestwa transcendentnej prawdy 2.

Pierwszy z tych punktéw to wladciwie manifest matematycznego realizmu: ,mathematical realism,
(...) holds that mathematical entities exist independently of the human mind. Thus HUMANS DO
NOT INVENT MATHEMATICS, BUT RATHER DISCOVER IT (...) there is really one sort of mathema-
tics that can be discovered; triangles, for example, are real entities, not the creations of the human
mind.” - wikipedia. Realizm skrajny - platonizm - zaklada, ze obiekty matematyczne sa pozaczaso-
wymi, rzeczywistymi i obiektywnymi bytami, w przeciwiefistwie do czasowych, przemijalnych i nie
posiadajacych pelni istnienia przedmiotéw zmyslowych i zjawisk.(...)” - wikipedia, wersja polska.

Trudno nie wierzy¢ w nic”. Trudno nie wierzyé¢ w istnienie czegos, czego badaniu poswiecilo sie cale
” ’
3

zycie. Matematyka domaga sie cho¢ odrobiny (subiektywnego) realizmu

,Transcedentny $wiat bytéw matematycznych” to wdzigczny temat do niekonczacych sie dys-
kusji, ktore jednak sg - z matematycznego punktu widzenia - jalowe. Bardziej odpowiada mi sfor-
mulowanie ,matematyka jest jezykiem natury i podstawowa struktura pojeciowa”. Darujmy sobie
ciag dalszy tego zdania (o kosmitach), w zamian uzupekiajac je tak:

matematyka jest jezykiem OPISU natury i podstawowa struktura pojeciowa TWORZONA I DO-
SKONALONA PRZEZ KOLEJNE POKOLENIA MATEMATYKOW.

! matematyczny romantyzm”? J. Pogonowski ttumaczy?! ten termin jako ,matematyczng mitologie”.

Wiecej o pogladach G.Lakoffa i R.E.Nuneza w [45]. Warto tez przeczytaé artykut J.Pogonowskiego [59] polemi-
zujacy z pogladami tych kognitywistow.

3 Realizm subiektywny”? Ci, ktérzy czytali ,Sto lat samotnosci” G. Marqueza wiedzg w czym rzecz.

59
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6.1 O matematycznej prawdzie - historycznie (naiwnie?)

Najwiekszym odkryciem XIX wieku bylo wynalezienie metody odkrywania.
A. N. Whitehead, Science and Modern World

W jezykach naturalnych postugujemy sie zdaniami orzekajacymi, ktérym przypisujemy wartosé
logiczna. Matematyczne zdania dotycza relacji miedzy obiektani (bytami) w matematycznym uni-
wersum. Te byty sa wiecznotrwale i niezmienne, wiec warto$é logiczna takich zdan jest stala.
Logika uniwersum jest dychotomiczna - sa tylko dwie wartodci logiczne: prawda i jej przeciwien-
stwo - fatsz. Prawda matematyczna to zbiér matematycznych zdan orzekajacych, ktérych wartoscia
logiczng jest ,prawda’.

Dowolnemu zdaniu orzekajacemu ¢ towarzyszy jego zaprzeczenie, negacja —¢, logiczne przeci-
wienistwo ¢: —¢ jest prawdziwe wtedy, gdy ¢ nie jest prawdziwe. I vice versa. Trzeciej mozliwosci nie
ma - tertium non datur. To jest troche (mocno) niezgodne z naszym do$wiadczeniem rzeczywistego
Swiata. Ale tym chetniej sktonni jestesmy zgodzi¢ sie, ze ta zasada obowigzuje w platonskim Swiecie
idealnych bytéw i w matematycznym uniwersum?.

Is (true) or is not (true) - to hamletowskie pytanie zadaje sobie (mainstreamowy) matematyk majac
przed soba zdanie matematyczne o nierozpoznanej wartosci logicznej. W kazdej parze przeciwstawnych
zdan matematycznych (¢, —¢) dokladnie jedno jest prawdziwe (a drugie falszywe). Tylko ktore?

Najkrécej jak mozna (i nieco naiwnie): dzialalno$é matematykéw polega na wskazywaniu tego sposréd
pary matematycznych zdan (¢, —¢) , ktére jest prawdziwe.

Pieknie, tylko jak to zrobi¢?
»jesli wszechswiat jest uporzadkowany matematycznie, wyjasnialoby to uzytecznos¢ matematyki,
ale nie wyjasnialoby, w jaki sposéb mozemy dojsé do wiedzy matematycznej (...). Dla realisty, ktéry
byt albo chrzescijaninem, albo neo-platonista (...), bylo to latwe do wyttumaczenia®. Chrzescijan-
ski Bog stworzyt nie tylko wszechswiat, ale takze istoty ludzkie; zostaliSmy stworzeni z intelektem,
ktéry jest skoriczonym obrazem nieskoniczonego intelektu Boga. Ta zdolnos¢ zostala nam dana po
to, abySmy mogli dojs$¢é do pewnej wiedzy o istnieniu Boga (...) i do ograniczonego poznania Bozej
natury. Bog stworzyt istoty ludzkie z intelektem, ktéry pozwala uchwyci¢ zasady matematyczne i
rozpoznaé je jako prawdziwe ponad wszelka watpliwosé. (...) Dla neoplatonika dusza ludzka (mi-
krokosmos) byla integralna czescia wszechswiata (makrokosmos) i zdolna byla rezonowaé z dusza
swiata. Mikrokosmos i makrokosmos odzwierciedlaja sie w taki sposéb, ze harmonie jednego beda
rozpoznawane przez drugiego i wplywaja na niego. W obu przypadkach wiedza matematyczna jest
kwestia wgladu, intuicji intelektualnej lub widzenia w Swietle rozumu, ktére jest analogiczne do
objawienia religijnego. Kiedy umyst jest wlasciwie skoncentrowany, pierwsze zasady matematyki
zostana ujawnione z nieodparta jasnoscia i wyrazistoscia, poniewaz sa one integralna czescia natury
intelektu. Ale poniewaz ludzki intelekt jest ograniczony i skoriczony, nie pojmuje wszystkich rzeczy
bezposrednio (...); obejmuje tylko te, ktére sa proste i podstawowe. (W umysle Boga wszystkie
rzeczy sa natychmiast intuicyjne; Bog nigdy nie musi angazowac sie w rozumowanie ani wyciagac
wnioskéw). Umysly ludzkie musza stopniowo podchodzi¢ do coraz bardziej zlozonej i kompletnej
wiedzy. Rozumowanie i dowéd dedukcyjny nie dajg same w sobie intuicji intelektualnej, ktora jest
prawdziwa wiedza, ale rozum I intuicja sa dla skoriczonych umysléw konieczna droga do niej.” [83].

To imponujaco spéjna koncepcja: istnieje transcedentny $wiat matematyki, ktory usilujemy
pozna¢. Nasza ,Judzka” matematyka to tylko te fragmenty uniwersum, ktére - za taskawym pry-
zwoleniem - udalto sie¢ nam odkry¢. ,Intelekt pozwala uchwyci¢ zasady matematyczne i rozpoznaé

4To poglad charakteryzujacy matematyke oparta na teorii mnogosci. O odstepstwach od tego dominujacego po-
gladu sprébujemy opowiedzie¢ pdzniej.

5Neoplatonizm to jeden z nurtéw filozofii péznej starozytnodci, specyficzna forma platonizmu. Przejecie elementéw
neoplatonizmu przez myslicieli chrzescijanskich (m.in. $w. Augustyna), spowodowalto uksztaltowanie si¢ tzw. neopla-
tonizmu Sredniowiecznego. Stajac si¢ niemalze oficjalna filozofia kosciola katolickiego neoplatonizm wywieral znaczacy
wplyw na zycie naukowe i intelektualne Europy, szczegdlnie w pierwszych ,nastu” wiekach chrzescijanstwa.
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je ponad wszelka watpliwos¢” - brzmi to jak zaklinanie rzeczywistosci. Owszem, zdarzg sie pomyt-
ki, ale mozna wycofaé sie z blednych pomystéw pod wplywem krytyki (dla najbardziej opornych
czasem rozpalano stosy...).

Tak wtasnie przez wieki postrzegano opis geometrii ptaszczyzny sporzadzony przez Fuklidesa i
zawarty w jego dziele , Stoicheia geometrias”

W antycznej Grecji utozsamiano poznanie z dazeniem do wskazania istoty (,essence”) badanych zjawisk.
To ttumaczy zamyst Euklidesa by zaczaé od wskazania minimalnego zbioru zdan ujmujacych istote geo-
metrii [45]. Elementy Euklidesa to 16 ksiag. W pierwszej z nich Euklides wskazuje podstawy geometrii
plaszczyzny formulujac pie¢ aksjomatow:

I. dowolne dwa punkty mozna polaczy¢ prosta,

II. dowolna prosta mozna przedtuzy¢ nieograniczenie,

ITI. dla danego odcinka mozna zaznaczy¢ okrag o srodku w dowolnym punkcie i promieniu réwnym
odcinkowi,

1V. wszystkie katy proste sa réwne,

V. aksjomat réwnoleglosci: przez punkt lezacy poza prosta przechodzi dokladnie jedna prosta do niej
réwnolegta.

Aksjomaty wskazuja te konstrukcje tworzone za pomoca cyrkla i linijki na kartce papieru (papirusa),
ktére sa ,istota geometrii”. Zauwazmy, ze drugi i piaty aksjomat maja sens tylko wtedy, gdy uznamy, ze

kartka papieru to fragment idealnej, nieograniczonej ptaszczyzny.

Aksjomaty to osnowa kazdej teorii matematycznej: , pojecie ,aksjomatu” jest Scile zwigzane z
idea logicznej nieredukowalnosci. Aksjomaty to fakty matematyczne, ktore traktujemy jako oczywi-
ste (...). Wszystkie teorie matematyczne zaczynaja sie od aksjomatéw, a nastepnie dedukuja kon-
sekwencje tych aksjomatéw, zwane twierdzeniami. Tak postepowal Euklides dwa tysiace lat temu
w Aleksandrii, a jego traktat o geometrii jest klasycznym modelem matematycznej prezentacji.”®.

Aksjomaty teorii opisujacej dany byt (idee) to jego finitarny opis.

Wiedza o matematycznym bycie to (potencjalnie) nieskoficzony zbiér zdan - dowodliwych konsekwencji
aksjomatéw, To sens (tre$¢) bytu.

Aktualny stan teorii - zaséb dotad udowodnionych twierdzen - to nasze jego rozumienie.

BYT MATEMATYCZNY JEST TYM, CO MOZNA O NIM POWIEDZIEC

Taka organizacje poznania matematycznego nazywa sie o metoda aksjomatyczno-dedukcyijna’.

Aksjomaty geometrii plaszczyzny sg sformulowane w zastanym przez Euklidesa jezyku opisu
konstrukcji tworzonych za pomoca cyrkla i linijki. Uzyte nazwy - ,,punkt”, ,prosta”, ,okrag” ,kat”
- mialy dla uzytkownikéw cyrkla tych narzedzi oczywisty sens. Bez glebszej refleksji uznawano,
ze naleza one do nieropoznanego w pelni (i nierozpoznawalnego) jezyka opisu transcedentnego
matematycznego uniwersum®. Dlatego maja one ustalone znaczenie. Dlatego ,wewnatrz” geometrii
euklidesowej sa one pierwotne, niedefiniowane.

Euklides aksjomatyzowal geometrie w przekonaniu, ze ta teoria opisuje pewien fragment abso-
lutu - transcedentnego $wiata matematyki®. Pojecia ,punkt”, ,prosta”, ,okrag” maja przypisane
jednoznaczne intrerpretacje.

5Nie jestem pewny jak rozumieé czwarty aksjomat. Za pomoca cyrkla i linijki potrafimy - dla dowolnej pary
réznych punktéw - skonstruowaé nie tylko prosta przez nie przechodzaca ale i prosta prostopadia do niej. Czy chodzi
o to, ze cztery uzyskane w ten sposéb katy sa réwne? A moze o to, ze taka konstrukcja pozwala uzyskaé ,takie same
katy proste” niezaleznie od tego jakie punkty wybierzemy?

6@G.Chaitin, ,,The limits of reason” (internet) Gregory Chaitin (ur. 1947) to argentynsko-amerykanski matematyk
i informatyk.

"Gwoli $cistodci: to Arystoteles pierwszy postulowal, by badania naukowe rozpoczynaé od podania definicji i
aksjomatow.

8 lokalnemu rozpoznawaniu uniwersum towarzyszy poznanie fragmentu jezyka jego opisu”.

W filozofii absolut by} rozumiany jako (m.in.) ,pierwotna i podstawowa zasada, zasadniczy czynnik kosmosu,
rzeczywisto$é pierwsza, pierwotna i podstawowa” (wikipedia).
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H Uzywajac sformulowania R. Penrose, geometria Euklidesa byla dla antycznych Grekéw LOGICZNA

KONIECZNOSCIA - opisem rezultatéw odkrycia struktury pewnego fragmentu idealnego $wiata matema-
tyki [55]. Podobnie arytmetyka jest opisem transcedentnej struktury liczb naturalnych.

Jedli dziatalno$¢ matematyczna to odkrywanie fragmentéw uniwersum, to kazda teoria matematyczna -
jedli tylko jest niesprzeczna - jest logiczna koniecznoécia!®.

Traktowanie teorii matematycznych jako logicznych koniecznosci dominowato az do poczatku
XX wieku. Ale w potowie XIX wieku ukazaly sie prace Beltramiego, Lobaczewskiego, Bolyai’a i
Gaussa, ktore wywotalty rewolucje w rozumieniu teorii aksjomatycznych. Beltrami, f.obaczewski,
Bolyai sformutowali (pracujac niezaleznie) teorie aksjomatyczna - nieeuklidesowa geometrie, znana
dzis jako geometria hiperboliczna. W skrocie: ,nieeuklidesowo$¢” tej teorii polega na tym, ze aksjo-
mat réwnolegloéci - ,,przez kazdy punkt poza prosta przechodzi dokladnie jedna prosta réwnolegta”
- zastgpiono zdaniem z nim sprzecznym: ,przez kazdy punkt poza prostg przechodzi wiecej niz jedna
prosta réwnolegla”. A Gauss zaproponowal inng modyfikacje - ,siostrzana” geometrie epliptyczna,
w ktorej aksjomat réwnoleglodci zastapito zdanie ,kazde dwie proste maja punkt wspélny”. Myélac
w kategoriach logicznej koniecznosci - czyli majac w glowie ,joczywista” interpretacje stow ,,punkt”,
»prosta” - jesteSmy przekonani, ze te teorie nie majg sensu.

Ale one maja sens - opisuja pewne fragmenty matematycznego uniwersum, jesli tylko dopuscimy
przypisanie stowom (nazwom) ,punkt”, ,prosta” innych znaczen.

Prosty przyklad: geometrie eliptyczna odnajdziemy na powierzchni kuli jesli nazwe ,punkt”
zinterpretujemy jako pare antypodycznych punktéw'! na powierzchni kuli, a nazwe ,prosta” jako
kolo wielkie. Przy tej interpretacji kazde dwie proste (kola wielkie) maja punkt wspdolny dwie
wspolne pary punkty antypodycznch.

W XIX wieku geometria (...) przeszla okres rozwoju graniczacego z kataklizmem. (...) Nagle

skurczenie si¢ geometrii euklidesowej do podgatunku rodziny matematycznych teorii przestrzeni,
zburzylo zludzenia i wywolalo wazne zmiany w naszej filozoficznej koncepcji ludzkiej wiedzy.” 2.
Co sie wtasciwie statlo? Nagle okazalo sie, ze geometria euklidesowa nie jest napisana w jezyku
transcedentnego uniwersum. Odtad stowa ,,punkt”, ,prosta” to tylko nazwy uzywane w ,jezyku
geometrii”, kére mozna w matematycznym uniwersum interpretowaé¢ na rozne sposoby. To ozna-
cza, ze aksjomatyczna teoria matematyczna moze mieé¢ wiele interpretacji, ze NIE JEST LOGICZNA
KONIECZNOSCIA 'S,
Paradygmat logicznej koniecznosci byl w tym czasie tak dominujacy, ze twoércy tych teorii nie do-
czekali naleznego im uznania. Gauss, w obawie przed Smiesznoscia, nie publikowal swoich prac
zwiazanych z nowa geometria. Ale byl pewny swego: w prywatnym licie pisal: to (...) ciekawa
geometria zupetnie inna od naszej, ale calkowicie spdjna, ktora opracowatem ku mojej peinej sa-
tysfakcji”.

Jednak historia docenita przetomowy charakter ich poczynan. Oto jak o tym przetomie méwit
Einstein w trakcie wyktadu ,Geometria a do$wiadczenie” wygloszonego w 1921 roku [27]:

Rozwazmy (...) aksjomat (...) ,przez dwa punkty przestrzeni przechodzi dokladnie jedna pro-
sta”. Jak nalezy go interpretowac (...).

Dawna interpretacja: kazdy wie, czym jest prosta i punkt. Nie jest zadaniem matematyka decy-
dowad, skad pochodzi owa wiedza (...). Te kwestie pozostawia on filozofom. Po osadzeniu na tej
wiedzy, ktéra poprzedza matematyke, wymieniony aksjomat staje sie (...) oczywisty, jest przejawem
wiedzy a priori.

Nowsza interpretacja: geometria dotyczy obiektow, ktére opisywane sa stowami prosta, punkt itp.

0Teoria jest niesprzeczna jesli nie moze sie zdarzyé, ze pewne zdanie ¢ i jego zaprzeczenie —¢ sa jednoczesnie
logicznymi konsekwencjami jej aksjomatéw.

1 Lezacych po przeciwnych stronach”.

128tanfordzka Encyklopedia Filozofii

13Geometria euklidesowa pozbawiona aksjomatu réwnolegloéci mnoze byé interpretowana na plaszczyznie i na
powierzchni kuli.
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Nie zaklada sie zadnej wiedzy badZ intuicji dotyczacej tych obiektow, lecz jedynie stusznosé jej
aksjomatéw (...) ktore nalezy traktowaé w formalnym znaczeniu, czyli jako pozbawione wszelkiej
intuicji i doswiadczalnej tresci. Wszystkie inne twierdzenia geometrii sa logicznymi wnioskami wy-
nikajacymi z tych aksjomatéw. AKSJOMATY SA SWOBODNYMI TWORAMI LUDZKIEGO UMYSEU.
(...) AKSJOMATY DEFINUJA OBIEKTY, KTORYMI ZAJMUJE SIE GEOMETRIA”

,2Punkt” i  prosta” to odtad tylko nazwy, pojecia pierwotne trzech geometrii: euklidesowej,
hiperbolicznej i eliptycznej. Zadnej z nich nie dajemy prawa do okreslenia uniwersalnego ZNACZENIA
tych pojeé. Systemy aksjomatéw tych teorii to opisy pewnych fundamentalnych zalezno$ci miedzy
tymi pojeciami, obowiazujacymi tylko w ramach rozwijanej teorii.

Matematyk jest nie tylko tworca aksjomatow teorii, ale réwniez tworca JEZYKA jej opisu. Nie ma
jednego uniwersalnego jezyka opisu (transcedentnej) matematyki. Teoria - wprowadzane przez nia
nazwy i aksjomaty - musi by¢ interpretowana w Swiecie matematyki.

Matematyk jest wynalazca, nie odkrywca - L. Wittgenstein.'*

Matematyk przestal by¢ odkrywca (rzeczywistosci). Stal sie wynalazca (sposobu jej postrzegania). Tworca
matematycznych teorii opisujacych lokalnie matematyczne uniwersum.

To sie stalo na przetomie XIX i XX wieku. Ale juz wtedy niektérzy watpili: ,,For many philosophers,
including Kant, would assert that the correct question is not “What is a thing?” but rather ,What is a
thing as it appears to us?” [25].

By¢ moze wtasnie w odejéciu od absolutyzmu poznawczego nalezy upatrywaé najwazniejszej przyczyny
fenomenalnego rozwoju nauki w XX wieku.

Podsumujmy: jesli cho¢by na chwile uwolnimy sie od platonizmu i zapomnimy o transcedentnym
rodowodzie (charakterze) ,matematycznych bytéw (idei)”, to mozemy je rozumieé jako ,struktury
pojeciowe” - zespoly nazw wraz z pewnymi zaleznoSciami miedzy nimi. , Pojecie to abstrakcyjny,
myslowy odpowiednik przedmiotu. (...) ,/Tworzenie pojeé jest podstawowa funkcja postrzegania i
myslenia. Pojecia pozwalaja systematyzowac nasza wiedze o swiecie.” (wikipedia).

Teorie aksjomatyczne to powszechnie przyjeta forma prezentacji matematycznych struktur poje-
ciowych.

struktura pojeciowa

WW

teoria aksjomatyczna idea, byt matematyczny

Pojecia to nazwy - ,flatus vocis”'. Jedli struktura pojeciowa jest opisana jako teoria aksjomatyczna, to
jej trescia sa wszelkie twierdzenia, ktére mozna w tej teorii dowiesé.
Jej sensem jest idea matematyczna, ktora ta teoria reprezentuje.

Obecna w naszej intuicji idea liczb naturalnych to platoriski byt matematyczny. Odpowiadajaca tej idei
teoria to arytmetyka Peano operujaca takimi pojeciami jak ,liczba”, ,nastepnik”, ,suma”, ,iloczyn” .

Dowodliwe w tej teorii twierdzenia to (nam dostepna) tresé tej idei.

Idee matematyczne powiazane wielorakimi zaleznosciami tworzg razem ,hiperidee”- matema-
tyke. Prébujemy ja zrozumieé¢ tworzac coraz to nowe teorie matematyczne i wlaczajac je do opisu
owej hiperidei.

Matematyk jest tworca (sformalizowanych) jezykéw pozwalajacych na Sciste sformutowanie ak-
sjomatow i odnajdywanie ich logicznych konsekwencji.

Ale czy ,logika jezyka” jest tez jego dzielem czy tez jest zastana, jest ,logika transcedentnego
Swiata”?

14 Uwagi o podstawach matematyki”. W 1939 roku Wittgenstein prowadzit wyktad po$wiecony podstawom mate-
matyki, ktérego stuchaczem byt A.Turing, jedna z gtéwnych postaci tego tekstu.
15 Flatus vocis” - wyrazenie stowne. Termin wprowadzony przez éredniowiecznych nominalistéw.
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6.2 Logika jezyka

Weszelka nauka jest niczym innym, jak tylko udoskona-
leniem potocznego myslenia” - A.Einstein [27]

»Podczas gdy rywalizujace ze soba systemy aksjomatyczne dla geometrii (euklidesowe i nie-
euklidesowe) byly przedmiotem wielkiego intelektualnego zainteresowania w XIX wieku, logiczne
podstawy ich prezentacji byly zazwyczaj przyjmowane za pewnik.”'6
Ale i ten pewnik zostal podwazony... .

6.2.1 Logika praw prawdziwosci G.Frege

Gottlob Frege pisal: ,,Odkrywanie prawd jest zadaniem wszelkiej nauki; zadaniem logiki jest odkry-
wanie praw prawdziwosci.”'” Odkrywanie, a nie tworzenie. Dla G. Frege prawa logiki sa uniwersalne
i wspoélne dla wszystkich jezykéw. Logika to byt transcedentny i... logiczna koniecznosé.

,Ujawnianie praw prawdziwosci”. Brzmi niezle. Ale czym jest to ,prawo prawdziwosci”? Ma-
tematyczna odpowiedZ na to pytanie wymaga kilku ustalen lezacych u podstaw najprostszej logiki
zwigzanej z jezykiem, tzw. logiki zdaniowej:

. - przedmiotem naszego zainteresowania sa zdania orzekajace pewnego jezyka (np. jezyka pol-
skiego) - te, ktérym mozna przypisa¢ jedna z dwéch wartosci logicznych - prawde lub falsz.

- wskazujemy (arbitralnie) skoriczony lub nieskoriczony zbiér takich zdan nazywanych odtad
zdaniami prostymi. Zdania zlozone konstruujemy ze zdan prostych korzystajac wielokrotnie z czte-
rech spéjnikéw zdaniowych: koniunkcji (,,i”), alternatywy (,lub”), negacji (,nieprawda, ze”) oraz
implikacji (,,jezeli ... to ...”).

- spojniki zdaniowe ustalaja zwiazek wartosci logicznej zdania ztozonego zbudowanego za ich
pomoca z wartosciami zdan, z ktorych zostalo ono zbudowane: np. koniunkcja ,Z1 i Zs” jest
prawdziwa dokladnie wtedy, gdy oba zdania 71, Z sa prawdziwe, a alternatywa ,Zy lub Zs” jest

prawdziwa, gdy conajmniej jedno z tych zdan jest prawdziwe's.

Przypisywanie zdaniu zlozonemu jego wartosci logicznej to proces, ktéry dzieli sie na dwa etapy:
a. wskazanie zdan prostych wchodzacych w sklad rozwazanego zdania,
b. ustalenie wartosci zdania na podstawie wartosci tych zdan prostych i analizy struktury zdania.

Te ustalenia to nie matematyka. To raczej wklad filozoféw w logike.

»(...) Zadaniem filozofii jest rozbidr, precyzowanie, i okreslanie pojeé, ktére sa dane jako niejasne. Zada-
niem matematyki jest laczenie i porownywanie pojeé¢ dotyczacych wielkosci, ktore sa jasne i pewne, aby
zobaczy¢, co z tego moze by¢ wywnioskowane.” (...) O ile wiec w matematyce chodzi o to, by przedstawi¢
najpierw jasne definicje podstawowych pojeé, by w oparciu o nie rozwija¢ nasze poznanie (...) o tyle w
filozofii nie nalezy zaczynaé od definicji. *°

Do opisu struktur zdan ztozonych stuzy (meta)jezyk formut zdaniowych?’. To jezyk rekurencyj-
ny: formuly zdaniowe budujemy ze zmiennych zdaniowych (reprezentowanych tu przez duze litery
A, B, C,...) korzystajac skonczenie wiele razy z regul konstrukcyjnych zwiazanych z poszczegdlnymi
sp6jnikami:

jesli, X,Y sa formulami, to sa nimi réwniez napisy (X ANY), (X VY),(X - Y),-X.

16New Logic and the Seeds of Analytic Philosophy - Boole, Frege, Kevin C.Klement (internet).
Nazwa , Logika” pochodzi od greckiego stowa ,logos”. Logos jest terminem oznaczajacym wewnetrzna racjonalno$é
i uporzadkowanie czegos: $wiata, duszy ludzkiej, wypowiedzi, argumentu (wikipedia).

17Gottlob Frege (1848-1925) -twoérca logicyzmu matematycznego zaktadajacego traktowanie logiki jako zrédta twier-
dzent matematycznych. Jest tworca logiki predykatéw (logiki pierwszego rzedu) .

18Obecnosé i jednakowa interpretacja (rola) tych spdjnikéw we wszystkich jezykach $wata to fenomen poréwnywalny
z wszechobecnoscia liczb naturalnych.

9A. Pietras , Postneokantowskie projekty filozofii Nicolai Hartmann i Martina Heideggera” praca doktorska (in-
terne)

20Metajezykiem zwyklo sie nazywaé jezyk uzywany do opisu i analizy innego jezyka.
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Formute opisujaca strukture zdania ztozonego otrzymamy zastepujac wystepujace w nim zdania
proste zmiennymi zdaniowymi, a spéjniki ,i”, ,Iub”, ,jezeli ... to ...” oraz ,nieprawda, ze” odpo-
wiednio symbolami A, V, —, = . I tak np. strukture zdania ,,Jesli nie pada, to pdjdziemy na plaze i

kupimy Iody” opisuje formuta =A — (B A C) , gdzie A, B,C to zmienne zdaniowe?!.

Postepujac ,,odwrotnie”, czyli biorac za punkt wyjscia dowolng formute zdaniowa F' i zastepujac
wystepujace w niej zmienne zdaniowe dowolnymi zdaniami (niekoniecznie prostymi) otrzymamy
zdanie, nazywane instancja formuly F.

Te (nieco nuzace) ustalenia pozwalaja na precyzyjne sformutowanie definicji ,,prawa prawdziwosci”:

Prawo prawdziwosci to formula zdaniowa, ktorej wszelkie instancje sa zdaniami prawdziwymi.
Prawa prawdziwoséci to tautologie??. Przykladem tautologii jest przywolane juz wczesniej ,,prawo

wytaczonego éredka” - formuta X vV -X.

Celem logiki zdaniowej nie jest rozpoznanie wszelkich prawdziwych zdan. Wskazujac odkrywanie ,praw
prawdziwosci” jako cel dzialania, logika pozwala rozpoznaé tylko te zdania prawdziwe, ktore sa instan-
cjami tautologii, tzn. te zdania, ktérych prawdziwo$¢ wynika z ich struktury.

Logika matematyczna nie zajmuje sie prawdziwoscia zdan zalezna od tresci zdan prostych wchodzacych
w jego sktad??.

Jak pokazaé, ze formuta zdaniowa jest tautologia? Kolejne generowanie wszelkich zdan-instancji
danej formuly i odszukiwanie ich wartosci logicznych nie jest zbyt dobrym pomystem, bo przeciez
zdan-instancji moze by¢ nieskonczenie wiele... .
Pomyst Fregego byt genialnie prosty: potraktowal on spdjniki zdaniotwércze - koniunkcje, alterna-
tywe, negacje i implikacje - jako operacje na dwuelmentowym zbiorze wartosci logicznych: gdy te
wartosci oznaczymy przez 1 (prawda) i 0 (falsz), to operacje logiczne opiszemy tak:

koniunkcja: 1AN1=1,1N0=0A1=0A0=0.

alternatywa: 1V1=1v0=0v1=0=1,0v0=0.

implikacja: 1 -1=0—-1=0—-0=1,1—-0=0.

negacja: -1 =0,-0 = 1.

W ten sposéb dwuelementowy zbiér wartosci logicznych stal sie algebra wartosci logicznych, w ktorej
zakodowane sa wszelkie informacje o spdjnikach zdaniowych.

Podkreélmy: nie ma zadnego matematycznego argumentu na rzecz stwierdzenia, ze w logice nalezy ope-
rowaé tylko dwiema wartosciami logicznymi. To wolny wybér tworcow klasycznej logiki matematycznej,
ktory usprawiedliwia jedynie przekonanie, ze doskonalosé Swiata transcedentnej matematyki wyraza sie

W jego prostocie.

Zastepujac zmienne zdaniowe wystepujace w formule zdaniowej F' dowolnie wybranymi wartosciami
logicznymi zbudujemy wyrazenie, ktéremu mozna przypisa¢ wartos¢ logiczna 0 lub 1. Np. dla
formuly A A (=B V C) zastepujac zmienne (A, B, C) przez wartosci (0, 1,0) otrzymamy wyrazenie
(OA (=1V0) , ktérego wartosé¢ obliczymy tak: (0A (-1V0)=0A0=0.

Powiemy, ze formula F, w ktérej wystepuja zmienne zdaniowe ze zbioru {Aj,..., A}, jest
spelniona przy interpretacji (wartosciowaniu) [A; := ay,..., A, := ay] (gdze ciag (a1,...,a,) to
ciag wartosci logicznych), jezeli tak obliczona wartosé jest réwna 1.

Okreslajac wartosé logiczng zdania ztozonego odwotujemy sie do wartoéci logicznych zdan pro-
stych w nim wystepujacych, a nie do ich tredci. Dlatego - po chwili zastanowienia - zgodzimy sie,
ze:

formula zdaniowa F jest tautologia dokladnie wtedy, gdy jest spetniona przy dowolnym warto-
Sciowaniu zmiennych zdaniowych w niej wystepujacych.

2Troche tu niedopowiedzen, ale ... .

22 Termin ,tautologia” zostal zaproponowany przez Wittgensteina.

ZPrawdziwosé koniunkcji ,2 jest liczba parzysta i 15 jest liczba podzielna przez 3” jest oczywista. Ale nie jest to
instancja prawa prawdziwosci, lecz twierdzenie arytmetyki.



ROZDZIAL 6. PRAWDA I DOWOD 66

Dlatego np. latwo pokazemy, ze formuta A V —A jest tautologia.

Filozoficzne ,prawa prawdziwo$ci” staly sie w modelu Fregego ,matematycznie uchwytne”. Co
istotne: ten model pokazuje, ze sprawdzanie, czy formula zdaniowa jest tautologia jest problemem
rozstrzygalnym, bo sprowadza si¢ do wykonania SKONCZONEJ liczby obliczen.

7 dzisiejszej perspektywy nazywanie algebraizacji logiki genialnym i odwaznym pomystem wydaje sie
przesadne. Ale w czasach Fregego ,prawda” i ,falsz” byly pojeciami filozoficznymi i nie sadze, by filozo-
fowie byli wéwczas sklonni dopuéci¢ wykonywanie na nich operacji - tak jak na liczbach.

Frege byl tego $wiadom. Dzieto, w ktérym przedstawitl koncepcje matematyzacji logiki zdaniowej nosito
niewiele méwiaca nazwe Begriffsschrift. Objasniajac jej zawartos¢ Frege napisal, ze traktuje ona o ,jezyku
formul, WZOROWANYM NA ARYTMETYCE, dla czystej mysli.”?*.

Wéréd fizykéw kwantowych dyskutujacych o roli modeli matematycznych w ich dociekaniach, popularne
bylo (jest nadal?) hasto ,shut up and calculate” - zamknij si¢ i licz. Frege moglby powiedzieé¢ to samo do
nadmiernie filozofujacych kolegéow-logikow... .

Ten entuzjazm latwo ostudzié: jesli w formule mamy np. dwanascie zmiennych zdaniowych (a
dlaczego nie?), to sprawdzenie, czy jest ona tautologia wymaga 2'2, czyli 4096 takich obliczen?>.
Byé moze dlatego Frege zaproponowal tez aksjomatyczny opis logiki zdaniowej - skonstruowat

system dowodzenia dla jezyka formut zdaniowych taki, ze:
formula zdaniowa ma dowod w tym systemie dokladnie wtedy, gdy jest tautologia.

Jest wiele takich systeméw. Szczegdlnie ceni sie systemy ockhamowsko oszczedne, tzn. takie, w
ktorych jedyna regula jest bezdyskusyjnie akceptowana regulta odrywania - modus ponens (str.
25). Jeden z takich systeméw wyglada tak: jego aksjomaty to trzy schematy formut:

X — (Y- X),

X =¥ —=2) - (X=Y)—- (X —2),

(X —=>Y)= (X —Y) = X).
a jedyna reguta dowodzenia jest wtasnie reguta odrywania:

X, X >Y
Y

(litery X,Y, Z reprezentuja tu dowolne formuty zdaniowe)?®.

Ockhamowska oszczednosé doprowadzono tu do absurdu: wpatrywanie sie w te aksjomaty nie przy-
czynia sie w zaden sposéb do lepszego zrozumienia logiki zdaniowej. Trudno tez wyobrazié¢ sobie
budowanie dowodéw w tak absurdalnie oszczednym systemie. Dlatego wiedza wiekszosci studen-
téw o logice zdaniowejogranicza sie do tzw. rachunku zdan, czyli poznania algorytmu obliczania

wartoéci logicznej zdan zlozonych. A to nadzwyczaj nudne zajecie®”.

Taka powierzchowna znajomosé logiki zdaniowej prowadzi¢ moze do nieporozumien:
alternatywa (X — YY)V (Y — X) jest tautologia. Zatem dla dowolnych dwéch zdan p,q jedna z
implikacji p — q, ¢ — p jest prawdziwa. W szczegolnosci jedno ze zdan: ,jesli Kasia przypalila
zupe, to w Krakowie pada” i ,jesli w Krakowie pada, to Kasia przypalila zupe” jest prawdziwe.
Ale przeciez niesposéb zgodzi¢ sie, ze istnieje zwigzek przyczynowo-skutkowy miedzy kulinarnymi
umiejetnosciami Kasi a $rednia opadéw w Krakowie (lub odwrotnie)?s.

24 Begriffsschrift= Pismo pojeciowe (?). ,Algebraizacje logiki zdaniowej” zawdzigczamy gtéwnie G. Boole’owi(1815-
1864). Dlatego te dwuelementowa algebre nazywa si¢ algebra Boole’a wartosci logicznych. Ciekawostka: gdy w 1879
roku Frege przygotowywal do druku wspomniane dzieto, algebra wartosci logicznych byta juz znana w Niemczech.
Ale (podobno) Frege wspomnial o niej dopiero po recenzjach, ktére zarzucaly mu nieznajomosé osiagnieé¢ Boole’a... .

ZInformatycy powiedza, ze problem tautologii ma zlozonoéé wykladnicza - liniowemu wzrostowi liczby zmiennych
towarzyszy wykladniczy wzrost liczby niezbednych testéw.

26Kazdy z tych trzech schematéw aksjomatéw reprezentuje nieskoriczenie wiele aksjomatéw, ktére otrzymamy
zastepujac litery X, Y, Z dowolnymi formutami. Oprécz wymienionych, w tym systemie sa tez aksjomaty ,niejawne”
- réwnowaznosci, pozwalajace wyrazi¢ koniunkcje i alternatywe za pomoca implikacji i negacji.

27 A w filmie polskim, prosze pana, to jest tak: nuda... Nic sie nie dzieje, prosze pana. Nic. (...) Dialogi niedobre...
Bardzo niedobre dialogi sa. W ogdle brak akcji jest. Nic si¢ nie dzieje...” (,,Rejs” M. Piwowskiego).

Z8Chyba, ze ten $wiat jest jeszcze bardziej skomplikowane od opowiesci fizykadéw kwantowych...
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Nieporozumienie bierze sie stad, ze méwiac o implikacji i o konsekwencji (zwiazku przyczynowo-
skutkowym) uzywamy w jezyku polskim (i innych) tej samej frazy: ,jezeli p, to q”. Tymczasem
wartos¢ logiczna implikacji p — q zalezy wylacznie od wartosci logicznych zdan p i ¢ podczas gdy
odkrycie przyczynowo-skutkowego zwiazku miedzy zdaniami p i ¢ wymaga zazwyczaj analizy tre-
Sci obu zdan. A, jak ustalilidémy, logika zdaniowa zajmuje sie wylacznie wartoécia logiczna zdan,
a nie ich tredcia. Dla nieprzekonanych: implikacja p — ¢ zbudowana z prawdziwych zdan jest za-
wsze prawdziwa. A przeciez absurdem jest twierdzenie, ze miedzy dowolnymi dwoma prawdziwymi
zdaniami istnieje pewien zwigzek przyczynowo-skutkowy... 29.

Moze sie jednak zdarzy¢, ze éw zwiazek przyczynowo-skutkowy jest rezultatem pordwnania
STRUKTURY obu zdan: ,Jasiu jest gruby i wysoki — Jasiu jest gruby”. 1, jak sie zdaje, tylko ten
rodzaj konsekwencji jest ,uchwytny” w logice zdaniowej".

Te szczegdlna konsekwencje opiszemy w jezyku formul zdaniowych. Zatézmy, ze w formutach F, G
wystepuja wylacznie zmienne zdaniowe ze zbioru {Ay,..., A, }. Powiemy, ze:

formula G jest konsekwencja formuly F (,konsekwencja strukturalna”), jezeli formula G jest
spetniona przy kazdym wartoSciowaniu [A; := aq,. .., A, := ay] przy ktérym speiniona jest formuta
F. Piszemy woéwczas F' IF G.

Zwiazek tak definiowanej konsekwencji z implikacja, rozumiang jako operacja na formutach, opisuje
- by¢ moze nieco zaskakujace - twierdzenie: dla dowolnych formut zdaniowych F, G, H:

FANHIFG wtw HIFF —G

Stad otrzymamy precyzyjny opis relacji miedzy ,strukturalna konsekwencja” i implikacja
FIFG wtw F — G jest tautologia

6.2.2 Dedukcja naturalna Gentzena

Poszukiwanie ,,praw prawdziwosci” nie jest - nie musi by¢ - ani jedynym, ani gtléwnym celem badan
nad logika jezyka.
»Na swoim seminarium w 1926 r. Jan f.ukasiewicz podniost kwestie, ze matematycy nie konstruuja
dowodéw za pomoca teorii aksjomatycznej (...), lecz postuguja sie innymi metodami; w szczegélnosci
pozwalaja sobie na ,arbitralne zalozenia” i patrza, dokad prowadza. fukasiewicz rzucil wyzwanie
logikom, by rozwineli teorie logiczna zgodna z ta koncepcja, ale ktora dala ten sam zestaw twierdzen,
co istniejacy wéwczas system aksjomatyczny. Wyzwanie to podjal Stanistaw Jaskowski.” 3!.
Niestety, wktad obu polskich logikéw w rozwdj logiki zalozeniowej jest czesto niedoceniany.
Wiecej szezescia(?) mial niemiecki logik G. Gentzen (1909-1945), twérca systemu dedukcji natural-
nej. Stwierdzeniami tego systemu sa sekwenty - napisy postaci I' - F, gdzie I' to skonczony zbiér
formul, a F' to pojedyncza formuta zdaniowa.
Jedyny aksjomat (schemat aksjomatu) ma postaé

TU{X}FX

W internecie mozna znalezé cyfrows kopie ksiazki T. Kotarbinskiego ,Elementy teorii poznania, logi-
ki formalnej i metodologii nauk” (Lwéw 1929) (http://www.ifispan.waw.pl/bibfis/news/zbiory/gallery/ margina-
lia/KotEl/index.html ) Ten egzemplarz, zgodnie z 6wczesnymi zwyczajami, jest upstrzony dopiskami czytelnikéw
dokumentujacymi watpliwosci zwigzane z implikacjg. Kotarbinski byl éwiadom, ze jest to odejscie od intuicyjnego
rozumienia frazy ,jezeli p, to q” gdyz (pigknie) napisal: ,W tym miejscu groza powazne nieporozumienia miedzy
rachunkiem zdan a Czytelnikiem”. Pigknie by byto, gdyby i dzi$ studenci ujawniali swoje watpliwosci, nawet zapi-
sujac je na marginesach studiowanych (?) dziel. Ale oni nie maja na to czasu, bo ,zaliczaja’ kolejne przedmioty. To
wszystko, czego od nich si¢ wymaga.

39Przypomnijmy: zdania-instancje tautologii to tez nie wszystkie zdania prawdziwe.

31F.J. Pelletier, A Brief History of Natural Deduction (History of Philosophy of Logic, 20(1999),1-31). JanF.uka-
siewicz (1878-1956) m.in. twoérca logiki tréjwartosciowej, pierwszej nieklasycznej logiki. Stanistaw Jaskowswki (1906-
1965) od 1945 roku pracowal na Uniwersytecie M. Kopernika w Toruniu a w latach 1959-1962 byt jego rektorem.
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Reguly (schematy regul) gentzenowskiego systemu, poza ostatnia, sa przyporzadkowane poszcze-
gbélnym spdjnikom zdaniowym:

ru{xiry (X —>Y) I'FX

TF(X—Y) rFy

I'-X,THY TFXAY THXAY

TFXAY I'FX A%
- X Iy IFFXVY TU{X}FZ TU{Y}+Zz
TFXVY TFXVY I'rZ

ru{x}+o I'--X I'FX

I'F-X I'Fo
TU{-X}+0
IFX

(X,Y, Z to dowolne formuly, 0 to stala reprezentujaca fromule niespeiniona (0(ai,...,a,) =0). W
lewej kolumnie mamy reguly wprowadzania a w prawej - reguly eliminacji poszczegolnych spdjni-
kéw. Ostatnia reguta sankcjonuje ,,dowodzenie przez sprzecznosé”.
Mozna pokazaé, ze:
sekwent I' F F' ma dowod w systemie Gentzena doktadnie wtedy, gdy F jest konsekwencja
koniunkcji wszystkich formut ze zbioru I.

Jednak intencje Gentzena byly nieco inne. Pisal: ,,moim gléwnym celem byto stworzenie formalizmu
maksymalnie bliskiego rzeczywistemu dowodzeniu”. Dowodzac twierdzen w ramach pewnej teorii
uzywamy - jak zauwazyl fukasiewicz - ,stwierdzen hipotetycznych”:  moge uzasadni¢ dowodliwosé
stwierdzenia F', jesli tylko zalozymy dowodliwosé¢ wszystkich stwierdzen ze zbioru I'” (lub, bardziej
konstruktywnie: ,,moge skonstruowaé¢ dowdd F, jesli tylko dane sa dowody wszystkich stwierdzen
ze zbioru I'”).
Stwierdzenia hipotetyczne podlegaja ocenie - moga by¢ poprawne lub nie. Gentzenowski system
opisuje zbiér wszystkich poprawnych stwierdzen hipotetycznych logiki zdaniowej:

sekwent I' - F reprezentuje poprawne stwierdzenie hipotetyczne dokladnie wtedy, gdy ma
dowod w systemie dedukcji naturalnej.

Co wiecej: formula zdaniowa F jest tautologia dokladnie wtedy, gdy sekwent ) = F ma dowéd w
systemie dedukcji naturalnej.

Trzeba przyznaé, ze aksjomaty i (wigkszo$¢) regul systemu Gentzena sa rzeczywiscie ,natural-
ne”. To wazne, bo pojecie ,dowodu” (,uzasadnienienia”) funkcjonuje réwniez poza matematyka.
Dlatego jego matematyczna formalizacja musi by¢ zgodna z jego powszechnie akceptowanym ,po-
zamatematycznym” sensem: ,,dowdd formalny ma dla nas sens tylko dlatego, ze u jego zrédet jest
dowéd nieformalny”2.

W gentzenowskim podejéciu do logiki zdaniowej nie ma algebry wartosci logicznych33. Spéj-
niki zdaniowe sg tu postrzegane wylacznie jako konstruktory ztozonych formut zdaniowych i jako
takie, sa definiowane przez reguly wprowadzania i eliminacji w systemie dedukcji naturalnej. Np.
reguta wprowadzania koniunkcji mowi, ze jedli sekwenty I' = F' i I' = G sa opisami poprawnych
stwierdzen hipotetycznych to mamy prawo uwazaé, ze sekwent I' - F' A G jest tez opisem popraw-
nego sadu hipotetycznego. A regula eliminacji dla tego spdéjnika méwi ,,co$ odwrotnego”. Podobnie
interpretujemy reguly wprowadzania i eliminacji dla pozostalych sp6jnikéw 34.

328 Krajewski, Czy matematyka jest nauka humanistyczna.

33W akademickich wyktadach student poznaje system Gentzena (jesli w ogéle) jako wtérny opis ,rachunku zdan”,
niemalze jako ciekawostke. To sprzyja przekonaniu, ze integralng czescia systemu Gentzena jest algebra wartosci
logicznych. To nieprawda.

347 auwazmy, ze zestawy reguly wprowadzania i eleminacji dla poszczegélnych spéjnikéw sa niezalezne od takich
zestawéw dla pozostalych spéjnikéw. To wazne, jesli te reguly chcemy uznaé za opisy definiujace spéjniki w kontekscie
badan dowodéw w systemie dedukcji naturalnej.
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Odkrywca Frege v. wynalazca Gentzen
Should we be monist or pluralist about logic?

Opisy klasycznej logiki zdaniowej zaproponowane przez Fregego i .Gentzena sg roézne. I to bardziej,
niz nam sie wydaje.

Jednym z fundamentalnych sporéw matematycznych jest spér o jej konstruktywny charakter.
Nie wnikajac w szczegdly: przyczyn matematycznego niekonstruktywiamu upatruje sie¢ m.in. w
dopuszczeniu mozliwosci dowodzenia przez sprzecznosc: ,,jesli zalozenie prawdziwosci zdania ,nie-
prawda, ze A” prowadzi do absurdu, to zdanie A jest prawdziwe”. To moze wykluczy¢ te mozliwosé?
7 punktu widzenia Fregego to niemozliwe i bezsensowne, bo oznacza odrzucenie jednego z praw
prawdziwosci - tautologii (=X — 0) — X - a nie mozemy przeciwstawiaé sie jej prawom.

Gentzenowski opis klasycznej logiki zdaniowej zacheca do innego myslenia. Po pierwsze, wyklu-
czenie dowodzenia przez sprzecznosé jest banalnie proste, bo sprowadza sie do wymazania poje-
dynczej reguty dowodzenia. Po drugie, co stoi na przeszkodzie, by tak ,zubozony” system uznaé
za opis nowej, odmiennej od klasycznej, logiki zdaniowej? Ten system USTANAWIA nowe prawa
prawdziwoéci. Ustanawia nowa logike.

Jestedmy twércami, a nie odkrywcami - réwniez w odniesieniu do logiki.
Logika nie jest logiczna koniecznoscia.

Tak zubozony system dedukcji naturalnej opisuje intuicjonistyczna logike zdaniowa. Ta logika
odgrywa kluczowa role w teorii toposéw o ktorej bede pisal w drugiej czedci tego skryptu.

W Stanfordzkiej Encyklopedii Filozofii napisano tak: , Intuitionistic and constructive logic be-
gan when people saw the possibility of reading A — B, as ,if you give me an A, I will give you a
B”, which is a significant departure from the classical reading ,B is true whenever A is”3°.

Istnieje wiele logik. Ale po co nam one?

Zdania ,Jesli mam 12 z1, to sta¢ mnie na jasne piwo” oraz,Jesli mam 12 zi, to sta¢ mnie na ciemne
piwo” mozna uznaé za prawdziwe6. Ale nikt przytomny nie powie, ze ,,jesli mam 12 zl, to staé
mnie na jasne i ciemne piwo” - klasyczna regula %}5\? nie ma tu zastosowania. Tu potrzeba
logiki, w ktérej ,realizacja konkluzji powoduje wyczerpywanie przeslanek”. To jest paradygmat
rozwijanej na potrzeby informatyki teoretycznej logiki liniowej: ,Logika liniowa to wzbogacenie
(refinement) logiki klasycznej 1 intuicjonistycznej. Zamiast koncentrowaé uwage na prawdzie, jak w
logice klasycznej, lub dowodzie, jak w logice intuicjonistycznej, logika liniowa podkresla role formut
jako zasobéw. (...) Logika liniowa zaczyna sie od nowego odczytania ,A — B”: czytamy to teraz
wdaj mi tyle A, ile bede potrzebowad, a dam ci jedno B.” 37.

Inny przyktad. Kté6z zabroni z przestanki ,Jasiu znéw zaplacil mandat” wywnioskowaé, ze
Jasiu juz kiedys zaplacil mandat”? Ale klasyczna logika zdaniowa nas do tego nie upowaznia. Ona
formalizuje tylko fragment logiki jezyka naturalnego®®. Ta logika traktuje oba przytoczone zdania
jako zdania proste. A zadne zdanie proste nie jest konsekwencjg innego zdania prostego3?. Gdyby
stworzy¢ logike, ktéra frazy ,znéw” i ,kiedys” traktuje jako spojniki tworzace zdania zlozone i
gdyby dodaé¢ aksjomat , to dwa zdania o przypadkach Jasia bylyby zwiazane

znéw Ar kiedys A
(dowodliwg formalnie) relacja konsekwencji‘.

35 http://plato.stanford.edu/entries/logic-linear/. Dostownie to samo zdanie mozna znalezé w artykule
M.Gaboardiego, A.Momigliano i C.Schurmann dostepnym w internecie (http://momigliano.di.unimi.it/teaching/
Corsi di Dottorato/Linear Logic/outline.pdf). Autorzy jednak nie wskazuja SEF jako zrédia... Smieszne? Malo.

36Kilka lat temu, gdy zaczynatem spisywaé te notatki, zamiast ,,12” byta ,77... .

37 http://plato.stanford.edu/entries /logic-linear/. Jednym z twércéw logiki liniowej jest Y. Girard.

38Ktéra, in extenso, najprawdopodobniej jest wewnetrznie sprzeczna.

39Reguly wnioskowania logiki zdaniowej formulowane sa w oparciu o analize struktury syntaktycznej (budowy)
zdan-przestanek i zdania-konkluzji. A struktura zdan prostych jest ,atomem”, jest niewidoczna.

40Jedli zamiast tworzonego ad hoc przyktadu rozszerzenia logiki zdaniowej kto§ chcialby czegod, co rzeczywiscie
zajmuje logikéw, to polecam modalna logike zdaniowa w ktérej frazy ,,jest konieczne” i , jest mozliwe” sa konstruk-
torami zdan zlozonych. A potem warto poszukaé¢ w internecie (np. w Stanfordzkiej Encyklopedii Filozofii) objasnien
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Mozemy tworzy¢ rézne logiki dla realizacji réznych celéw. To rézni jej wspdlczesne i klasyczne rozumienie
- logika nie jest odkrywaniem prawd uniwersalnych ale kreacja.

,Logiczny lad $wiata to nasza modlitwa do piramidy chaosu”*!.
Logika jest czedcia jezyka. Jest nasza $wiadomoscia jego mozliwosci poznawczych.
Jest wiele sposobéw postrzegania $wiata. Jest wiele jezykéw opisujacych te postrzegania. Jest wiele logik.

Klasyczna dwuwartosciowa logika to tylko jedna z nich.

6.2.3 Jezyk, logika, teoria, interpretacja, model - po raz pierwszy

,Mathematics and Logic, historically speaking, have been
entirely different studies. Mathematics has been connected
in Science, Logic with Greek.” B. Russell

Nic nie stoi na przeszkodzie, by dotaczy¢ do systemu Gentzena dowolny sekwent, traktujac go jako
nowy aksjomat:

'=F

System Gentzena wzbogacony o zbiér T takich ,nowych” aksjomatéw to teoria zdaniowa ( propo-
sitional theory), ktéra oznaczaé bedziemy symbolem PTh(T) 2.
Wyréznijmy sktadowe teorii PTh(T):

- teoria PTh(T) ma swdéj jezyk, ktorym jest jezyk formul zdaniowych Form(Z),

- jezyk teorii PTh(T') ma swoja logike opisana przez system Gentzena. Aksjomaty tego systemu
to aksjomaty logiczne teorii PTh(T),

- aksjomaty specyficzne teorii PTh(T) to sekwenty ze zbioru T,

- twierdzenia teorii PTh(T') - ,tres¢ teorii” - to sekwenty dowodliwe w systemie Gentzena
wzbogaconym o aksjomaty specyficzne.

Wittgenstein méwit: , The rules of logical inference are rules of the language-game”. Areng gry
zwiazanej z teoria zdaniowa PTh(T) jest jezyk formul zdaniowych, a system dowodzenia zwiazany
z ta teoria to opis regul gry. Zadaniem gracza jest konstrukcja dowodu rozwazanego twierdzenia.

Matematyka to gra? Pytanie tym bardziej zasadne, ze - co pokazemy za chwile - kazda aksjo-
matyczna teori¢ mozna traktowaé jako opis zasad pewnej jezykowej ,.gry w dowodzenie”.

Zatem: czy matematyka to gra? Tak moze powiedzie¢ matematyczny formalista®®. Ale matematycz-
ni reali$ci SENS swego dzialania widza w tym, ze udowodnione twierdzenia mozna interpretowaé w
rzeczywistym $wiecie, lub - jak kto woli - w matematycznym uniwersum.

Termin ”matematyczne uniwersum” odnosi sie do koncepcji filozoficznej, ktora zaklada, ze struktura i
zasady rzadzace wszech§wiatem majg nature matematyczna - tak glosi wikipedia. Nie chce wiklaé sie w
filozoficzna dyskusje o tym, czym wlasciwie jest owa ,matematyczna natura” wszechswiata. Na potrzeby
tego tekstu przyjmijmy, ze oznacza to tylko tyle, ze sposobem poznania wszechéwiata jest opis jego
mniejszych i wiekszych fragmentéow za pomoca matematycznych teorii.

terminu modalne logiki epistemiczne.

41§ Lem, Sledztwo. W oryginale: ,matematyczny” a nie ,logiczny”. Pisarz nastepnego pokolenia S.Twardoch méwi
jeszcze smutniej: ,, Rzeczywistos¢ jest chaosem, ktéry latwo nie poddaje sie procesom nadawania senséw”. Nieco mniej
patetycznie: ,(...) jezyk nigdy nie jest neutralny. Ludzie lubia mysleé, ze odzwierciedla $wiat. To nieprawda. Slowa
odzwierciedlaja jedynie nasze rozumienie Swiata, nie rzeczywistos¢” - G. Lakoff.

42UScislijmy: jesli rozwazamy system Gentzena w wersji intuicjonistycznej, to mamy do czynienia z intuicjonistycz-
na teoriag zdaniows. Przykladem takiej teorii jest... klasyczny system Gentzena: otrzymamy go dodajac aksjomat
odpowiedzialny za prawo wylaczonego §rodka. Teorie zdaniowe nazywane sa czasem teoriami rzedu zero.

43 Formalizm - kierunek w filozofii matematyki, ktéry postuluje, ze matematyka jest systemem formalnym, (...)
ktory zawiera aksjomaty, pewien zespdl definicji oraz wyprowadza swoje wnioski w oparciu o te pojecia korzystajac
z rachunku logicznego zdan (wikipedia)
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Tak nalezy patrzeé na opisane wczeéniej rozwiazanie tego problemu dla klasycznych teorii zda-
niowych zaproponowane przez Fregego:

- ,po stronie syntaktycznej” mamy jezyk formul zdaniowych, klasyczne teorie zdaniowe i zwig-
zane z nimi systemy dowodzenia,

- ,,po stronie semantycznej” jest dwuelementowa algebra wartosci logicznych - obiekt matema-

tycznego uniwersum ktéry jest ,matematycznym kodem” petnej informacji o najprostszych spéj-
nikach zdaniowych.
Interpretacja jezyka formut zdaniowych ,w matematycznym uniwersum” jest funkcja f: Form(Z) —
{0, 1}, ktéra jest rekurencyjnym rozszerzeniem wartosciowania zmiennych zdaniowych (str. 65). In-
terpretacja f jestmodelem zdaniowej teorii T', gdy f(¢) = 1 dla kazdego aksjomatu specyficznego
¢ € T. 1 jest pieknie: formuta zdaniowa v jest dowodliwa w systemie dowodzenia stowarzyszonym
z teorig zdaniowa T' dokladnie wtedy, gdy f(¢) = 1 dla kazdego modelu f teorii T'.

Dowodzac stwierdzen w systemie Gentzena stowarzyszonym z klasyczna teoria zdaniowa T' poznajemy
Hragment” uniwersum zwiazany z jego logika.

,Dowod matematyczny jest brama do krélestwa transcendentnej prawdy”

Ale ten piekny obrazek ma, przy bardziej wnikliwym ogladzie, pewng ryse: co zrobié¢ z nieklasycz-
nymi intuicjonistycznymi teoriami zdaniowymi? Dla zdaniowej logiki intuicjonistycznej nie mamy
odpowiednika dwuelementowej algebry wartosci logicznych Boole’a i Fregego z prostego powodu:
ta logika nie ma ustalonej a priori ,matrycy wartoéci logicznych”. Jak wiec rozumieé jej semantyke,
jak interpretowaé ja w matematycznym uniwersum? Czyzby zdaniowe teorie intuicjonistyczne byty
tylko i wytacznie opisem zasad ,gry jezykowej”?
Tak nie jest - te teorie maja swoja semantyke. Jednak opis tej semantyki jest na tyle ztozony, ze
musimy go odlozy¢ do koncowych fragmentéw drugiej czesci tych notatek.

Jest jeszcze druga rysa: klasyczne teorie zdaniowe sa najprostszymi teoriami funkcjonujacymi
w matematyce. To teorie ,rzedu zero”. Najwazniejsze w matematyce sa teorie pierwszego rzedu.
Opis tych teorii i ich semantyk (modeli) jest zdecydowanie bardziej skomplikowany niz w wypadku
teorii zdaniowych.
Zajmiemy si¢ tym tematem juz w nastepnym rozdziale.

Dodatek: o (drobnym) nieporozumieniu wokét kreski Sheffera

Kreska Sheffera jest bliska tym, ktorzy znaja sieci boolowskie (logiczne). Jest to dwuargumentowy
spéjnik zdaniowy wprowadzony jako ,skrot”:

pla=—-(pAq)
Zdanie p|q jest prawdziwe gdy zdania p i ¢ wzajemnie sie wykluczaja - nie sa jednoczesnie prawdzi-
we. Za pomoca tego spojnika mozna odtworzy¢ (zdefiniowac) wszystkie klasyczne spéjniki zdaniowe:
—p=plp,  pAg=(plp)(da),  pVa=(plg)(pla)

To prowokuje do pytania: jaki ksztalt przyjeta by logika, gdyby kreska Sheffera byta podstawowym
i jedynym spdjnikiem stuzacym do konstrukcji zdan ztozonych?

Pytanie ciekawe, ale ... bezprzedmiotowe. Bo nie ma takiego jezyka naturalnego, w ktérym funk-
cjonuje kreska Sheffera. Nie ma jezyka, w ktorym fraza ,p kreska p” zastepuje fraze ,nieprawda, ze
p”. ,,Odkrycie” kreski Shaffera i jej zastosowanie w projektowaniu sieci boolowskich to efekt wtorny
formalizacji i algebraizacji logiki zdaniowej**. A logika jest logika jezyka. Koniec bajki.

44 Algebraizacja logiki zdaniowej polega na algorytmicznym obliczaniu wartoci formut zdaniowych w dwuelemento-
wej algebrze wartosci logicznych (algebrze Boole’a) - ({0,1}, A, V, ). Ta algebra jest zupelna co oznacza, ze wszystkie
funkcje typu {0,1}™ — {0, 1} mozna opisa¢ za pomoca formul zdaniowych. To zapoczatkowalo badanie sieci boolow-
skich. Kreska Sheffera pelni tu wazng role, bo pozwala realizowaé te sieci jako ,struktury jednorodne”, utworzone z
bramek ,nand”.



Rozdziat 7

Jezyk matematyki

Aby badaé¢ matematyke, badamy jej przy- Define a full logic to be a language, together
blizenia wyrazone w jezykach pierwszego with a deductive system and a semantics.
rzedu. - R. Drake! S. Shaprio [70]

Odtad, méwiac o aksjomatycznych teoriach matematycznych, bedziemy mieli na uwadze tzw. teorie pierw-
szego rzedu. Przytoczona jako motto wypowiedZ R. Drake’a niech nam wystarczy jako usprawiedliwienie
przyjetego samoograniczenia.

Przedmiotem zainteresowania matematyki sa wlasnosci wiecznotrwatych i niezmiennych obiek-
tow oraz ukladéw takich obiektdw.
Skoro tak, to dyskusje o jezyku matematyki trzeba zaczaé¢ od préby odpowiedzi na pytanie:

Co to jest ,,wlasnos$¢”?
LKoii jaki jest, kazdy widzi” - czyz ta defincja Benedykta Chmielowskiego? nie jest najlepsza
odpowiedzia, jaka mozemy udzieli¢ pytani o rzeczy oczywiste? Ale matematyka nie toleruje zbyt
wielu oczywistoéci. Dlatego potraktujemy to pytanie powaznie.
Zacznijmy naiwnie: ,wlasnosé jest po to, by dzieli¢ obiekty na te, ktore ja maja (czyli desygnaty
tej wlasnosci) i te, ktére jej nie maja”. Nic dziwnego, ze teoria mnogosci oparta na paradygmacie
,wszystko jest zbiorem” ulegla pokusie utozsamiania wtasnoéci ze zbiorem jej desygnatéow>. Ta
propozycja jest atrakcyjna z kilku powodéw:

- nie mnozymy poje¢ podstawowych ponad miare (brzytwa Ockhama),

- jest zgodna z naszym doswiadczeniem Swiata zbioréw skonczonych.

A jednak... . Z cala jaskrawoscig ujawnia sie tu groza niefrasobliwego przenoszenia doswiadczen
Swiata skonczonego w kosmos zbioréw nieskoniczonych... Jesli zgodzimy sie, ze ,,by¢ zbiorem” jest
wlasnoscia (dlaczego nie?), a ,wlasno$¢ = zbiér”, to musimy uznaé istnienie ,zbioru wszystkich
zbioréw”. A to doprowadzilo Russella do odkrycia paradoksu, znanego dzis jako - jakby inaczej -
paradoks Russella:

zbiér wszystkich zbioréw U ma te wlasnosé, ze jest wlasnym elementem, U € U. A np. N ¢ N.
- zbiér liczb naturalnych nie ma tej wlasnosci. Konsekwentnie, mozemy moéwié¢ o zbiorze K tych
zbiorow, ktore nie sa swoimi elementami:

K ={A: A jest zbiorem i A ¢ A}
Prosta analiza pokazuje, ze:

K € K dokladnie wtedy, gdy K ¢ K

H To byt szok. A nawet dramat®. I koniec tzw. naiwnej teorii zbioréw. Naiwnoécia okazalo sie aprioryczne

1On the Foundations of Mathematics in 1987, Logic Colloquium’87, 1987.
2Nowe Ateny - pierwsza polska encyklopedia.
3To jest tzw. ekstensjonalne rozumienie wlasnosci.
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zalozenie, ze jezyk opisu uniwersum mozna stworzy¢ odwolujac sie - réwniez w sferze metajezyka - do

jedynego pojecia pierwotnego - zbioru - i pojedynczej zaleznosci miedzy zbiorami - relacji przynaleznosci.

Zwiazek miedzy zbiorami i wlasnosciami okazal sie bardziej subtelny. ,,Wlasnosé, ktora potra-
fimy opisa¢ w jezyku teorii zbioréw, wyznacza podzbiér dowolnego zbioru A ztozony z elementéw
A posiadajacych te wlasnosé”. To pozwala uniknaé¢ paradoksu Russella: wlasnosé (z = z) -, jestem
zbiorem réwnym samemu sobie” - ktéra wczesniej wyznaczala zbior wszystkich zbiorow - teraz
wyznacza podzbiér dowolnego zbioru A (réwny catemu zbiorowi A).

Réwnosé ,wlasnoéé = zbiér” zamieniono na ,wlasnosé = podzbiér (dowolnego zbioru)”?.

To wszystko prowadzi do odmiennego, intensjonalnego rozumienia wlasnosci: jej niezbywalnym
atrybutem jest to, ze jest opisana w pewnym jezyku®.

Jednak pelna swoboda jezyka opisu wlasnosci tez jest niebezpieczna:

Paradoks Richarda [85]: liczb rzeczywistych, ktére potrafimy opisa¢ za pomoca skonczonej licz-

by stéw jezyka polskiego jest przeliczalnie wiele. Mozna je wiec ponumerowac, ustawi¢c w cigg
(a®,at, ... a",...) korzystajac np. z leksykograficznego uporzadkowania ich skoriczonych opiséw.
Oznaczmy zbiér tych liczb przez E . Niech (a},a%,ab,...) bedzie rozwinigciem dziesigtnym liczby
a' 7. Rozwazmy liczbe b , ktérej rozwinigcie dziesietne (b°,b, b2, ...) wyglada tak: b, = a” + 1 jezeli
ay #91b, =0 - w przeciwnym przypadku. Liczba b nalezy do zbioru E (bo wlasnie przedstawi-
lismy jej skoniczony opis). Ale to niemozliwe, bo przeciez b, # al, czyli b # a™ dla dowolnej liczby
naturalnej n!
Kto winien, co zawiodlo®? Przyczyna zamieszania jest to, ze definicja (konstrukcja) ciagu (by,)
to przykltad definicji impredykatywnej. Russell, tworca tego terminu, ilustrowal go takim przy-
kladem:,a typical Englishman is one who possesses all the properties possessed by a majority of
Englishmen”. W duzym uproszczeniu: predykatywizm (przeciwienstwo impredykatywizmu) zakazu-
je formutowania wlasnoéci, ktorych desygnaty mozna okresli¢ jedynie odwolujac sie do catego zbioru
desygnatéw. Tak jak nasz ciag (by,), ktérego skoniczony opis odwoluje sie do zbioru E wszystkich
ciggéw o skoficzonym opisie?.

Podobny klopot mial G. Frege gdy definiowal wlasno$é N(z) ,by¢ liczba naturalna” tak: zbior
A spelnia formute N(x) (czyli jest liczba naturalna) jezeli A spelnia kazda ,wlasnos$é hierarchicz-
na”, ktora jest spelniona przez zbiér pusty. Witasnosé jest hierarchiczna, gdy z tego, ze przystuguje
zbiorowi B wynika, ze przystuguje tez zbiorowi B U {B}'°. To definicja impredykatywna, bo defi-
niuje POJEDYNCZA hierarchiczng wlasnosé ,bycia liczba naturalng”, odwotujac sie do wszystkich
wtasnosci hierarchicznych.

Uzycie definicji impredykatywnych moze prowadzi¢ do tzw. blednego kota: zrozumiesz to, gdy spro-

4G. Frege tuz przed ukoficzeniem dzieta, ktére w jego mniemaniu miato stworzyé podstawy matematyki, otrzymal
od Russella list opisujacy ten paradoks. Wtedy dopisal do swego dzieta postscriptum: ,,Uczonego rzadko moze spotkac
cos$ bardziej niepozadanego niz utrata podstaw akurat w momencie ukonczenia pracy... .

SWarto choéby wspomnieé o teorii zbioréw von Neumanna-Bernaysa—Godla (,,NBG set theory”, w ktérej pojeciem
pierwotnym jest klasa. Wlasnoé¢ wyznacza klasg a nie zbiér. Zbiér to element pewnej klasy.

SKonstruktywiéci odnosili wymég intensjonalnodci” réwniez do zbioréw: E. Bishop pisal: ,a set is not an entity
which has an ideal existence. A set exists only when it has been defined.”.
IntenCjonalny czy intenSjonalny? Filozofowie nie sg zgodni w opisie relacji migdzy tymi pojeciami (,,Umys! wobec
swiata” , K.Gajewski (internet)). Przyjmuje sie, ze - w odniesieniu do matematyki - sa to pojecia bliskie, a ich sens
wyraza stwierdzenie: itencjonalnosé to aktywny stosunek umystu do przedmiotu poznania. Zainteresowanym polecam
hasto , Intesional logic” w Stanfordzkiej Encyklopedii Filozofii (internet).

"To rozwiniecie moze by¢é nieskonczone, np. % = 0,33333.... Gdy jest skonczone, to uzupelniamy je do nieskon-
czonego dopisujac zera.

8Powotajmy komisje éledcza...

9Co z tym ,typowym Anglikiem”? Jest jasne, ze wigkszo$¢ Anglikéw (ma te ceche, ze) nie ma wszystkich cech,
ktére ma wiekszo$é Anglikéw ( bo ,wiekszosci” odpowiadajace réznym cechom mogg by¢ rézne). Zatem, zgodnie z
definicja, typowy Anglik musi byé¢ jednoczesnie... nietypowy.
Przykladem ilustrujacym niebezpieczenstwa impredykatywizmu jest definicja réwnosci Leibniza: ,obiekty A i B sa
réwne, jezeli kazda wlasnos¢ przyslugujaca A przystuguje B. I odwrotnie”. Czy ,by¢ rownym A” jest wlasnoscia?

OFrege, wspoéttworca logicyzmu traktujacego matematyke jako czeéé logiki, uznawat prymat wtasnosci nad zbiorem.
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bujesz - korzystajac z definicji Fregego - pokazaé, ze 1 = () jest liczba naturalna). Viciuos Circle
Principle (VCP) sformulowane przez Russella i Poincarego zakazywalo rozpatrywania obiektéw de-
finiowanych impredykatywnie. Zbiér opisany w paradoksie Richarda jak i ,,zbior liczb naturalnych
Fregego” sa wtedy ,zakazane”.

By¢ moze, to wlaénie klopoty z definicja Fregego sprawily, ze w teorii mnogosci mamy aksjomat orzekajacy
o istnieniu (najmniejszego) zbioru induktywnego a wlasnoscia wyrdézniajaca zbiory-liczby naturalne jest
przynalezno$é do tego zbioru (str. 11).

Jesli to mato (by zgodzi¢ sie, ze wybdr jezyka decyduje o tym, jak rozumiemy wlasnoéé), to pro-
ponuje analize PARADOKSU BERRY’EGO: ,n jest najmniejsza liczba naturalna, ktérej NIE MOZNA
opisa¢ (w jezyku polskim) za pomoca mniej niz stu stéw” . Tu przyczyna klopotu jest bezkrytyczne
uznanie, ze wiemy, czym jest ,opis”!l.

Mozemy zmieniaé¢ jezyk dostosowujac go do aktualnych celéw badawczych - to oczywiste. Ale mniej
oczywiste jest, ze mozna wskazaé¢ uniwersalny jezyk pozbawiony ograniczen jakie maja jezyki ,lokalne”
tworzone z mysla o konkretnych zadaniach badawczych.

7.0.1 Genialny wynalazek: formula

,Symbol goruje nad wyrazem nie tylko krétkoscia i jasnoscia, lecz
ma inng jeszcze zalete pierwszorzedna dla matematyka: sam przez
sie nie oznacza nic a nic” H. Steinhaus'?

Aby uniknaé ktopotéw z rozumieniem opisu wlasnosci bytéw matematycznych, lepiej zapomnieé
o wieloznacznych jezykach naturalnych. Matematyka potrzebuje wtasnego jezyka, ktoéry bedzie wol-
ny od tej wady - to jedno z zalozen ,programu naprawczego” przyjetego przez Hilberta i innych
matematykéw na przetomie XIX i XX wieku.

Formalne jezyki matematyczne pierszego rzedu charakteryzuja sie tym, ze operujemy w nich
pojeciem zmiennej (przedmiotowej).

Nie ma tekstu matematycznego bez ,x-so6w”, ,.y-grekéw” i im podobnych symboli, ktore $nia sie po nocach
maturzyst(k)om. Mentalna akceptacja pojecia zmiennej to dowdd pewnej dojrzalosci matematyczne;j.

Wprowadzenie zmiennych umozliwia opis wtasnosci obiektéw matematycznych za pomoca for-
mul. Wlaczenie formut do jezyka matematyki jest genialnym w swojej prostocie wynalazkiem,
poréwnywalnym z wynalezieniem druku'3. Aby wyjasni¢ skad ten entuzjazm, popelnimy male nad-
uzycie i opowiemy o - w rzeczywistosci nieistniejacych - ,formutach jezyka polskiego”.

Stwierdzenie ,by¢ miastem nadwislanskim” to niezgrabny, ale zrozumialy opis wlasnosci przy-
stugujacej pewnym polskim miastom. Torun ma te wlasnoéé¢ a Poznan jej nie ma.

Sformalizujmy to: formuty zdaniowe tworzymy korzystajac z tych samych regut gramatycznych,
ktore obowiazuja przy budowie zdan orzekajacych. Réznica w tym, ze budujac formul uzywamy,
obok stéw jezyka polskiego, specjalnych symboli - zmiennych.

Zapis ,,x jest miastem nadwislaiskim” jest formutla. Jesli zmienng z zastapimy nazwa ,Torui",
to otrzymamy prawdziwe zdanie ,Torui jest miastem nadwislanskim". I powiemy, Ze

formuta ,,r jest miastem nadwislanskim" jest spelniona przy wartoSciowaniu x := Torui
albo:

obiekt o nazwie Torui ma wiasno$¢é opisana przez nasza formule.

"Berry nie byt matematykiem ale bibliotekarzem, ktéry podzielil sie swoimi przemysleniami z ... Russellem.

12 Czym jest a czym nie jest matematyka”, Lwéw 1923

3By to docenié, wystarczy sprobowaé przeczytaé jakakolwiek prace matematyczna z okresu przed upowszechnie-
niem tego wynalazku. (...) wynalezienie zmiennych stanowi punkt zwrotny w dziejach matematyki; dzigki symbolom
tym czlowiek zdobyl narzedzie, ktére utorowalo droge rozwojowi wiedzy matematycznej [81]
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A gdy za zmienng r wstawimy nazwe ,Poznai", to otrzymamy sad falszywy - nasza formuta nie
jest spelniona przy wartosciowaniu x := Poznai.

Formuta to SCHEMAT reprezentujacy zdania ktére z niej uzyskamy zastepujac zmienne przedmiotowe
nazwami obiektéw. Takie zdania to jej instancje.

Formula jest opisem wlasnosci. Jesli formuta ¢(z) opisuje wlasnoéé W a zdanie-instancja otrzymana przez
zastgpienie zmiennej x nazwa obiektu O jest prawdziwe, to obiekt O ma wtasnosé W.14.

Dodajmy kolejny element do tej uktadanki. Wlasnosé ,bycia miastem nadwislaniskim” badaliSmy
w odniesieniu do zbioru polskich miast. Ale mozna tez pytaé, ktére z miast europejskich ma te wta-
snosé. Te samg wlasnoéé mozna badaé w réznych kontekstach wyznaczanych przez zakres zmien-
nosci zmiennych wystepujacych w formule. Matematyk powie - w réznych modelach jezyka!® .

Wtasnosé moze byé atrybutem pojedynczego obiektu, ale tez wyrédznikiem pary, trojki czy
skoniczonego ciagu obiektow. Np. wlasnosé ,x jest miastem mniejszym niz y" przysluguje parze
(Torusi, Poznan), bo ta formula jest spelniona przy wartosciowaniu [z := Torud,y := Poznaf] .
A nie jest spelniona przy warto$ciowaniu [x := Warszawa, y := Torud].
Nie ma istotnej réznicy miedzy opisem jedno- i wieloargumentowych wtasnosci za pomoca formut.
Poza ta, ze opisujac wlasnosci par uzywamy formut z dwiema zmiennymi. Opisujac wtasnosci tréjek
obiektow uzyjemy trzech zmiennych. I tak dalej.
Skoro formuly to schematy zdan, to nie dziwi, ze do budowy formut ztozonych umozliwiajacych opis
ztozonych wlasnoéci uzywamy spéjnikéw znanych z logiki zdaniowej. Tak zbudujemy np. formute
»(r jest miastem nadwislafiskim) A (z jest siedziba uniwersytetu)”. Ocena, czy taka for-
mula jest spelmiona np. przy wartoSciowaniu [z := Torud] (czy Torud ma tak opisana wlasno$é)
wymaga tylko elementarnej umiejetnosci obliczania wartosci logicznej zdania zlozonego (i pewnej
wiedzy o Toruniu).

Nasze intuicje zwigzane z przypisywaniem obiektom wtasnosci zostaly w ten sposéb - poprzez
wprowadzenie pojecia formuty i jej spelniania - sformalizowane. Mamy jezyk opisu wlasnosci.

Kolejny krok w strone formalnego jezyka matematycznego, to wprowadzenie do opisu wlasnosci
specjalnych symboli. I tak jesli umowimy sie, ze symbol ,,>” zastepuje fraze ,,jest wiekszy od",
to przydlugi zapis , ,xr jest wiekszy od y" zastapimy zgrabnym x > y.

Ot, cala tajemnica...

Roéwnie genialny pomyst - termy
H Sa dwa sposoby identyfikowania obiektu. Pierwszy - przez opis jego wlasno$ci. Drugi - poprzez nazwe.

Sa dwie kategorie nazw. Najprostsze to identyfikatory nadawane obiektom bez szczegdlnego
uzasadnienia. Nazwa-identyfikator Torun jednoznacznie wskazuje pewne polskie miasto'. Nazwy
zlozone pojawiaja sie wtedy, gdy zauwazymy (udowodnimy), iz pewna wlasnosé pary (tréjki, etc.)
elementéw ma charakter funkcyjny. Np. wlasnos¢ opisana np. formula ,,x jest ojcem y" - ma
charakter funkcyjny, bo kazdy cztowiek ma jednego ojca. Dlatego mozna wprowadzi¢ do jezyka
ztozong nazwe ojciec(Bolestawa Chrobrego) wskazujaca osobnika, ktéremu przypisaliSmy wcze-
éniej identyfikator - Mieszko I'7.

Podobnie funkcjonuja nazwy w matematyce. Przesledzmy jak to dziala w arytmetyce.

4G Frege, ktéremu mozna przypisaé¢ wynalezienie formul, méwit nie o wtasnosciach ale o pojeciach:,, A concept is
a function of a special kind: one whose value, for every argument, is a truth value. If a concept-word is completed by
inserting a word for an object, which Frege calls a proper name, into the blank space, the result is a sentence” [66]

5Definicje modelu jezyka poznamy pézniej. Teraz wystarczy nam kojarzenie ,modelu” z apriorycznym wyznacze-
niem zakresu zmiennosci zmiennych przedmiotowych.

167Znawcy przedmiotu powiedza, ze méwimy tu o nazwach wlasnych: ,,Karol to po prostu ten, kto zostal nazwany
Karolem, i nie mozna na podstawie takiej definicji stwierdzi¢, komu jeszcze moglaby taka nazwa przyslugiwacé”
(wikipedia). ,,Sens nazwy wlasnej pojmuje kazdy, kto jest wystarczajaco obeznany z jezykiem” (Frege).

70jciec(Mieszka I) (ktéry niewatpliwie istniat) jest identyfikowany tylko przez te zlozona nazwe, a nie przez
przypisang mu nazwe wilasna.
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Liczby naturalne - numeraly - to identyfikatory. Wtasnosci ,,z jest sumg liczb z i y" i ,2
jest iloczynem liczb x i y" majg charakter funkcyjny - suma i iloczyn dwdéch liczb sa wyzna-
czone jednoznacznie. Zastepujac zwroty ,jest sumg" i ,jest iloczynem” symbolami ,+”7 i ,-”
mozna do jezyka arytmetyki wlaczy¢ ztozone nazwy takie jak np. 2+ 2 czy tez 3 - 11 identyfikujace
jednoznacznie pewne liczby. Nic tez nie stoi na przeszkodzie, by - korzystajac z konstruktoréw nazw
- ,+7 1, - budowaé¢ dowolnie skomplikowane nazwy - np. 2+ (3+8), (7+3) - (2+ 1).

Stad tylko krok by pojaé, czym w jezykach formalnych matematyki sa schematy nazw zwane
termami. To wyrazenia budowane tak jak nazwy zlozone, z ta réznica, ze do ich budowy uzywamy
- obok nazw-identyfikatoréw - tych samych zmiennych przedmiotowych, ktére odegraly tak istotng
role w budowie formul. Np. napis (z + 3) - y jest termem arytmetycznym - schematem nazwy w
jezyku arytmetyki. Nazwa zlozona to teraz term w ktérym nie ma zmiennych - term domkniety.

Podobnie jak formula, term to SCHEMAT reprezentujacy klase zlozonych nazw, ktére uzyskamy ZASTE-

PUJAC zmienne w nim wystepujace termie przez identyfikatory!'®.

Nazwy wskazuja obiekty. Mozna je wstawiaé - w procesie wartosciowania formul - w miejsce
zmiennych. Np. mozemy pytaé, czy formula z < y jest spelniona przy warto$ciowaniu [z := 2 +
2,y := 3] (nie jest). To oczywiste. Natomiast podstawiajac w formule za zmienne przedmiotowe
termy zawierajace zmienne tworzymy nowe formuly. Np. x <y ~» z+2z < y-(z+1) (podstawiliémy
tu term x 4+ z w miejsce z , a term y - (z + 1) w miejsce y).

Wprowadzenie termoéw do jezyka matematyki stwarza mozliwo$¢ operowania specyficznymi for-
mutami zwanymi réwnosciami. To napisy ksztaltu t = p gdzie ¢ i p sa termami. Np. x+y =y+2-x.
To pozwala méwié¢ o wlasnosciach ,,opisywanych rownoéciowo”.

Whprowadzenie terméw wzbogacito sktadnie formalnych jezykéw matematyki.

Co to daje? Nic, gdy mamy na uwadze li tylko sile jezyka - wszystko, co powiemy w jezyku pierwszego
rzedu z termami da sie wyrazi¢ w jezyku, w ktérym ich brak.

Ale jezyk jest nie po to, by byl, ale po to, by sie nim postugiwaé. Dlatego wzbogacenie jezyk o termy jest
istotne.

Oto przyklad: dwie formuly arytmetyczne - suma(x,y, z) A suma(x,y,t) — (z =t) oraz z +y =y +
opisuja przemieno$¢ dodawania. W drugiej formule uzyliémy terméw, w pierwszej nie.

Ktéry opis jest bardziej przyjazny?
7.1 Diabelska sztuczka - kwantyfikatory

H Kwantyfikatory stuza do pogarszania samopoczucia studentéw... .

Wprowadzenie zmiennych prowadzi do wzbogacenia sktadni jezyka formul - obok koniunkeji,
alternatywy, negacji i implikacji pojawia sie nowy rodzaj konstruktoréw - kwantyfikatory.
Zacznijmy tak: gdy obu zmiennym wystepujacym w formule:

»r jest miastem wigkszym od kazdego miasta y"
przypiszemy wartosci - np. [z := Warszawa, y := Gdynial - to otrzymamy stwierdzenie:
,Warszawa jest miastem wigkszym od kazdego miasta Gdynia"
pozbawione nie tylko wartoéci logicznej, ale i sensu.

H Fraza ,dla kazdego” poprzedzajaca zmienna y zasadniczo zmienita jej role. Logicy powiedza, ze zostala

18W lingwistyce (niematematycznej) zamiast o termach moéwi sie o formulach nazwowych. My ten drugi termin
bedziemy uzywaé¢ w nieco innej, niz rozpatrywana teraz, sytuacji.
A. Tarski w [81] uzywa terminéw funkcja zdaniowa i funkcja nazwowa.
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ona zwigzana przez kwantyfikacje. Zmienna x pozostata wolna. Nowa formula nie opisuje juz wlasnosci
pary obiektéw (co sugeruje liczba zmiennych), ale wlasnosé pojedynczego obiektu (bo tylko jedna zmienna
jest wolna, niezwiazana).

Zapiszmy nasza formute tak, by wyraZnie wskazaé¢ zmienng zwigzana:

»,dla kazdego y: x jest miastem wigkszym od miasta y"
a fraze ,dla kazdego y” zastapmy specjalnym symbolem - kwantyfikatorem uniwersalnym®'®:

Vy (x jest miastem wiekszym od miasta y)

Ta formula (z jedna zmienna wolna z!) jest spelniona przy wartoSciowaniu [z := Warszawa| w
modelu ,polskie miasta” wtedy, gdy formuta o dwoch zmiennych wolnych powstala przez pominiecie
kwantyfikacji:

»r jest miastem wiekszym od miasta y"
jest spelniona dla kazdego wartosciowania postaci [z := Warszawa,y := M| gdzie za M mozemy
wstawi¢ dowolne polskie miasto? .
To jest nie tylko zgodne ze zdrowym rozsadkiem. To jest tez opis procedury orzekania o spetnianiu
formut tego ksztaltu:

aby sprawdzic, czy formulaVy, ¢(x,y) jest spelniona dla wartosciowania zmiennej wolnej [x :=
A] uwalniamy ja od kwantyfikatora uniwersalnego i testujemy spelnianie formuly ¢(x,y) dla
wszystkich wartosciowan postaci [z := A,y := M] , gdzie za M przyjmujemy kolejno wszystkie
obiekty rozwazanego modelu. Jesli przy wszystkich takich wartosciowaniach formula ¢(z,y) jest
spelniona, to pierwotna formula ¥V, ¢(z,y) jest spelniona przy wartosciowaniu [z := A].

Jest jeszcze drugi kwantyfikator - egzystencjalny (oznaczany symbolem 3): formute
»,T jest wieksze od pewnego miasta y”

zapiszemy - porzadkujac skladnie i wprowadzajac symbol ,>” - tak:
»Jy:(z jest wigksze od y") lub ,3y(z > y)”

Procedure sprawdzania spelnialnosci formuty tego ksztattu opiszemy tak:

aby sprawdzi¢, czy formula 3,¢(x,y) jest - w badanym modelu! - spelniona dla wartosciowania
zmiennej wolnej [x := A] , realizujemy nastepujaca procedure:

- uwalniamy od kwantyfikatora egzystencjalnego zmienna y,

- oceniamy spelnialnosé formuly ¢(x,y) dla wartosciowan postaci [x := A,y := M| wstawiajac
za M kolejno wszystkie obiekty rozwazanego modelu. Jesli choéby przy jednym z tych war-
tosciowan formula ¢(x,y) jest spelniona, to uznajemy, ze formula 3, ¢(x,y) jest spelniona przy
wartoSciowaniu [z = A].

Kwantyfikacja umozliwia opis wlasnoéci nowego typu: takich, ktérych spelnianie przez wskazany obiekt
(obiekty) zalezy od ,kontekstu” - od tego, jaki ogdl obiektéw aktualnie rozwazamy. Od modelu.

To rézni logike zdaniowa i logike pierwszego rzedu. Prawdziwos$¢ zdania ,Warszawa jest miastem
nadwislafiskim” nie zalezy od tego, czy jako model wskazaliSmy zbior wszystkich miast polskich czy
europejskich. Ale to jest istotne dla oceny prawdziwosci zdania ,,V,( Warszawa > y)"

Ocena spetnialnosci formuty w ktorej wystepuja kwantyfikatory wymaga ogladu calego modelu.

Wartosé logiczna zdania jezyka pierwszego rzedu zalezy od wyboru ,kontekstu” (modelu).

7.1.1 Jezyk pierwszego rzedu i jego semantyka

Zamienmy teraz nieformalng opowie$¢ o jezyku pierwszego rzedu na formalna definicje.

19Gdzies(?7) wyczytatem, ze ten symbol wprowadzit G. Gentzen (w 1935 roku). Co nie zmiena faktu, ze prekursorem
matematycznego jezyka operujacego formutami, termami i kwantyfikatorami jest G. Frege.

20Spetnianie tej formuty istotnie zalezy od wyboru modelu! W modelu ,polskie miasta” formuta jest spelniona
przy warto$ciowaniu a w modelu ,miasta europejskie” juz nie!
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Budowe takiego jezyka zaczynamy od arbitralnego ustalenia stownika (sygnatury) - zbioru sym-
boli relacyjnych - R , symboli operacyjnych - Q i statych - C. Z kazdym symbolem relacyjnym i
operacyjnym wiazemy liczbe naturalna - jego argumentowosé (arnosé)?!.

Przyjmijmy, ze ¥ = (R = (R, : n € N),C,Q = (Q,)) jest takim stownikiem. Z symboli
operacyjnych, stalych i zmiennych przedmiotowych budujemy termy:

- zmienne i stale sa termami,
- jezelity ..., t, sa termami i q € 2, to napis q(t1,...,t;) jest termem?.

7 symboli relacyjnych i terméw budujemy formuly. Formuty atomowe to:

- réwnosci (t; = to)
- napisy postaci r(ty,..., t,), gdzier € Ry, aty,...t, sa termami.
Formuty ztozone tworzymy z formul atomowych wedlug nastepujacych regut:
- jezeli napisy ¢ i1 sa formulami, to sa nimi tez napisy —¢, (¢ A1), (¢ V @) oraz (¢ — 1),
- jezeli napis ¢ jest formula, a x jest zmienna przedmiotowa, to napisy V¢, 3, ¢ sa formulami (w
ktérych zmienna x jest odtad zwiazana).

Interpretacja jezyka pierwszego rzedu sygnatury ¥ wymaga wskazania:
- zbioru A (wyznaczajacego zakres zmiennosci zmiennych przedmiotowych),
- wskazania funkcji ¢*: A" — A , dla kazdego symbolu operacyjnego q € Q, C Q)
- wskazania podzbioru A, C A" , dla kazdego symbolu relacyjnego r € R, C R,
-wskazania elementu a. € A , dla kazdej stalej c € C.

Korzystajac z rekurencyjnej definicji terméw i formul zdefinujemy semantyke termu ¢(x1, ..., x,)
jako funkcje [[t]]: A™ — A a semantyke formuly ¢(z1,...,z,) jako podzbidr [[¢]] C A™.

Zdanie pierwszego rzedu sygnatury . to formula, w ktorej wszystkie zmienne sa zwigzane.

Aksjomatyczna teoria pierwszego rzedu sygnatury ¥ to dowolny rozstrzygalny zbior zdan tej
sygnatury.

Interpretacja (A, (¢%: q € Q),(A,:r € R, a.: ¢ € C) jest modelem teorii T jesli wszystkie

aksjomaty tej teorii sa przy tej interpretacji prawdziwe?3.

H Semantyka teorii pierwszego rzedu to klasa wszystkich jej modeli.

Logika jezyka pierwszego rzedu jest opisywana jako system formalny pozwalajacy budowaé
dowody zdan. Ten system jest niezalezny od wyboru sygnatury X, jest wspdlny dla wszystkich
jezykéw pierwszego rzedu??.

Utrwalmy te wiedze czytajac ze zrozumieniem ponizszy tekst w jez. angielskim: ,The notion

of formal system is the central concept in any formalistic view of mathematics. Such a system is
characterized by the fact that the process of proof is specified by explicitly stated rules. The initial
conventions specifying such a formal system (...) will consist of three kinds of conventions (...):
- First we shall have conventions stating what the objects of the theory, which I shall call its terms,
shall be. These conventions will consist of a list of primitive terms, a list of operations for the for-
mation of further terms and a set of rules of formation describing how new terms are to be formed
from the primitive ones (...).”

21Stownik budujemy stosownie do celu badan. Np. gdy chcemy méwié¢ o poréwnywaniu, to powinniémy dyspono-
waé dwuargumentowym symbolem relacyjnym (zazwyczaj sugestywnie oznaczanym przez ,<”). Gdy mamy zamiar
rozwazaé operacje dodawania, to do slownika wlaczymy symbol ,+”. zbidr stalyc C' to pewien zaséb nazw indywi-
duowych.

*2Termy to schematy nazw - formuly nazwowe (str. 75).

23 Aksjomaty to zdania, czyli formuly bez zmiennych wolnych. Zatem semantyka aksjomatu jest jeden z dwéch
podzbioréw zbioru jednoelementowego.

2Dlatego zapewne méwi sie czesto o jezyku pierwszego rzedu (pomijajac wskazanie sygnatury) i uzywa okredleri:
rachunek predykatéw pierwszego rzedu (first order predicate calculus) oraz logika pierwszego rzedu (first order logic)
i skrétu FOL. Zainteresowanych detalami odsytam do powszechnie dostepnej literatury i/lub wikipedii.
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- Next we have conventions specifying a set of propositions, which I shall call elementary propo-
sitions, concerning the terms. Ordinarily (...) an elementary proposition is formed by applying a
predicate to the appropriate number of terms as arguments.

- Finally we have specifications determining which of the elementary propositions are true. A cer-
tain set of these elementary propositions, called axioms, are stated to be true outright; and specific
rules of procedure are given which are to determine how the derivation of new elementary theorems
is to proceed. This process amounts to a recursive definition of the elementary theorems” - H. Curry

[17].

7.1.2 Nowy rodzaj zdan

W formule V,, 3, (x < y) nie ma zmiennych wolnych - obie zmienne z,y sa tu zwiazane przez kwan-
tyfikatory. Takie formuly to zdania. Ale nieco inne niz sady jednostkowe - zdania, ktére otrzymamy
z formul bezkwantyfikatorowych zastepujac zmienne nazwami obiektéw.

Sady jednostkowe opisuja fakty - ,,Jan jest podréznikiem" , 1 + 1 = 3. Natomiast zdania
+Vg ( jest mtody — x lubi podrézowac)” czy tez V,3,x < y méwia ,coé innego”. Ale co?
Najpierw odpowiemy jak formalisci. Zdania to formuly, wiec mozna pytaé, czy zdanie jest spel-
nione przy warto$ciowaniu zmiennych wolnych w nim wystepujacych. Tyle, ze w zdaniu wszystkie
zmienne sa zwiazane! To musi (powinno) budzié¢ niepokdj: jak wartosciowaé¢ zmienne, ktérych nie
ma? Formaliéci - czerpigc pelnymi garSciami z teorii mnogosci - odpowiadaja: warto$ciowanie to
funkcja okreslona na zbiorze Free(¢) wszystkich zmiennych wolnych danej formuty ¢ o wartosciach
w rozwazanym modelu:

wartosciowanie : Free(¢) — model

Gdy ¢ jest zdaniem, to zbiér Free(¢) jest pusty. To nie boli formalistéw: wiemy (wiedza ci,

ktorzy znaja podstawy teorii mnogosci), ze funkcja () — model istnieje i - dla ustalonego modelu -
jest jedna jedynal!
Tyle formalisci. Ale RACJA BYTU formul w tym, ze opisuja wlasnosci. Formuta o n zmiennych
wolnych opisuje wlasnos$¢ n-elementowych ciagdéw. Zdanie opisuje wlasnosci... 0-elementowych (pu-
stych) ciagéw? Préba tlumaczenia, co to jest ,wlasnos$é pustego ciagu elementéw”, skazana jest na
porazke. Znaczenie zdan trzeba ttumaczyé inaczej:

ZDANIA OPISUJA CECHY WEASNOSCIZ®

Oto przyklad. Wtasnosé par ludzi opisana przez formule ,y jest matka z” ma oczywista ceche -
kazdy czlowiek ma matke?®. Te ceche wlasnoéci .,y jest matka z” opiszemy za pomoca sekwencji
dwoch kwantyfikatoréw - ,V, 3,y jest matka z”.

Przyktad bardziej naukowy: studenci wiedza (bo musza), ze aby wlasno$é par elementéw mogta
by¢ nazwana réwnowaznoscia, musi by¢ zwrotna, symetryczna i przechodnia. Jezeli te wlasnosé
opisuje formule r(z,y) to te cechy opiszemy tak: V,,7(x,y) (zwrotnosé), VY ,r(xz,y) — r(y,x)
(symetria) i Vg, .7(x,y) ANr(y,2) — r(z,2) (przechodniosc).

Ale kwantyfikatory moga pojawié sie nie tylko na poczatku, ale tez wewnatrz formuty, jak np.
w zdaniu V, p(x) — 3, r(x). Troche trudniej uwierzy¢, ze takie zdanie opisuje ,cechy wlasnosci”.
A jednak. Wynika to z twierdzenia o preneksowej postaci normalnej:

,2dowolne zdanie jezyka pierwszego rzedu ¢ jest réwnowazne zdaniu w preneksowej postaci
normalnej - zdaniu, w ktorym wszystkie kwantyfikatory zgrupowane sa na poczatku:

¢$=Qy, - Qp Y
gdzie kazde Q' to kwantyfikator uniwersalny badZ egzystencjalny, a formula 1) jest bezkwantyfika-
torowa”.

5 Méwie o ,cechach wlasnosci” by uniknaé niezrecznego zwrotu ,wlasnoéé wlasnosci”. Moze lepiej bytoby méwié o
scechach (skoniczonej) rodziny wlasnosci” , bo przeciez w zdaniu mozna uzyé jednoczesnie kilku symboli relacji, np.
Ve (r(z) — p(z)) -,kazdy obiekt posiadajacy wlasnosé r(x) ma réwniez wlasnosé p(z)”. Ale to nie jest istotne.

Zapomnijmy na chwile o Adamie...
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H Kwantyfikacja umozliwia konstrukcje nowego rodzaju zdan - zdan opisujacych cechy wtasnoéci?”.

Sady jednostkowe pozwalaja jednoznacznie opisaé¢ dowolny SKONCZONY obiekt matematyczny -
wystarczy zadbad, by kazdy element takiego obiektu miat swg indywiduowa nazwe. Np. tréjelemen-
towy zbior liniowo uporzadkowany opiszemy wykorzystujac pojedynczy binarny symbol relacyjny
»<7 1 trzy nazwy a,b,c. Jego ,teoria” - opisujacy go zbiér zdan LOs - wyglada tak:

LOs ={a<ba<cb<c(b<a),~(c<a)..} - darujmy sobie wypisywanie tego, co oczywiste.

Ale to ubogie: kolekcja sadéw jednostkowych, nawet kompletna, to nie WIEDZA matematyczna)!
To tylko malto efektywny OPIS. I co najistotniejsze dla matematyki swobodnie operujacej nieskon-
czonoscia: nie mozna tej ,faktograficznej” metody opisu stosowa¢ do obiektéw nieskonczonych.

Badanie modeli nieskoficzonych umozliwia jezyk pierwszego rzedu. Zamiast nadawaé¢ indywi-
duowe nazwy elementom obiektu (co np. w przypadku liczb rzeczywistych i tak jest niemozliwe)
wyrdzniamy i NAZYWAMY pewne interesujace nas wlasnosci - relacje miedzy elementami badanego
obiektu. Poznanie obiektu to odnajdywanie cech tych wtasnosci opisywanych jako zdania jezyka
pierwszego rzedu.

H Matematycy nie badaja przedmiotéw, lecz stosunki miedzy przedmiotami - H. Poincare [57].

Logika zdaniowa to logika sadéw jednostkowych. W tej logice relacja konsekwencji jest staba:
wnioski, jakie mozna w niej wyprowadzi¢ z wybranego a priori zbioru aksjomatéw - sadow jednost-
kowych - nie sa od nich zbyt odlegte. To kaze watpi¢ w sens organizowania wiedzy matematycznej
w postaci teorii aksjomatycznych pisanych w ,logice rzedu zero”.

Relacja konsekwencji w logice jezyka pierwszego rzedu jest zdecydowanie silniejsza. Oto spektaku-
larny przyktad. Trzy zdania:

Yy, 2(yz) = (zy)z,

Ve.xe =x Nex =z,

Vedyzy =yr =e
to znana wszystkim matematykom teoria grup. Jesli postrzega¢ ja jako teorie rzedu zero, to jej
konsekwencje sa zadne, gdyz sa to - w logice zdaniowej - zdania proste. Nie sa proste, gdy traktujemy
te teorie jako teorie pierwszego rzedu. Wéwczas jej zbior konsekwencji to bogata (pierwszorzedowa)
teoria grup - calkiem spora ksiazka.

Kwantyfikacja nie jest prosta

Nasz jezyk i jego logike uksztaltowalo doswiadczenie $wiata skoniczonego. W tym Swiecie mozna
mowié, ze ,kwantyfikacja uniwersalna to uogélniona koniunkcja, a egzystencjalna to uogélniona
alternatywa”. Kwantyfikacja jest tu tylko usprawnieniem, optymalizacja jezyka?s.

Wchodzac z tym wyobrazeniem w Swiat matematyki obiektéw nieskoniczonych nagle odkrywamy;,
ze jesteSmy bezradni jesli za sens dzialania matematycznego uznajemy ORZEKANIE o spelnialnosci
formul. Bo przeciez ,aby orzec, czy formuta V, ¢(z,y) jest spelniona dla wartoSciowania [z := A]
testujemy spelnianie formuly ¢(x,y) dla wszystkich wartosciowaii postaci [x := A,y := M| , gdzie
za M przyjmujemy kolejno wszystkie elementy rozwazanego modelu(...)”.

To wykonalne w modelu skonczonym. Ale w modelu nieskoniczonym taka weryfikacja spetnialnosci

formuty V, ¢(x,y) bedzie trwala wiecznie. Bez sensu®.

2TTak mozna opisaé¢ role kwantyfikatoréw tylko w logice klasycznej, gdzie obowiazuje prawo wylaczonego érodka!

ZENawet w $wiecie zbioréw skoficzonych, rozwazajac sady rozpoczynane od frazy ,dla kazdego” oczekujemy uzasad-
nienia bardziej zwiezlego niz kolejne uzasadnianie poszczegdlnych przypadkéw. Czy zaakceptujemy uzasadnienie sadu
ykazdy wspdlczesnie zyjacy czlowiek ma swojego tatusia” przez osobne rozpatrywanie kilku miliardéw przypadkéw?

29Pozbawione sensu jest tez méwienie o ,kolejnym” wybieraniu elementéw modelu, gdy jest nim np. nieprzeliczalny
zbiér liczb rzeczywistych.
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W $wiecie skoniczonych modeli definicje spetniania formul postaci ¥, ¢(x,y) i 3, ¢(z,y) sa jednoczesdnie
opisem prostych procedur weryfikacji spelniania.

W $wiecie modeli nieskonczonych - w matematyce - te definicje sa juz tylko opisem zadania do wykonania.
Jego rozwigzaniem musi by¢ czyms$ innym niz cierpliwg weryfikacja spelnialnosci formuty przy kolejnych
wartosciowaniach zmiennych.

Pewng odpowiedzig na to wyzwanie sa formalne systemy dowodzenia dla logiki pierwszego rzedu
- takie, w ktérych dowodliwosé formuly oznacza jej spetnianie w dowolnym modelu przy dowolnym
wartosciowaniu. Ale wystarczy spojrze¢ na jakikolwiek taki system formalny by sie zniechecié:
reguty dowodzenia zwigzane z kwantyfikatorami sg zazwyczaj odlegle od intuicji. Analiza tych
systemow nie zbliza nas do zrozumienia istoty kwantyfikacji.

Duzo bardziej pouczajaca jest analiza semantyki kwantyfikatoréw. Sprébujmy. Niech A bedzie
modelem posadowionym na zbiorze A. Semantyka formuly o n-zmiennych wolnych ¢(z1,...,x,)
jest podzbidr n-tej potegi kartezjanskiej A™: [[¢(z1,...,x,)]] C A™.

»2Kwantyfikatory wiaza zmienne”. to oznacza, ze semantyks kwantyfikatoréw powinny by¢ pewne
operacje przeksztalcajace podzbiory zbioru A™ w podzbiory A1

Bc A" ~ 3B, VBCA™!

To wydaje sie proste:
Y(B) = {(a1,...an_1) € A" ' (ay,...an_1,a) € Bdla kazdego a € A},
3(B) = {{(a1,...an_1) € A" ': gdy istniejea € Ataki, ze (ay,...an_1,a) € B}

~N

Pomézmy sobie rysunkiem (dla n = 2):30

Dlaczego tylko ,,wydaje sie” proste? Kwantyfikatory ,dla kazdego” i ,istnieje” opisatem tu odwotu-
jac sie do potocznego rozumienia fraz ,dla kazdego” i ,istnieje”. Malo to elegenckie... . A wlasciwie
btedne.
Szczesliwie, mozna to poprawic:
Y(B) to najwiekszy podzbiér A"~ taki, ze ¥(B) x A C B,
3(B) to najmniejszy podzbiér A"~! taki, ze B C I(B) x A.
co oznacza, ze zbiory I(B) i V(B) sa JEDNOZNACZNIE wyznaczone przez takie oto réwnowaznosci:
dla dowolnych zbioréw C C A" i D C A" 1.
BCA"'xD wtw 3I(B)CD
A"'xDCB wtw DCVY(B)

Takie odczytanie semantyki kwantyfikacji nie jest tylko ciekawostka. Jest to podstawa interpretacji jezyka

pierwszego rzedu w matematycznym uniwersum réznym od tego, ktére opisuje teoria mnogoéci®!.

39Nie ma to jak metafory geometryczne... .
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Zalézmy, ze podzbiory B i D to semantyki formut: B = [[¢(z,y)]] i D = [[¢(z))]] *2. Wowczas
[[o(Z)]] x A=[[¢((z)) A (y = y)]] a opisane réwnowaznosci przybiora taki ksztalt:

W@yl clie@Aly=vl] < Bl )] cv@)]
le@) Ay =l €@ ] < llo@)] V(@ y)l

Zawieranie [[a(z)]] C [[B(Z)]] oznacza, ze - w rozwazanym modelu - wlasno$é opisana przez

formule [ jest konsekwencja wlasnosci opisanej przez formule « , tzn. formula 5(Z) jest spelniona
przy kazdym wartosciowaniu zmiennych w rozwazanym modelu, przy ktorym spelniona jest formuta
a(z).
Ale to ma sens (i jest zgodne z intuicja) tylko wtedy, gdy w obu formutach mamy te same zmienne
wolne. Relacje semantycznej konsekwencji miedzy formutami o réznych zbiorach zmiennych wolnych
mozna definiowaé odwolujac sie do kwantyfikacji. Wystarczy zauwazy¢, ze formula ¢(z) A (y =
y) jest spelniona przy wartoSciowaniu [Z := a,y := ap| dokladnie wtedy, gdy formula ¢(z) jest
spelniona przy wartosciowaniu [z := a]. Wéowczas lewe strony opisanych wyzej réwnowaznosci
mozemy odczytaé tak: formula ¢(Z) jest konsekwencja formuly ¢ (z,y)” oraz formula (Z,y) jest
konsekwencja formuly ¢(z)”

Kwantyfikacja pozwala méwié o relacji konsekwencji semantycznej miedzy formulami o réznej liczbie
zmiennych wolnych poprzez redukcje do - intuicyjnie prostej - relacji konsekwencji miedzy formutami o
tej samej liczbie zmiennych wolnych.

Jak zwalczaé z kwantyfikatory?

Bez watpienia to kwantyfikatory sprawiaja, ze logika pierwszego rzedu (i, posrednio, matematy-
ka) zniecheca zwyklych $miertelnikéw. Dostrzegano to juz w starozytnosci. Tworzono schematy,
pozwalajace zrozumieé (zapamietac) subtelne zaleznosci miedzy zdaniami jezyka pierwszego rze-
du. Na przyktad, kwadrat logiczny zdefiniowany i rozwazany przez Arystotelesa to opis zalezno$ci
miedzy czterema zdaniami: Vy (¢(x) — (x)), 3z (¢(z) A ¥(z)), i ich negacjami - =V (¢(z) —
¥(x)), =3z (¢(x) A (x)). Kwadrat logiczny wskazuje, ktére pary utworzone z tych zdan sa wza-
jemnie sprzeczne, wykluczajace sie czy tez dopelniajace®®. Opanowanie tego fragmentu logiki pierw-
szego rzedu jest dla wickszosci studentéw prawa koszmarem w czystej postaci.

Niewiele ryzykuje twierdzac, ze powodem powszechniej niecheci do kwantyfikatoréw sg trud-

noéci zwigzane z budowa wyobrazenia o cechach wlasnoéci opisywanych przez formuly z kwantyfi-
katorami. To proste, gdy w formule jest pojedynczy kwantyfikator. Nie jest tez specjalnie trudne,
gdy kwantyfikatory sa dwa: V,3,¢(z,y) - ,dla kazdego elementu a (rozwazanego modelu) mozna
wskazac element b taki, ze para (a,b) ma wlasnos¢ opisana przez formule ¢(z,y)”. Réwnie latwo
uchwycimy sens formuly 3,V,¢(z,y).
Schody si¢ zaczynaja3*, gdy w formule buszuje cale stado kwantyfikatoréw i to w sposéb zagniez-
dzony. Np. w zdaniu 3, (¥, (3. (y = v +2))) w zasiegu kwantyfikatora 3, jest zagniezdzona formula z
kwantyfikatorem V(. ..) a wewnatrz niej - w zasiegu kwantyfikatora V, - jest zagniezdzona formula
z kwantyfikatorem 3, . Stopien kwantyfikatorowy tego zdania to liczba 3.

Im wieksza gleboko$é¢ zagniezdzenia kwantyfikatoréw, tym trudniej o intuicyjne wyobrazenie
wlasnosci opisywanej przez formute. Wielu studentéw ma juz kltopot ze zbudowaniem intuicji zwia-
zanej z pojeciem granicy funkcji opisywanej formalnie za pomocg ,koszmarnej” formuty:

Vo (@>0— (Fy Vs (2>y—[f(2) —g|l <))

31To zdanie stanie si¢ zrozumiale, gdy poznamy teori¢ toposéw (opisana w drugiej czeéci tych notatek).

327 = (z1,...,2n)

33Patrz: https://pl.wikipedia.org/wiki/Kwadrat logiczny

34 Skoriczyly sie zarty, zaczely sie schody” - to stynne powiedzenie generata Wieniawy-Dtugoszewskiego. Jedna z
wersji tej anegdoty méwi, ze powiedzial to, gdy zatozyl sie, iz wjedzie konno po schodach na pietro hotelu Bristol.
Inna, ze wtedy, gdy - lekko zuzyty - mial zej$¢ z tychze schodow... .
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A to dlatego, ze stopien kwantyfikatorowy tej formuly jest réwny 3 2. Liczba stopni schodéw
generata Wieniawy odpowiada glebokosci zagniezdzenia kwantyfikatoréw... .

A teraz wyobrazmy sobie formule, ktérej stopien kwantyfikatorowy to np. 17...

Czy potrzebna jest niczym nieograniczona mozliwo$¢ budowania skomplikowanych formut, ktorych
sens nam umyka? Czy sady matematyczne formulowane za pomoca zdan, w ktérych glebokoéé
zagniezdzenia kwantyfikatoréw jest réwna, powiedzmy, tysiac, sa istotne, ,maja sens”?
matematyki, jak kazdy inny, to narzedzie, z ktérego korzystamy stosownie do potrzeb. Niesposéb
przewidzieé, jak bardzo ztozone formuly beda kiedys komus potrzebne. Jezyk polski tez nie ograni-
cza a priori dlugosci wyrazéw i zdan, ale to nie oznacza, ze bedziemy kiedykolwiek tworzy¢ wyrazy
zlozone z tysiaca liter i skladaé zdania z tysigca stow36.

Jednak fakt, ze nie mozna wykluczy¢ istnienia twierdzen sformutowanych jako zdania o ogrom-
nej zlozonosci kwantyfikatorowej, ktére sa wazne dla naszego zrozumienia tej czy innej teorii ma-
tematycznej moze niepokoié¢: jak mozna zrozumieé¢ twierdzenie i docenié jego znaczenie, skoro nie
potrafimy go odczytac?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy inaczej spojrze¢ na jezyk teorii matematycznej. Jezyk
pierwszego rzedu ustalonej a priori sygnatury Y, w ktérym sformulowane sg aksjomaty rozwazanej
teorii T', to jadro jezyka tej teorii. Jest to jezyk formut sygnatury 3. Rozwdj teorii to nie tylko
poszukiwanie konsekwencji jej aksjomatow, ale tez ewolucja jej jezyka. W ten sposdb tworzona jest
dynamiczna cze$é jezyka teorii - jego powloka®” .
Przyktad. W sygnaturze arytmetyki Peano mamy trzy symbole operacyjne ,+ -, succ” (dodawanie,
mnozenie, nastepnik) i stala ,0” (zero) . W tym czystym jezyku arytmetyki mozemy zdefiniowaé
relacje ,,<”:

r<y=3(-(z=0A(x+2z=1y))
a nastepnie wlasnoé¢ ,, by¢ liczba pierwsza”:

prime(x) = ((x > succ(0)) AVy (2 =y - 2) = (y = succ(0) Vy = x)))
Napisy ,z < y” i ,prime(x)” to formuly rozszerzonego jezyka arytmetyki.
Te ,skroty” pozwalaja zapisaé (do$é koszmarne) zdanie nalezace do jadra jezyka arytmetyki:

Vo3 (F(-t=0)A(z4+t=2))) A Fu(-(u=0)A (succ(0) + u = 2))) AVy (Fpz =w-v —
(w = suce(0) Vw = x))
ktére méwi: ,dla dowolnej liczby (naturalnej) istnieje liczba pierwsza od niej wieksza”, w zdecydo-
wanie bardziej przyjazny sposéb w jezyku powloki:

V.3z (2 < x) A prime(z)

Rozszerzanie czystego jezyka teorii matematycznej poprzez wprowadzanie nazw-skrotéw nakrywajacych
zlozona tred¢ jest koniecznoscia. Tylko tak mozna pokonaé trudnosci zwigzane z interpretacja formul,
ktérych stopien zagniezdzenia kwantyfikatorow jest zbyt wysoki, by byly one czytelne.

Trafnie wybrana nazwa-skrot uruchamia skojarzenia - jeden z podstawowych elementéw tworczego my-
Slenia. Uzywany nie tylko w matematyce zwrot ,kluczowe pojecie” mozna rozumieé dostownie, jako klucz
do nowych obszaréw badan. Jeden z moich mistrzéw mawial:

,W matematyce definicje sa réwnie wazne jak twierdzenia. A nawet wazniejsze.”

W dyskusji o kwantyfikatorach i wywotywanych przez nie klopotach trzeba tez choéby wspo-
mnieé¢ o stynnym twierdzeniu Tarskiego o eliminacji kwantyfikatoréw. Zacznijmy tak: w szkole nas
uczono, ze ,réwnanie ax’+br-+c = 0 ma rzeczywiste rozwigzanie dokladnie wtedy, gdy b*>—4ac > 07.

Logik powie, ze to twierdzenie orzeka o réwnowaznosci formut 3, (:z:lmQ + x9z + x3 = 0) oraz

35Ta formuta definiuje ,granice funkcji f : R — R w +00”. Liczba rzeczywista a jest ta granica, jezeli ta formuta
jest spelniona przy warto$ciowaniu [g := a] .

36Co prawda Hilbert byt Niemcem, a w jezyku niemieckim zdarzaja sie niemilosiernie dtugie wyrazy... .

37 Angielskie terminy core language, shall language uzywane sg czesciej w informatyce teoretycznej. Czasem tez
méwi sie o ,czystym” i ,rozszerzonym” jezyku teorii.
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23 —4zx123 > 0, w modelu (R, +,-,0, 1, <)3®. Dzieki tej rownowaznosci trudne zadanie - stwierdze-
nie, czy istnieje pierwiastek rzeczywisty tréjmianu - sprowadzamy do sprawdzenia prostej nierow-
noéci. Sens uproszczenia w tym, ze ,trudna” formule z kwantyfikatorem zastapiliémy réwnowazna
- w tym szczegdlnym modelu! - tatwg” formulg bezkwantyfikatorows... .

Sklonni jesteSmy przypuszczaé, ze przytoczony przykltad to sytuacja szczegdlna. To nie do konca
prawda - Tarski udowodnit takie oto zdumiewajace twierdzenie:

Dla dowolnej formuly ¢ jezyka pierwszego rzedu ze stownikiem zawierajacym jeden symbol
relacyjny dwuargumentowy ,<”, dwuargumentowe symbole operacyjne +, -, — i state 0,1 istnieje
formuta bezkwantyfikatorowa v, ktéra jest jej réwnowazna w modelu (R,+,+,0,1,<)”

Opisujac pierwszorzedowe wlasnosci tego podstawowego obiektu matematyki, mozemy si¢ oby¢
bez kwantyfikatoréw! Zycie (matematyka zajmujacego sie liczbami rzeczywistymi) jest piekne!

Ostudzmy entuzjazm. Dowdd twierdzenie Tarskiego to opis procedury zastepowania danej for-
muly przez formule bezkwantyfikatorowa, rownowazna w modelu (R, +, -, 0, 1, <). Tyle tylko, ze ta
procedura jest niestychanie ztozona, co czyni ja praktycznie bezuzyteczna. Jak bardzo? Procedura
zerojedynkowej weryfikcji tautologii w klasycznej logice zdaniowej ma ztozonos¢ wyktadnicza: gdy
w formule mamy n zmiennych zdaniowych to sprawdzenie, czy jest ona tautologia, wymaga 2"
testéw. A to np. dla n = 20 oznacza nieskromng wielkosé¢ 220.

ZYozonos¢ procedury Tarskiego jest nieporéwnywalnie wigksza: nie mozna jej ograniczy¢ zadna
liczba postaci 2222 L9
Kwantyfikatory to nie jest diabelski wynalazek - wprowadzil je do logiki Gottlob Frege.
Kwantyfikatory nie sa zrédlem trudnosci. One tylko ujawnily naturalne trudnosci tkwiace w jezyku w
ktérym uzywamy fraz ,dla kazdego” i ,istnieje”.

Dodatek: zmienne w informatyce

Czy zmienna w informatyce jest tym samym, co w matematyce? To zalezy. Jezeli myslimy o pro-
gramowaniu deklaratywnym, to tak. Ale jesli mamy na uwadze najpopularniejsze programowaniu
imperatywne (np. w Javie) to nie. Nawet zdecydowanie nie.

Jezyk matematyki to jezyk zdan orzekajacych, ktérych semantyka jest warto$¢ logiczna. Formuty
to schematy zdan. Jezyk programowania imperatywnego to jezyk polecen, zdan rozkazujacych. Se-
mantyka polecenia jest zmiana stanu (komputera). Taki stan to wektor ztozony z zawartosci wielu
miejsc w jego pamieci -, kontenerow”. W zapisie imperatywnego programu ,zmienna”’ pojawia sie
jako identyfikator (adres) takiego kontenera a podstawowym poleceniem programowania impera-
tywnego jest instrukcja przypisania - wlozenie do kontenera o danej nazwie konkretnej wielkosSci.
Zawarto$¢ kontenera wskazywanego przez dang zmienng moze by¢ wielokrotnie zmieniana w czasie
realizacji programu - mozemy np. umieéci¢ w programie polecenie ,z := x + 1”7. A to ma si¢ nijak
do roli jaka przypisujemy zmiennym w logice i matematyce?".

7.2 Skad sie biorg teorie?

Postrzeganie teorii matematycznych jako logicznych koniecznosci skonczylo sie gdzies w drugiej
potowie XIX wieku, co picknie spuentowal Wittgenstain piszac ,,Matematyk jest wynalazca, nie
odkrywca.” Skad matematycy czerpia inspiracje dla swoich wynalazkéw?

38T2zn. formula € 172+ rox+ T3 = 0) jest spelniona przy wartosciowaniu z1 := a, 2 := b, z3 := ¢] (czyli tréjmian
az? + bz + ¢ ma pierwiastek rzeczywisty) doktadnie wtedy, gdy druga formuta jest speniona - gdy b? — 4ac > 0.

39Pieknie to brzmi po angielsku: ,its time complexity is greater than all finite towers of powers of 2.”

40Uzycie wspélnego terminu dla tak odmiennych funkcjonalnie pojeé jest przyczyng dramatycznego zamieszania
w gltowach studentéw informatyki, Nie tylko nie rozrézniaja rél zmiennych w matematyce i informatyce, ale - w
ogromnej wiekszosci przypadkéw zadnej z nich nie rozumieja. ProbabliSci tez niezle zamieszali: u nich ,zmienna
losowa” to nazwa... pewnej funkcji.
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Teorie matematyczne mozna dzieli¢ (choéby na uzytek tego tekstu) na te o charakterze rewo-
lucyjnym i pozostale, wpisujace sie¢ w ewolucyjny rozwdj matematyki. Tych pierwszych nie jest
az tak wiele - teorie Euklidesa, Fregego i Newtona (pamietajac wszak o Leibnizu), dzieto Karte-
zjusza, arytmetyka Peano i oczywiscie teoria mnogosci. Kazdej z tych teorii towarzyszyta intencja
opisu fragmentu pozamatematycznej rzeczywistosci w jezyku matematyki. Ten ,fragment” to mo-
del zamierzony budowanej teorii. Zazwyczaj realizacja tego zamiaru prowokowala (zmuszata) do
rozbudowy jezyka i formulowania nowych teorii wiagnie®!.

Teorie ,nierewolucyjne” tworzone sa w ramach zastanego jezyka. Z formalnego punktu widze-
nia stworzenie podstaw nowej teorii matematycznej tego typu to rozszerzenie logiki jezyka przez
przyjecie aksjomatow specyficznych - zdan, ktérych prawdziwosé nie wynika z ich struktury a jest
apriorycznie przyjetym zatozeniem. Ale tak naprawde punktem wyjécia do budowy takich teorii
sg zazwyczaj niezle rozpoznane pojedyncze obiekty lub klasy obiektéw - modele zamierzone teorii
drugiego typu. Na ktéryms$ tam etapie badan takiego obiektu (lub ich klasy K) kto$ - twérczy
matematyk lub ich grupa - nabiera przekonania, ze warto wyrézni¢ i przyjrzec sie blizej pewnemu
zespotowi wlasnosci i wybranym cechom jakie te wlasnosci maja we wszystkich obiektach rozwa-
zanej klasy. Pierwszorzedowy opis tych wspélnych cech to zbiér aksjomatéw specyficznych Az(K)
- zaczatek (pierwszorzedowej) teorii klasy K742,

Tak bylo zapewne w przypadku wspomnianej juz teorii grup dla ktérej modelami zamierzonymi
byly geometryczne grupy symetrii oraz struktura liczb catkowitych. 43. Dzi$§ wiemy, ze grup - modeli
teorii grup - jest ,nieskonczenie wiele” i wielokrotnie sa one bardzo odlegte od intuicji zwiazanych
7 pierwowzorem.

W swych dzialaniach matematycy kieruja sie (zbiorowym) do$wiadczeniem i (indywidualng) intuicja.
Ale intuicja bywa zawodna (Poincare). Na kazda teorie, ktéra znajduje trwale miejsce w matematyce,
przypada kilkanascie (kilkadziesiat?) odrzuconych i zapomnianych... . O tym, ktére teorie ,przezyja’
decyduje ich celowosc.

CELOWOSC JEST NIEZBYWALNYM WARUNKIEM UPRAWIANIA NAUKI*.

7.2.1 Rozwdj teorii matematycznej

Przypuéémy, ze przedmiotem naszego zainteresowania jest pewna klasa obiektéw K opisanych w
jezyku pierwszego rzedu a celem poznanie teorii tej klasy - zbioru Th(K) wszystkich zdan ktére
mozna sformulowaé w tym jezyku i ktére sa prawdziwe we wszystkich obiektach tej klasy.

Podstawg hilbertowskiej wizji matematyki bylo przekonanie, ze dla dowolnej klasy X mozna wskazaé

rozstrzygalny zbiér Az(K) tak, by kazde zdanie, ktére jest prawdziwe w trj klasie bylo dowodliwa

konsekwencja tych aksjomatéw:*>
Th(K) = Con(Az(K))

Sadzono, ze dla kazdego pojedynczego obiektu A - takiego jak np. struktura liczb naturalnych -
mozliwa jest réwnos¢ Th({A}) = Con(Az({A})) dla odpowiednio dobranego i rozstrzygalnego

41 Intencja — $wiadomy proces umyslowy polegajacy na aktywnym stosunku umyslu wobec jakiego$ problemu, w
wyniku czego pragnienia przeksztalcaja sie w potencjalny plan dzialania.” (wikipedia). Skad te intencje? Nie wiem.
Ale dzigki nim nie mieszkamy juz w jaskinach.

42Qczywiscie do opisu klasy obiektéw zamierzonych mozna uzyé innego jezyka niz pierwszorzedowy - np. jezyka
przestrzeni topologicznych. Ale my pozostaniemy w $wiecie matematyki pierwszorzedowej.

43Kant o aksjomatach: ,These are synthetic a priori principles, insofar as they are immediately certain”. Wazna - z
psychologicznego punktu widzenia - cecha teorii aksjomatycznej jest tez (wzgledna) prostota wybranych aksjomatéw.
Matematycy, podobnie jak wielu filozoféw, sa glteboko przekonani, ze to, co wazne, moze (musi) by¢ wyrazone prosto.

4“Mtodym adeptom nauki uprzejmie donosze, ze celem nie jest ,zrobienie” doktoratu czy habilitacji... .
Koniecznosé celowosci dziatania w matematyce jest negowana przez konwencjonalistow. Najbardziej radykalny spo-
§r6d nich, Edouard Le Roy (1870-1954), uwazal, ze nauka jest subiektywnym tworem naukowca. Umiarkowanym
zwolennikiem konwencjonalizmu byl Poincare, ktéry (upraszczam!), uznawal swobode wyboru systeméw aksjoma-
tycznych. Konwencjonalista byl tez polski filozof, Kazimierz Ajdukiewicz.

45Bez warunku rozstrzygalnosci zbioru aksjomatéw zadanie jest trywialne: wystarczy za aksjomaty przyjaé wszyst-
kie zdania prawdziwe w klasie K.
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zbioru aksjomatéw Ax({A}). To miata by¢ realizacja paradygmatu ,istnienie (matematycznego)
bytu = niesprzeczny i zupelny opis”.

Te marzenia zniweczyl Godel - opowiemy o tym nieco p6zniej. Dzis§ wiemy, ze - poza wyjatko-
wymi sytuacjami - zamiast oczekiwanej réwnosci mamy tylko zawieranie - Con(Az(K)) € Th(K).

Zbiér dowodliwych konsekwencji aksjomatow jest potencjalnie nieskonczony.Moze sie wiec zda-
wacé, ze rozwéj kazdej teorii aksjomatycznej to proces nieskonczony. Ale teorie powstaja, zyja i ...
umieraja. Niesposob twierdzi¢, ze udowodnienie jakiegokolwiek twierdzenia oznacza rozwdj teorii.
Wazne sa tylko te twierdzenia, ktére sg wazne. Teorie wyczerpuja sie gdy spotecznosé matematykéw
uzna, ze wszystko co ciekawe zostalo juz - w ramach danej teorii - udowodnione. I nie préobujmy
nawet ustanowi¢ kryterium waznosci‘®. Miedzynarodowa spolecznoéé matematykéw potrafi ocenié
wage danego wyniku. Wprawdzie wspélistnienie obu czynnikéw - swobody twérczej jednostek i spo-
lecznej akceptacji ich pracy - czasem zgrzyta (pewne wazne wyniki nie od razu zostaja dostrzezone
i docenione, obiektywny osad spoleczny zamienia sie¢ w tad korporacyjny), ale przeciez to dziala.
Od tysiecleci....

To, ze formalna logika jest mato przydatna w ocenie celowoéci teorii czy wagi matematycznego
wyniku specjalnie nie dziwi. Dziwi¢ moze stwierdzenie, ze logika ma niewiele wspdlnego z PROCE-
SEM dowodzenia twierdzen. Weyl jako podstawowy element procesu poznania wskazywal intuicje,
pozostawiajac dowodzeniu jedynie role weryfikatora poprawnosci. Banach pisal: ,,Dobry matematyk
potrafi dostrzegaé fakty, matematyk wybitny — analogie miedzy faktami, zas matematyk genialny
— analogie miedzy analogiami.”*” Dowodzenie angazuje nasza wiedze, doswiadczenie, inteligencje
i intuicje. W procesie przeszukiwania wielowymiarowe]j przestrzeni matematycznej wiedzy ujawnia
sie ludzki intelekt. Czasem geniusz. Formalny zapis dowodu to tylko dokumentacja, opis rezultatu
dziatania, nie informujacy w zaden sposob o jego przebiegu. Sporzadzany zazwyczaj post factum,
gdy redagujemy artykulu przeznaczony do publikacji.

“No, no, you’re not thinking; you’re just being logical.” - N. Bohr. ,Dowdd formalny ma dla nas sens
tylko dlatego, ze u jego zrédel jest dowéd nieformalny” 8.

,Gauss opowiadajac o twierdzeniu, ktore usitowal bezskutecznie dowies¢ przez szereg lat, pisal: ,,w koncu
(...) udalo mi si¢ osiagnaé rezultat i to nie dzigki moim bolesnym wysilkom, ale za sprawa laski Boga... -
J.Hadamard, Psychologia odkryé¢ matematycznych..

Studenci zakuwajacy formalne zapisy dowodéw nie majg szans na zrozumienie matematyki. Nie
widza najwazniejszego - jak dowdd powstawal. | To really understand something, I believe that one
must discover it oneself, not learn it from anyone else” - G. Chaitin.

Byé moze to o tych nierozpoznanych procesach myslat Wittgenstein sprzeciwiajac sie progra-
mowi logicyzacji matematyki i Lakatos nazywajacy matematyke nauka quasi-empiryczna [50].

ISTOTA TWORCZOSCI MATEMATYCZNEJ WYMYKA SIE FORMALIZACJI.

Czy intuicja i nieokreslone zdolnosci matematyczne sg dzis, w epoce nowoczesnych technologii,
niezbedne? Moze wystarczy dla danej teorii zbudowaé program, ktéry bedzie generowal coraz to
dhuzsze dowody a role cztowieka ograniczyé do wyboru tych twierdzen, ktore uzna za interesujace?

To niedorzecznos¢. Lepiej: to kwestia skali. Istotne twierdzenia to znikomy, niewyobrazalnie
maly utamek tego, co formalnie dowodliwe. Réwnie dobrze mozna nauczyé komputer sktadania
literek i oczekiwaé, ze kiedy$ przedstawi nam taki tekst, a my go odnajdziemy w morzu betkotu:

And sometimes when the night is slow,
The wretched and the meek,
We gather up our hearts and go,

16Dowodzenie twierdzen niczego nie wnoszacych do rozwoju teorii to tzw. przyczynkarstwo, poklosie obowigzujacej
od kilkudziesieciu lat w $wiecie nauki zasady ,publikuj albo gin”. Préby polegajace na mierzeniu wagi wyniku liczba
cytowan sg tylko dowodem postepujacej zalosnej biurokratyzacji nauki.

47Stefan Banach (1892-1945) najwybitniejszy polski matematyk, jeden z twércéw Iwowskiej szkoty matematycznej.

48_ 8 Krajewski,Czy matematyka jest nauka humanistyczna.
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A Thousand Kisses Deep.*’
Nie ma tu zadnej przesady... . Matematyka jest nauka. Nauka jest sztuka wyboru i doboru. Wyboru
celu i doboru srodkéw. Tego komputer nie potrafi.

UNIWERSUM MATEMATYCZNE TO DOMENA INTUICJI I TWORCZOSCI.
JEZYK MATEMATYKI I JEGO LOGIKA TO TYLKO PEWNOSC I KONTROLA

7.2.2 'Trzeci wymiar jezyka

Powszechnie przyjetym obyczajem matematykow jest operowanie nic nie méwiacymi, ,neutralnymi”
symbolami. Skutkiem tego jest odarcie zapiséw sporzadzanych w jezyku formalnym z kontekstu
(emocjonalnego, kulturowego). Dlatego matematyczna formalizacja to dla wielu przeszkoda wysoka
jak K2%9. Poréwnajmy: zapis

Va (s(2) — (V4 p(y) = 3= (d(2) Am(z,y) Ak(z, 7))

nie wywoluje zadnych skojarzen. Jest, méwiagc wprost, okropny... A przeciez przy odrobinie dobrej
woli mozna uznaé, ze to zapis zdania:
,Kazdy zeglarz ma w kazdym porcie dziewczyne, ktéra go kocha”
tyle, ze pozbawiony pozamatematycznego kontekstu...%!
Porzuémy dyskusje o urokach (trudach) zycia zeglarzy. Oto formalna teoria, zapisana w jezyku
z dwoma symbolami relacji jednoargumentowych - ,p,{” - i jednym symbolem relacji dwuargumen-
towej - ,,€”:

Va(p(x) VI(x) A =(p(z) Al(x))
Vay (x € y) — (p(x) Al(y)),
Vay (p(x) Ap(y) Az #y)) = F(z€2) A (y € 2)
Vay (p(x) ANl(y) A=(x € y)) — 3= (2]ly) A (@ € 2)
(z||ly jest tu skrétem formuly (I(y) Al(z) A —=(Fp (w € 2) A (w € y))
vy (@ FY) N (@ F 2) ANy # 2) AV (l(w) = (z Ew) V(Y ¢ w) V(2 ¢ w))

Oczy bolg a rozum $pi... Mozna ,to” przeczytaé, ale tej lekturze nie towarzyszy zadna intuicja.

Powiedzmy to samo inaczej: geometria afiniczna to teoria operujaca dwoma pojeciami pierwot-
nymi - ,punkt” i ,prosta”? - i opisujaca cechy wlasnosci ,punkt lezy na prostej” (lub: ,prosta
przechodzi przez punkt”) reprezentowanej przez formule x € y . A formule-skréot z||y czytamy:

Lproste z iy sa rownolegle”.
Aksjomaty geometrii afinicznej sformutujemy teraz - po polsku - tak:

AX 1. Dla dowolnej pary réznych punktoéw istnieje dokladnie jedna prosta przez nie przechodzaca.
Ax II. Dla dowolnej prostej P i punktu a poza ta prosta istnieje dokladnie jedna prosta przecho-
dzaca przez a i rownolegla do P.

Ax III. Istnieja trzy punkty nie lezace na jednej prostej.

Wyobraznia zostala pobudzona - ,widzimy” punkty i linie. Odtad nie uwolnimy sie od tej geo-
metrycznej interpretacji. To dobrze i zle. Dobrze, bo bez wyobrazni nie ma twoérczosci. Zle, bo
dominacja jednej interpretacji przeszkadza. Np. wtedy, gdy napotkamy twierdzenie o istnieniu mo-
delu tej teorii, ktéry ma cztery punkty i sze$¢ linii (sprébuj go skonstruowac...). Ale wystarczy
tylko troche ostroznosci, by nie daé sie zaprowadzi¢ zbyt daleko w strone specyficznych cech tak
wyrdznionego modelu.

Trzeci wymiar jezyka teorii matematycznych to préba wzbogacenia formalnego zapisu o warstwe wyobra-
zeniowa. Tworczo$é matematyczna dzieje si¢ w tym trzecim wymiarze.

49 Czasem, gdy wlecze sie noc, nieszczesni i potulni, zbieramy nasze serca i wedrujemy, w glebie tysiaca pocalunkéw.
- L. Cohen, A thousand kisses deep

S0K2 (8611m) - drugi najwyzszy szczyt na $wiecie.

Sls(x) = ,,x jest zeglarzem", p(y) = ,,y jest portem". Itd...

%2Formuta p(z) jest spetniona przy wartoéciowaniu [z := a] gdy a jest punktem, a formuta I(z) - gdy a jest linia.
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Ockhamowska oszczednosé jest pozadana tylko przy formulowaniu podstaw teorii. Jezyk badan moze i
powinien by¢ ,nadmiarowy”.
Kant uwazal zdolno$é tworzenia pojeé za istote ludzkiego intelektu®3.

Jezyk matematyki nie ogranicza si¢ do stwierdzen a zaleznosci miedzy nimi do konsekwencji

logicznej. ,,To tworzywo czasami jasne... a czasem niewyrazne... ktore jest matematyka...” - pisal
picknie Lakatos®®.
W odréznieniu od beznamigtnego jezyka formalnego, w trzecim wymiarze komunikacji matema-
tycznej jest miejsce na subiektywizm. Matematyka nie jest izolowana, jest uprawiana w pewnym
kontekécie kulturowym. , Mozliwos¢é uchwycenia tego samego sensu dokonuje sie prawie automa-
tycznie (...) pomiedzy ludzmi z tego samego kregu kulturowego” - napisal Z. Krél w eseju Rozwdj
pojecia zbioru” (internet). Wyobraznia matematykéw poszukujacych nazw wywolujacych pozada-
ne skojarzenia jest imponujaca. Mamy ,wiazki”, ,snopy”, ,zdzbla”,  kietki” , jorbity”, , kolczany”
Lsemirury”, atlasy” ,lanicuchy”, ,przestrzenie nakrywajace” itp. Poza gronem wtajemniczonych
te nazwy budzg usmiech, respekt i ... skutecznie buduja legende matematyki®®.

Trzeci wymiar jezyka jest tez... naduzywany. Nazwanie elementéw najmniejszego zbioru induktywnego
liczbami naturalnymi to $wiadomy zabieg, ktory ma budowaé¢ przekonanie, ze w jezyku teorii mnogosci
nie opisujemy, ale kreujemy liczby naturalne.

Te nieusuwalna réznice miedzy subiektywnym jezykiem tworczosci a obiektywnym jezykiem
dokumentowania i rozpowszechniania jej rezultatéw dostrzegal juz Platon. Pisal: ...ten wynala-
zek niepamieé¢ w ludzkich duszach posieje, bo czlowiek, ktéry sie tego wyuczy, przestanie ¢wiczy¢
pamieé; zaufa pismu i bedzie sobie przypominal wszystko z zewnatrz, ze znakéw obcych jego isto-
cie. (...) Uczniom swoim dasz tylko pozér madrosci, a nie madros¢ prawdziwa. (...) bedzie im sie
zdawalo, ze wiele umieja (...); to beda medrcy z pozoru a nie ludzie madrzy naprawde’®.

Zaden zapis formalny nie odda subtelnej wiedzy o strukturze matematyki w stopniu choéby
zblizonym do tego, jak potrafi to robi¢ mistrz w czasie wyktadu. Wie to kazdy, kto mial szczescie
uczestniczy¢ w dobrym wyktadzie czy twérczym seminarium®’. Jego uczestnicy biora udzial w
pelnym emocji i wahan procesie dochodzenia do rezultatu, do wyniku matematycznego. Pozostali
skazani sg na nuzacg lekture drukowanych sprawozdan, czyli prac naukowych®®.

Umiejetne wykorzystanie trzeciego wymiaru jezyka matematycznego ma ogromne znaczenie w nauczaniu
matematyki. Nie wolno uczy¢ matematyki w sposéb przesadnie sformalizowany - to pewna kleska.

,Srodek przekazu jest przekazem”. Réwniez w matematyced?.

Opowiesé o trzecim wymiarze jezyka bedzie bardziej naukowa gdy odwotamy sie do semiotyki
(,,0gblnej teorii znakéw”). Jej tworca - Ch.W.Morris - wyrdznial trzy sktadowe semiotyki - syntak-
tyke, semantyke i pragmatyke. O syntaktyce i semantyce méwimy tu duzo, o pragmatyce - poza
tym skromnym rozdziatem - nic. ,,Pragmatyka bada relacje zachodzace miedzy znakiem a jego
uzytkownikami” (wikipedia). Nie da sie ukry¢ - formalistycznie postrzegana matematyka te relacje

33 A zdolnoséé wyciagania wnioskéw wybiegajacych poza material do$wiadczenia za istote rozumu.

"Tmre Lakatos (1922 - 1974) — wegierski filozof matematyki.

55Crgasem jest dziwnie: dlaczego po angielsku méwimy ,field” a po polsku ,ciato”? Trudno zrozumieé Anglikéw...

56 Platon, Fajdros. Cytuje za [48]. Tamze mozna odnalezé tez takie zastanawiajace zdanie: ,,jezyk jest metafora w
tym sensie, ze nie tylko przechowuje lecz przenosi doswiadczenia z jednej formy w druga”.

57 Uczestniczy¢”, a nie ,byé obecnym”. Wyktad to interakcja miedzy wykladowca a stuchaczami.

*8Kilkanascie wiekéw po Platonie Goethe napisal: ,,Slowo umiera pod piérem...” (Faust).

»Zachecam do lektury jeszcze jednego tekstu McLuhana: ,Joyce, Mallarme i prasa” [48] w ktérym mozna znalezé
taki fragment: ,, Druk zwielekrotnil liczbe uczonych ale pomniejszyl ich spoleczna i polityczna role. (...) Jesli tradycja
rekopisu zachecala do encyklopedyzmu, to kultura ksiazkowa w sposob naturalny sklaniala do specjalizacji. Istniato
dostatecznie duzo ksiazek, by czytanie stalo sie pelnoetetowym zajeciem oraz zapewnialo calej klasie uczonych zupelne
zamkniecie sie¢ w sobie i zycie w izolacji. W koncu liczba ksiazek byla na tyle wystarczajaca, zeby rozdzieli¢ czytajaca
spolecznosé na wiele nie komunikujacych sie ze soba grup. (...). Nasza kulture cechuje duzy stopiefi nieznajomosci
znaczenia 1 kierunkéw jej rozwoju”..
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lekcewazy.
W informatyce jest juz inaczej - nie wystarczy zaprojektowaé kolejny jezyk programowania - trze-
ba go jeszcze sprzedaé. A to oznacza, ze trzeba sie stara¢ by byl on user friendly - przyjazny

uzytkownikowi...60.

Ale nie twérzmy ztudzen: ,, matematyzowanie oznacza umieszczenie fizycznej rzeczywistosci poza
mozliwoscia percepcji, uczynienie jej percepcyjnie niedostepna.” - jak napisano, nie bez racji, w
pewnym dziele poswieconym zwigzkom fenomenologii i matematyki.

59By¢é moze to wlagnie informatyka u$wiadomita naukowcom (matematykom), iz koriczy sie w nauce era ,splendid
isolation” w ktérej bariera jezykowa oddzielajaca ich od reszty $miertelnikéw byla uwazana za cos oczywistego i
niemal niezbednego...



Rozdziat 8

Koncepcja Hilberta

,, Wir miissen wissen. Wir werden wissen.”
(Musimy wiedzie¢. Bedziemy wiedzieé)
David Hilbert

David Hilbert byt przekonany, ze metoda aksjomatyczno-dedukcyjna jest najlepsza z mozliwych
strategii rozwijania matematyki'. Ks. J. Dadaczynski opisal istote tego programu w czterech, lapi-
darnie sformulowanych, punktach:

- aksjomatyzacja zastanych dyscyplin matematycznych,

- budowanie modelu jednej teorii w dziedzinie innej teorii; wowczas mozna bylo druga teorie trak-
towac jako bardziej podstawowa, taka, z ktérej wyprowadzalna jest pierwsza teoria,

- wskazanie teorii najbardziej podstawowej, z ktérej wyprowadzalne sa pozostate. [19]?

Pierwszy punkt juz rozumiemy. Zajmijmy sie dwoma pozostalymi.

,2Budowanie modelu teorii 77 w dziedzinie teorii T» rozumiemy tu jako takie ttumaczenie jezyka
pierwszej teorii na jezyk drugiej, przy ktéorym twierdzenia dowodliwe w T} pozostaja dowodliwe w
teorii To . W szczegblnosci aksjomaty 17 sa twierdzeniami dowodliwymi w 1.

Przykiad. ,We can simulate PA within Z FC' by interpreting natural numbers set-theoretically”.

Mozemy - poprzez odpowiednie ttumaczenie - ,zanurzy¢” teorie liczb naturalnych (arytmetyke Pe-
ano, PA) w teorie mnogosci ZFC.
Strukture liczb naturalnych zdefiniowaliSmy jako najprostsza strukture rekurencyjng z symbolem
,0” jako jedyna wielkoscia poczatkowa i pojedynczym konstruktorem ,succ” (str ??7) Rekurencyj-
ne definicje dodawania i mnozenia - po nadaniu im sformalizowanej formy - wraz z aksjomatem
indukcji, to tre$é aksjomatéw arytmetyki Peano®.

Do opisu poszukiwanego ttumaczenia wykorzystamy zdefiniowany w teorii mnogosci zbior N
- najmniejszy zbiér induktywny (str. 11). Symbolowi ,0” przyporzadkujmy zbiér pusty () € N.
Natomiast ,tlumaczeniem operacji ,succ” jest teoriomnogosciowe przyporzadkowane A ~~ AU{A}.
To pozwala interpretowac liczby naturalne jako elementy zbioru N:

0~ 0, 1~{0}, 2~{0,{0}}

Przy takim ttumaczeniu aksjomaty i twierdzenia P A staja sie dowodliwymi twierdzeniami teorii
mnogosci.

Teoria mnogosci jest ,bardziej podstawowa” niz arytmetyka Peano.

Stad juz niedaleko do pytania: czy istnieje ,najbardziej podstawowa” matematyczna teoria aksjo-
matyczna?
Hilbert wskazal kandydata: to teoria mnogosci®.

'Byé¢ moze podstaws tego przekonania byt sukces, jaki odniést on w 1899 roku, gdy ,poprawil” on Euklidesa
przedstawiajac pelny system aksjomatéw dla klasycznej, euklidesowej geometrii.

2Punkt trzeci $éwiadomie pominalem.

3Pelny opis arytmetyki Peano poznamy pézniej (str. 109).

4Budowe teorii mnogosci zainicjowal G. Cantor pracami opublikowanymi w latach 70-tych XIX wieku. Historycy

90
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Teoria mnogosci posredniczy miedzy Swatem matematyki budowanym przez matematykéw a rzeczywisto-
écig. Dla matematykéw mainstreamowych jest matematycznym uniwersum®. Dlatego ,modele teoriom-

nogosciowe teorii pierwszego rzedu” uznaja oni za ,modele rzeczywiste”. I vice versa.

Ty
(M

ZF

real world”

W [89] teorie mnogosci nazwano ,urlogika” i charakteryzowano tak: to

(...) najbardziej prymitywny formalny jezyk, ktérego potrzebujemy, gdy chcemy méwié o procesie
uprawiania matematyki. Urlogika to ten aspekt matematycznej aktywnosci, ktéra polega na zapisy-
waniu zdan, zgodnie pewnymi ustalonymi regulami. (...) TYM ZDANIOM PRZYPISUJEMY INTUICYJ-
NIE ZNACZENIA W UNIWERSUM (UNIWERSACH) MATEMATYCZNYCH. Niektore zdania sa prawdziwe
z uwagi na to, ze wyrazaja sady prawdziwe w tym uniwersum. (...)

Jezeli zapytamy matematyka, dlaczego twierdzi, ze pewne zdanie ¢ zapisane na tablicy jest prawdzi-
we, to nie odpowie on, ze jest prawdziwe, poniewaz jego znaczenie jest prawdziwym stwierdzeniem w
matematycznym uniwersum. Odpowie, ze ¢ JEST PRAWDZIWE PONIEWAZ MOZE BYC UDOWODNIONE
Z ,,PODSTAWOWYCH ZASAD” (,first principles”). Te podstawowe zasady sa nazywane ,podstawowymi”
poniewaz sg postrzegane jako oczywiste (...) .

Czy trudno powiedzie¢, ktéra zasada jest podstawowa zasada? Jesli chcemy pozostaé na moz-
liwie najnizszym poziomie to nie powinno to by¢ rozstrzygane jako pytanie matematyczne. Nie
wykluczamy, iz ksztalt listy zasad podstawowych moze by¢ przedmiotem sporu. Tak wiec (arbitral-
nie) ustalamy zdania, ktére nazwiemy aksjomatami urlogiki i uznajemy ich prawdziwosé.

Jezeli za urlogike przyjmiemy pierwszorzedowa teorie zbioréw, to zdaniami urlogiki sa zdania pierw-
szego rzedu z jedynym symbolem relacyjnym ,&”. Aksjomatami sa aksjomaty ZFC”. ©

Ostatnie stwierdzenie tego obszernego cytatu ma charakter warunkowy: mozemy, ale nie musimy
uznaé, ze ur-logika jest teoria zbioréw. To zatozyl Hilbert przekonany, ze nie wprowadza ono zadnych
ograniczen, ze jest to sposdb na organizacje calej zastanej (i zapewne przyszlej) matematyki.

Ale tak by¢ nie musi.

Teoria mnogosci ma wady - matematycy doskonale o tym wiedza. Wskazemy je, gdy bedziemy do
tego przygotowani. Jesli tak, to dlaczego od ponad stu lat teoria mnogosci jest podstawa matema-
tycznego mainstreamu, jezykiem codziennej praktyki ogromnej wiekszosci matematykdw?

Jednym ze Zrédel tego sukcesu jest ockhamowska prostota jezyka i aksjomatéow ZFC' (widze
miny tych, dla ktérych matematyka jest koszmarem...). O znaczeniu ,prostoty” w formulowaniu
teorii - sarkastycznie, ale trafnie -pisal L.Susanka: , Aksjomaty maja by¢ tak przejrzyste, klarownie
jasne, ze kazdy glupiec (...) uzna ich koniecznosé i stusznosé [80)].

Prostota i elegancja Z F'C wynika tez z tego, ze operuje ona pojedynczym pojeciem pierwotnym
- zbiorem.

matematyki twierdza, ze hilbertowskie porzadkowanie matematyki wynikato po czeéci z checi obrony cantorowskiej
teorii mnogosci przed atakami jego przeciwnikéw: ,To co robiag Weyl i Brouwer to nic innego jak pdjscie w Slady
Kroneckera! Prébuja oni uratowaé matematyke wyrzucajac z niej wszystko to, co sprawia klopot (...) Jesli zgodzimy
sie na takie propozycje, to ryzykujemy utrate wielu najwickszych naszych skarbéw. (...) Z raju, ktéry stworzyl nam
Cantor, nikt nie powinien méc nas wypedzi¢” - Uber das Unendliche”, Math. Annalen 95 (1926). Dodajmy, ze H.
Weil byt studentem Hilberta... A jak pisze P. Raatikainen Hilbert zapewne nie studiowal prac Brouwera...

®Mniej ortodoksyjni maistreamowcy gotowi sg zgodzié sie z twierdzeniem, ze teoria mnogosci jest najlepszym
znanym przyblizeniem matematycznego uniwersum.

SPrzedrostek ,ur” pochodzi z jezyka niemieckiego i oznacza mniej wiecej to samo co ,pierwotny”, ,poczatkowy”.
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Kognitywisci kojarza zbiér ze ,schematem wyobrazeniowym pojemnika” [45]7. To wyjatkowo
uniwersalny schemat. Kolekcja, mnogosé, zestaw, komplet, to - w jezyku potocznym - synonimy
stowa zbior. A inne - jak np. ciag, uklad - to zbiory wzbogacone o pewng strukture. Nie ma-
my zadnych trudnosci ze wskazaniem desygnatéw tego pojecia w otaczajacej nas rzeczywistosci.
Wprawdzie zbiory, ktére poznajemy zaczynajac edukacje matematyczna sa wylacznie skonczone,
ale to nam nie wadzi. Przeciwnie: przekonanie o stusznosci wickszosci aksjomatéw ZF'C' czerpiemy
z ich oczywisto$ci w $wiecie skonczonych zbioréw. Tylko niewielu dostrzega grozne konsekwen-
cje zamiany niewinnego stwierdzenia ,liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele” przez aksjomat
Histnieje nieskonczony zbiér liczb naturalnych”. Nikt nas nie uprzedza, ze przyjecie tego aksjomatu
wymusi akceptacje nieskoniczonej skali nieskoniczono$ci. Nikt nie mowi, ze niewinny - w $wiecie zbio-
réow skonczonych - aksjomat wyboru doprawadzi nas do kuriozalnych wynikéw. Cho¢ korzystamy z
teorii mnogoéci, niewiele o niej wiemy. A jeéli nawet, to odkladamy te problemy... na niedziele®.

Hilbert dazyt do finalnej teorii matematycznej. Doskonalej, wiec ockhamowsko oszczednej. Dla-
tego ograniczenie pojeé¢ pierwotnych do jednego - zbioru - uwazal zapewne za zabieg w pelni uza-
sadniony ( a moze nawet konieczny)?.

8.1 Istnienie matematyczne wedlug Hilberta

Wybierajac sposréd podstawowych pytan metafizyki zadamy tutaj to jedno:
,Czym jest rzecz?” Pytanie jest dos¢ stare. To, co pozostaje w nim ciagle
nowe, to tylko to, ze trzeba o to pytac raz po raz.

Martin Heidegger, What is a thing?

Jak rozumieé¢ ,istnienie matematycznego bytu” jesli nie zadowala nas platonska koncepcja trans-
cedentnego matematycznego uniwersum? Na przetomie XIX i XX wieku genialna - i jak sie moglo
zdawad, ostateczng - odpowiedz na to pytanie zaproponowal Hilbert. Sformutowal on fenomenalnie
proste kryterium istnienia ,bytu matematycznego” [74]:

Jif the arbitrarily given axioms do not contradicts each other (...) then the object defined through
the axioms exists. That, for me, is the criterion of true and existence”'°

To jest istota, manifest tzw. realizmu pojeciowego''. Poglad Hilberta podzielal Poincare: , Twoér
matematyczny istnieje zawsze, jesli tylko jego definicja jest wolna od sprzecznosci wewnetrznych i
nie prowadzi do sprzecznosci z przyjetymi twierdzeniami” [57].

Przeanalizujmy dokladnie, jak czekisci'?, ten manifest. Formulujac aksjomaty uzywamy nazw
obiektéw i relacji (zaleznoéci) miedzy nimi. Aksjomaty opisuja wlasnosci tych relacji. Teoria to
zbiér aksjomatéw!3.

Czym jest hilbertowska niesprzecznosé teorii? Zgodnoscia z rzeczywistoscia? Nic z tych rzeczy:
teoria jest sprzeczna, gdy mozna w niej zbudowaé jednoczesnie dowdéd pewnego zdania ¢ (zapisa-

"Termin ,, SCHEMAT WYOBRAZENIOWY” uzywany w kognistywistyce, w [9] objasnia si¢ tak: ,(...) umys! wykorzy-
stuje (...) wiele schematéw wyobrazeniowych takich jak schemat czesé-calosé (...) schemat centrum-peryferie, schemat
plan pierwszy-tlo, schemat pojemnika”

8(...) a correct philosophical position of a true mathematician should be:

- platonism — on weekdays — when I'm doing mathematics (otherwise, my ,,doing” will be inefficient),

- formalism — on weekends — when I’'m thinking ,about” mathematics (otherwise, I will end up in mysticism). To -
nieco zmanipulowany - cytat z R. Hersh, Some Proposals for Reviving the Philosophy of Mathematics, Advances in
Mathematics, 1979, vol. 31.

9Jesli watpisz w wage tego argumentu, sprébuj oo$wiecié¢ choéby chwile na znalezienie schematu wyobrazeniowego,

ktéry mogtby zastapié ,zbiér” w roli podstawowego (i jedynego pierwotnego) pojecia matematycznego.
10Poglad Hilberta nie byt az tak rewolucyjny. Np. w [61] znalez¢ mozna w artykul P.Vopenki ,Zbiory aktualnie
nieskonczone”, w ktérym Autor przywotuje taka oto wypowiedz Bolzano: ,,Niemozliwym trzeba nazwac to, co przeczy
jakiejs prawdzie czysto pojeciowej: mozliwym przeto to, co nie jest w sprzecznosci z zadna prawda czysto pojeciowa”.
1Dzi§ hilbertowska koncepcje nazywa sie koherencyjna teoria prawdy (koherencja (ac.) = spdjnosé, spoistosé).
12CzeKa - Wszechrosyjska Komisja Nadzwyczajna do Walki z Kontrrewolucja, Spekulacja i Naduzyciami Wtadzy.
BDodajmy warunek, ktéry w czasach budowy podstaw teorii zbioréw wydawal sie oczywisty: zbiér aksjomatéw
powinien by¢ rozstrzygalny - winnismy umieé orzekaé, czy dane zdanie jest aksjomatem czy nie.
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nego w jezyku tej teorii) i jego zaprzeczenia —¢ 14 Niesprzeczno$é to zaprzeczenie sprzecznosci.
Niesprzecznos¢ matematycznej teorii jest jej wlasnoscig wewnetrzna.

O NIESPRZECZNOSCI ROZSTRZYGA SIE W SFERZE LOGIKI.

Hilbert wyznaczy! logice role gwaranta obiektywnego charakteru procesu poznania matematycznego.
Sformalizowane dowodzenie mialo staé¢ sie synonimem prawdziwosci. Hilbert byl przekonany, ze bedziemy
potrafili w sposéb sformalizowany (czyli obiektywny i pewny ) dowodzi¢ niesprzecznosci budowanych
teorii - ,,(...) consistency of the comprehensive formalized system is to be proved by using only restricted,
uncontroversial and contentual finitistic mathematics” [62].

Deklarujac, ze uprawomocnieniem istnienia matematycznej idei jest niesprzecznos¢ opisujacej ja teorii,
Hilbert odrzucit wszelkie inne kryteria istnienia. Zapewne nie chcial miesza¢ do budowy podstaw mate-

matyki kryteriow ,miekkich” niosacych ryzyko niejednoznacznych interpretacji.

Inicjacja procesu poznania matematycznego bytu nalezy do genialnych matematykéw konstru-
ujacych teorie aksjomatyczna opisujaca te idee. Odnajdowanie jej ,tresci” - twierdzen, ktére sg
logicznymi konsekwencjami aksjomatéw - to zadanie robotnikéw matematyki'®

Zawarte w analizowanej deklaracji stwierdzenie: ,(...) dowolnie wybrane aksjomaty” to nie przy-
zwolenie na ich absolutnie arbitralny wybér. To tylko potwierdzenie prawa do swobody twoércze;j.
»Hilbert nigdy nie twierdzil, ze matematyka jest systemem sformalizowanym - dla niego byla to
tylko REKONSTRUKCJA istniejacej matematyki dokonywana w pewnym okreslonym CELU” [49]. Hil-
bert was at hart a platonist [53]. Dlatego przyjal on jako oczywiste zalozenie, ze tworzenie bytéw
matematycznych bedzie rezultatem odpowiedzialnych dziatan.

Przekonanie, ze tak mozna zapanowaé nad Swiatem matematycznych bytéw to jeden z paradygma-
tow koncepcji Hilberta!'. Wyraza wiare, ze mozna sprawowaé peing kontrole nad tak abstrakcyjnym
przedmiotem badan'?. Zamiast o przekonaniu czy wierze, mozna méwié¢ o $wiadomym przyjeciu
pewnego paradygmatu poznawczego: ,Gdy badamy podstawy dziedziny nauki, musimy stworzy¢
system aksjomatéw, ktory zawiera dokladny i pelny opis (...) idei tej dziedziny (...). Zadne twierdze-
nie (...) nie jest uwazane za prawdziwe, chyba, ze mozna je wyprowadzi¢ z aksjomatéw za pomoca
skoriczonej liczby logicznych krokéw.” ([70] str. 9). ,Dazenie do uniwersalnej aksjomatyzacji” bylo
(i po czesci jest) emanacja fundacjonalizmu epistmologicznego gloszacego, ze ,istnieja sady ba-
zowe, ktore stanowiag fundament poznania i nie wymagaja uzasadnienia za pomoca innych sadow
(wikipedia)”.

Stwierdzenia rzeczywiste i idealne

Jedynym ograniczeniem matematyki Hilberta jest wymog jej wewnetrznej niesprzecznosci. Swiadom
niebezpieczenstw stad wynikajacych!®, Hilbert sugerowal, by w matematyce widzie¢ dwa $wiaty:
swiat ,real statements” i Swiat ,ideal statements”. Real statements to jadro matematyki, stwierdze-
nia odnoszace sie wprost do przedmiotu badan. Ideal statements to wszelkie stwierdzenia formuto-
wane w jezyku, w ktérym te badania prowadzimy. To nie jest jasno zdefiniowany podzial: , Hilbert
intended to isolate what he viewed as an unproblematic and necessary part of mathematics, an
elementary part of arithmetic he called ,finitistic mathematics” [61]. ,Hilbert’s characterization of

M Réwnowaznie: sprzecznosé teorii oznacza, ze mozna w niej zbudowaé dowéd dowolnego zdania (napisanego w jej
jezyku).

15W jezyku teorii informacji ujmiemy to tak: aksjomaty to przekaz informacji a wartoéé przekazu to zbiér dowo-
dliwych twierdzen.

16Nie mylmy koncepcji (programu) Hilberta z lista 23 probleméw matematycznych przedstawionych przez niego na
Migdzynarodowym Kongresie Matematykéw w Paryzu w 1900 roku (choé drugi problem na tej liscie - (,,udowodnié
niesprzeczno$é aksjomatéw arytmetyki”) - jest jednym z elementéw tego programu). Ten program powstawal przez
lata, a dojrzala forme osiagnal okoto roku 1920

17 Zapewne dlatego Hilbert popularna w tym czasie teze niemieckiego zoologa E. du Bois-Reymonda: ,, Ignoramus et
ignorabimus” (nie znamy i nie poznamy) nazywal krétko ,idiotyczna” i przeciwstawit jej swoja -, Wir miissen wissen.
Wir werden wissen.” (Musimy wiedzieé. Bedziemy wiedzieé.). Ale historia zakpila sobie z Hilberta réwnie ostro, jak
on ze swojego adwersarza. Wiecej o tym w rozdziale poswieconym twierdzeniom Godla.

18Opowiesci o smerfach i Gargamelu s tez wewnetrznie niesprzeczne...



ROZDZIAL 8. KONCEPCJA HILBERTA 94

both finitistic mathematics and real statements are somewhat unclear (...). Nevertheless, it is in any
case clear that the real statements include numerical equations and their negations, bounded exi-
stential and universal quantifications of these, and at least some universal generalizations. They are
thus included in (...) the sentences that logicians nowadays call by 119-sentences” [74]*. Upraszcza-
jac (nad miare): real statements to jadro matematyki, stwierdzenia odnoszace sie do rzeczywistosci
i weryfikwalne w praktyce matematycznej. Do owego ,bezproblemowego” jadra matematyki Hilbert
wlaczal tez logike klasyczna.

Swiat idealny jest po to, by latwiej, jasniej i glebiej, dowodzié stwierdzen dotyczacych $wiata
realnego?’. I nic ponad to - wzbogacenienie jezyka nie miato prowadzi¢ do wynikéw, ktérych nie
mozna interpretowaé w realnej matematyce. Rozszerzenie realnej matematyki do swiata twierdzen
idealnych mialo byé¢ konserwatywne (zachowawcze).

Nieskonczonos¢ w matematyce Hilberta

Jesli zbior to tylko schemat wyobrazeniowy, to dlaczego mamy ograniczaé sie do zbioréw skonczo-
nych? Hilbert mégltby powiedzieé: ,,jesli uznanie istnienia zbioréw nieskoniczonych nie prowadzi do
sprzecznodci, to dlaczego mamy je odrzucacé?” A skoro dzielimy $wiat matematyki na sfery ,realng”
i ,idealng”, to lokujac zbiory nieskonczone w tej drugiej, unikamy oskarzen o ingerencje w Swiat
Srzeczywistej” matematyki.

Akceptacja nieskonczonosci aktualnej w matematyce to konsekwencja uznania ,prymatu nie-
sprzecznosci”?!. Ale ,,Hilbert was at heart a Platonist” [53], a Platon nie akceptowal nieskonczonoéci
aktualnej. Jak to pogodzi¢? Po pierwsze, jak juz wspomnieliSmy, platonizm w XIX wieku réznit
sie znacznie od starozytnego pierwowzoru. Po drugie, aby zrozumie¢ Hilberta mozna, jak sadze;
siegna¢ do teorii poznania Kanta:

(...) ,rozum nie jest w stanie ograniczy¢ swojego poznania do obszaru mozliwego doswiadczenia.
Dazy do poznania rzeczy samych w sobie, dokonuje operacji abstrahujacych i systematyzujacych,
czego rezultatem sa idee (czystego rozumu)”?2.

Wyjasnijmy, barbarzynsko upraszczajac, nature owych idei. Opisujac rzeczywistos¢ formulujemy
sady, ktore Kant dzielil na:

- syntetyczne, a posteriori czyli te, ktére sa skutkami doswiadczen,

- analityczne, a priori, ktére sa niezalezne od doswiadczenia.

Kant wyréznil tez kategorie sadéw syntetycznych a priori - niezaleznych od doswiadczenia,
rozumianego jako obserwacja realnego swiata. Od sadow analitycznych - logicznie uzasadnionych
konsekwencji aktualnej wiedzy - réznig sie tym, ze formutuja nowe idee - idee czystego rozumu.
Zdolno$¢ do formutowania sadéw syntetycznych a priori to istota naukowego procesu poznania:
wolno (nalezy) tworzy¢ abstrakcyjne pojecia, gdy przyblizaja poznanie istoty rzeczy. Na réznych
poziomach. Nie tylko na podstawowym, pozostajacym w $cistym zwigzku z ogladem rzeczywistosci.
Na wyzszych poziomach kreujemy nowe pojecia (,,jednosci”) prébujac uchwycié zaleznosci miedzy
pojeciami nizszego poziomu.

Poznania tej hierarchicznej struktury nie mozna wesprze¢ rzeczywistym dogwiadczeniem?3.

Kant zaktadal istnienie pewnych ,bytéw abstrakcyjnych” - takich jak np. liczby - ktére sa

niezbedne w procesie poznawania rzeczywistosci. Nieskonczono$é aktualna w matematyce jest wy-

19Czym sg owe ,II9-sentences” powiemy w przyszlosci.

20 opisie filozofii transcendentalnej Kanta w internecie znalazlo si¢ zgrabne zdanie: ,idealizm transcedentalny
(...) polega na myslowym wykroczeniu poza sfere przedstawien, aby odkryé to, co je konstytuuje”. Nieco inaczej,
bardziej w duchu formalizmu, relacje miedzy realnym a idealnym skladnikiem matematyki opisano w [74] tak: ,The
latter (i.e. real statements - GJ) are finitistically meaningful, or contentual, but the former (i.e. ideal statements -
GJ) are strictly speaking just meaningless strings of symbols that complete and simplify the formalism, and make
the application of classical logic possible”.

217Zakladanej, a nie udowodnionej, o czym juz za chwile.

22C S. Sztajer -http://mumelab01.amu.edu.pl/SKH/S.Sztajer.html

Z3By¢ moze, te ,wyzsze poziomy” to hilbertowski $wiat ,stwierdzen idealnych”.
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tworem naszej zdolnoéci do formutowania i manipulowania pojeciami abstrakcyjnymi. Matematyka
jest sposobem poznania §wiata opartym na takich abstrakcyjnych pojeciach.

Akceptacja kantowskiej teorii poznania stworzyla nowa perspektywe dla dyskusji o nieskoniczonosci. Wolna
od poszukiwania uzasadnien w rzeczywistym $wiecie i pytan w stylu: ,czy kto$ widzial nieskonczono$é?”

Koncepcja Kanta to kulminacja nurtu w nauce zapoczatkowanego przez Platona?*. Nurtu, ktéry za cel
nauki uznawal poznanie rzeczywistosci nie wprost, przez doznania zmysltowe, ale przez budowanie modeli
wykraczajacych poza dostowne odwzorowanie rzeczywistosci. To woda na mtyn matematykéw. Oni ,,od
zawsze” (od Pitagorasa) szukajac prawdy wychodzili poza obszar fizycznego do$wiadczenia.

Kant utwierdza ich w stusznosci takiego postepowania méwiac, ze to konieczne, jesli chcemy przyblizy¢
925

poznanie ,rzeczy samej w sobie

Hilbert pisal: nieskonczonos¢ nie jest realizowana nigdzie w rzeczywistosci. Nie istnieje w natu-
rze, nie stanowi tez prawomocnosci naszej mysli racjonalnej - godnej uwagi harmonii miedzy bytem
i mysla. W przeciwienstwie do wczesniejszych prob Fregego i Dedekinda jesteSmy przekonani, ze
pewne pojecia intuicyjne i pewien wglad sa niezbednymi warunkami jakiejkolwiek wiedzy naukowej,
ze sama logika nie wystarczy. Operowanie nieskoriczonoscia moze by¢ uprawomocnione tylko przez
skonczonosé. Rola, jaka pozostaje do odegrania nieskoriczonosci, jest jedynie rola idei — jezeli, zgod-
nie ze stowami Kanta, pod ideg rozumie¢ pojecie rozumu, ktore przekracza wszelkie doswiadczenie
i za pomoca ktorego to, co konkretne, zostaje dopelnione w sensie ogélnosci idei, ktérej mozemy

bez obaw zaufaé¢ w ramach, ktére ustanowila naszkicowana tu przeze mnie teoria”?S.

8.2 Czy jest co$ oprécz jezyka?

wJesli ktos widzi to (teorie mnogosci - GJ) jako raj, to dlaczego ktos inny nie moze uznac tego za
zart?” - Wittgenstein.

Skad tak ostra, wrecz brutalna, jak na standardy Swiata nauki, wypowiedz? Wsrdd tez jego
traktatu, znalazta sig, opatrzona numerem 5.6, nastepujaca:

,Granice mojego jezyka wyznaczaja granice mojego Swiata”?"

Hilbert chcial poprzez rygorystyczny formalizm i pojedyncza fundamentalng teorie wiernie od-
wzorowaé¢ matematyczne uniwersum. ,Wiernie”, czyli tak, by pojecia definiowane w jezyku uni-
wersalnej teorii mialy jedna jedyng interpretacje. Wtedy opis formalny jest jednoczeénie kreacja.
Tymczasem zdaniem Wittgensteina:

H Jezyk nie kreuje matematycznego uniwersum. Moze je tylko opisywacé. Zawsze w czesci, a nie w catosci.

2 Stawianie tak blisko siebie Platona i Kanta moze dziwié¢ a nawet gorszyé. Wszak Platon mysélal o odkrywaniu
transcedentnego $wiata idei a Kant o kreowaniu jezyka modelujacego rzeczywistosé. R6zne motywacje, ale rezultaty
nie tak znéw odlegte.

25(G.W.Hegel (1770-1831) pisat: ,Rzecz sama w sobie (...) oznacza przedmiot, o ile abstrahuje sie od wszystkiego,
czym on jest dla Swiadomosci, od wszystkich jego okresleni czuciowych, jak tez od wszystkich dotyczacych go okre-
Slonych mysli.” W skrajnej wersji poznanie rzeczy samej w sobie ma by¢ wolne od ograniczen jakie niesie jezyk.
Skoro zabrneliSmy tak daleko, to dodajmy jeszcze cytat z pracy doktorskiej A. Pietras ,, Postneokantowskie projekty
filozofii Nicolai Hartmann i Martina Heideggera” (internet): ,(...) Kant wyraZnie sprzeciwia si¢ przenoszeniu metod
wiasciwych dla poznania matematycznego na grunt metafizyki. Wskazuje on na specyfike poznania metafizycznego,
ktéremu przypisuje zadanie analizy, a nie (jak w matematyce) konstrukcji, pojeé. ,,Zadaniem filozofii jest rozbidr,
precyzowanie, 1 okreSlanie pojec, ktére sa dane jako niejasne. Zadaniem matematyki jest laczenie i poréwnywanie
pojeé dotyczacych wielkosci, ktdre sa jasne 1 pewne, aby zobaczy¢, co z tego moze by¢ wywnioskowane.” (...) O ile wigc
w matematyce chodzi o to, by przedstawic¢ najpierw jasne definicje podstawowych poje¢, by w oparciu o nie rozwijaé
nasze poznanie za pomocg syntezy, o tyle w filozofii nie nalezy zaczynaé od definicji, gdyz cel tej nauki jest inny.”
Pamietajmy, ze te uwagi Kanta odnosity sie do matematyki jego czaséw, ktéra byta w wiekszosci konstruktywna.

26D, Hilbert, On the infinite, 1926. Cytowany fragment znalaztem w [18].

2T Die Grenzen meiner Sprache bedeuten die Grenzen meiner Welt”. A w ksiazeczce J.Hadamarda ,Psychologia
odkryé matmatycznych” trafitem na takie, warte przypomnienia stowa dwunastowiecznego filozofa Abelarda: ,, jezyk
jest tworem intelektu a zarazem jego tworca.”
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Nie oczekujmy od filozofa Wittgensteina matematycznych dowodéw jego tez. Paradoksalnie,
takich dowoddéw dostarczyli sami matematycy. Pojawily sie tzw. twierdzenia limitacyjne wskazu-
jace nieprzekraczalne granice jezyka matematyki. Zalicza sie do nich wyniki Gdédla, twierdzenia
Lowenheima-Skolema, prace Turinga, twierdzenie Losia czy tez wspomniany juz wynik Cohena -
ze poprzestaniemy na niektérych?®.

Odrzucajac zalozenie, ze pojeciom towarzysza byty, zblizyliSmy sie do pogladéow matematycz-
nych nominalistéw. Pojecia matematyczne to nazwy (,flatus vocis”??) - aksjomaty, pod ktérymi
kryje sie ich tresé - dowodliwe konsekwencje aksjomatéw, Zrédlem matematyki jest krytyczna ana-
liza jezyka rozumianego jako narzedzie poznania. Takich poje¢ jak trdjkat, okrag czy kwadrat staro-
zytni Grecy uzywali dtugo przed Euklidesem, mierzac co trzeba byto zmierzy¢ i wznoszac wspaniale
budowle. Dodajemy i mnozymy tez od niepamietnych czaséw. Jezyk rachmistrzéw i mierniczych
zostal przejety, uporzadkowany a potem wzbogacony przez matematykdéw. Tak powstala geometria
i arytmetyka. I inne teorie®°.

Ale matematyka, zgodnie ze wskazaniem Kanta, ,nie ogranicza swojego poznania do obszaru
mozliwego doswiadczenia. Dazy do poznania rzeczy samych w sobie, dokonuje operacji abstra-
hujacych i systematyzujacych, czego rezultatem sa idee”. W ujeciu nominalistycznym oznacza to
przyzwolenie na tworzenie jezykdéw, pojeé i teorii wysoce abstrakcyjnych.

Nominalista prowokowany do dyskusji o istnieniu zbioréw nieskonczonych odpowie zapewne jak
Gauss®!: Infinity is nothing more than a FIGURE OF SPEECH which helps us talk about limits. The
notion of a completed infinity doesn’t belong in mathematics. In other words, the only access we
have to the infinite is through the notion of limits and hence, we must not treat infinite sets as if
they have an existence exactly comparable to the existence of finite sets” 32.

Przykiad: predkos¢ to stosunek diugosci drogi do czasu podrozy. Tak wyliczymy srednia pred-
kos¢ podrézy z miasta A do B. Ale wszyscy poslugujemy sie tez pojeciem predkosci chwilowej
obiektu i wierzymy, ze ,licznik” w samochodzie nam ja pokazuje. Jednak to nie tak. Predkos¢
chwilowa to wielko$¢ graniczna w stosunku do predkosci Sredniej. Jej zdefiniowanie wymaga nie-
skonczonego skracania odcinka czasu, w ktorym dokonujemy pomiaru Sredniej predkosci. A to, jak
juz wiemy, w rzeczywistosci fizycznej jest niemozliwe. Predkos¢ chwilowa to abstrakcja, nalezaca
do jezyka modelowania matematycznego®>.

Nominaliste nie interesuje pytanie o istnienie zbioru i innych obiektéw matematycznych. One
istnieja jako pojecia jezykowe. To, co nalezy robi¢, to poszukiwaé¢ zwigzkéw miedzy nimi.

Nie trzeba pytac, co opisuje tak rozumiana matematyka. Ona opisuje to samo, co jezyki naturalne. Ale
robi to bardziej doglebnie, prébujac dociec ,jistoty rzeczy”. I to w sposéb, ktéry zapewnia kontrole nad
procesem poznania i obiektywny charakter uzyskanej tak wiedzy.

Patrzac na dzieto Cantora i Hilberta z tej perspektywy mozna uznaé, ze chodzilo wlasnie o jezyk
umozliwiajacy budowe jednorodnej i uniwersalnej siatki pojeé¢ zdolnej pokry¢ catag matematyke.

B. Russell w ,,Principia Mathematica” napisal: ,,Matematyka jest zupelnie obojetna wobec
zagadnienia, czy jej przedmioty istnieja”. To nie rozstrzyga sporu, ale lokuje go tam, gdzie jego
miejsce - poza matematyka®!. Nie jest wazne, skad plynie motywacja. Wazne sa rezultaty.

280 tych twierdzeniach bedzie mowa w dalszych rozdziatach.

29 Flatus vocis” - wyrazenie stowne. Termin wprowadzony przez éredniowiecznych nominalistéw.

39K ognitywisci twierdza, ze pojecia matematyczne bazuja na pojeciach jezyka potocznego [45]. Np. matematyczne
pojecie zbioru czy klasy opiera si¢ na ,,(...) pojeciu zespolu przedmiotéw zgromadzonych w ograniczonym fragmencie
przestrzeni” (cytuje za [9]).

3Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) - genialny niemiecki matematyk, fizyk a takze astronom.

32http://en.wikipedia.org/wiki/Controversy _over_Cantor’s_theory

33Jedli dtugoéé drogi przebytej w czasie t opisuje funkcja f(t), to $rednia predko$é miedzy chwily to i chwily t1,
opisuje iloraz %{0@0). Predkosé chwilowa w chwili to to wielkos$¢, do jakiej zmierza ten iloraz przy ti zblizanym
nieskonczenie do tg czyli... pochodna funkcji f w punkcie a. Jesli ruch pewnego obiektu opisuje funkcja ciagta, ktéra
nie ma pochodnej w punkcie a, to nie mozna moéwié¢ o predkoéci chwilowej tego obiektu w tym punkcie.

34 Russell to - obok G. Frege i A.N. Whiteheada - jeden z twércéw logicyzmu, ktéry widzi istote matematyki w



ROZDZIAL 8. KONCEPCJA HILBERTA 97

Pablo Picasso méwil: ,Sztuka to klamstwo, ktére pozwala zblizy¢ sie do prawdy”. Czy powiedzenie tego

samego o matematyce jest niewybaczalnym Swietokradztwem?

8.3 O konstruktywizmie Brouwera (subiektywnie)

To exist in mathematics means to have been
constructed by intuition. L. Brouwer

Przyjelismy - upraszczajac - ze jednym z wyréznikéw matematyki Cantora i Hilberta jest sprowa-
dzenie istnienia obiektu matematycznego do niesprzecznosci wprowadzajacej (opisujacej) go teorii.
To, w szczegdlnosci, prowadzi do akceptacji nieskonczonosci aktualnej.

Czy mozna my$le¢ o matematyce bez tego paradygmatu?

Matematyka ograniczajaca nieskoncznosé do struktur rekurencyjnych jest bliska postulatom
matematycznego finityzmu. Finitysci uznaja istnienie obiektéw matematycznych gdy dane sa ,bez-
posrednio” lub daja sie skonstruowaé¢ w skonczonej liczbie krokéw. Fintizm mozna charakteryzowaé
jako ,(matematyke) oparta na pojeciu liczby naturalnej (lub skoriczonych, konkretnie reprezento-
walnych strukturach) i w konsekwencji akceptacje dowodu indukcyjnego i definiowania rekurencyj-
nego.” [85]. To jednak, zdaniem wielu, zbyt radykalne, bo nadmiernie zubaza matematyke.

Ale matematyczny konstruktywizm niejedno ma imie®® Sposréd réznych jego odmian najbardziej
intrygujaca jest koncepcja matematyki L. Brouwera [61].

Matematyk ze szkoly hilbertowskiej ma spory klopot ze zrozumieniem Brouwera. Rzecz nie w
tym, Ze neguje on ten czy inny aksjomat teorii mnogosci. On neguje wszystko: platonskie twier-
dzenie, ze obiektami matematyki sa byty idealne i wiecznotrwalte, prymat metody aksjomatyczno-
dedukcyjnej i hilbertowskie réwnosci: zalozona ,niesprzecznos¢ = istnienie” i oczekiwang ,praw-
dziwosé = dowodliwosé”. Ale to tez sprawia, ze poznanie matematyki Brouwera jest warte trudu.
Szukajac sposobu ukazania tej fundamentalnej réznicy postuzymy sie - jakby inaczej - metafora.

Malarstwo (...) posluguje sie srodkami plastycznego wyrazu, np. barwna plama i linia (...).
Poszukiwanie odmiennych form wyrazu przyczynia sie do ksztattowania nowych oryginalnych kie-
runkéw i niezwyklej réznorodnosci dziel malarskich. - to jest twoérczosé.

Krytyka sztuki (...) zajmuje sie budowaniem kontekstu myslowego nowych zjawisk artystycz-
nych, wspomaganiem teoretyczna refleksja oraz interpretacja dzialan artystycznych; (...) towarzyszy
zjawiskom sztuki na zasadzie wspoluczestnictwa - to jest wiedza o malarstwie.

Wedlug Brouwera tworczos¢é matematyczna jest bardziej sztuka niz ,aktywnoscig spoteczna”. To suma
indywidualnych dokonan nielicznych geniuszy, a nie rezultat codziennej dtubaniny rzeszy robotnikéw
matematyki.

Tworczosci matematycznej nie mozna si¢ nauczy¢. Mozna opanowaé jej jezyk, poznaé pojecia i metody

badawcze. Ale stad daleko do twérczosci®®.

badaniu zwigzkéw przyczynowo-skutkowych miedzy zdaniami (stwierdzeniami) a nie w dyskusjach o zasadnosci przy-
jecia takich czy innych aksjomatéw egzystencjalnych. Stad niecheé Russella do dyskusji o aksjomatach dekretujacych
istnienie nieskonczonych obiektéw. Krakowskim targiem godzil sie, by ceng za niewlaczenie ,aksjomatu o istnieniu
nieskonczonosci” - nazwijmy go 3 N - do zbioru aksjomatéw, bylta zgoda na rozpatrywanie tez w postaci implikacji
AN — ¢ -, jesli zalozymy istnienie ... , to ...”

350Obszerng informacj¢ o réznych odmianach konstruktywizmu znajdziemy w [84] i [85]. Upraszczajac: wszystkich
konstruktywistéw laczy odrzucenie ,zbioru” jako pojecia pierwotnego. Np. Bishop uwazal, ze: ”(...) the notion of set
is specified by stating that a set has to be given by a description of how to build its elements and by giving a binary
relation of equality (...)”

36 Nie jestem jezykoznawca. Jestem znawca jezyka” - J.Tuwim. Analitycy twérczosci Brouwera dostrzegaja w jego
koncepcji wpltywy E. Husserla (1859-1938), twércy fenomenologii, ktéry uwazal intuicje za zrédlo poznania i z rezerwa
odnosit sie do roli jezyka w poznaniu. To zdanie moze sugerowad, ze wiem, co to fenomenologia. Niestety.

Sugestia, ze dla Brouwera matematyka jest bardziej sztuka niz nauka jest autorska i stworzona wylacznie na uzytek
tego tekstu. Ten podrozdzial nie jest obiektywnym opisem intuicjonizmu Brouwera. To tylko zapis tego, co zdotatem
,pouktadaé” probujac rozpoznaé, czym jest intuicjonizm.
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Brouwer dystansowal sie od matematycznego formalizmu.,Matematyka (...) jest w zasadzie

niezalezna od jezyka. Komunikacja przez jezyk moze stuzyé do sugerowania podobnych konstrukcji
myslowych innym, ale nie ma gwarancji, ze te inne konstrukcje sa takie same” [85].
Kazdy matematyk potwierdzi, ze formalne zapisanie dowodu matematycznego to tylko ostatni i
najlatwiejszy etap pracy. Nikt tez nie zaprzeczy, ze w tworczej grupie matematykéw moze wytworzy¢
sie swoisty ,,team spirit” a jej cztonkowie moga przekazywac sobie nie do konca zwerbalizowane idee.
Tak jak muzycy w czasie jam session, o piatej nad ranem37.

Nie tylko Brouwer odnosit sie nieufnie do roli jezyka w nauce. Watpili juz starozytni Grecy>®.
W XVIII wieku von Humboldt pisat: , Czlowiek postrzega giéwnie przedmioty wsréd ktorych zyje,
a poniewaz jego odczucia i dzialania zaleza od jego precepcji, rzec mozna, ze odbiera je wylacznie
tak, jak przedstawia je jezyk. (...) kazdy spoleczny jezyk rysuje magiczny krag wokdél ludzi, do
ktérych nalezy, krag, z ktérego nie ma ucieczki oprécz przejscia do innego kregu”®. Jednak o ile dla
Humboldta (i Wittgensteina) ograniczenia wyznaczane przez jezyk sa nieusuwalna koniecznodcia,
to Brouwer chcial uwolnienia twoérczoéci matematycznej od takiego ograniczenia.

,Brouwer (...) stara sie przej$¢ miedzy Scylla platonizmu a Charybda formalizmu” (Stanfordzka
Encyklopedia Filozofii). Jego stosunek do formalizmu juz poznaliémy. O platonizmie - matema-
tycznej transcedencji - jego uczen i kontynuator, dunski logik A.Heyting pisal: ,,Nie przypisujemy
istnienia niezaleznego od naszej mysli, tzn. transcendentalnego istnienia ani liczbom catkowitym ani
jakiemukolwiek innemu obiektowi matematycznemu”. Pozbawiony tych fundamentéw matematyk
bezradnie pyta - jesli nie to (jest matematyka), to co?

,Obiekty matematyczne, poza pewnymi poczatkowymi intuicjami myslowymi, sa konstrukcjami
ludzkiego umystu, opartymi na tych pierwotnych intuicjach” [56]

H Matematyka Hilberta to matematyka poje¢. Matematyka Brouwera to matematyka konstrukcji.

Brouwer uwazal, ze mamy wrodzong zdolnoé¢ do tworzenia takich konstrukcji i ich mentalnej
akceptacji. Ta zdolnos¢ - jak wszystko na tym Swiecie - nie jest dana wszystkim ,,po réwno”. Co
wiecej: mozemy bladzi¢. Dlatego nieco pozniej Brouwer wprowadzil korekte?® - zaczal méwié o
konstrukcjach kreowanych przez idealnego matematyka: the objects of mathematics are MENTAL
CONSTRUCTIONS IN THE MIND OF THE (IDEAL) MATHEMATICIAN. Only the thought constructions
of the (idealized) mathematician are exact.” [85]*'. Nie jest to jednak wprowadzanie watkéw trans-
cedentnych, a jedynie préba obiektywizacji pojecia matematycznej konstruke;ji.

Osnowg tych konstrukcji sa pewne pierwotne pre-intuicje - ,,primordial intuition of mathema-
tics” [3]”. W$réd nich ta najwazniejsza - zwigzana z liczbami naturalnymi*?:

»,One, two, three,..., we know by heart the sequence of these sounds (spoken ordinal numbers)
as an endless row, that is to say, continuing for ever according to a law, known as being fixed. (...)
These things are INTUITIVELY CLEAR”. To zdanie, ktore znalazto sie na jednej z pierwszych stron

37To kolejna uzyteczna metafora: nikt przeciez nie twierdzi, ze tworzenie muzyki to umieszczanie kropek na piecio-
linii... Nikt wigc nie powinien twierdzi¢, ze twoérczo$¢ matematyczna to ,pisanie dowoddw”.

38Sokrates: jasne jest, ze nalezaloby szukaé jakich$ innych rzeczy oprécz nazw (...), ktére ukazywaly by nam bez
nazw, ktére z nich sa prawdziwe.
Kratylos: Tak mi sie zdaje.
S.: Jesli tak, to wydaje sie mozliwe poznanie bytéw bez nazw.
K.: Widocznie. (...)
S.: Jesli wiec mozliwie najlepiej mozna poznaé rzeczy poprzez nazwy i mozna je réwniez poznac przez nie same, to
ktéra z tych form poznania bedzie pigkniejsza i bardziej prawidlowa? (Platon, Kratylos)

39Wilhelm von Humboldt (1767 - 1835), niemiecki filozof i jezykoznawca. Cytuje za M.McLuhanem (,Galaktyka
Gutenberga”), ktéry z kolei cytuje E.Cassiera (,,Language and Myth”).

4OKoncepcja Brouwera nie powstala w wyniku jednorazowego ,aktu stworzenia’. Powstawala przez lata i byta
modyfikowana. Nie utatwia to jej prezentacji... .

41 Ideal mathematician”, ,idealized human mind” lub ,creating subject, creative subject”.

42Poczatkowo Brouwer traktowal réwniez continuum jako taka pierwotna intuicje. Jednak pézniej w jego matema-
tyce pojawila sie konstrukcja tego obiektu.
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rozprawy doktorskiej Brouwera (1907), to ,,creme de la creme” jego wizji matematyki. Wspolczesni
kognitywisci pisza: ,,Niezaleznie od kultury oraz wyksztalcenia, wszyscy ludzie dysponuja zdolnoscia
bezrefleksyjnego, natychmiastowego ustalenia, z jaka niewielka liczba obiektéw maja do czynienia
(...) Przy wiekszej liczbie obiektéw wymagana jest juz pewna refleksja, dzialania polegajace na
porzadkowaniu i liczeniu” [59]*3.

W XXI wieku, dla przecietnie wyksztalconego cztowieka ,intuicyjnie akceptowalne” jest cos
wiecej niz ,one, two, three”. Panujemy nad liczbami naturalnymi, catkowitymi i wymiernymi%4.
Te liczby sa ,skonczenie konstruowalne”: kazda liczba naturalna jest ,ktéryms$ tam” nastepnikiem
zera, kazda liczba calkowita jest réznica dwéch liczb naturalnych, a liczba wymierna - ilorazem
dwdch liczb catkowitych.

Z liczbami rzeczywistymi jest inaczej - pojedyncza liczba rzeczywista to granica (nieskonczone-
go) ciagu Cauchy’ego liczb wymiernych. Zatem jej konstrukcja wymaga przede wszystkim akcepta-
¢ji aktualnej nieskonczonoéci jako pojecia matematycznego. Ale nie zawsze jest to KONSTRUKCJA
akceptowana w matematyce Brouwera.

Oto przyklad: rozwazmy ciag (ay,), ktory jest zlozony z samych jedynek - jezeli istnieje niepa-
rzysta liczba doskonala i jest zlozony z samych zer - w przeciwnym przypadku®.

W matematyce Cantora i Hilberta jest to poprawnie zdefiniowany ciag Cauchy’ego?6. ISTNIEJE
liczba rzeczywista wyznaczona przez ten ciag.

Ale, jak dotad, nie wiemy, czy istnieje jakakolwiek liczba nieparzysta doskonata. Nie umiemy tez
temu zaprzeczyc¢.

Liczba rzeczywista, ktéra wyznacza ciag (a,) jest ,niekonstruktywna”. Nie wiemy o niej nic pew-
nego (jednoznacznego) ponad to, ze istnieje (w sensie Hilberta). Przyczyna tak rozumianej niekon-
struktywnodci jest to, ze opisujac ciag (a,) i dowodzac, ze jest to ciag Cauchy’ego korzystamy z
prawa wylaczonego srodka - tautologii X V - X .

Wedlug Brouwera, prawo wylaczonego $rodka jest Zrodlem niekonstruktywizmu w matematyce Hilberta

i Cantora.

Brouwer, lansujac swoje wyobrazenie ,matematycznej konstrukcji”, zanegowal to prawo kla-
sycznej logiki. Logika jego matematyki to NIE klasyczna logika dwuwartoSciowa ale logika intu-
icjonistyczna®”. Na przyklad, w jego matematyce zdanie ,istnieje nieparzysta liczba doskonata lub
nieprawda, ze istnieje taka liczba” jest prawdziwe wtedy, gdy potrafimy dowie$é¢ istnienia takiej
liczby lub dowies¢, ze to niemozliwe.

Matematykom mainstreamowym, zyjacym w $wiecie teorii mnogoéci trudno zaakceptowaé od-
rzucenia prawa wylaczonego $rodka, bo ma to konsekwencje rujnujace ich wyobrazenie matematyki.
Np. metafora geometryczno-liczbowa dla liczb rzeczywistych to konsekwencja prawa trychotomii:
»dla dowolnych dwéch liczb rzeczywistych x,y : x = ylub x > y lub x < y. W dowodzie tego twier-
dzenia réwniez korzystamy z prawa wylaczonego érodka®®. Jak zy¢ (panie premierze)?.

Czasem jednak udaje sie zastapi¢ teoriomnogosciowe twierdzenie jego konstruktywna wersja. I tak
konstruktwna wersja wspominanego wczedniej twierdzenia Darboux wyglada tak:

sjesli funkcja f: : [a,b] — R jest ciagla, f(a) < 0, f(b) > 0, to dla dowolnej liczby n istnieje
liczba c € [a,b] taka, ze |f(c)| < 5.7

Nie nalezy jednak sprowadzaé¢ brouwerowskiego konstruktywizmu do wyrzucenia z matematyki

43 Jesli pominiemy transcedencje, to taka jest tez istota stwierdzenia Kroneckera, ze ,liczby naturalne pochodza od
Boga”.

4 Panujemy”, czyli potrafimy korzystaé z tych struktur liczbowych stosownie do potrzeb.

43 Liczba doskonala to liczba naturalna réwna sumie swoich dzielnikéw. Np. 6 = 1 4+ 2 + 3. Do dzi$ nie wiadomo,
czy istnieje nieparzysta liczba doskonata.

16 aktadajac istnienie doskonalej liczby nieparzystej dowodzimy, ze ten cigg sktada sie z samych jedynek, a po-
tem, przeczac temu zalozeniu, pokazujemy, ze jest to nieskonczony ciag zer. W obu przypadkach jest to wiec ciag
Cauchy’ego.

47 (str. 69).

488ciglej: znane mi dowody korzystaja z tego prawa.
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prawa wytaczonego $rodka, choé, szczerze mowiac, jest to jedyna cecha matematyki brouwerowskiej,
ktéra mozna wskazaé nie wiktajac sie w niejasne wywody filozoficzne. Jego Principle of Constructive
Existence sformulowano w [56] tak: a mathematical object exists if it has been constructed WITH
AN ACCEPTED METHOD” opatrujac dodatkowym komentarzem: , It is non-trivial to say which
constructive method is the right one”®.

Konstrukcje liczb rzeczywistych Dedekinda i Cantora wymagaja akceptacji aktualnej nieskon-
czonosci. Dlatego fundamentalnym wyzwaniem dla matematycznego konstruktywizmu byto zbudo-
wanie ,konstruktywnego continuum”. Jak to zrobi¢, nie korzystajac z nieskonczonych zbioréw?
Upraszczajac: nieskonczono$¢ w matematyce Brouwera jest bliska nieskonczonosci potencjalne;j.
Brouwerowskie obiekty nieskoficzone musza mieé swoja ,specyfikacje” w postaci spreadu®®:

»a spread M is determined through the (non-deterministic) spread-law Ay (...). Aps decides
which finite sequences of natural numbers are accepted or not. Namely Ajp;:

(i) decides which naturals are admitted as sequences of length 1,

(ii) accepts (a1aq, ..., ay), if it accepts (ai,ag, ..., an, Ant1),
(iii) decides, for any natural k, whether it accepts (a1, as, . .., an, k) or not, if it accepts (a1, ag, . . ., a,),
(iv) accepts (a1,asz, . ..,an, k), for some k, if it accepts (a1, as, ..., a,)”%!

W tej definicji liczby naturalne mozemy zastapié¢ liczbami catkowitymi, wymiernymi badz innymi
obiektami o ,finitarnej konstrukcji”.

Definicja spreadu przypomina definicje struktury rekurencyjnej, jednak nia nie jest: ta druga
wskazuje konstruktory wykorzystywane w budowie obiektow, podczas gdy spread-law wskazuje
jedynie ograniczenia realizowanych ,step by step” konstrukcji ciagow.

The notion of spread is one of Brouwer’s most important conceptual innovations, since IT HOLDS TO-
GETHER all constructed sequances, without containing them as a set. The spread concept derives from
Brouwer’s need to avoid the concept of absolutely infnite set.

Spread R, wyznaczajacy zasady konstrukcji bouwerowskich liczb rzeczywistych, opisany jest
tak:

- budowe ciggu mozna zaczaé¢ od dowolnej liczby wymiernej,

- liczba wymierna a moze by¢ dopisana jako nastepna do ciagu ai,...,a, , o ile |a —ap| < 27™.
Mysélac teoriomnogosciowo, zbidr opisany przez spread R skojarzymy z podprzestrzenia SP(R) prze-
strzeni SP(Q*) (str. 57), ktorej punktami R-ciagi - nieskoniczone ciagi liczb wymiernych budowane
z zasadami okreslonymi w R.

Ale R-ciggi nie sa ,obiektami brouwerowskimi”: ,every such sequence is produced step-by-step
and (...) it is NEVER FINISHED process,”. ,Brouwerowskie” - konstruowalne (i dostepne) sa tylko
skonczone podciagi poczatkowe R-ciggdw dowolnej dtugosci.

Strukture wyznaczona przez spread R nalezy kojarzy¢ z BEZPUNKTOWA wersja przestrzeni SP(R), w

ktérej bazowe zbiory otwarte sa wyznaczone przez skoniczone ciggi budowane zgodnie z zasadami spreadu
R.

To, co wiemy o R-ciagu - co jest w danej chwili dostepne - opisuja jego skoniczone podciagi
poczatkowe:

- partial knowledge of an on-going object intuitionistically means knowledge of an initial part
of it.

- knowledge of an on-going object intuitionistically means the gradual and evergrowing partial
knowledge of it.

490n an intuitionistic view (...), the only thing that can make a mathematical statement true is a proof of the kind
we can give: NOT, INDEED, A PROOF IN A FORMAL SYSTEM, but an intuitively acceptable proof, that is, a certain kind
of mental construction” - M. Dummet, Elements of Intuitionism, The Clarendon Press, Oxford, 1977.

ONie znam polskiego odpowiednika tego terminu. Zasada rozszerzania (?)

21[56).
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O tym, czy dany R-ciag ma interesujaca nas wlasnosé, mozna orzekaé tylko na podstawie znajo-
mosci jego pewnego skonczonego, poczatkowego podciagu. To zasada ciaglosci (,,continuity princi-
ple”) - paradygmat matematyki brouwerowskiej®?. Sformutuje ten paradygmat tylko w odniesieniu
do funkcji przyporzadkowujacych R-ciagom liczby naturalne:

funkcja ¢: SP(R) — N jest zgodna z zasada ciaglosci, jesli dla kazdego R-ciagu o mozna
wskazac liczbe naturalna m taka, ze p(a) = ¢(f jesli tylko 3 jest R-ciagiem takim, ze alpha(i) = (1)
dla wszelkich i < m,

,0 wartosci funkcji w ,punkcie o” decyduje ksztalt pewnego skoiiczonego podciagu tego R-

ciggu”.

, The continuity principle is a natural axiom born by exiprence. We never were in a situation in which we
found reason to affirm the premiss but hestitate to hold the conclusion” [90].

Ten paradygmat ustala interpretacje terminu ,funkcja” w matematyce Brouwera - wszystkie funkcje,
ktére rozpatrujemy musza spelniaé¢ zasade ciagtosci.

Zasada cigglosci jest mniej mistyczna, gdy spojrzymy na zbiér N jak na dyskretng przestrzen
topologiczna (w ktérej, w szczegdlnosci, kazdy jednoelementowy podzbiér, jest otwarty). Wowczas
przyporzadkowanie R-ciaggom liczb naturalnych zgodne z zasada cigglosci to nic innego jak ...funkcja
ciagta z przestrzeni SP(R) do dyskretnej przestrzeni N .

Roézne ciagi Cauchy’ego moga wyznaczaé te sama (teoriomnogosciowa) liczbe rzeczywista (bo
moga mieé te sama granice). W brouwerowskim $wiecie jest podobnie: unika sie wprawdzie stwier-
dzenia, ze liczba rzeczywista to klasa réwnowaznych R-ciagéw” (bo to byt nieskonczony), ale
definiuje sie odpowiednig réwnowaznos$é: ciagi «, 8 sa koincydentne - o =g 3 - gdy dla kazdej
liczby naturalnej n, |a(n) — f(n)| < Qn%l

Dlatego (brouwerowska) funkcja rzeczywista (real function) to efektywna metoda przyporzad-
kowania ¢: SP(R) ~~ SP(R) taka, ze dla dowolnych R-ciagéw «, 3, jesli o« =g 3, to réwniez
6(c) =r 6(5) 90 .

Mozna teraz udowodni¢ twierdzenie, ktore - dla matematyka mainstreamowego - jest herezja:

skazda funkcja rzeczywista jest ciagta”(!) [90].

Ale nie boimy si¢ stosu, bo terminy ,funkcja” i ,ciaglo$é” maja tu inny sens niz w teorii
mnogosci.

Ostatnia uwaga: w dyskusjach o brouwerowskim continuum wiele uwagi poswieca sie podziatowi
R-ciagéw na ,lawlike sequences” i ,lawless sequences (choice sequences)”. Te pierwsze to R-ciagi
ktérym towarzysza procedury generowania ich skonczonych podciagdéw poczatkowych dowolnej dtu-
gosci. Takie sa np. ciagi definiowane rekurencyjnie. ale nie tylko:

Liczba Pi jest rzeczywisty liczba niewymierna, ale jest obliczalna: mozna wyznaczy¢ dowolnie dtugi od-
cinek poczatkowy jej rozwiniecia dziesietnego (binarnego) korzystajac choéby ze wzoru Leibniza:

(=" 1 1.1 1,1 m
Z = 44— =2
n=02n—|—1 1 3 5 7 9 4

Dlatego potrafimy (przynajmniej teoretycznie) generowaé dowolny skonczony podciag poczatkowy R-
» 54

ciagu odpowiadajacego liczbie Pi. Ten ciag jest ,Jawlike

52Jedli chcemy ,,co8” powiedzie¢ o wspdlnych wlasnosciach wszystkich R-ciaggéw musimy postuzyé sie ciggiem loso-
wym: ,,A spread choice sequence is completely diffrent from a classical sequence, which is a complete object under
umbrella of classisally accepted absolute infinity.” [56]. O ciagu losowym wiemy tylko to, ze jego podciagi poczatkowe
sa budowane wedlug zasad spreadu R.

>3Niestety, w pracy [90] z ktérej tu korzystam, nie ttumaczy sig, jak rozumieé¢ termin ,effective method”. Pewnie
chodzi o to, ze kazda liczbe ¢(a)(n) wyznaczamy na podstawie znajomosci skoficzonego podciagu « (continuity
principle(?)). Zainteresowamy polecam lekture przywotywanej pracy [90].

®Liczba 7 i jej rozwiniecie - nieskoriczony ciag cyfr, ktérego kazdy skonczony poczatkowy odcinek potrafimy
obliczy¢, ale calosci nie poznamy nigdy - byta chetnie wykorzystywana przez Brouwera do konstrukeji jego ,stabych
kontrprzyktadow”.
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»Lawless sequences” to pozostale R-ciagi. (tak mi sie przynajmniej wydaje).
To jedynie ,namiastka zarysu szkicu” opowieéci o matematyce Brouwera. Ale, mam nadzieje,
wystarczajaca by rozumieé¢ dylemat:

Hilbert czy Brouwer?

G. Sambin w artykule Step towards dynamic construtivism pisal: (...) ,brouwerowska filozofia ma-
tematyki (...) jest odrzucana przez wigkszos¢ z uwagi na jej ,zwiazki z mistycyzmem”.

Ale czy matematyka Hilberta jest w pelni racjonalna? Czytajmy dalej: ,(...) prawdziwym proble-
mem jest to, ze jesli przez religie rozumiemy jakakolwiek forme nieudowodnionej wiary w cos, co
jest poza nasza percepcja, to najwyrazniej réwniez wszystkie inne istniejace filozofie matematyki
opieraja sie na takiej religii.(...) Problem z religia polega na tym, ze czesto przyjmowano ja bezkry-
tycznie, w postaci ,slepej wiary”, co moze prowadzi¢ do duzych bledéw. (...) PRZYPUSZCZENIE, A
NAWET DOGMAT, ZE MUSI ISTNIEC PRAWDA ABSOLUTNA I ZE KLASYCZNE AKSJOMATYCZNE TEO-
RIE MNOGOSCI, TAKIE JAK ZFC', MUSZA STANOWIC CZESC TEJ PRAWDY, SPOWODOWALO SZEREG
BLEDOW KULTUROWYCH - NAWET INTELEKTUALNYCH OKRUCIENSTW - wsréd ktérych paradoks
Banacha-Tarskiego to bardzo zly — lub doskonaly — przyklad. To w wiekszym stopniu niz filozo-
ficzna chwiejnos¢ Z FC' okrutnie oslabilo nasza intuicje, oddzielajac ja od tego, w co teoria ZFC
kaze nam wierzyé” (...)%.

Mistycyzm matematyki Hilberta sprowadza si¢ do jednorazowego aktu zawierzenia - uznania
uniwersalnosci praw klasycznej logiki i aksjomatéw teorii mnogosci. Potem wszystko jest poukta-
dane. To stwarza pozor racjonalnosci. Nikt przeciez nie zada od rozpoczynajacych kariere mtodych
matematykéw Swiadomej akceptacji aksjomatow teorii mnogosci. Wchodzimy w ten $wiat nie$wia-
domi probleméw jakie leza u podstaw. Co zdumiewajace, wickszos¢ robotnikéw matematyki wcale
nie chce zmieniaé¢ tego stanu rzeczy... . A przeciez ,z pewnoscia (...) nie jest rozsadna praktyka
opieranie wiedzy naukowej na jakiejkolwiek formie wiary religijnej” - G. Sambini.

W matematyce Brouwera ta niepewnosé jest bardziej widoczna. Jego matematyka jest sztuka,
czyli, z natury rzeczy, jest subiektywna i ,,mistyczna” - nie tylko w warstwie podstawowych ustalen
ale wlasciwie w kazdym dziataniu.

W chwili powstania teoria mnogosci byla jednoczesnie zachowawcza i rewolucyjna. Zachowaw-
cza, bo wierna euklidesowemu paradygmatowi postrzegania matematyki jako teorii aksjomatycz-
nej. Rewolucyjna, bo nie tylko porzadkowata zastana matematyka, ale otworzyla tez nowe obszary

Podziwu godna liczba Pi

trzy koma jeden cztery jeden.

Weszystkie jej dalsze cyfry tez sa poczatkowe

pie¢ dziewie¢ dwa, poniewaz nigdy sie nie konczy.

Nie pozwala sie objac¢ szes¢ pieé trzy pie¢ spojrzeniem,
osiem dziewie¢ obliczeniem,

siedem dziewig¢ wyobraznia,

a nawet trzy dwa trzy osiem zartem, czyli poréwnaniem
cztery szesé do czegokolwiek

dwa szes¢ cztery trzy na Swiecie.

Najdtuzszy ziemski waz po kilkunastu metrach si¢ urywa.
Podobnie, choé troche pézniej, czynia weze bajeczne.
Korowéd cyfr sktadajacych sie na liczbe Pi

nie zatrzymuje si¢ na brzegu kartki,

potrafi ciagnac sie po stole, przez powietrze,

przez mur, lis$¢, gniazdo ptasie, chmury, prosto w niebo,
przez cala nieba wzdetosé i bezdennosé.

O, jak krétki, wprost mysi, jest warkocz komety!

Jak watly promien gwiazdy, ze zakrzywia si¢ w lada prze-
strzeni!

A tu dwa trzy pietnascie trzysta dziewietnascie

mdj numer telefonu twéj numer koszuli

rok tysiac dziewieéset siedemdziesiaty trzeci szoste pietro
ilo$¢ mieszkancéw szescdziesiat pieé groszy

obwéd w biodrach dwa palce szarada i szyfr,

w ktérym stowiczku mdj a leé, a piej

oraz uprasza si¢ zachowac¢ spokdj,

a takze ziemia i niebo przemina,

Podobnie, choé troche pézniej, czynia weze bajeczne.
Korowéd cyfr skladajacych sie na liczbe Pi

nie zatrzymuje sie na brzegu kartki,

potrafi ciagnac sig po stole, przez powietrze,

przez mur, lisé, gniazdo ptasie, chmury, prosto w niebo,
przez cala nieba wzdetos¢ i bezdennosé. ’
O, jak krétki, wprost mysi, jest warkocz komety!

Jak watly promien gwiazdy, ze zakrzywia sie w lada prze-
strzeni!

ale nie liczba Pi, co to to nie,

ona wcigz swoje niezle jeszcze piec,

nie byle jakie osiem,

nie ostatnie siedem,

przynaglajac, ach przynaglajac gnusna wieczno$é

do trwania.

Wislawa Szymborska, Liczba Pi

55Twierdzenie Tarskiego-Banacha, méwi, ze ,kule mozna pociaé na skoliczenie wiele kawalkéw, z ktérych mozna

zlozy¢ dwie kule réwne kuli wyjsSciowej.”
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eksploracji. Proponujac niekontrowersyjne (w wigkszosci i dla wiekszosci) aksjomaty i oferujac uni-
wersalny jezyk, stworzyla wrazenie, ze to, co zastala, spojone z tym, co oferuje, to wymarzone
matematyczne uniwersum. Akceptacja hilbertowskiej koherencyjnej teorii istnienia to radykalne
odejécie od dominujgcego wezesniej konstruktywizmu®®

Konstruktywizm Brouwera nie moze w pelni konkurowaé z teorig mnogosci. H. Weyl: Matematyka
Brouwera zyskuje najwyzsza intuicyjna przejrzysto$¢é. Poczatki analizy udaje mu sie rozwija¢ w
sposéb naturalny, caly czas zachowujac kontakt z intuicja (...) . Nie da si¢ jednak zaprzeczy¢, ze
w przejSciu do wyzszych i ogélniejszych teorii, niemoznosé zastosowania prostych praw logiki kla-
sycznej prowadzi w koncu do nieznosnego niedolestwa. A matematyk patrzy z bélem, jak wieksza
czes¢ jego strzelistego gmachu, ktory, jak sadzit, zbudowano z betonowych blokéw, rozplywa sie we
mgle na jego oczach.”®7.

To prawda. Ale tylko dlatego, ze chcemy, by brouwerowski konstruktywizm sprawdzit sie na boisku
rywala. Odrzucajac aktualng nieskonczonosé rezygnujemy z mozliwoéci kreacji wielkosci granicz-
nych, a bez tego nie ma klasycznej analizy matematycznej. Moze wladciwym miejscem starcia obu
wizji matematyki stanie sie rzeczywistos¢ Swiata ery postindustrialnej, w ktérym najwazniejsza
staje sie jakos¢ proceséw pozyskiwania i przetwarzania informacji, efektywnos¢ obliczen. To wy-
zwanie, na ktére musi odpowiedzie¢ matematyka X XI wieku. I nie mozna wykluczy¢, ze matematyka
konstruktywna okaze sie na tym polu bardziej skuteczna niz teoriomnogosciowa’®.

Rygorystyczny formalizm matematyki Hilberta sprawia, ze jest ona czytelna nie tylko dla nie-
licznych geniuszy, ale dla szerokiego kregu robotnikow matematyki. To ma dobre i zte strony. W
1975 roku Bishop pisal: ,,We wspélczesnej matematyce jest kryzys, a kazdy, kto go nie zauwazyl,
jest $wiadomie Slepy. Kryzys wynika z zaniedbania kwestii filozoficznych. Kursy podstaw matema-
tyki prowadzone na uniwersytetach klada nacisk na matematyczna analize systeméw formalnych,
kosztem tresci filozoficznej. Matematyczna profesja ma tendencje do utozsamiania filozofii z ba-
daniem systemow formalnych, ktérych zrozumienie wymaga znajomosci ,,technicznych” twierdzen.
Nie chca uczy¢ sie kolejnej galezi matematyki i dlatego filozofie pozostawiaja ekspertom. W konse-
kwencji DOWODZIMY TWIERDZEN I NIE WIEMY, CO ONE ZNACZA”.

Trudno sie nie zgodzi¢. Jest pewne, ze wiekszos¢ publikowanych prac matematycznych skazana jest
na szybkie zapomnienie. Cho¢ formalnie poprawne, nie wnosza nic do dorobku matematyki. To
cena demokratyzacji matematyki, ktora jest ubocznym skutkiem dominacji koncepcji Hilberta.

Mozna mie¢ nadzieje, ze matematyki Hilberta mozna si¢ nauczy¢. Matematyki Brouwera - nie. Mozna si¢
nauczy¢ rzemiosta, ale nie tworczosci.

,2Matematyk intuicjonista sugeruje by traktowac¢ matematyke jako funkcje intelektu; wolna, zZywotna ak-
tywnos¢ umystu. Postuguje sie jezykiem, zaréwno naturalnym, jak i sformalizowanym, tylko do przekazy-
wania my$li (...), tj. do naklaniania innych lub siebie samego do podazania za wlasnymi matematycznymi
pomysiami. Taki akompaniament jezykowy nie jest reprezentacja matematyki; jeszcze mniej jest sama
matematyka.” - A.Heyting®”.

Wystarczy. I tak napisalem za duzo. ,,O czym nie mozna méwié, trzeba milczeé” 0.

56with the notable exception of geometry, where proof by contradiction was commonly accepted and widely em-
ployed” [85]. Nie nalezy jednak arogancko twierdzié, ze przed teoriag mnogosci ciemni ludzie nie znali matematyki.
W Borach Tucholskich funkcjonuje do dzis Wielki Kanal Brdy zbudowany w latach 1842-1848. Przeplyw wody przez
kanal wymusza réznica pozioméw miedzy jego koncami. Kanal ma ok. 20 km dlugosci, a ta réznica to... 140 cm.
Siedem centymetréw na kazdy kilometr kanatu. Kto i jak to wyliczyl? Bez teorii mnogoéci, continuum Dedekinda i
analizy matematycznej Weierstrassa?

"Thttp:/ /plato.stanford.edu/

8 Warto zajrzeé na strone http://www.charlespetzold.com/blog/2008/05/ Turing-and-Brouwer.html, gdzie mozna
odnalez¢ ciekawe dywagacje na temat wplywu Brouwera na Turinga.

%9 The intuitionist foundations of mathematics, (Philosophy of mathematics, selected readings, ed. P.Benacerraf,
H.Putnam).

501 Wittgenstein.



Rozdziat 9

Arytmetyka

(...) in the study of the foundation of mathematics, arithmetic and set
theory are two of the most important first-order theories; indeed, the
usual foundational development of mathematical structures begins with
the integers as fundamental and from these constructs mathematical con-
structions such as the rationals and the reals [11].

Popatrzmy, jakie cechy struktury liczb naturalnych Russell uznal za kluczowe:

- ,zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby”,

- ,kazda liczba rézna od zera jest nastepnikiem dokladnie jednej liczby”,

- ,wszelka wlasnosé, ktéra przynalezy zeru oraz nastepnikowi kazdej liczby, ktéra posiada te
wlasnosé, przynalezy wszystkim liczbom” [63)].

Dwa pierwsze stwierdzenia to opis struktury rekurencyjnej odpowiedzialnej za generowanie liczb
naturalnych - zero to wielko$é¢ poczatkowa, a nastepnik to konstruktor!.

Trzecie zdanie to zasada indukcji?. Jej sens mozna ujaé tak: uznanie struktur rekurencyjnych
oznacza zgode na konstruowanie potencjalnie nieskonczonych zbioréw. Kto tej maszynerii bedzie
uzywal, chcialby tez dysponowaé narzedziem umozliwiajacym orzekanie o wspdlnych wlasnosciach
wszystkich obiektéw, jakie w ten sposoéb zbuduje.

W jezyku struktur rekurencyjnych zasade indukcji formutujemy tak:

wjesli wielkoSci poczatkowe maja pewna wlasnosé W i zastosowanie konstruktora do obiektow
posiadajacych wilasnos¢é W tworzy obiekt posiadajacy te wlasnosé, to mamy prawo twierdzié, ze
kazdy obiekt utworzony za pomoca tej struktury rekurencyjnej ma wilasnosé W.

Czym jest zasada indukcji? Odpowiedz nie jest jednoznaczna. Russell traktowal indukcje jako
niezbywalny sktadnik definicji liczb naturalnych. Podobnie Poincare. To AKSJOMAT arytmetyki.
»Wewnatrz” teorii mnogosci odpowiemy inaczej: to proste TWIERDZENIE, ktore mowi o szczegdlnej
wlasnosci najmniejszego zbioru induktywnego N: jezeli A C N jest podzbiorem takim, ze:

-0 e A,

- dla dowolnego zbioru B: jesli B € A to réwniez BU {B} € A,
to A =N.

Dla zwolennikéw teorii mnogosci ten wynik jest potwierdzeniem, ze najmniejszy zbiér induktywny JEST
zbiorem liczb naturalnych.

Dla sceptykow ten wynik jest jedynie konieczny - bez niego niesposéb twierdzié, ze teoriomnogoéciowa
definicja opisuje liczby naturalne, ze zbiér N to standardowy model arytmetyki (str. 11).

W [63] rozdzial poswiccony liczbom naturalnym nosi tytut ,Ciag liczb naturalnych” a nie ,,Zbi6r liczb natural-
nych”...

27asada indukcji to nie wynalazek XIX wieku. Slady jej uzycia odnaleziono juz w pracach arabskiego matematyka
Al-Karaji’ego (tego, od ktérego pochodzi nazwa algebra”) zyjacego w X wieku.

104
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W tym teoriomnogosciowym twierdzeniu termin ,wtasno$¢” zostat zastapiony przez ,,podzbiér”.
To jest zgodne z ekstensjonalnym rozumieniem wtlasnosci. Intensjonalne rozumienie tego terminu
musi by¢ poprzedzone zdefiniowaniem jezyka w ktérym chcemy opisywaé wlasnoéci liczb natural-
nych i ich skonczonych ciggéw?. Tym jezykiem jest ,od zawsze” jezyk arytmetyki.

9.1 Jezyk arytmetyki

Jezyk arytmetyki to znane ze szkoly wyrazenia (czyli termy) i formuly arytmetyczne. Jednoczesnie

jest to najpowszechniej znany przyklad jezyka pierwszego rzedu (str. 77).

Stownik tego jezyka to: stala ,,0”, trzy symbole operacyjne: ,+, -, succ” i symbol rtelacyjny ,,<”.
Rekurencyjny jezyk termoéw arytmetycznych - W A - opisujemy tak:

te WA t1,to € WA t1,to € WA

Z
veam 0eWA suce(t) € WA (t1 +t2) e WA (t1-ta) e WA

reWA

gdzie Zm to ustalony zbiér zmiennych przedmiotowych?.

Bedziemy pisa¢ n zamiast succ(succ(. .. (succ(0)...)) . Np. 2 zamiast succ(succ(0)) .

n
Najprostsze, (,atomowe”) formuly arytmetyczne to réwnosci i nieréwnosci - napisy postaci
(t =p) lub (t < p), gdzie t i p to termy.
Formuly arytmetyczne budujemy rekurencyjnie z formut atomowych: jezeli napisy ¢ i sa formu-
tami, to formutami sa tez napisy:

(QS/\d})a (d)\/w)v (Qb—”/))a_‘@ba vxqb? EIJ:¢

W formulach V¢, 3¢ zmienna x jest zwiazana.

Zdanie arytmetyczne to formula, w ktorej wszystkie zmienne sa zwiazane.
Formuly arytmetyczne opisuja wlasnosci arytmetyczne: ,wlasnosé opisana przez formule ¢(x1, . . ., xy)
przystuguje liczbom naturalnym mq, ..., m, wtedy i tylko wtedy, gdy formula
é(x1,...,xy,) jest spelniona dla wartosciowania [x1 := mq, ... Ty = my]"°
Np. formuta even(z) =3, (z = y+y) opisuje ,wlasnod¢ parzystosci” - jest spelniona przy warto-
Sciowaniu [z := m] wtedy, gdy liczba m jest parzysta. Jej zaprzeczenie - formuta (3,2 = y+y)) -
opisuje nieparzystos¢. A formuta prime(z) = (2 < z)A (Vy (.2 =y-2) — (y = 1 Vy = x)) opisuje
wlasnosé ,,jestem liczba pierwsza”.

Arytmetyczny podzbiér wyznaczony przez formule ¢(xq,...,zx) to zbiér k-elementowych cia-
géw liczb naturalnych posiadajacych wlasnoéé opisang przez te formule - zbiér jej desygnatéw®.

H I to o wlasnosciach arytmetycznych nalezy mysle¢ czytajac russellowska definicje indukcji matematycznej.

Zdania arytmetyczne opisuja cechy wlasnoséci arytmetycznych. I tak zdanie V,(prime(x) A
even(x)) — (x = 2) orzeka, ze jedyna parzysta liczba pierwsza jest 2.

Zbiér Th(IN) zdan arytmetycznych prawdziwych w standardowym modelu liczb naturalnych
to arytmetyka zupelna.

Teoria Th(N) jest zupelna - w tym zbiorze zdan jest dokladnie jedno z kazdej pary przeciwstawnych
zdan arytmetycznych (¢, —¢) .

3Ta zmiana ilustruje réznice migdzy zwolennikami logicyzmu i teoriomnogosciowcami (tak sadze).

4Przyjmujemy, ze beda to konicowe litery alfabetu z,y, z,... uzywane w razie potrzeby wraz z indeksami, np.
L1,T2,Y2,24 .. ..

®Tu i dalej napis ¢(z1,...,=,) oznacza, ze mamy do czynienia z formuly, ktérej zmienne wolne sa w zbiorze
{z1,...,@n}.

5Takich zbioréw jest nie wiecej niz napiséw-formut, czyli ,tylko” przeliczalnie wiele. Stad wynika, ze nie kazdy
podzbidér zbioréw postaci N* jest arytmetyczny.
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To stwierdzenie wydaje si¢ oczywiste, bo w N kazde zdanie MUSI by¢ prawdziwe albo falszywe. Ale tylko
wtedy, gdy akceptujemyuniwersalny stats prawa wylaczonego $rodka (str. 65).
A dlaczego nie? Zamiast odpowiedzieé, zapytam: a dlaczego tak?”

9.2 Wazne pytanie

Czy potrafimy ORZEKAC, ze wlasno$é opisana przez formule arytmetyczna ¢(z1, . . ., xx) przystuguje
ciagowi liczb naturalnych (mq,...,mg)?

CZY POTRAFIMY POZNAC CALA ARYTMETYKE ZUPELNA

- orzekaé, czy dane zdanie arytmetyczne jest prawdziwe w modelu standardowym?
Uzytem terminu ,orzekanie” bo jest on intuicyjnie jasny i jednoczeénie - jak si¢ zdaje - nie ma w
zadnym matematycznym jezyku swego formalnego odpowiednika. A jesli tak, to mozemy podrazy¢:

JAK NALEZY ROZUMIEC SLOWO ,,ORZEKAC”?

E. Zermelo za niezbywalny atrybut jakiejkolwiek wlasnosci uwazal nasza zdolno$é¢ do orzekania,
czy przyshuguje ona badanemu obiektowi matematycznemu®. Wierzono, ze prawda (matematyczna)
jest poznawalna, a klopoty z orzekaniem o niej wynikaja li tylko z naszej niedoskonatosci i stabosci
metod badawczych. Tak bylo ponad sto lat temu. A dzis?

9.2.1 Orzekaé¢ = rozstrzygac?

W odréznieniu od orzekania, termin rozstrzyganie ma $cisle okreslony sens matematyczny. To klu-
czowe pojecie teorii obliczalnosci.

Problem spemniania dla formuly arytmetycznej ¢(z) jest ROZSTRZYGALNY (rekurencyjny), jezeli
istnieje procedura, ktoéra dla dowolnej liczby naturalnej n da - po skonczonej liczbie krokéw -
odpowiedz ,TAK”, gdy formula ¢(x) jest spelniona przy wartoSciowaniu [x := n] i ,NIE” - w
przeciwnym wypadku.

Taka procedure nazywamy rozstrzygajaca.

Méwimy wtedy, ze formula ¢(z) (i wlasnosé przez nig opisana) jest rozstrzygalna®.

Co to jest ,procedura’? Matematyczng definicje poznamy pézniej. Teraz poprzestane na nieco mniej
precyzyjnym wyjasnieniu.

Procedura to proces realizowany w czasie dyskretnym, krok po kroku i odbywajacy si¢ wedlug scisle okre-
slonych i posiadajacych skonczony opis regul. Taki proces moze si¢ zakonczyé po wykonaniu skoniczonej

liczby krokéw, ale nie musi. Moze trwaé wiecznie'©.

Czy kazda wlasno$¢ arytmetyczna jest rozstrzygalna?

Opanowanie procedur rozstrzygajacych o wlasnosciach opisanych przez formuty atomowe - réwnoéci
i nieréwnosci - to zmartwienie uczniéw najmlodszych klas: ,czy para liczb (3,5) ma wlasnosé
opisang przez formule-nieré6wnosé x -y < succ(x +1y)?” Oczywiscie nie: wystarczy policzy¢ wartosci
obu terméw dla wartodciowania [x := 3,y := 5] by otrzymaé falszywe zdanie 15 < 9. Komplikowanie
formut przez uzycie koniunkcji, alternatywy i negacji nic nie zmienia: wlasnosci opisane przez
formuty bezkwantyfikatorowe sa rozstrzygalne. To jest tatwy Swiat.

Co sie dzieje, gdy pojawia sie kwantyfikatory? Czy istnienie procedury rozstrzygajacej o spet-
nianiu formuly ¢(x,y) gwarantuje istnienie takiej procedury dla formuly ¢(z) = 3,9 (x,y)?
Najpierw odpowiemy brutalnie: nie gwarantuje. Potem troche bardziej optymistycznie: gwarantuje
istnienie nieco stabszej procedury, tzw. procedury sprawdzajacej. Co to znaczy?

"Wrécimy do tego pytania, gdy bedziemy lepiej przygotowani.

8Pisze o tym J. Pogonowski w artykule ,, Projekt Logiki Infinitarnej Ernsta Zermela” zamieszczonym w internecie.
90graniczamy sie tu do formul o jednej zmiennej wolnej. Ale to nie jest istotne ograniczenie.

10Realizacja procedury rozstrzygajacej musi by¢ zawsze skoficzona, bo zAwWSzE ma daé¢ odpowiedz - ,tak” lub ,nie”!
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Szukajac odpowiedzi na pytanie: ,czy liczba naturalna n, ktéra ma wilasnos¢ opisana przez for-
mule 3,9 (x,y)?” mozemy kolejno rozstrzygaé: ,czy para (n,0) ma wlasnos¢ opisana przez formule
W(x,y)?”, ,czy para (n,1) ma te wlasnosé?” itd. Jedli istnieje liczba m taka, ze para (n,m) spelnia
formule ¢ (x,y), to ja kiedy$ znajdziemy. I wtedy zakonczymy prace dajac pozytywna odpowiedZ
na postawione pytanie.

Ale odpowiedZ negatywna mozna daé jedynie po ZAKONCZENIU NIESKONCZONEJ weryfikacji wszyst-
kich takich par. To oznacza, ze negatywnej odpowiedzi nie mamy prawa udzieli¢. Nigdy.

Ta procedura juz nie rozstrzyga - ona tylko sprawdza:

Spetnialnosé formuly ¢(z) jest CZESCIOWO ROZSTRZYGALNA (czesciowo rekurencyjna), gdy istnieje
procedura, ktora dla dowolnej liczby naturalnej n da - po skonczonej liczbie krokow - odpowiedz
»TAK”, jezeli jest ona spelniona przy wartosciowaniu [x := n] i nigdy nie skoriczy pracy (,nie
zatrzyma si¢”) w przeciwnym wypadku. Taka procedure nazywam sprawdzajaca.

Méwimy wtedy, ze formula ¢(x) (i wlasnosé przez nig opisana) jest sprawdzalna'l.

Procedura rozstrzygajaca informuje zaréwno o sukcesie jak i o porazce. Procedura sprawdzajaca - tylko
o sukcesie.

Rozréznienie miedzy rozstrzyganiem a sprawdzaniem napotyka na psychologiczny opor. Z prostego po-
wodu - nie mozemy odwolaé sie tu do doswiadczen z realnego swiata obiektéw skonczonych.

W tym $éwiecie kazda wlasnoéé jest rozstrzygalna'?. Wiasnoéci, ktére nie sa rozstrzygalne, a jedynie
sprawdzalne ujawiaja sie, gdy akceptujemy istnienie zbioréw nieskonczonych. W swiecie matematyki.

Wyréznienie sprawdzalnych wlasnosci dziwi, bo przeczy prawu wylaczonego srodka. A nas wychowano
tak, ze jestesmy sklonni $wiat widzieé tak, jak porucznik Zubek ... 3.

Prosze na czas dalszej lektury tego rozdziatu, uwierzy¢:
ISTNIEJA SPRAWDZALNE WEASNOSCI ARYTMETYCZNE, KTORE NIE SA ROZSTRZYGALNE!

Na pozér nie zagraza to naszemu mysleniu o podstawach matematyki. Ale to tylko pozor.
Przypu$émy, ze formuta ¢(z) jest sprawdzalna, ale nie rozstrzygalna. Wéowczas dla jej zaprze-
czenia - formuly —¢(z) - nie ma nawet procedury sprawdzajacej!
Dlaczego? Niech P; bedzie procedura sprawdzajaca dla formuly ¢(x). Zalézmy chwilowo, ze mamy
tez procedure sprawdzajaca P» dla formuly —¢(x). Wtedy wystarczy - dla danej liczby naturalnej
n - uruchomié¢ obie procedury jednoczes$nie. Uruchamiamy i ... spokojnie czekamy. Spokojnie, bo
jedna z tych procedur musi si¢ zatrzymaé! Nie wiemy ktéra, nie wiemy kiedy, ale jedna z nich musi
sie zatrzymaé. Jesli bedzie to P, to formula ¢(z) jest spelniona dla wartosciowania [z := n] . Jesli
Py, to spelniona jest jej negacja, (a formula ¢(z) nie jest spelniona).
Mamy, czego NIE chcielidémy - procedure rozstrzygajaca dla formuly ¢(z). Whrew zalozeniu. To
dowodzi, ze wlasnosé opisana przez formule —¢(x) nie jest sprawdzalnal

Sa wlasnosci, ktére potrafimy opisa¢ w jezyku arytmetyki, a nie potrafimy proceduralnie weryfikowac.
Nawet polowicznie, czyli tylko sprawdzaé! Nie dlatego, ze brak nam wiedzy czy umiejetnosci: takiej
procedury sprawdzajacej po prostu nie ma! Niewiarygodne, ale prawdziwe.

Postulat Zermelo jest niemozliwy do spelnienia. Nawet w odniesieniu do wtasnoéci arytmetycznych... .

Uniknijmy nieporozumien:

UNasz przyklad nie jest przypadkowy. Dowiedziono, ze ,formula ¢(x) jest sprawdzalna dokladnie wtedy, gdy

jest ona réwnowazna formule postaci 3, ¢ (z,y), gdzie (x,y) jest formula rozstrzygalna.”. Formuly nazwane tu
sprawdzalnymi w literaturze przedmiotu funkcjonuja jako formuty pozytywnie obliczalne.
Jesli kwantyfikator egzystencjalny zastapimy uniwersalnym, to ; stosujac opisana procedure, na pytanie: ,czy liczba
n ma wlasno$é opisana przez formule V,, ¢ (z,y) ?” mozemy daé jedynie odpowiedz negatywna (gdy znajdziemy liczbe
m, taka, ze para (n, m) nie ma wtasnosci opisanej przez ¥ (z,y)). Formula Vy ¢ (z,y) jest ,negatywnie obliczalna” To
trudno zaakceptowac: wszak chcemy, by nasze poznanie mialo charakter pozytywny... .

12Pomijam tu niefrasobliwie watpliwosci zglaszane przez fizykéw kwantowych.

13Porucznik Zubek - bohater ,kultowego” serialu ,07 zglo$ si¢” - mial zwyczaj twierdzié, ze na kazde pytanie
mozna odpowiedzieé¢:  tak” lub ,nie”. Do czasu, gdy kto$ go spytal: ,,Czy przestal Pan bié¢ zone?”

MPrzyktady podamy pozniej, gdy bedziemy w stanie takie stwierdzenie uzasadnié.
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1. Procedura polegajaca na kolejnym sprawdzaniu: ,czy 0,1, ... ma wlasnos$é opisana przez formu-
te 3¢ (x,y)?” nie wyczerpuje mozliwosci sprawdzania spetnialno$ci formul tego ksztattu. Ale nie
zmienia to faktu, ze sa formuty, ktére nie sa sprawdzalne.

2. Brak procedury rozstrzygajacej (sprawdzajacej) dla danej formuly nie oznacza, ze jestesmy bez-
radni, gdy dla KONKRETNEJ liczby chcemy sprawdzi¢, czy ona ma wlasno$é¢ przez nig opisywana.
Potrafimy rozstrzygnaé, czy dla liczby 100 istnieje para wigkszych od niej liczb pierwszych bliznia-
czych. Podobnie uporamy sie¢ z tym problemem dla n = 10000. Ale prawdopodobnie uzyjemy w
obu przypadkach innych argumentow, innych érodkéw - nie korzystamy z uniwersalnej procedury,
skutecznej dla dowolnej liczby naturalnej. Dlatego do dzi$ nie potrafimy rozstrzygnaé, czy ,,DLA
KAZDEJ liczby naturalnej istnieje para liczb pierwszych blizniaczych od niej wiekszych”.

3. A moze problem w tym, ze zajeliSmy sie spelnianiem formut, a nie prawdziwoscia zdan? Nieste-
ty...:

TWIERDZENIE [Prawda arytmetyczna jest niesprawdzalna]
Nie istnieje procedura sprawdzajaca, czy dane zdanie jest twierdzeniem arytmetyki zupeinej Th(N)
- zbiér zdan arytmetycznych prawdziwych w N jest nierozstrzygalny.

Gdyby taka procedura AR istniata, to mozna by utworzy¢ procedure sprawdzajaca spetnialnosé
dowolnej formuty arytmetycznej ¢(x1, ..., x,) 1°: dla danych liczb naturalnych ny, . .., nj wystarczy
utworzy¢ zdanie ¢(nq, ..., ny) (zastepujac wolne zmienne numeraltami n;) i - korzystajac z procedury
AR - sprawdzié, czy jest prawdziwe. Prawdziwos¢ tego zdania w standardowym modelu arytmetyki
oznacza spelnianie formuly ¢(x1, ..., xx) przy wartoSciowaniu [z1 := nq,...,xE := ng|!

Opisane postepowanie ,zbuduj zdanie ¢(n,...,ny) i uruchom procedure AR” jest procedura
sprawdzajaca dla dowolnej formuty ¢... . Sprzecznosé!

9.2.2 Orzekaé = dowodzié¢?

Sprowadzenie procesu poznania do procedur rozstrzygajacych i sprawdzajacych moze sie wydaé bar-
barzynskim uproszczeniem. Oponenci powiedza, ze matematyczna weryfikacja prawdziwosci zdan
odbywa sie przez dowodzenie a nie przez jakie§ tam procedury. A dowodzenie to cos istotnie od-
miennego od bezdusznych procedur.

Czy rzeczywiscie? Zapomnijmy na chwile o arytmetyce i wré6émy do dowodzenia w ramach
dowolnego systemu formalnego (str. 24). Opisujac taki system zakladaliémy, ze zbiory stwierdzen,
aksjomatéw, regut dowodzenia i w konsekwencji dowodow sa rozstrzygalne: z kazdym systemem do-
wodzenia zwiazane sg procedury, ktéra zawsze zwracaja jedna z dwoch odpowiedzi: ,tak”, gdy dany
napis jest stwierdzeniem (aksjomatem, regula) i ,nie” - w przeciwnym przypadku. ,we recognise a
proof when we see one” 16,

Rozstrzygalnosé zbioréow stwierdzen, aksjomatéw i regul dowodzenia rozwazanego systemu gwa-
rantuje, ze rozstrzygalny jest tez zbioér (poprawnie zbudowanych) dowodéw (str. 25).
W konsekwencji otrzymujemy jeszcze ciekawsze, wrecz fundamentalne stwierdzenie:

Dla dowolnej teorii aksjomatycznej (z rozstrzygalnym zbiorem aksjomatéw) zbior zadan
dowodliwych jest sprawdzalny.

co oznacza, ze mamy procedure odpowiadajaca ,tak”, gdy dane zdanie ¢ ma dowdd, a w przeciwnym
przypadku pracujaca w nieskonczono$é. Mozna ja sobie wyobrazi¢ tak: ta procedura tworzy - w
okreslonej kolejnosci - coraz to dtuzsze dowody. Po wygenerowaniu kazdego dowodu rozstrzyga, czy
jego ostatnim stwierdzeniem jest ¢. Jesli tak, to procedura konczy prace i zwraca odpowiedz ,tak”.

15 A to, jak ustaliliémy, jest niemozliwe.
16Poniewaz nasza definicja procedury jest nieformalna, to i wszystkie powyzsze definicje sa obarczone tym samym
grzechem. Formalnie poprawne definicje tych pojeé¢ pojawia sie w rozdziale ,,Obliczalnosé”.
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Jedli nie, to procedura generuje kolejny dowdd i rozstrzyga, czy ... . I tak dalej. Gdy zdanie ¢ nie
ma dowodu, to takie poszukiwanie dowodu nigdy sie nie skonczy...!7.

Sprawdzalnosé zbioru dowodliwych twierdzen jest szczesliwym kompromisem miedzy ,trywialng” roz-
strzygalnoscia a bezradno$cia wobec dowolnych zbioréw. W 1927 roku von Neumann pisal: (... ) wydaje
sie, ze nie sposéb znalezé ogélnego kryterium rozstrzygniecia, czy prawidlowo sformulowana formula jest
dowodliwa. (...) Nierozstrzygalnosé jest warunkiem sine qua non'® wspétczesnej praktyki matematyki (...)
W tym samym dniu, w ktérym ta nierozstrzygalnosé przestanie istnie¢, matematyka, jaka teraz rozumie-
my, przestanie istnieé; zostanie zastapiona absolutnie mechanicznym zaleceniem (...), za pomoca ktérego
kazdy méglby ROZSTRZYGNAC o dowodliwoscei lub niedowodliwosci danego zdania.” [72]

W 1927 roku... Dzi$ juz wiemy, ze taki dzien nigdy nie nadejdzie...

Nie bedziemy nigdy mieli procedury rozstrzygajacej o dowodliwosci zdan w dowolnej teorii ak-
sjomatycznej. Ale mamy - mozemy sobie wyobrazié¢ - procedure sprawdzajaca. Dlaczego nie zaim-
plementujemy takiej procedury pozbawiajac matematykéw pracy (racji bytu)? Méwiac najprosciej
- to ,kwestia skali”. Mozna wyobrazi¢ sobie program komputerowy generujacy coraz to diuzsze
dowody, ale tylko niewyobrazalnie znikoma czeé¢ z nich bedzie dowodami interesujacych twierdzen.
Te sytuacje mozna poréwnaé z twérczoscia pisarzy i poetdéw. Mozna sobie wyobrazi¢ komputer
produkujacy coraz to dtuzsze stowa (czyli teksty), ale te sposréd nich ktére beda dzietlami na miare
,2Hamleta”, beda pojawiaé¢ sie niewspdélmiernie rzadziej niz genialni ludzie, zdolni tworzy¢ takie
dzieta bez pomocy komputera.

9.3 Twierdzenie Godla - po raz pierwszy

Hilbert chciat petnej kontroli nad matematyka. Uwazal, ze kazda teori¢ T' mozna zaksjomatyzowac,
czyli wskazaé rozstrzygalny podzbior Axp C T taki, ze Con(T) = Con(Axr) - zbiory dowodliwych
konsekwencji teorii T i zbioru Axr sa takie same.

Czy arytmetyka zupelna Th(N) ma takie przedstawienie? Czy potrafimy wskazaé rozstrzygalny
zbiér zdan Axn prawdziwych w N i taki, ze Con(Axn) = Th(N)?
Odpowiedz wtasciwie juz znamy ale... jeszcze chwila.

Najbardziej znana propozycja aksjomatyzacji teorii Th(N) jest aksjomatyka sformulowana przez
G. Peano'?.

AKSJOMATY:
L. Vay (succ(z) =y) — —(y =0)
2. Vg (succ(z) = succ(y)) — (z=1y)

3. (schemat indukcji); dla dowolnej formuly arytmetycznej ¢(x) aksjomatem jest zdanie:
(¢(0) A (Vo p(2) — d(succ(z)) — Vo ¢(x)
Ve 2+0=ux,
Vay @+ succ(y) = succ(z +y)
Ve x-0=0,

Vay ©-succ(y) =z -y+x

®© N o Tt

Veyr <y x+z=y

17Sporo tu uproszczen, ale nie gubimy istoty.
Na marginesie: czy mozna ztagodzi¢ wymagania i zadac jedynie, by zbior aksjomatow teorii byt tylko sprawdzalny?
To problem pozorny: W. Craig udowodnil, ze kazdy sprawdzalny zbiér aksjomatéw teorii pierwszego rzedu mozna
zastapi¢ zbiorem rozstrzygalnym tak, ze zbiér dowodliwych zdan pozostanie niezmieniony.

18 condicio sine qua non = warunek ,bez ktérego nie”.

19G. Peano, matematyk woski (1858-1932) zaproponowatl ten aksjomatyczny opis arytmetyki w 1889 roku. Uniknij-
my nieporozumien: méwimy tu o pierwszorzedowej teorii zwanej arytmetyka Peano. Oryginalna aksjomatyka Peano
nie jest teoria pierwszego rzedu, bo ,schemat indukcji” zastepuje (teoriomnogosciowa) zasada indukcji .
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Ten zbiér zdan-aksjomatéow oznaczamy symbolem PA. Piszemy PA b ¢ , jezeli formula ¢
posiada dow6d w tym systemie, ¢ € Con(PA).

Wystarczy conieco wiedzie¢ o matematyce by sie przekonaé, ze w standardowym modelu aryt-
metyki wszystkie aksjomaty Peano sa prawdziwe, a kazde zdanie wywodliwe z tych aksjomatéw
nalezy do arytmetyki zupelne;j:

PAF ¢ = ¢ € Th(N)
Czy odwrotna implikacja jest tez prawdziwa, tzn. czy kazde zdanie arytmetyczne prawdziwe w
modelu standardowym jest dowodliwag konsekwencjg aksjomatow Peano?

peTh(N) ==  PAk¢

TO NIE JEST PRAWDA. A to dlatego, ze w dyskusji o interpretacji terminu ,,orzekanie” przedstawi-
liSmy dwa twierdzenia:

I. NIE ISTNIEJE procedura sprawdzajaca przynaleznosé¢ zdania arytmetycznego do zbioru Th(N),
II. ISTNIEJE procedura sprawdzajaca, czy zdanie posiada dowéd w systemie PA.

Whiosek moze by¢ tylko jeden: Th(N) # Con(PA) !

ISTNIEJA ZDANIA PRAWDZIWE W MODELU STANDARDOWYM N, KTORE NIE MAJA DOWODU
W SYSTEMIE AKSJOMATYCZNYM PA.

To moze trzeba sprébowaé wskazaé¢ inny, ..lepszy” niz P A system aksjomatow dla teorii Th(IN)? Nic
z tego: jakkolwiek nie wybierzemy rozstrzygalny zbior aksjomatéw Az, to zbior jego konsekwencji
pozostanie sprawdzalny. To oznacza, ze réwnos¢ Con(Axz) = Th(N) jest niemozliwa (bo zbiér
Th(N) jest niesprawdzalny)!

I to jest gleboki sens twierdzenia Gédla:

ARYTMETYKA ZUPELNA NIE JEST AKSJOMATYZOWALNA
7 twierdzenia Godla wynika tez , ze:
arytmetyka Peano nie identyfikuje jednoznacznie standardowego modelu liczb naturalnych.

co oznacza, ze ta teoria ma model Ny taki, ze Th(IN) # Th(N;) : istnieje zdanie arytmetyczne
prawdziwe w modelu standardowym, ktére nie jest prawdziwe w N7.

Wybierzmy dowolnie zdanie ¢ prawdziwe w modelu standardowym, ktére nie posiada dowodu w
PA. Wéwezas jego zaprzeczenie- zdanie —¢ - tez nie ma takiego dowodu?’. Teoria TU{—¢} jest wiec
niesprzeczna co oznacza, ze posiada model?!. Ten nowy model jest oczywiécie modelem arytmetyki
Peano. Ale nie jest to model standardowy, bo jest w nim prawdziwe zdanie —¢!

Arytmetyka Peano nie jest ,idealnym” opisem standardowego modelu liczb naturalnych bo nie
identyfikuje tego obiektu jednoznacznie. Nie mozna tez tej teorii , poprawi¢” - zadna teoria pierw-
szego rzedu mocniejsza od arytmetyki Peano nie identyfikuje jednoznacznie standardowego modelu
liczb naturalnych.

Marzenie Hilberta o sprawowaniu pelnej kontroli nad matematyczna prawda leglo w gruzach...
Oczekiwanie, ze kazdy obiekt matematyczny ma swéj unikatowy opis w jezyku pierwszego rzedu, ktory
bedziemy kontrolowaé¢ dzigki rownosci ,,prawdziwosé = dowodliwosé”, musi pozostaé NIESPEENIONE.

Dodatek: niestandardowy model arytmetyki

Definiowany rekurencyjnie model zamierzony arytmetyki Peano (str. 85) to nasza preintuicja. Na
skutek jednostronnej edukacji matematycznej utozsamiamy go z teoriommnogo$ciowym modelem
standardowym. Dlatego trudno wyobrazi¢ sobie inne, niestandardowe modele PA. Ale sprébujmy.

Dotézmy do jezyka arytmetyki nowa stala ,c”. i rozszerzmy tez aksjomatyke Peano dodajac do
niej zbiér zdan S = {(succ"(0) < ¢): n € N}. Standardowy model PA nie jest modelem tak

207dania dowodliwe w PA sa prawdziwe w N.
2'Wynika to z twierdzenia Gédla-Henkina ktére méwi, ze kazda niesprzeczna teoria posiada model. O tym twier-
dzeniu powiemy wiecej w jednym z nastepnych rozdziatéw (str.172.
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rozszerzonej teorii. To jasne, bo w N nie ma liczby wiekszej od kazdej liczby postaci succ™(0).
Latwo wskaza¢ model teorii PA U Sy dla dowolnego skoriczonego podzbioru Sy C S - wystarczy
w N interpretowaé stata c jako odpowiednio duza liczbe. Skoro tak, to kazda skonczona podteoria
teorii PA U S jest niesprzeczna. Zatem i cala teoria jest niesprzeczna®?. To oznacza, Ze - na mo-
cy wykorzystanego juz raz twierdzenia Goédla-Henkina - ta teoria ma teoriomnogos$ciowy model.
Oznaczmy go przez Ni. Ten model MUSI by¢ rézny od modelu standardowego bo zawiera element
c; wigkszy od wszystkich liczb postaci succ™(0) .

IdZmy dalej: ¢; musi mieé¢ nastepnik - ¢; + 1 - i poprzednik (bo nie jest zerem) c¢; — 1. Méwiac
obrazowo, istnieje obustronnie nieskonczony tancuch - ,Swita” liczby cq:

...c1—"n,...,c1—2,¢c1—1,c,c1+1,c1+2,...,c1+n,...

a wszystkie liczby z tej $wity sg wieksze od standardowych. Musza tez istnie¢ iloczyny: 2¢; = ¢1+4c¢;
, 3c1 = 2¢1 + ¢ itd. Kazdy element postaci ncy otoczony jest wlasng Swita.

To nie wszystko: poniewaz zdanie ,kazda liczba naturalna jest parzysta lub nieparzysta” jest zda-
niem arytmetycznym dowodliwym w PA, to w Nj musi istnie¢ liczba niestandardowa co < ¢y taka,
ze ¢y + c3 = ¢1 gdy c; jest parzysta lub ... (dokoncz). co tez ma swoja Swite Oczywiscie ¢; + co
jest gdzie$ pomiedzy ¢ i 2 - ¢y . I tak dalej...

Zakoficzmy ten wywod baaardzo naukowo: model N1 ma typ porzadkowy w + (w* + w)n ...23

Ten powszechnie przywolywany przyktad niestandarowego, teoriomnogosciowego medelu arytmetyki Pe-
ano ma pewng wade, ktérej jako$ nikt nie chce zauwazy¢. Jaka to wada, dowiesz sie w rozdziale ,,Pewna
szczegblna teoria - ZFC”

Twierdzenie Parisa-Harringtona

Czy znamy zdania arytmetyczne prawdziwe w IN a niedowodliwe w PA? Pierwszy przykltad wskazal
Godel i o nim bedziemy wkréotce méwili. Ale jego zlozony charakter?? sprawil, ze nie wszyscy byli
nim zachwyceni. Oczekiwano bardziej ,konkretnego” przyktadu.

Dostarcza go (zmodyfikowane) twierdzenia Ramsey’a.

W wersji ,fabularnej” to twierdzenie méwi, ze: ,na to, by wsréd uczestnikéw przyjecia mozna
byto z absolutna pewnoscia wskaza¢ m-osobowa grupe taka, ze wszyscy jej czlonkowie sie wzajemnie
znaja lub nikt nie zna nikogo z pozostatych czlonkéw grupy, nie trzeba specjalnie dobiera¢ gosci:
wystarczy zaprosi¢ odpowiednio duza grupe oséb”.

A jego modyfikacja (wzmocnienie) to dodanie warunku: ,te grupe mozna wybraé tak, ze co-
najmniej jeden z jej cztonkéw pojawi sie na przyjeciu wsréd pierwszych m gosci”.

Powiedzmy to samo w jezyku graféw. Dwukolorowy graf pelny o zbiorze wierzchotkéw V' to
graf, w ktérym kazda para wierzchotkéw jest polaczona pojedynczg niezorientowana krawedzig -
powiedzmy, bialg lub czerwona. Pelny podgraf takiego grafu uzyskamy wskazujac dowolny pod-
zbior Vo C V wraz ze wszystkimi krawedziami taczacymi wierzchotki tego podzbioru. Podgraf jest
jednokolorowy (monochromatyczny), gdy wszystkie jego krawedzie maja ten sam kolor.

,Grafowa” wersja twierdzenie Ramsey’a wyglada tak: dla dowolnej liczby naturalnej m mozna
wskazaé taka liczbe R(m) ze KAZDY dwukolorowy graf pelny o R(m) wierzcholkach zawiera peiny
jednokolorowy podgraf o m wierzchotkach.

Zmodyfikowane twierdzenie Ramsey’a dodaje, ze: numer najmniejszego wierzchotka tego jednoko-
lorowy podgrafu jest nie wigkszy niz m - niezaleznie od (wczesniejszej) numeracji wierzcholkéw.

22W dowodzie dowolnego twierdzenia korzystamy tylko ze skoficzonego podzbioru PAU S. Stad jesli pewne zdanie
falszywe ma tu dowdd (czyli teoria PA U S jest sprzeczna), to skoficzona podteoria zlozona z aksjomatéw wykorzy-
stanych w takim dowodzie tez jest sprzeczna. Ale wszystkie skoficzone podteorie PA U S sa niesprzeczne.

23 Zaintrygowanym i nieco skolowanym podpowiem: uporzadkowanie niestandardowych liczby naturalnych w tym
modelu jest takie samo, jak uporzadkowanie iloczynu kartezjaniskiego Q X Z przez relacje < zdefiniowana tak: (g1, z1) <
(q2,22) gdy 1 < ¢2 lub 1 = ¢2 oraz z1 < z2. W szczegblnosci: ten zbiér nie ma elementu najmniejszego - nie ma
najmniejszej niestandardowej liczby naturalne;j.

24Oczywiscie charakter zdania a nie Gédla.



ROZDZIAL 9. ARYTMETYKA 112

Twierdzenie Parisa-Harringtona méwi, ze:
ZMODYFIKOWANE TWIERDZENIA RAMSEY’A JEST PRAWDZIWE, ALE NIE DA SIE GO DOWIESC
W RAMACH ARYTMETYKI PEANO

To zdanie mozna znalez¢é w popularnych opracowaniach opowiadajacych o wyniku Goédla. Czy-
telnik, ktéry dotart do tego miejsca artykutu jest juz wystarczajaco skotowany i zmeczony by
przyjaé to zdanie ,do wiadomodci” uznajac, ze sa w matematyce rzeczy niedostepne zwyklym
$miertelnikom?>. To btad. Powinien zadaé¢ przynajmniej dwa pytania:

- jesli tego twierdzenia nie umiemy dowiesé, to skad wiemy, ze jest prawdziwe?

- co wspolnego ma twierdzenie o grafach z arytmetyka?

Sprobujmy odpowiedzieé. Zmodyfikowane twierdzenie Ramsey’a sformutowane tu w jezyku grafow
mozna tez zapisaé jako zdanie sformutowane w jezyku teorii mnogoéci. Uznajemy je za prawdziwe,
bo jest teoriomnogosciowym twierdzeniem - dowodliwa konsekwencja aksjomatow ZFC. To jest
odpowiedZ na pierwsze pytanie.

Odpowiedz na drugie wymaga przywolania twierdzenia, ktére oméwimy pdzniej (str.184). Ot6z
istnieje pewna szczegdlna ,translacja”’ jezyka teorii mnogosci na jezyk arytmetyki. To pozwala
wiernie przettumaczy¢ teoriomnogosciowe zdanie - zapis zmodyfikowanego twierdzenia Ramsey’a -
na zdanie arytmetyczne.

I to zdanie-ttumaczenie nie ma dowodu w arytmetyce Peano. To wszystko?S.

Teoriomnogosciowy dowdd twierdzenia Parisa-Harringtona jest zbyt zlozony by$my mogli o nim
rozmawia¢ w sposéb tu przyjety. W zamian opowiemy o dowodzie twierdzenia Ramsey’a.
Podzielimy go na dwie czedci: teraz przedstawimy dowdd nieskoriczonego twierdzenia Ramsey’a:

wkazdy pelny dwukolorowy graf K, ktérego wierzcholkami sa wszystkie liczby naturalne zawiera

jednokolorowy podgraf o nieskonczonej liczbie wierzchotkéw”.
Dowdd ,wersji skoficzonej” tego twierdzenia przedstawimy gdy bedziemy lepiej przygotowani?”.
Zaczynamy: najpierw zauwazmy, ze dla dowolnej liczby m conajmniej jeden ze zbioréw
By, = {l > m: krawedz laczaca m i | w K jest biala}
Cp = {l > m: krawedz taczaca m i | w K jest czerwona}

jest nieskonczony.

Zdefiniujemy rekurencyjnie cigg liczb naturalnych ag, a1, ..., an,... wraz z ciggiem nieskonczo-
nych zbioréw Ag, A1,...,A,, ... tak: przyjmujemy
ag = 01

A By By jest nieskoriczony
0= .
Cy w przeciwnym przypadku
Gdy mamy juz okreslona pare (a,, Ay) to przyjmujemy:
- Qpt1 = man Ay
Ay = {Ban 1 NAy Ba, ., NA, jest nieskoriczony
C

ani1 N An W przeciwnym przypadku
Elementy ciagu ag, a1, ..., an, ... mozna podzieli¢ na dwa podzbiory - B i C":
an € C gdy Ay, =Cq, i an€B gdy A, = B,
Ten sposrdd zbioréow B, C' ktory jest nieskoniczony, jest poszukiwanym zbiorem wierzchotkéw jed-
nokolorowego podgrafu K, . To koniczy dowdd nieskonczonego twierdzenia Ramsey’a.

25To, niestety, cecha wielu artykutéw popularyzujacych matematyke. Nie tyle ja objasniaja, co buduja jej mit.

26Zainteresowanych odsytam do pracy J.Parisa i L.Harringtona A mathematical incompleteness in Peano Arith-
metics dostepnej w internecie. Mniej zaawansowanym nie polecam.

2TW rozdziale ,,Pewna szczegélna teoria - ZFC”.



Rozdziat 10

Obliczalnosé

Without a deeper understanding of the nature of calculation and under-
lying processes, neither the scope of undecidability and incompleteness
results nor the significance of computational models in cognitive science
can be explored in their proper generality. [72]

Calculemus! (Obliczmy to!) - G. Leibniz.

Dotad, méwiac o procedurach rozstrzygajacych i sprawdzajacych, polegaliSmy na naszej intu-
icji. Poglebiona dyskusja o wynikach Godla wymaga wiekszej precyzji. Stad pomyst, by najpierw
przyblizy¢ pojecie obliczalnosci, gdyz rozstrzygalnosé i czeSciowa rozstrzygalno$é to pojecia wtoérne
w stosunku do obliczalnosci.

Sa (conajmniej) trzy sposoby definiowania obliczalnosci. Jesli uwazamy teorie obliczalnosci za
integralng czes¢ matematyki teoriomnogosciowej, to zazwyczaj zaczynamy od przedstawienia defi-
nicji obliczalnosci w sensie Kleene’ego. Poniewaz sie z tym nie zgadzam, zaczne inaczej: od definicji
obliczalnogci Alana Turinga!.

10.1 Maszyna Turinga

These machines are humans who calculate. - L. Wittgenstein®.
The Turing machine is the result of distilling meanings and interpreta-
tions down to the essence of what effective computation is.

Jak opisaé interakcje miedzy aktywnym sprawca a biernym otoczeniem? Sprawca obserwuje pewien frag-
ment otoczenia i na podstawie uzyskanej informacji moze zmienic¢ to miejsce i swj stan a potem przeniesé

uwage na inny punkt otoczenia. I tak dalej... . Czyz nie tak dzialamy?

Maszyna Turinga to genialny w swej prostocie opis takiej interakcji. Turing zatozyl - troche
w opozycji do matematycznego mainstreamu - ze interakcja to proces dyskretny (a nie ciagly),
deterministyczny i odbywa sie wsréd ,,bytéw skonczonych”.
Jezyk opisu wybrany przez Turinga jest skrajnie ockhamowski. W jego modelu otoczenie repre-
zentowane jest przez stowo nad binarnym alfabetem {0, 1} zapisane na potencjalnie nieskonczonej
tasmie podzielonej na odrebne pola, zgodnie z zasada ,w jednym polu jeden znak”. Sprawca -
maszyna - ma w kazdej chwili okreslony stan wybrany sposréd skonczonego i ustalonego a priori
zbioru. Maszyna obserwuje w kazdej chwili pracy jedno pole tasmy. Pojedynczy krok pracy maszy-
ny to - okreslona a priori - deterministyczna reakcja na to, jaki znak jest w obserwowanym polu i w
jakim jest ona stanie. Skutkiem pojedynczego kroku jest zmiana stanu maszyny, zmiana zapisu w
obserwowanym polu i ruch - o jedno pole w prawo lub w lewo w stosunku do dotad obserwowanego®.

Zachowanie maszyny Turinga opisuje skonczony zbidr instrukcji - zapiséw postaci:

! Alan Mathison Turing (1912 - 1954) — angielski matematyk, jeden z twércéw podstaw informatyki.
2 Philosophy and Psychology.
3Moze sie zdarzyé, ze maszyna nie zmieni zapisu i tylko przesunie sie w prawo lub w lewo. Moze tez sie nie ruszyé.

113
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(si, ) = (85,8, move)

gdzie s;, 5 to stany - elementy skoficzonego i ustalonego dla danej maszyny zbioru St = {s1,...,sn},
a,B € {0,1, L}* a move € {Left, Right, NoMove}.
Instrukcje czytamy tak: , jesli maszyna w stanie s; obserwuje pole w ktorym jest o, to przejdzie
w stan sj, zapisze 3, i zacznie obserwowac pole znajdujgce si¢ po lewej lub prawej stronie dotad
obserwowanego - zaleznie od wartosci parametru move™.
Zalozenie, ze dzialanie maszyny jest deterministyczne oznacza, ze kazda para (s,«) € St x{0,1, L}
pojawia sie¢ po lewej stronie w co najwyzej jednej instrukeji.

Maszyn Turinga jest wiele: tyle, ile jest mozliwych skonczonych zbioréw instrukcji. Ten zbidr
to program sterujacy praca maszyny.

Maszyna Turinga T' rozpoczyna prace obserwujac pierwsza litere pojedynczego stowa binarnego
v zapisanego na tasmie. Jej praca to sekwencyjne wykonywanie instrukcji. Jesli w pewnym momen-
cie maszyna znajdzie sie w stanie s i obserwowac¢ bedzie pole ze znakiem « a w zbiorze jej instrukeji
nie ma takowej o poprzedniku (s, @), to praca sie konczy - maszyna T zaakceptowala stowo v. Stowo
w zapisane w tym momencie na tasmie to rezultat dzialania (lub: wynik obliczenia) maszyny T na
stowie v , co symbolizuje réwnos$¢ T'(v) = w.

Oznaczmy przez L(T') jezyk zlozony ze stéw, ktore akceptuje maszyna T - jezyk akceptowany
przez T. Jedli stowo v ¢ L(T) , to proces poszukiwania rezultatu obliczenia jest nieskonczony -
maszyna T nie zatrzymuje sie, pracuje wiecznie®.

W opisie maszyny Turinga nie padlo stowo ,funkcja”. Pojawi si¢ teraz, ale jako pojecie pomocnicze:
Jfunkcja czesciowa” realizowana przez maszyne T to funkcja fr dzialajaca na slowach binarnych taka,
ze dla danego slowa v:

T(v) gdy v € L(T)(maszyna T si¢ zatrzymuje).
fr(v) = ¢ jest nieokreslona gdy v ¢ L(T) — (maszyna T pracuje wiecznie,

Hhie zatrzymuje sie” ).

W definicji Turinga istotg jest proces obliczenia. Funkcja fr to tylko opis rezultatu tego procesu.

Mozemy teraz sformutowaé¢ podstawowa definicje:

Funkcja czesciowa f: {0,1}* — {0,1}* jest OBLICZALNA jezeli potrafimy skonstruowac maszyne
Turinga ktora ja realizuje.”

Proponowany przez Turinga opis relacji miedzy ,sprawca” a ,otoczeniem” jest ascetyczny do
bélu. Jak bardzo, przekonamy sie prébujac zbudowaé maszyne realizujaca prosta akcje np. po-
dwajanie stowa zapisanego na tadmie. Nieco poluzujmy. Przede wszystkim alfabet binarny ,nad
ktorym” pracuje taka maszyna, mozna zastapi¢ dowolnym skonczonym alfabetem. To oznacza, ze
pojecie obliczalno$ci mozna odnie$é¢ do funkceji typu f: A* — A* , gdzie A to dowolny skonczony al-
fabet. Ostatecznie powiemy, ze funkcja czesciowa ¢: A* — B* jest obliczalna, jedli istnieje maszyna
Turinga T dzialajaca ,nad alfabetem AU B” taka, ze ¢ = frp.

Maszyny Turinga ,dzialaja na tekstach i zwracaja teksty”®. Opisane uogélnienia nie zmienaja
istoty obliczalno$ci: dziatanie maszyny T korzystajacej ze skonczonego alfabetu A mozna zawsze

4Znak ,,1” stuzy do oznaczenia tych pél tasmy, w ktérych nic nie zapisano - nie ma w nich ani 0 ani 1.

5Gdy wartosé tego parametru to NoMove, to nadal bedzie obserwowaé to samo pole.

SPrzyktad. Jednostanowa maszyna z trzema instrukcjami (q, ) — (q,«, NoMove) gdzie o € {0,1, L} nigdy sie
nie zatrzyma - nie akceptuje zadnego stowa. A jednostanowa maszyna z jedna instrukcja (¢,0) — (g,0, NoMove)
zaakceptuje stowo ,11” a nie zatrzyma sie na stowie ,,00”.

"Funkcja czesciowa ze zbioru A do zbioru B nie dla kazdego argumentu - elementu zbioru A - zwraca wartosé
(element zbioru B). Odejmowanie liczb naturalnych jest funkcja czesciowg (z N x N do N).

8Piszac ten tekst mam na ekranie komputera okno edycyjne i podglad wydruku. Stukajac w odpowiedni klawisz
uruchamiam maszyne¢ Turinga (program), ktéry zamienia tekst z okna edycyjnego na tekst-wydruk. By utozsamié
pojecia ,stowo” i tekst” wystarczy do alfabetu jezyka polskiego - dolozyé wszelkie znaki interpunkcyjne i spacje .
Wéwczas dowolny tekst - np. ,,Pan Tadeusz” - stanie sie pojedynczym stowem nad tak rozszerzonym alfabetem.
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zrealizowa¢ za pomoca innej maszyny 15 operujacej nad alfabetem binarnym: istniejg funkcje ob-
liczalne kods: A* — {0,1}* i dkoda: {0,1}* — A* takie, ze
fr =dekodys - fr, - kodr

- ,aby obliczy¢ wartos¢ fr na stowie v najpierw je kodujemy, potem uruchamiamy maszyne 15 na
tym kodzie, a na koniec dekodujemy stowo binarne Ty (kod(v))?.

Teraz jestedmy gotowi na przyjecie formalnych definicji jezyka rozstrzygalnego i rozpoznawal-
nego: jezyk L C A* jest rozstrzygalny (rekurencyjny), jezeli funkcja Ap: — {0,1}* taka, ze dla

dowolnego stowa v € A*:
1 gdyvelL,
AL(o) = { gdy

0 w przeciwnym wypadku

jest obliczalna.
Jezyk L C A* jest rozpoznawalny (sprawdzalny, rekurencyjnie przeliczalny) jezeli funkcja czesciowa
NS 1 A* — {0,1}* taka, ze dla dowolnego v € A*:

Ny(v) = 1 gdy v € L,
A nieokreslona gdy v ¢ L

jest obliczalna'®.

Mozna komplikowaé pojecie maszyny Turinga, przyjmujac, ze ma ona nie jedng ale dwie ta-
Smy - ,wewnetrzng” i ,zewnetrzng’ - i w kazdej chwili obserwuje po jednym polu na kazdej z
nich. Reagujac na zawarto$¢ obu pdl taka maszyna zmienia stan, zmienia zapisy w obu polach i
wykonuje niezalezne ruchy na obu tasmach - zgodnie z okresSlonymi a priori instrukcjami. Tasma
zewnetrzna - tak jak w maszynie jednotasmowej - reprezentuje otoczenie: z niej odczytujemy dane
i na niej umieszczamy wynik obliczenia. Tadéme wewnetrzng mozna traktowaé jako - potencjalnie
nieskonczong! - pamieé, stuzaca do przechowywania informacji przydatnych w procesie obliczenia'l.
Wydaje sie, ze dwutaémowe maszyny moga wiecej. Ale nie: kazdg funkcje, ktéra mozna zrealizowaé
za pomoca maszyny dwutasmowej, mozna zrealizowaé korzystajac z maszyny jednotaémowej 2 .

Te uwagi sa po to tylko, by latwiej bylo nam przyjaé¢ do wiadomosci, ze maszyna Turinga (nad alfabetem
binarnym) to genialna w swej prostocie propozycja formalizacji pojecia procedury.

Model Turinga NIE JEST modelem technicznym ,urzadzenia stuzacego do obliczen”'®. To model ideowy,
koncentrujacy nasza uwage na tym, co jest istota procesu obliczenia.

Odtad bedziemy wymiennie postugiwali sie pojeciami ,procedura”, ,program” i ,maszyna Tu-
ringa”.
Nierozstrzygalno$é problemu stopu

Wiemy juz dosé, by zajaé sie fascynujacym fenomenem - ,nierozstrzygalnoscia problemu stopu”.
Kazdy z nas styszal o ,zapetleniu programu” - nasz komputer zwariowal i bez konca realizuje
pewien program. Czyz nie byloby pieknie (wygodnie), gdyby komputer byt wyposazony fabrycznie

9Procedure kodowania mozna opisaé tak: ustalmy najpierw binarne kodowanie liter alfabetu A dbajac o to, by
dla kazdej pary réznych liter a,b € A stowo koda(a) nie byto podstowem poczatkowym stowa koda(b) (i vice versa).
To jest mozliwe. Wéwczas dla dowolnego stowa v = a1 ...an € A* | koda(v) = koda(a1)...koda(an).

0Ktopot z wyborem adekwatnej i wywotujacej oczekiwane skojarzenia nazwy dla takich zbioréw bierze sie stad, ze
jest to sytuacja obca naszemu do$wiadczeniu uksztalowanemu w $wiecie obiektéw skoficzonych (czyli rozstrzygalnych).
Na marginesie: konia z rzedem temu kto wyjaséni, dlaczego angielski termin ,recursively enumerable” przettumaczy-
lismy jako rekurencyjnie przeliczalny a nie rekurencyjnie POLICZALNY... .

"¥unkcje podwajania stowa mozna za pomoca dwutasmowej maszyny zrealizowaé tak: 1. przepisz slowo v z tasmy
zewnetrznej na wewnetrzna. 2. Przejdz na koniec slowa v na tasmie zewnetrzenej. 3. Przepisz kopie slowa v z tasmy
wewnetrznej na zewnetrzna. Proste. A teraz sprébuj zrealizowaé te procedure korzystajac z maszyny jednotasmowej.

1276 nie jest az tak strasznie dziwne: informacje (stowa) zapisane na dwéch tasmach mozna tatwo zapisaé na jednej
tasmie rezerwujac np. dla pierwszego stowa miejsca parzyste, a dla drugiego - nieparzyste.

13Bardziej na takie miano zastuguje model von Neumanna opisujacy architekture komputera.
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w program PS| ktéry - uruchomiony przed witasciwym programem T - odpowiadalby na pytanie,
czy po uruchomieniu 7" na wskazanym zestawie danych v, ten program sie¢ zatrzyma, czy tez sie
zapetli? Dlaczego zaden geniusz z Doliny Krzemowej o tym nie pomy$lat?

Do formalnego opisu problemu stopu wykorzystamy pojecie kodu maszyny. Kod maszyny T to
stowo binarne kod(T'), ktore otrzymamy w wyniku translacji tekstu - opisu zbioru instrukeji 7" - na
stowo binarne!4.

Nasz problem sformutujemy teraz tak:

- ,czy istnieje maszyna Turinga PS taka, ze dla dowolnej maszyny T i stowa binarnego v:

PS(< kod(T),v >) =1 gdy maszyna T zatrzyma sie rozpoczynajac prace ze slowem v zapisa-
nym na tasmie i PS(< kod(T),v >) = 0 - w przeciwnym przypadku?”'>

Odpowiedz brzmi ,NIE”. To jest sens stynnego ,twierdzenia o nierozstrzygalnosci problemu stopu”.

Niech nas nie zwiedzie prostota sformulowania problemu. Jego rozwiazanie przez Turinga to jedno naj-
piekniejszych i najwazniejszych osiagnieé¢ ludzkiego intelektu w XX wieku (a moze nie tylko...). Wyznacza,
podobnie jak wyniki Godla, granice naszego panowania nad tym, co tworzymy.

Mozemy projektowaé procesy obliczeniowe i realizowaé je za pomocg komputeréw. Ale nie mamy zadnej
szansy na pelng nad nimi kontrole. Nie mozemy rozstrzygaé o wszystkim.

Dowdd tego twierdzenia jest piekny, bo prosty. Przypusémy, ze taka maszyna PS istnieje. Wy-
korzystamy ja do zbudowania nowej maszyny PS* dzialajacej tak:

1 gdy PS(<v,v>)

0
nie koriczy pracy gdy PS(<v,v>)=1

PS*>(v) = {

Jak zachowa sie maszyna PSS pracujac na swym kodzie? Latwo sprawdzié, ze obliczenie PS*°(kod(PS))
jest procesem skoniczonym dokltadnie wtedy, gdy jest procesem ... nieskonczonym!®

Nie ma procedury rozstrzygajacej dla problemu stopu. Ale mamy banalnie prosta procedure
sprawdzajaca - wystarczy uruchomié¢ maszyne T' ze stowem v zapisanym na tasmie i czekaé...

W ten sposéb spelnitem ztozona wczesniej obietnice:

Jezyk zlozony ze stéw postaci < kod(T'),v > i takich, ze maszyna T zatrzyma sie rozpoczynajac prace

ze stowem v to przyklad jezyka rozpoznawalnego (sprawdzalnego), ktéry nie jest rozstrzygalny.

Przyjrzyjmy sie waznej konsekwencji tego rozréznienia. W matematyce teoriomnogosciowej mo-
zemy - jesli tylko zechcemy - zastapi¢ dang funkcje czeSciowa ¢: A — B przez funkcje wszedzie
okredlong ¢t: A — BU{oo} zwracajaca ,komunikat o bledzie” gdy warto$é ¢(a) jest nieokreslona:

o (a) ¢(a) gdy wartosé¢ ¢(a) jest okreslona,
a) =
00 W przeciwnym przypadku.

Tak nie mozna postepowaé¢ w Swiecie funkcji obliczalnych. Dlaczego? Przypusémy, ze jezyk L C A*
jest rozpoznawalny, ale nie rozstrzygalny. Gdyby opisana wczeéniej obliczalng funkcje czeSciowa
NS+ A* — {0,1}* mozna bylo zastapi¢ wszedzie okreslong funkcja obliczalng (dodajac komunikat
o bledzie) A\p: A* — {0,1}* U {oo}, to otrzymalibysSmy funkcje dziatajaca tak:

(o) 1 gdyvel,
v) =
g oo gdyvé¢lL

M Np. za pomoca opisanej wyzej funkcji kodyo,1y. Nie musz¢ dodawag, ze takie kodowanie zawsze istnieje.
153ymbol < kod(T),v > oznacza tu stowo binarne - kod pary stéw binarnych (kod(T),v). Mozemy np. przyjaé
< kod(T),v >= 00...01lkod(T)v
gdzie liczba zer na poczatku kodu jest réwna dlugosé stowa kod(T).
16W tym dowodzie jest drobna luka. Ale wszystko jest OK. Jesli kto$ zauwazyt te luke, to dobrze (o nim $wiadczy).
A jesli wie, jak ja wypelnié, to jeszcze lepiej.
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A to - na mocy definicji - oznacza, ze jezyk L jest... rozstrzygalny. Sprzecznosé (zalozyliSmy, ze L
jest tylko rozpoznawalny)!

W $wiecie funkcji obliczalnych mamy dwa rodzaje nieokre$lonoéci.

Funkcja fr : A* — B* ma nieokre§lonosé ,jawna” gdy jezyk L(T') (akceptowany przez T') jest rozstrzygal-
ny. Wtedy PRZED rozpoczeciem obliczenia mozna rozstrzygaé, czy bedzie ono skonczone czy tez bedzie
trwalo wiecznie. I mozemy uzupelni¢ funkcje fr do totalnej funkcji obliczalnej dodajac ,komunikat o
bledzie” 7.

Jesli jezyk L(T) jest tylko rozpoznawalny, to nieokreslono$é funkcji obliczalnej fr jest ,niejawna”.

Ale nierozstrzygalnosé problemu stopu oznacza, ze nie istnieje uniwersalna procedura rozstrzygajaca, czy

jezyk L(T) jest rozstrzygalny czy tylko rozpoznawalny... .

Dodatek: Twierdzenie Rice’a

Twierdzenie Rice’a méwi, ze zadna nietrywialna semantyczna wlasnosci maszyn Turinga nie jest
rozstrzygalna.

Wilasno$¢ maszyn Turinga jest semantyczna, gdy nie rozréznia maszyn akceptujacych ten sam jezyk.
Nietrywialna, gdy ma ja choé¢by jedna maszyna Turinga.

Wspominamy o tym twierdzeniu nie tylko dlatego, ze jest ciekawe samo w sobie. Jego dowdd
ilustruje metode orzekania o nierozstrzygalnosci pewnych probleméw polegajaca na wykazaniu, ze
rozstrzygalnosé rozwazanego problemu prowadzitaby do rozstrzygalnosci ,,problemu stopu” - co jest
niemozliwe.

Zalézmy dodatkowo, ze rozpatrywana wlasnosé maszyn Turinga P nie przystuguje maszynie
nie akceptujacej zadnego stowa'®.

Wybierzmy jakakolwiek maszyne Mp o wlasnodci P. Wykorzystamy ja do przeksztalcenia do-
wolnej maszyny 1 w nows maszyne T, ktorej dzialanie na stowie v to kolejne wykonanie dwoch
podprocedur:

1. uruchamiamy obliczenie T'(kod(T)). Jezeli ten proces si¢ nie koriczy, to i praca T na slowie v sie
nie konczy. W przeciwnym wypadku:
2. uruchamiamy maszyne Mp na slowie v.

Latwo sprawdzié, ze:

- jesli maszyna T nie zatrzymuje si¢ pracujac na wtasnym kodzie, to T nigdy sie nie zatrzymuje
- nie ma wilasnoéci P,

- jesli maszyna T zatrzymuje sie pracujac na wlasnym kodzie, to T akceptuje ten sam jezyk co
Mp czyli ma wlasnosé P19,

Tym samym rozstrzygniecie, czy T zatrzymuje sie na swoim kodzie jest rownowazne rozstrzy-
gnieciu, czy T MA wlasnoé¢ P. Zatem problem ,posiadania przez (dowolnie wybrana) maszyne
Turinga T" wtasnosci P” nie moze by¢ rozstrzygalny.

Wynik Rice’a jest smutny - pokazuje, ze zadna nietrywialna wtasnos¢ zbioré6w rekurencyjnie przeliczalnych
nie jest rozstrzygalna. W szczegdélnodci, nie potrafimy rozstrzygaé czy jezyki akceptowane przez dwie
dowolnie wybrane maszyny Turinga sa takie same, czy realizuja te¢ sama funkcje obliczalna.

10.1.1 Klasyfikacja jezykéw Chomsky’ego revisited

Klasyfikacja jezykéw Chomsky’ego (str. 24) odwolywala sie do ksztaltu opisujacych je gramatyk.
Teraz ja powtorzymy, ale odwolujac sie do akceptorow - mechanicznych urzadzen orzekajacych o
przynaleznosci stowa do jezyka. W roli akceptoréw wystapia... maszyny Turinga.

177, jawna” nieokreslonoscig mamy do czynienia np. w przypadku ograniczonego odejmowania liczb naturalnych:
odejmowanie n — m jest nieokreslone (niewykonalne) gdy n < m.

18To zatozenie nie zmienia sensu twierdzenia: gdy interesuje nas semantyczna wtasnosé, ktérg posiada taka maszyna,
to wystarczy rozpatrywaé zaprzeczenie tej wlasnosci (7).

19Ty wykorzystujemy z pozoru dziwne zalozenie o semantycznym charakterze wtasnosci P.
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Podstawowe twierdzenie wigzace maszyny Turinga z gramatykami wyglada tak:

Jezyk L jest akceptowalny przez pewna maszyne Turinga T dokladnie wtedy, gdy mozna go
opisac¢ za pomoca pewnej gramatyki kombinatorycznej.

Procedure sprawdzajaca czy stowo w nalezy do jezyka L(G) generowanego przez gramatyke G, jest

prosta: produkujemy kolejno wszystkie mozliwe wyprowadzenia, zaczynajac od tych dtugosci jeden,

potem dlugosci dwa, itd.. Jesli w € L(G), to w pewnym momencie znajdziemy wyprowadzenie tego

stowa i skoniczymy prace. A jesli w ¢ L(G), to poszukiwanie wyprowadzenia bedzie trwalo wiecznie.
Skoro znamy procedure, a procedury to maszyny Turinga, to ... 20

Jezyki akceptowalne przez maszyny Turinga to jezyki rozpoznawalne (sprawdzalne). Jezeli za paradygmat
matematycznego konstruktywizmu uznamy sprawdzalnosé kreowanych kolekcji ktére czynimy przedmio-
tem naszych badan to musimy przyjaé, ze uniwersalnym narzedziem ich tworzenia sa specyficzne struktury
rekurencyjne - gramatyki kombinatoryczne.

Zawezanie klasy jezykéw zgodnie z hierarchia Chomsky’ego (jezyki kontekstowe, bezkontek-
stowe, regularne) oznacza, ze akceptujace je urzadzenia sa coraz prostsze. Skoro jednak maszyna
Turinga jest prosta jak czajnik, to na czym polega jej upraszczanie?

Moéwiac najprosciej - na ograniczeniu mozliwosci jej dziatania. I tak liniowo ograniczona maszyna
Turinga rozpoczynajac prace ze stowem w modyfikuje w czasie pracy tylko te pola, ktére sa zajete
przez stowo w. Takie maszyny sa powiazane z gramatykami kontekstowymi:

jezyk L jest akceptowany przez liniowo ograniczona maszyne Turinga dokladnie wtedy gdy jest
generowany gramatyke kontekstows.

Gramatyki kontekstowe wyrédznia to, ze w dowolnym wyprowadzeniu S ~» v1 ~> vy ~> + -+ ~> vy
dhugo$é stowa v; jest mniejsza-réwna dlugosci stowa v; 41 2!. Stad liczba wyprowadzen, w ktérych
ostatnie stowo ma dlugosé n jest skonczona, niezaleznie od wyboru liczby n. To oznacza, ze jezyk
L(G) generowany przez gramatyke kontekstowa jest rozstrzygalny, gdyz poszukiwanie wyprowadze-
nia stowa w mozna zakonczy¢ po skonczonej liczbie krokéw, po wygenerowaniu skonczonego zbioru
wszystkich wyprowadzen w ktérych ostatnie stowo ma diugos$é réwna diugoéei w 22.

Ta obserwacja to pierwszy krok do udowodnienia twierdzenia, uzasadniajacego wyrdznienie tej
podklasy gramatyk (maszyn Turinga):

Jezyki rozstrzygalne to te, ktore sa akceptowane przez liniowo ograniczone maszyny Turinga
(réwnowaznie: generowane przez gramatyki kontekstowe).

Zawezenie rozwazan do klasy jezykéw kontekstowych wprowadza nas do raju w ktorym jezykom

towarzysza procedury rozstrzygajace o przynaleznosci stowa do jezyka. Czego chcie¢ wiecej? Po co
komu gramatyki bezkontekstowe i regularne?
Nasz raj to pozér, utuda: procedury rozstrzygajace o przynaleznoéci stowa dla jezykéw kontek-
stowych moga by¢ bardzo zlozone, przez co bezuzyteczne w praktyce. Gdy ograniczymy sie do
gramatyk bezkontekstowych, to zlozonoéé tych procedur znaczaco maleje - staje sie wielomiano-
wa?? I dopiero te jezyki znajduja praktyczne zastosowanie w informatyce?®.

Jezyki bezkontekstowe sa akceptowane przez automaty ze stosem. Maszyny Turinga akceptu-
jace jezyki regularne to automaty skornczone. Prostota weryfikacji przynaleznosci stowa do jezyka

20Dowb6d odwrotnej implikacji - wskazanie gramatyki opisujacej jezyk akceptowalny przez maszyne T - polega na
przeksztalceniu zbioru instrukcji maszyny T' w odpowiedni zbiér produkcji gramatyki. Darujmy sobie szczegdly.

21To jest konsekwencja ksztalu produkeji w takiej gramatyce.

22Jegli zrozumiale$ te argumentacje, to powinienes zgodzié sie tez z takim stwierdzeniem: ,gdyby mozliwe bylo
okreslenie stalej proporcji miedzy dlugoscia twierdzenia a maksymalna dlugoscia jego dowodu, to teorie matematyczne
bylyby rozstrzygalne”. (na twierdzenie” i ,dowdd” patrzymy tu jak na stowa i tak rozumiemy ich dlugosé)

20 zlozonosci procedur pisze wiecej pod koniec tego (dtugiego) rozdziatu (str. 142). Teraz krétko: zgodzimy sie,
ze dtugos$é procesu weryfikujacego przynalezno$é stowa do jezyka zalezy od dlugosci stowa. Ztozonosé procedury jest
wielomianowa jesli te zaleznos¢ mozna opisaé¢ za pomocy funkcje wielomianowe;j.

2 Niektérym to weigz mato: wyréznia sie podklasy jezykéw bezkontekstowych LL(k) i LR(k): dopiero dla takich
jezykéw mamy procedury o satysfakcjonujacej efektywnosci.
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regularnego polega na tym, ze stowo jest przegladane tylko jednokrotnie, z lewa na prawo. Liczba
krokéw procesu weryfikacji jest réwna diugosci sprawdzanego stowa - ztozonoéé tej procedury jest
liniowa.

Hierarchia jezykow Chomsky’ego nie ma algorytmicznego wsparcia: nie mamy procedur pozwalajacych
rozstrzygaé, czy dowolny jezyk rekurencyjnie przeliczalny jest regularny (bezkontekstowy, pusty)... . To
jeszcze jedna konsekwencja twierdzenia Rice’a.

Klasyfikacja Chomsky’ego to nie tylko wewnetrzna sprawa lingwistyki matematycznej. To w
istocie klasyfikacja probleméw, ktére mozemy rozsadzaé proceduralnie. Oto przyktad: graf skon-
czony mozna zakodowac jako stowo np. numerujac jego wierzcholki, a krawedzie przedstawiajac jako
pary liczb - numery poczatku i konica krawedzi. Np. stowo (nad alfabetem zlozonym z cyfr, przecin-
ka i dwéch rodzajéw nawiaséw) < 1,2,3,4,(1,2),(3,4) > to kod grafu o czterech wierzchotkach i
dwdch krawedziach. Co istotne, pewne wtasnosci grafu G mozna teraz przettumaczy¢ na wlasnosci
syntaktyczne jego kodu. Np. istnienie petli przy kazdym wierzchotku oznacza - w naszym systemie
kodowania - ze kod grafu G wraz z podstowem ,,n” musi zawiera¢ podstowo ,(n,n)”. Kazda taka
wlasnosé grafu wyrdznia pewien podzbior kodoéw, pewien jezyk. Tym samym rozstrzygniecie ,czy
graf ma dang wlasno$é” sprowadzamy do sprawdzenia, czy jego kod nalezy do jezyka wyznaczone-
go przez te wlasnosé. Mozliwosé zaangazowania w to sprawdzanie komputera (maszyny Turinga)
zalezy od tego, czy jezyk odpowiadajacy tej wlasnosci potrafimy opisaé¢ za pomoca gramatyki. A
zlozono$é problemu zalezy od ksztaltu tej gramatyki.

H Wystarczy rzeczy ponazywaé, by zakwalifikowaé rozwazany problem do pewnej ,klasy trudnoéci”...25.

Na koniec matly test: czy wyobrazamy sobie, ile jest binarnych maszyn Turinga o danej liczbie
stanéw? To mozna oszacowac:

liczba maszyn Turinga o n stanach = (9n + 1)3"

Np. mamy ,tylko” 19% maszyn dwustanowych... A to ponad... 47 milionéw. Maszyn o 10 stanach
jest 9139, Kosmos...?6. Warto sobie to uéwiadomié¢ zanim sie powie, ze to, co skoficzone, jest w
gruncie rzeczy trywialne...

10.1.2 Maszyna uniwersalna

Opisujac dzialanie maszyny Turinga przedstawitlem procedure - ,jinstrukcje uzycia” dowolnej ma-
szyny Turinga. Skoro maszyna Turinga to odpowiednik procedury, to musimy zapytaé - czy i tej
szczegblnej procedurze odpowiada jakas maszyna?

Tak. I to bardzo wazna: jest to uniwersalna maszyna Turinga U. Uniwersalna, czyli zdolna symu-
lowaé prace dowolnej maszyny Turinga. To mozliwe, bo - jak juz wiemy - kazda maszyna T ma
swéj binarny kod - stowo kod(T'), a kazda pare stéw (kod(T'),v) mozna zakodowaé jako pojedyncze
stowo binarne - < kod(T'),v >=00...01kod(T)v (str. 116):

Maszyna uniwersalna U symuluje prace dowolnej maszyny T na danym slowie v: rozpoczynajac
prace ze slowem < kod(T),v > daje ten sam rezultat, co maszyna T rozpoczynajaca prace ze
slowem v zapisanym na tasmie 27 :

U(< kod(T),v >) =T(v)

25 Ponad wszystkie wasze uroki —
Ty! poezjo, i ty, wymowo —
Jeden wiecznie bedzie wysoki:
KOk KKK K K K K K Kk ok F K K
Odpowiednie da¢ rzeczy stowo!
C.K.Norwid, Za wstep(ogdlniki)
26Wprawdzie niektére sposréd tych maszyn ,licza to samo”, ale nie o to chodzi.
27Szczegélowy opis kodowania maszyn i budowy uniwersalnej maszyny mozna znalezé np. w [55].
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Czescia naszej codziennej aktywnodci jest realizacja pewnych procedur, ,postepowanie zgodne z instruk-
cja”. Kazdy z nas jest po czesci uniwersalng maszyng Turinga. Trzeba mieé¢ nadzieje, ze jesteSmy czyms
wiecej, niz taka maszyna.

,Jesli oczekujemy od maszyny bezblednego dzialania, nie mozemy zadaé, by jednoczesnie byla inteligent-
na” - A. Turing, odczyt w dniu 20.02.1947 [42]

Paradoks Berry’ego revisited

Sformulujmy wspomniany wczesniej paradoks Berry’ego (str. 74) nieco bardziej ogdlnie:

sberry(n) to najmniejsza liczba naturalna, ktérej nie mozna opisa¢ za pomoca mniej niz n
stow”28.

Sformutowanie tego paradoksu budzi watpliwosci. Wskazmy choéby jedna: przekonanie, ze kaz-
dej wtasnosci liczb naturalnych sformutowanej w jezyku polskim odpowiada podzbiér liczb na-
turalnych (zlozony z liczb posiadajacych dana wlasnosé), nie ma matematycznego uzasadnienia.
Tego nie zapewnia ani arytmetyka ani teoria mnogoéci. Tymczasem poprawnos$¢ okreslenia liczby
berry(n) opiera si¢ na tym zalozeniu.

Analiza matematyczna tego paradoksu wymaga wczeSniejszego ustalenia, jak jest nam dany ma-
tematyczny obiekt - ,what is a thing?” -( w tym przypadku: ,jak jest dana liczba naturalna?”).
Musimy tez ustali¢ ,,czym jest opis wlasnosci” - chociazby tylko w odniesieniu do wlasnoéci liczb
naturalnych.

Nie oddalimy sie zbytnio od oryginalnego sformutowania paradoksu Berry’ego gdy przyjmiemy, ze
liczba naturalna jest jej zapis binarny. A na pytanie, czym jest opis stowa binarnego (w szczegdl-

noéci: liczby naturalnej), odpowiemy przyjmujac definicje Kotmogorova?® .:

,Opis binarnego stowa v to para (P,w) gdzie P to maszyna Turinga, w to slowo binarne (,kod
v”) oraz
P(w)=v.”
(réwnowaznie: U(< kod(P),w >) =v)

Opis stowa musi zawiera¢ w sobie informacje, jak je odtworzy¢ (odczytad).

Céz po opisie, ktérego nikt nie rozumie? Wspomnij J. F. Champolliona?°

Stowo ,2+ 27 jest czeScia opisu liczby 4 (jest kodem liczby 4). Druga czedcia jest opis procedury doda-
wania, ktora wszyscy mamy w glowach...

Kazde stowo binarne v conajmniej jeden opis - stowo < kod(COPY),v > , gdzie COPY to
maszyna Turinga realizujaca funkcje identycznosciowa, COPY (v) = v.

Stowo binarne ”0” mozna uczyni¢ kodem dowolnej liczby ng (jej binarnego kodu). To sprawia,
ze paradoks Berry’ego w pierwotnym sformutowaniu traci sens®!. Dlatego pytanie Berry’ego trzeba
sformulowaé nieco inaczej: czy istnieje pojedyncza procedura - nazwijmy ja BERRY - pozwalajaca
uzna¢ dowolna liczbe n za kod liczby berry(n)?

U(< kod(BERRY),bin(n) >) = bin(berry(n))
gdzie bin(n) to stlowo binarne - binarny numeral liczby n. Warunek ,slowo-kod binarny liczby
berry(n) nie ma opisu krétszego niz n”: dla dowolnego stowa binarnego w, jezeli
(%) U(< kod(P),w >) = bin(berry(n)) to n < | < kod(P),w > |

BWkrétce wyjasni sie, dlaczego... .

29A. N. Kotmogorov, (1903 - 1987) — rosyjski matematyk, wspéttwérca teorii prawdopodobienstwa. Zlozonosé
Kolmogorova stowa v to dlugos$é najkrétszego stowa w takiego, ze U(w) = v. Tak okreslona zlozonos$é nie jest
obliczalna. To, o czym tu méwimy, jest w istocie pewna modyfikacja (a moze interpretacja) tego twierdzenia.
Ztozonos¢ stowa v mozna tez definiowaé jako minimalng liczbe stanéw maszyny Turinga T zdolnej wygenerowaé v,
tzn. takiej, ze U(< kod(T),e >) = v, gdzie € to stowo puste. G. Chaitin pokazal, ze ta liczba - wraz ze wzrostem
dhugosci stowa v zbliza si¢ do wartosci wyrazenia %{JM [15] (Jv| to dlugosé stowa v).

39Jean F. Champollion przywrécit nam, po wiekach milczenia, informacje zawarta w hieroglifach egipskich... .

31 Nieprzekonanym przypomne, ze liczbe niewymierna wyznaczona przez stosunek dtugosci okregu do jego érednicy
kodujemy pojedyncza literg ... .
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(symbol |v| uznacza tu dlugosé stowa v).

Taka maszyna nie istnieje. Latwo to pokazaé:

1. Z réwnosci (%) wynika, ze dla dowolnej liczby n, n < | < kod(BERRY ), bin(n) > | .

2. < kod(BERRY ), bin(n) > to stowo 00...0lkod(BERRY )bin(n), gdzie liczba poczatkowych zer
jest ustalona (str. 116). Stad, dla dowolnej liczby n, | < kod(BERRY ),bin(n) > | < |bin(n)| + ¢
dla odpowiednio dobranej, ustalonej liczby c. Zatem

n < | < kod(BERRY),bin(n) > | < |bin(n)| + ¢
Ale nier6wnosé n < |bin(n)|+ c nie moze by¢ prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n, gdyz réznica
n — |bin(n)| roénie nieograniczenie!3?
Paradoks Berry’ego traci sens jedli tylko zgodzimy sie na zaproponowang tu interpretacje ter-
minu ,,opis”.

Nie trzeba si¢ zgadzaé z przedstawiona tu analizg paradoksu Berry’ego. Mozna przedstawic wlasng ale

zawsze trzeba zacza¢ od (matematycznego) doprecyzowania co rozumiemy przez ,,opis”.

10.2 Funkcje obliczalne

Turing widzial obliczenie jako proces przetwarzania stow. Nie tylko on. W pracy , Relatives of
Robinson Arithmetic”3® traktujacej o teorii sktadania(?) A. Grzegorczyka®* napisano tak: ,Grze-
gorczyk’s motivation to study the theory of concatenation is philosophical. WHEN REASONING OR
WHEN PERFORMING A COMPUTATION, WE DEAL WITH TEXTS. Our human capacity to perform
these intellectual tasks depends on our ability to discern texts. Then it is natural to define notions
like undecidability directly in terms of texts, without reference to natural numbers.”.

Oczywiscie mozna méwié o funkcjach obliczalnych dziatajacych na liczbach naturalnych. Choéby
dlatego, ze - jak juz ustaliliémy - liczby naturalne to stowa:

funkcja czesciowa ¢ : N¥ — N jest obliczalna gdy istnieje maszyna Turinga T nad alfabetem
binarnym taka, ze dla dowolnego k-elementowego ciagu liczb naturalnych (nq,...ng),

d(ni,...ng) =m wtw fp(11...1011...10...011...1)=11...1

ni ng ng m

10.2.1 Funkcje obliczalne wedlug Kleene’ego

Obliczalnosé funkcji dziatajacych na liczbach naturalnych mozna zdefiniowaé bez odwotan do ma-

szyn Turinga. Taka niezalezna definicje zaproponowat S.C.Kleene3?.

Funkcje, ktére a priori uznajemy za obliczalne, to:

- rzutowania; I} : N* — N, (I (z1, .. Thy - o ) = X)),
- funkcja nastepnika; succ: N — N,
- funkcja stata; 0: N— N, tzn. 0(n) =0, dla dowolnej liczby n.

32D]a mniej zaawansowanych matematycznie: jezeli liczbe 10 zwiekszymy dziesieciokrotnie, to dtugosé jej dziesietne-
go zapisu wzroénie tylko o jeden znak, gdy zwigkszymy stukrotnie - zapis wydtuzy si¢ o dwa znaki. Latwo si¢ zgodzié,
ze w zaden sposéb nie mozna ograniczy¢ réznicy miedzy wielkoscig liczby a dlugoscia jej dziesigtnej reprezentacji.
Wszystko to pozostaje prawdziwe, gdy zapis dziesietny zastapimy binarnym.

33V. Svejdar, The Logica Yearbook 2008, pp.253-263, College Publications, London, 2009.

34 theory of concatenations”

35Stephen Cole Kleene (1909-1994) - matematyk amerykaniski. W 1934 roku Gédel wygtosit w Princeton wyktad,
ktérego stuchaczem byl mlody Kleene. Godel, szukajac formalnej definicji obliczalnosci, zdefiniowal klase funkcji
znanych dzi§ jako funkcje prymitywnie rekurencyjne. W czasie tego wykltadu Godel sformutowal pewne propozy-
cje rozszerzenia tej klasy. To rozszerzonie pokrywa sie z klasg funkcji obliczalnych zdefiniowana ostatecznie przez
Kleene’ego [51].
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Funkcje obliczalne to te, ktére mozna otrzymacé z tych bazowych funkcji obliczalnych za pomoca
wielokrotnego stosowania trzech konstruktoréw:

1. skladanie funkcji:
(¢ N" — Nyi =1, k), [ NF = N) = (g, g"): N N

2. rekursji prostej®: korzystajac z danej funkcji g: N x N — N i liczby a € N definiujemy
nowy funkcje h taka, ze:

-h(0) =a,

- h(suce(n)) = g(h(n),n)
W szczegdlnosci: dodawanie, mnozenie definiowane sa w ten sposéb, czyli sa to funkcje obliczalne®’ .
W konsekwencji kazda funkcja wielomianowa jest obliczalna.

3. miminum efektywnego: dla danej funkcji obliczalnej f: N x N — N i dowolnie wybranej
liczby naturalnej m mozemy rozpatrywac rownanie:

(x)  flm,y) =0
Nowg funkcje g: N — N definiujemy przyjmujac, ze
glm) =c

gdzie ¢ to najmniejsze rozwiazanie réwnania (x) i ponadto dowolnej liczby naturalnej a < y wartos¢
f(m,a) jest okreslona. Stosujemy tu efektowny zapis:

9(@) = py(f(z,y) =0)
Funkcje obliczalne budowane bez uzycia operatora minimum efektywnego to funkcje prymitywnie
rekurencyjne.

Prostota srodkéw uzytych do konstrukcji funkcji obliczalnych jest zwodnicza - funkcje obliczalne
bywaja niebanalne. Pieknym przykladem jest stynna funkcja Ackermanna:

A0,z) =z + 1;

A(n+1,0) = A(n, 1);

An+ 1L,z +1)=AMn,A(n+ 1,x))

Wyglada niewinnie, ale... sprébuj obliczy¢ wartosé A(4,2)38.

Definicje operatora minimum efektywnego mozna odczytywaé jako opis procedury obliczania
wartosci funkeji py(f(x,y) = 0) : ,dla danego argumentu m € N testujemy réwnosé¢ f(m,y) =0
kolejno dla y = 0,1,2,..., az do chwili, gdy wynik testu bedzie pozytywny. Znaleziona tak liczba
Ymin Jest wartoscia funkcji py(f(z,y) = 0) dla argumentu m”.

Moze sie zdarzyé, ze kolejne wyniki testow réwnosci f(m,y) = 0 beda zawsze negatywne. Woéwczas
wartosé funkcji py(f(xz,y) = 0) na argumencie m nie jest okreslona (proces jej poszukiwania jest
nieskonczony). Wsréd funkeji obliczalnych w sensie Kleene’ego sa tez funkcje czesciowe®.

36Ograniczam sie do przedstawienia bardzo uproszczonej definicji schematu rekursji.

377 zastrzezeniem, ktére czasowo ukryjemy pod hastem ” Twierdzenie Tennenbauma” a wyjasnimy pozniej.

38 A(4,2) = 25936 _ 3. Ten niesamowicie szybki wzrost funkcji Ackermanna, jest punktem wyjscia do udowodnienia,
ze nie jest ona prymitywnie rekurencyjna (choé, na pozér, ,podwdjna rekurencja” uzyta w jej opisie nie jest tak
odlegta od zwyktej rekurencji).

Ackermann byl uczniem Hilberta. Dodajmy, ze wtasnie Hilbert zainicjowal powazne badania nad obliczalnoscia:
dziesiaty punkt jego stynnego programu to pytanie o istnienie uniwersalnej procedury rozwiazywania réwnan diofan-
tycznych.

39W jezyku Kleene’ego mozna tez prébowaé méwié o ,jawnej” i ,niejawnej” nieokreslonosci czeéciowej funkeji
obliczalnej. Jednak teraz to rozréznienie nie jest tak widoczne jak w jezyku maszyn Turinga.

Dziwny przyktad: funkcje py(suce(y) = 0) mozna interpretowac jako ... ,nieokreslong liczbe naturalna” bo - proce-
duralnie - jest ona zwiazana z nieskoficzonym poszukiwaniem rozwiazania réwnania succ(y) = 0 w N.

To nie jest az tak dziwne jak sie zdaje. Badanie semantyk operacyjnych jezykéw programowania w ktérych obecny jest
operator punktu stalego (odpowiedzialny za rekursje) zaczyna sie od dodania do zbioru liczb naturalnych elementu L
reprezentujacego ,undefined element”. Zainteresowanych odsytam np. do pracy G.D. Plotkin, LCF as a programming
language, Theoretical Comp. Sci. (1977), 223-255.
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W jezyku Kleene’ego mozemy tez zdefiniowaé pojecia rekurencyjnego i rekurencyjnie przeli-
czalnego podzbioru liczb naturalnych (ktére, w sposéb oczywisty, odpowiadaja rozstrzygalnym i
rozpoznawalnym jezykom):

Podzbiér A C N¥ jest rekurencyjny (,rozstrzygalny”), jezeli jego funkcja charakterystyczna A 4 : N¥ —
N taka, ze dla dowolnego ciagu (ny,...,n;) € NF:

1 (nl,...,nk)EA

0 w przeciwnym wypadku

)\A(nl,...,nk) = {

jest obliczalna.
Podzbiér A € N¥ jest rekurencyjnie przeliczalny (,sprawdzalny”, ,rozpoznawalny”) jezeli jego
czesciowa funkcja charakterystyczna N : Nk — N definiowana tak:

X, o) = {1. e €4
nieokreslona w przeciwnym wypadku

jest obliczalna.
W jezyku Kleene’ego twierdzenie o istnieniu uniwersalnej maszyny Turinga ma taka postaé: ,ist-
nieje numeracja funkcji obliczalnych jednej zmiennej (¢,: n € N) oraz funkcja obliczalna dwéch
zmiennych ¢y taka, ze ¢py(n,m) = ¢n(m)”.

Ale w jezyku Kleenego mozna czasem precyzyjnie opisaé¢ ,co$” co, choé¢ intuicyjnie oczywiste,
wymyka sie jezykowi maszyn Turinga. Oto przyklad: dla dowolnej (czesciowej) funkcji obliczalnej
p: N? — N istnieje totalna funkcja obliczalna s: N — N taka, ze p(m,n) = Gs(m)(1) 40,

Liczby czy slowa, Turing czy Kleene?

Definicja Kleene’ego nie wyjasénia, dlaczego wtasnie tak zdefiniowane funkcje uznajemy za obliczal-
ne. Nie méwi, czym jest obliczenie. Wprawdzie definicje konstruktoréw funkcji obliczalnych kojarza
sie z pewnymi konstrukcjami programistycznymi ale to niewiele ttumaczy?!.

Obie definicje - Turinga i Kleene’ego - opisuja te sama klase funkcji: zastepujac liczby stowami
(numeratami) mozna dowolng funkcje obliczalng w sensie Kleene’ego zrealizowaé za pomoca pew-
nej maszyny Turinga. Odwrotnie: numerujac binarne stowa opiszemy dziatanie dowolnej maszyny
Turinga za pomoca odpowiedniej funkcji obliczalnej*?.

To nie oznacza, ze mozna lekcewazy¢ definicje Kleene’ego, uznaé¢ za wtérna. Ta definicja to precyzyjny
opis klasy funkcji obliczalnych w jezyku mainstreamowej matematyki.

Dzieki Kleene’emu termin ,obliczalno$¢” mégl pojawi¢ sie w badaniach matematycznych gtéwnego nurtu.
A to okazalo sie wazne dla samej matematyki. Przekonamy sie o tym gdy bedziemy méwié¢ o dowodzie
twierdzenia Godla.

Kleene i Turing opisali w istocie te samg klase funkcji. Ale réznica miedzy ich jezykami i
metodami opisu jest glebsza, wrecz fundamentalna.

Maszyny Turinga opisuja obliczenia jako dziejace sie w czasie procesy realizowane przez fizyczne urza-
dzenia. Funkcje obliczalne to - w tej teorii - jedynie opis rezultatu tych proceséw.

Formalizm Kleene’ego jest opisem rekurencyjnej struktury klasy funkcji obliczalnych. Pojecie ,procesu
obliczenia” jest tu nieobecne, przywolywane jedynie nieformalnie.

Te TEORIE sa komplementarne. Ale czy bez maszyn Turinga komputery zawladnely by swiatem?

400pisz w jezyku procedur (intuicyjnie oczywisty) sens tego twierdzenia.

41Qktadanie funkcji to sekwencyjne wykonywanie programéw, operator minimum efektywnego odpowiada petli typu
,swhile”. Schemat rekursji odpowiada petli typu ,for” jezeli funkcje h : N — N wyznaczona rekurencyjnie przez a € N
i g : N2 — N obliczamy iteracyjnie, czyli budujac ciag par liczb naturalnych generowany przez funkcje ¢ : N? — N2
taka, ze ¢(n,m) = (g(n,m), succ(m)) i element (a,0). wéwczas h(n) to pierwsza wspéirzedna pary ¢"(a,0). To nie
tylko intuicja, to - w przyblizeniu - sens twierdzenia Bhoma-Jacopiniego.([8])

42W to nie trzeba wierzyé, to mozna dowiesé. Ale taki dowéd wymaga bardziej precyzyjnego jezyka niz ten, ktérym
sie tu postugujemy. Zainteresowanych odsylam do dowolnej monografii poswieconej teorii obliczalnosci.
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Fundamantalna réznica miedzy definicjami obu pandéw polega na tym, ze méwiac o maszy-
nach Turinga (procesach obliczeniowych) operujemy pojeciem (dyskretnego) czasu jako pojeciem
pierwotnym, nie wymagajacym zdefiniowania.

W teorii Kleene’ego tak rozumiany czas jest nieobecny. Odwotujemy sie do niego tylko wte-
dy, gdy prébujemy zbudowaé intuicje zwigzane z formalnymi pojeciami®®. Dlatego np. w jezyku
Kleene’ego trudno sformutowaé i rozwazaé¢ fundamentalny dla teorii obliczalno$ci problem stopu
(sprébuj).

Jeszcze jeden przyklad: dla dowolnej maszyny Turinga T' mozna zbudowaé jej n-ta aproksymacje
- maszyne T - ktéra dziala jak T, lecz koficzy prace po n krokach. To banal.%4
Istnienie ciggu maszyn aproksymujacych (7 : n € N) pozwala na latwe udowodnienie dwéch
waznych twierdzen:

~Kazdy jezyk sprawdzalny jest suma przeliczalnego laficucha coraz to wiekszych jezykow roz-
strzygalnych”. ,Kazda czesciowa funkcja obliczalna f jest aproksymowalna przez ciag (fn) total-
nych funkcji obliczalnych”.

Te twierdzenia maja swoje odpowiedniki ,w jezyku Kleene’ego”. Ale dowody tych twierdzen w tym
jezyku nie sa juz tak banalnie proste.

Te przyktady zdaja sie sugerowacé, ze jezyk Turinga jest ,lepszy” od jezyka Kleene’go. No to
sprobujcie wyrdznié klase funkeji pierwotnie rekurencyjnych w jezyku maszyn Turinga... .

Nawet te skromne uwagi wystarcza by zrozumieé, co oznacza komplementarnosé obu teorii. A moze nawet
wiecej: czy zgodne wspdlistnienie obu teorii nie daje powodu by watpi¢ w sens poszukiwania ,,uniwersalngo
jezyka” matematyki?

10.2.2 Efektywna numeracja

Stowa nad skonczonym alfabetem A mozna efektywnie ponumerowaé. Wystarczy ponumerowaé
(ustawi¢ w ciag) litery - A = (ag, a1, ...,ay) - a potem ustawié¢ w kolejke wszystkie stowa, korzysta-
jac z dwoéch kryteriow: stowa krotsze sa przez dluzszymi a stowa jednakowej dtugosci kolejkujemy
w porzadku leksykograficznym wyznaczonym przez numeracje alfabetu®.
Ta numeracja jest efektywna gdyz przedstawiony opis numeracji stéw jest w istocie opisem pro-
cedury pozwalajacej wskazaé¢ stowo o dowolnie wybranym numerze. Uogélniajac te obserwacje (i
zapisujac ja formalnie), efektywna numeracja jezyka L C A* nazwiemy totalna funkcje obliczalna
f: N — L taka, ze dla dowolnego stowa w € L , w = f(n) dla pewnej liczby naturalnej n.
To, ze jezyk posiadajacy efektywna numeracje jest sprawdzalny, jest oczywiste (7). Dowodzac, ze
»Kazdy jezyk sprawdzalny ma efektywna numeracje”.

wymaga nieco wiecej trudu. Sprébujmy.
Skoro jezyk L jest sprawdzalny, to L = L(T') dla pewnej maszyny Turinga. Procedure numerowania
stow jezyka L zbudujemy wykorzystujac:

- opisang numeracje WSZYSTKICH stéw nad alfabetem A,

- procedury rozstrzygajace o przynaleznoéci stéw do jezykéw (L(T™): m =0,1,2,...)
Ustalmy tezpewng kolejnoscig par liczb naturalnych:

(0,0) < (0,1) < (1,0) < (0,2) < (1,1) < (2,0) < (0,3) < (1,2) < (2,1) < ... %6

W ,(n,m)-tym kroku” budowanej procedury sprawdzamy czy slowo o numerze n nalezy do
jezyka L(T(™.
Zaczynamy od testu dla pary (0,0) - sprawdzamy, czy stowo puste jest w L(T(®). Jesli tak, to

13Wyjaéniajac sens operatora minimum efektywnego pisatem: ,,,dla danego argumentu m € N testujemy réwnosé

f(m,y) =0 KOLEINO dlay = 0,1,2,..., AZ DO CHWILL..”.
“UWystarczy dodaé do maszyny-procedury T ,licznik krokéw” i wykorzystaé go do zatrzymania maszyny.
“Rezultat jest taki: e(slowo puste), ao, a1, ..., an, G0, A0G1, . - . , Gnln, G0G0A0, - - .). To tylko poczatek...

46To jest ,przekatniowe” kolejkowanie par liczb naturalnych. Zaznacz w ukladzie kartezjanskim na plaszczyznie
punkty, ktérych wspolrzedne sg liczbami naturalnymi - (0,0), (0,1), (1,0),(0,2), (1,1),(2,0),(0,3),(1,2) < (2,1),...
- a zrozumiesz, skad taka nazwa.
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stowu pustemu nadajemy numer 0 . Ustalamy, ze odtad pierwszym ,wolnym” numerem jest liczba
1 i rozpoczynamy kolejny test (dla pary (0,1)). W przeciwnym przypadku - gdy e ¢ L(T®)-
rozpoczynamy kolejny test pamietajac, ze pierwszym ,,wolnym” numerem jest nadal zero.
Zalézmy, ze po wykonaniu testéw dla wszystkich par ktére w opisanej kolejce sg przed para (ng, m,),
ponumerowali$my k stéw jezyka L, tzn. pierwszym ,wolnym” numerem jest teraz k+1. W kolejnym
kroku sprawdzamy, czy stowo w o numerze n, nalezy do jezyka L(T(mo)) . Gdy test jest pozytywny,
to ... . Jedli rozumiesz w czym rzecz, to tatwo dokonczysz opis procedury. Jesli nie - przeczytaj
ponownie opis numeracji47.

Dobrym testem zrozumienia istoty efektywnej numeracji jest samodzielne uzasadnienie, ze ,,je-
sli jezyk L C A* jest rekurencyjnie przeliczalny ale nie rekurencyjny, to zadna jego efektywna
numeracja nie moze by¢ zgodna z jakakolwiek numeracja calego zbioru A*”*®. Sprébuj!

Pojecie efektywej numeracji po raz kolejny pozwala poréwnaé¢ matematyke konstruktywng i
teoriomnogosciowa. W teorii mnogoséci mozna méwi¢ o numeracji jezyka rezygnujac z warunku
obliczalnoéci funkcji numerujacej f: N — A* . Jednak takie teoriomnogos$ciowe pojecie nie ma
sensu, gdyz kazdy jezyk (nad alfabetem skonczonym) ma taka ,teoriomnogosciowa’ numeracje.

Istnienie ,teoriomnogosciowej” numeracji jezyka oznacza, ze kazde jego stowo ma swoj numer. Ale to nie
znaczy, ze zawsze - dla wskazanej dowolnie liczby n - potrafimy wskaza¢ stowo o tym numerze. To mozliwe
tylko wtedy, gdy ta numeracja jest efektywna?.

Czy nieefektywna numeracja jest rzeczywiscie numeracja?

Roéznice miedzy numeracja a efektywna numeracja dobrze ilustruje taki przyktad. Jednoargu-
mentowych totalnych funkcji obliczalnych jest przeliczalnie wiele®®. Mozna wiec je ponumerowad,
sustawi¢ w ciag”: (f1, fo, .., fn,...). Ale zadna taka numeracja nie moze by¢ efektywna! Gdyby tak
bylo, to mielibySmy obliczalna funkcje ¢ : N — N taka, ze dla dowolnej liczby n, ¢(n) = f,(n)+ 1.
A to oznacza, ze ¢ # f,, dla kazdej liczby n. Ta sprzecznoéé jest dowodem naszego twierdzenia®®.

Umiemy rozstrzygaé, czy stowo binarne jest kodem maszyny Turinga®?. Zatem istnieje efektywna nu-
meracja tych maszyn (i czesciowych funkcji obliczalnych). Dlatego liczby naturalne mozna uwazaé za
(ekstremalnie krétkie) ... ,kody programéw” - przynajmniej w informatyce teoretycznej.

10.3 Maszyny Turinga z wyrocznig

W antycznej Grecji wielka stawa cieszyla sie wyrocznia w Delfach, ktéra oglaszala swe przepowiednie
ustami kaplanki Pytii. Pytania mogly dotyczyé¢ wszystkiego. O co mégl pytaé Pytie matematyk?

WyobraZzmy sobie, ze Pytia potrafi obliczaé¢ wszelkie wartosci pewnej - niekoniecznie obliczalnej -
funkeji d: {0,1}* — {0,1}. Przyjmijmy, ze maszyna Turinga T' - ,maszyna z wyrocznig D” - ma
stan ,zapytaj wyrocznie” i gdy sie w nim znajdzie to pyta Pytie: ,jaka jest wartos¢ funkcji d, na
stowie binarnym, ktére w tej chwili jest na tasmie?” Odpowiedz Pytii umieszcza w obserwowanym
polu tadmy i kontynuje automatyczna prace. W trakcie pojedynczego obliczenia, wyrocznia moze
byé pytana o dziatanie funkcji d wielokrotnie®® .

4TGrozi zapetlenie!... Zauwaz tez, ze stowo v € L moze mieé¢ - w tej numeracji - wiele numeréw.

Numeracja f : N — L C A* jest zgodna z numeracjg g : N — A* jezeli dla dowolnych liczb naturalnych n, m
9(n) < g(m) — f(n) < f(m).

Potrafimy tez podaé¢ numer stowa w O ILE WIEMY, 7e w € L.

50Te funkcje sa realizowane przez maszyny Turinga ktérych jest przeliczalnie wiele.

1% jako funkcja obliczalna powinna wystapi¢ w ciagu (fi, fo,..., fa,...), czyli ¢ = f, dla pewnej liczby m.
Woéwczas fm(m) = ¢(m) = fi(m) + 1... . Wrdé na chwile do paradoksu Richarda.

2Dlatego mozna budowé kompilatory weryfikujace syntaktyczng poprawnosé programu przed jego uruchomieniem.

%3 Jezeli komu$ przychodzi do glowy chytry plan, by zadajac Pytii kolejne pytania uzyskaé¢ pelna informacje o
funkcji d, to bladzi. Argumentéw funkcji d - stéw binarnych - jest nieskoriczenie wiele. Zadajac dowolnie duzo, ale
skoniczenie wiele pytan, zawsze bedziemy w sytuacji, w ktorej nieskoniczona czesé opisu tej funkcji bedzie nieznana.
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Funkcje realizowane przez maszyny Turinga z wyrocznia d to funkcje d-obliczalne.

Przykiad: jesli Pytia potrafi rozstrzygac¢ problem stopu, to, korzystajac z jej pomocy, mozna kazda
(czesciowa) funkcje obliczalne dopelnié do totalnej funkcji obliczalnej dodajac komunikat o bledzie
(str. 116).

Czasem styszymy, ze maszyny z wyrocznia to model interaktywnego procesu, w ktérym operator co
pewien czas podejmuje decyzje wyznaczajace kierunek dalszych, wykonywanych automatycznie, obliczen.
Watpie. Tak by bylo, gdyby przy kazdym powtodrzeniu obliczenia operator podejmowatl identyczne decyzje.
Ale czy to nie przeczy istocie interaktywno$ci?

Jesli oczekujemy od maszyny bezblednego dzialania, nie zadajmy, by jednoczesnie byla inteligentna” -

A. Turing.

W jezyku Kleene’ego definicja funkcji d-obliczalnych jest banalnie prosta: wystarczy owa funkcje
d dodaé¢ do zbioru bazowych funkcji obliczalnych... Zero mitologii.

Ré6zne wybory funkcji-wyroczni d daja rézne klasy funkcji d-obliczalnych. Nieobliczalnos¢ funkcji
di jest ,glebsza” od nieobliczalnosci funkcji d, gdy kazda funkcja d-obliczalna jest tez di-obliczalna
ale nie odwrotnie. Sa rézne stopnie nieobliczalnosci. Te stopnie tworza uporzadkowana strukture,
tzw. poset Turinga, ktéry jest nie tylko nieskonczony, ale i nieprzeliczalny.

Nieobliczalnos¢ funkcji nie wyklucza mozliwosci obliczenia jej wartosci dla pewnych argumentow.

Im ,glebsza” jest nieobliczalnos¢ funkcji, tym trudniejsze jest znajdowanie takich pojedynczych wartosci
funkcji. To nie jest twierdzenie - wszak ,,trudnos¢” to nie jest pojecie matematyczne. Ale mozna - chociaz
nie trzeba - przyjaé, ze to zdanie definiuje ,trudnos¢”. Bo wystarczy sie troche uprzeé by twierdzié, ze cata
dziatalno$¢ matematykow polega na obliczaniu wartosci réznorodnych, nawet nieobliczalnych, funkcji.

Wesprzemy te (zapewne kontrowersyjna) teze wiazac hierarchie funkeji nieobliczalnych ze znana
nam juz ,skala trudnosci” formul arytmetycznych (str. 83). Poniewaz kazda taka formule mozna
zastapi¢ rownowazng jej formuta w postaci normalnej - z kwantyfikatorami zgromadzonymi ,na
poczatku” formuly® - to te skale (hierarchie) trudnoéci formul mozemy opisaé tak:

- najprostsze formuly arytmetyczne to formuly bezkwantyfikatorowe i te, w ktérych mamy
jedynie ograniczona kwantyfikacj¢® Te klase formut oznaczamy przez A} (= X8 = T19).

Kolejne klasy formul ¥ i IIY definiujemy rekurencyjnie:

- gf)GZ%H gdy ¢=33...3¢ iypell |

- ¢pelld,, gdy ¢=W..Vyiypex)

Porownanie hierarchii ,nieobliczalnosci funkcji” i ,trudnosci formutl” umozliwia zwiazanie z kazda
formula ¢(z1,. .., xx) czesciowej funkeji NG : N* — N takiej, ze

1 gdy formula ¢ jest spelniona przy wartosciowaniu
A%(nl,...,nk): [acl =Ni,..., T = nk],
nieokreslona w pozostatych przypadkach.

Ten zwiazek opisuje takie oto twierdzenie: dla dowolnej formuly arytymetycznej ¢
1. ¢ € A dokladnie wtedy, gdy funkcja Ag Jest obliczalna,

2.9l 11 dokiladnie wtedy, gdy istnieje formula 1) € 19 taka, ze funkcja )\; jest obliczalna
przez maszyne Turinga korzystajaca z funkcji Ay Jako wyroczni.

Podobnie mozna charakteryzowaé formuty z klasy T10 11+ W szczegdlnosci:

Kazdy skoriczony fragment nieskonczonosci jest wobec niej niczym.

str.79.

5To formuty postaci ¥V, ((y < t) — ¢) i 3y ((y < t) A ¢), gdzie ¢ to formuta bezkwantyfikatorowa a w termie ¢ nie
ma zmiennej y. Zazwyczaj zapisujemy je w ,skréconej” postaci: Vy<i ¢ lub Jy<i @
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- formuly arytmetyczne z klasy ¥ opisuja podzbiory rekurencyjnie przeliczalne®®

Irracjonalna niecheé¢ studentéw do kwantyfikatoréw znalazta racjonalne usprawiedliwienie... .

Nasza dyskusja o twierdzeniu Cantora (o nieprzeliczalnodci rodziny podzbioréw liczb naturalnych) suge-
rowala, ze to nazbyt liberalna teoriomnogosciowa definicja podzbioru pozbawia nas mozliwosci ich opisu.
Mogto si¢ zdawaé, ze ograniczenie tego pojecia do zbioréw opisywalnych w jezyku arytmetyki to rozsadny
i bezpieczny pomyst.

A jednak ... . Jezyk arytmetyki okazal sie zbyt bogaty: wlasnosci opisywalne w jezyku arytmetyki sg nie

tylko nierozstrzygalne ale wypelniaja nieskoniczong skale réznych rodzajéw nierozstrzygalnosci.

Przekonanie E. Zermelo, ze mozna pogodzi¢ postulat rozstrzygalnosci wtasnosci formutowanych
w jezyku matematyki z koncepcja Cantora i logiks fregejska okazalo sie naiwnosécig?®.

Dodatek: arytmetyki stabsze niz PA

Czy to znaczy, ze jezyk arytmetyki jest zbyt obszerny? Czy nie nalezy rozwazy¢ stabszych aryt-
metyk - teorii, w ktérych mozna dowie$¢ mniej, niz w arytmetyce Peano? Takie préby czyniono
ograniczajac site najbardziej kontrowersyjnego aksjomatu - schematu indukc;ji.

Schemat indukcji - z racji swego ksztaltu - nazywany jest czesto schematem dowodzenia. Ostabienie
tego schematu oznacza zmniejszenie zbioru dowodliwych stwierdzen, czyli ,stabsza od PA teorig liczb
naturalnych”.

I tak jesli schemat indukcji zastapimy stabszym:
Ve —(x =0) — (3yx = suce(y))

to otrzymamy arytmetyke Robinsona. Nie mozna w niej dowie$¢ np. przemiennosci dodawania,
chociaz - uwaga! - mozna w niej dowiesé, ze 2 4+ 3 = 3 + 25,
Skoro artytmetyka Robinsona jest stabsza od PA to nie jest zupelna. Co ciekawe, nawet ona nie
da sie rozszerzy¢ do zupelnej aksjomatycznej teorii®.

Inne arytmetyki stabsze od PA otrzymamy ograniczajac schemat indukcji do jednej ze zdefi-
niowanych przed chwilg klas formut:

arytmetyka IX0 (ITI0) to arytmetyka Robinsona + aksjomat indukcji ograniczony do formul
z klasy IX9 (ITIV ).
Mozemy tez definiowaé inne stabe arytmetyki wykorzystujac dwa inne schematy dowodzenia®!.
Pierwszy to zasada minimum:

swsréd liczb posiadajacych wlasnosé opisana przez formule ¢(x) istnieje liczba najmniejsza
(jesli tylko chocéby jedna liczba ma te wlasnosé)”:

e d(x) — Fy (d(y) A (T2 <y Ad(z))
Drugi to ,,schemat podstawiania” ktéry jest tez oczywisty, ale nie potrafie go zrecznie wystowié:

56To samo inaczej: ,zbiér A C N™ jest rozpoznawalny dokladnie wtedy, gdy istnieje zbidr rozstrzygalny B C Ntk
i (a1,...,an) € A dokladnie wtedy, gdy (a1,...,an,b1,...,br) € B dla pewnych liczb (b1,...,by) 7,

- formuly z klasy 19 opisuja wlasnosci z czesciowo rozstrzygalng negatywna weryfikacja®” .

58Logika fregejska = logika stworzona przez G.Frege.

%¥Gdy do zbioru N dotaczymy dwa elementy a,b i przyjmiemy, ze succ(a) = a,succ(b) = b oraz zdefiniujemy
dodawanie i mnozenie tak:

| n oa b |0 n(>0) a b
0 0 a b

TZ m;—n Z Z m(>0)[0 m-n a b

b b b a 0 b b b

b 0 a a a

to otrzymamy model arytmetyki Robinsona, w ktérym zdania V, —(z = succ(z)), Veyz+ty=y+z, V,0+z=
0, V0-z =0 sa falszywe. To znaczy, ze prawdziwosci tych zdan nie mozna dowiesé bez aksjomatu indukcji.

507 uwagi na swa, prostote arytmetyka Robinsona traktowana jest jako ,wzorzec” teorii, ktérej nie mozna rozszerzy¢
do aksjomatycznej zupelnej teorii.

6194 to w istocie schematy twierdzen dowodliwych w PA (w dowodach wykorzystujemy indukcje) a nazwanych
»,Schematami dowodzenia” z uwagi na ich ksztalt.
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Vo<t E|y qb(x, y) — 3, vz<t3y<z ¢($, y)
Dla dowolnej klasy formut K € {29 TIY : n € N} oznaczmy przez LK i BK rozszerzenia teorii Ao

odpowiednio o zasad¢ minimum lub schemat podstawiania, ograniczone do formutl z klasy K. W
[11] mozna znalezé diagram opisujacy zaleznosci miedzy tak definiowanymi stabymi arytmetykami:

.

v
B0, ~- BII.

v
IZ%<—>IH2<—>LZ%<—>LH9L

(T — S) oznacza, ze aksjomaty S sa dowodliwe w T - teoria S jest slabsza niz T 62

Od wyboru do koloru... . Mozemy wybra¢ taka arytmetyke, ktora nam odpowiada. Skrajne
wybory to arytmetyki Peano i Robinsona. A finitysci wybiora teorie w ktérej wymienione schematy
dowodzenia mozna stosowaé tylko do formut z klasy II{ (troche upraszczam).

W kontekscie dyskusji o stabych arytmetykach warto tez przytoczyé hipoteze Friedmanna (cy-
tuje za wikipedia):

»Every theorem published in the Annals of Mathematics whose statement involves only finitary
mathematical objects (i.e., what logicians call an arithmetical statement) can be proved in EFA%3

EFA - | Exponential (or elementary) Function Arithmetic” - to arytmetyka Robinsona wzboga-
cona o rekurencyjna definicje potegowania:

20=1,

$succ(n) — "
oraz o aksjomat indukcji ograniczony do formut z klasy AJ.

Jest jeszcze teoria PRA - Primitive Recursive Arithmetic - arytmetyka Skolema. Jest to teoria
bezkwantyfikatorowa co oznacza, ze aksjomaty PA zapisujemy pomijajac kwantyfikator uniwersal-
ny, a schemat indukcji zapisujemy tak: dla dowolnej formuly bezkwantyfikatorowej ¢(z):

(o(2)[z := 0] A (¢(2) — ¢(2)[z == succ(x)])) — ¢(y)™

Ponadto dla kazdej funkcji prymitywnie rekurencyjnej dodajemy - jako aksjomaty PRA - defi-

niujaca ja pare réwnan rekurencyjnych.

Teoria PRA jest uznawana przez wielu (konstruktywistéw) za formalny odpowiednik hilbertowskiej ma-

tematyki ,real statements”.

Co wybraé, co robié?% Nic. Wystarczy by¢ éwiadomym réznorodnoéci matematyki.

10.3.1 Krok w bok: fraktale

Rekurencja czy iteracja? Ciag iteracyjny elementéw zbioru A wyznaczony przez element a € A i
funkcje-generator h: A — A to funkcja ¢ n): N — A taka, ze ¢ p)(m) = h™(a). Komentujac
definicje Kleene’ego pokazaliSmy, jak funkcje definiowana rekurencyjnie obliczaé iteracyjnie. Jest

tez jasne, ze kazdy cigg iteracyjny mozna opisa¢ rekurencyjnie®.

527 aleznosci te zostaly pokazane przez Parsonsa, Parisa i Kirby’ego [11]. Wydaly mi sie na tyle ciekawe, ze posta-
nowitem je tu przedstawic.

53Harvey Friedmann (1948 - ), logik amerykanski, zapoczatkowal tzw. matematyke odwrotna (matematyke na
opak). Sens ,odwrdcenia” polega na tym, ze zamiast pyta¢ o konsekwencje ustalenego zbioru zalozen (aksjoma-
t6w) pytamy, co jest niezbedne do udowodnienia takiego czy innego twierdzenia. Annals of Mathematics to jedno z
najbardziej prestizowych czasopism matematycznych.

54Wiecej informacji o PRA mozna znalezé w [61]

%>W.ILenin.

56 Jesli tylko uzyjemy schematu rekursji do opisu funkeji typu N* — A a nie, jak u Kleene’ego, tylko do funkcji
typu N* — N . Sprébuj.
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Iteracja( ,iteratio”) to powtarzanie - wielokrotne uzycie funkcji-generatora. Matematykow od
czasOw Zenona z Elei intrygowalo, co sie stanie, gdy dany krok iteracyjny powtarza¢ bedziemy
,hieskonczenie wiele razy”. I cho¢ wspdlczesna analiza matematyczna dostarcza wielu narzedzi
badania granic ciagéw i sum szeregdéw, to jednak wciaz jest to pole, na ktérym mozemy wykazaé
sie matematyczng wyobraznia®”.

Na przyklad zbiér Cantora powstaje tak: domkniety odcinek [0,1] dzielimy na trzy czesci -
[0, %], (%, %), [%, 1] - i wyrzucamy srodkowy, otwarty odcinek. Powtarzamy te procedure w stosunku
do dwéch pozostalych odcinkéw (wyrzucamy ich srodkowe czesci). I tak dalej... .

Czy potrafimy wyobrazié¢ sobie ostateczny efekt nieskonczonej realizacji tej procedury?

Konstrukcje iteracyjne ilustruje sie zazwyczaj przedstawiajac jej kilka (kilkanascie) pierwszych
krokéw. Reszte, chcac nie cheac, pozostawia sie owej matematycznej wyobrazni. To szczegdlny ro-
dzaj wyobrazni, dumny (i nieco arogancki) wyréznik klanu matematykéw®. Najpierw rzecz (obiekt
matematyczny) sobie wyobrazamy, a dopiero potem formalnie opisujemy. Niejawnie zakladamy, ze
iteracyjna powtarzalnos¢ krokéow konstrukcyjnych objawia sie jako pewna regularno$é¢ budowanego
w ten sposéb obiektu. Wierzymy, ze analiza kilku, kilkudziesigciu - ,wystarczajaco wielu” - pierw-
szych krokow ujawni wszelkie subtelnosci i pozwoli wyobrazié¢ sobie graniczny rezultat tego procesu.
Jedli nie, to jest to nasza wina, bo zabraklo nam wyobrazni. Czyzby? Pojawienie sie komputeréw
kazalo zwatpi¢ i w ten ,,psychologiczny paradygmat” matematycznego poznania.

W latach siedemdziesiatych XX wieku za sprawa Beniot Maldenbrota w matematyce pojawity

sie fraktale™. Najproéciej: to podzbiory plaszczyzny otrzymywane jako graniczne rezultaty nieskon-
czonych proceséw iteracyjnych.
Fraktal zwany dzi§ zbiorem Maldenbrota - opisujemy tak: dla dowolnej liczby zespolonej z tworzy-
my iteracyjny ciag M(z) = (20 = 2,21 = 28 + 2, .+, 2n41 = 22 + 2,...)"! Taki ciag moze zbiegaé
do pewnego punktu ptaszczyzny lub uciekaé¢ w nieskoniczonosé - moze byé rozbiezny. To zalezy od
wyboru poczatkowej liczby (punktu) z. Zbiér Maldenbrota tworza te liczby, dla ktérych opisany
ciag jest zbiezny.

Udowodniono, ze ciag M (z) jest rozbiezny, gdy jakikolwiek punkt tego ciagu znajdzie si¢ poza
kotem o érodku w poczatku uktadu wspotrzednych i promieniu 2.

Jakikolwiek... tylko ktéry? Wiemy juz tyle, by zgodzi¢ sig, ze to kryterium jest podstawa dla stwo-
rzenia procedury sprawdzajacej czy liczba-punkt NIE NALEZY do zbioru Maldenbrota.

W tamtym czasie komputery byly juz na tyle sprawne, by mozna bylo zrealizowaé¢ taki oto ekspe-
ryment. Dla wybieranych losowo liczb-punktéw’? z generujemy podciagi poczatkowe ciggéw M (2)

57Jeden z najstarszych wynikéw dotyczacych szeregéw to osiagniecie Nicole Oresme ktéry pokazal, ze sumujac
odpowiednio wiele poczatkowych wyrazéw ciagu (% :n € N) mozemy otrzymaé dowolnie wielka liczbe (naukowo:
szereg harmoniczny 1+ 5+ 2+ 1+ jest rozbiezny). Jego pomyst byl genialnie prosty - Oresme pogrupowal wyrazy
tego ciagu tak:

1+1+(1+1)+(l+3+3+1)+~->1+1+(1+1)+<1+l+1+3>+
2 °\3"714 576 78 2 \4"1 s'8' 88/

Dzialo si¢ to chwile po bitwie pod Plowcami... .

58 Czyli wielkosé graniczna, do ktérej przyblizaja nas kolejne kroki iteracyjnej konstrukeji. Poméc mozna sobie na
dwa sposoby: punkty tego zbioru to liczby, ktére w rozwinieciu tréjkowym nie maja jedynek. Inny sposéb to odwotanie
sie do charakteryzacji topologicznej: ten zbior to jedyna przestrzen topologiczna, ktéra jest zwarta, metryzowalna,
zerowymiarowa i doskonata... Zartuje? Troche.

Podobna konstrukcja jest dywan Sierpinskiego. 7 ta rdéznica, ze rzecz dzieje sie nie na prostej, ale na ptasz-
czyznie : Kwadrat [0,1] x [0,1] dzielmy na dziewieé (3x3) mniejszych i réwnych kwadratéw i usuwamy $rod-
kowy (bez krawedzi). Potem powtarzamy te procedure w kazdym z o$miu mniejszych kwadratéw. Itd.
(http://pl.wikipedia.org/wiki/Dywan_Sierpinskiego).

89 Zdaje mi sie, ze widze... gdzie? Przed oczyma duszy mojej” - W. Szekspir, Hamlet. Hilbert poinformowany, ze
jeden z jego studentéw porzucil matematyke na rzecz poezji powiedzial: | To dobrze. Mial zbyt malo wyobrazni jak
na matematyka.”.

"B, Mandelbrot (1924 -2010) urodzony w Warszawie francuski i amerykariski matematyk.

"IMéwimy o liczbach zespolonych ale kazda taka liczba wskazuje pewien punkt plaszczyzny. Uzycie liczb zespolonych
pozwala na prostszy opis tej w istocie ,,geometrycznej” konstrukeji.

727, okregu o érodku w (0,0) i promieniu 2.



ROZDZIAEL 10. OBLICZALNOSC 130

o okreslonej dlugosci. Jezeli taki podciag M (z) wykroczy poza kolo o promieniu 2, to oznacza, ze
punkt z nie jest w zbiorze Maldenbrota. Zaznaczajac te punkty-liczby czarnym pikselem na bialej
plaszczyznie uzyskujemy przyblizony obraz zbioru Maldenbrota. Sam zbiér Maldenbrota jest wiel-
koscia graniczna dla tak konstruowanych zbioréw’3.

SENS takiej aproksymacji ujawni sie dopiero wtedy, gdy testowi zbieznosci ciagéw M (z) poddamy
wystarczajaco liczny zbiér punktow, a testowane podciagi beda odpowiednio dtugie. Reczne prze-
prowadzenie testow dla np. losowo wybranych 50 punktéw i podciagéw dtugosci 50 (co za robota...)
powie nam niewiele (nic) o wygladzie zbioru Maldenbrota.

Ale od czego sa komputery? One mogg cierpliwie i szybko realizowaé te procedure dla tysiecy punk-
téw 1 podciagéw niewspétmiernie duzszych. W internecie mozna znalezé liczne galerie fraktali (ich
przyblizen). Sa to grafiki o niepokojacej urodzie™. To rodzaj twérczoéci plastycznej, ktéra w pet-
ni odczyta jedynie matematyk. Bo matematyk skojarzy te grafiki z procesami rekurencyjnymi i
zaduma sie¢ nad fenomenem tej granicznej konstrukcji...

Podobne eksperymenty znajdziemy w ksiazce ,New Kind of Science” [93]. Najprostsze z nich

dotycza automatéw komorkowych. Taki automat to - w najprostszej wersji - urzadzenie, zdolne
przeksztatcaé informacje zapisang w postaci binarnego stowa na nieskonczonej w obu kierunkach
tagmie zgodnie z pewna rekurencyjna reguta”™. W kazdym kroku rekurencyjnym zmienia sie za-
warto$¢ wszystkich pol. Reguly opisujace zmiang zawartosci pola sa lokalne; nowa zawarto$é¢ pola
o adresie a zalezy od aktualnej zawartosci pdl o adresach (a — 1,a,a + 1). Taka regule mozna wiec
opisa¢ jako funkcje f : {0,1}3 — {0,1}. Dlatego mamy tylko 2% = 256 réznych automatéw ko-
moérkowych. Zabawka... Ale Wolfram - by¢ moze inspirowany fraktalami - sprawdzit - za pomoca
komputera! - co otrzymamy, gdy rezultat pracy automatu komoérkowego przedstawimy graficznie
na plaszczyznie zapisujac kolejne ,stany” tasmy jeden po drugim, jako wiersze tej plaszczyzny -
waskie pasemka podzielone na komoérki o biatym lub czarnym kolorze.
Latwo sie domyslié, ze ciekawy obraz otrzymamy dopiero wtedy, gdy narysujemy nie 5 czy 10 pase-
mek a np. 1000 czy 10000. Komputer to potrafi. Tak powstalo 256 obrazéw wygenerowanych przez
te automaty rozpoczynajace prace z taéma wypelniong zerami i jedng jedyna jedynka. Czes¢ z nich
jest banalna, ale cze$¢ naprawde fascynujaca. Np. obraz generowany przez automat komoérkowy
o numerze 30 to trojkat (wypelniony czarnymi i bialymi punktami) ktérego lewa strona jest w
pewnym sensie regularna a prawa wydaje sie by¢ absolutnym chaosem... . Dlaczego?

Wartosé prac Wolframa nie tylko w prezentacji komputerowych eksperymentéw. W rozdziale
,The need for a New Intuition” Wolfram napisal: ,te obrazy (...) pokazuja, ze wystarcza proste
zasady, by wygenerowa¢ wysoce zlozone procesy. Na poczatku moze wydawaé sie to prawie niemoz-
liwe do uwierzenia. Jest to bowiem sprzeczne z niektérymi z naszych najbardziej podstawowych
intuicji na temat tego, jak wszystko normalnie dziata.” 77

Dark side of the moon
Zaden algorytm nie moze by¢ zly czy dobry sam w sobie - o tym
decyduje sposéb jego wykorzystania - H.Fry (,Hello world”)

Fraktale to wierzchotek géry lodowej jaka jest Swiat komputeréw, algorytmoéw i sztucznej inteligen-
cji. Ukazuje - na niewinnym przykladzie - przewage komputera nad czlowiekiem. Ale w podwodnej
czesci tej lodowej gory kryja sie demony.

Gdzies w drugiej dekadzie XXI wieku technika komputerowa osiagneta poziom, ktéry zapoczat-

"Tak powie konstruktywista dla ktérego zbiér Maldenbrota to tylko idea, gaussowska wielkogé graniczna. Ale np.
Penrose w [55] nie ma zadnych watpliwosci: zbiér Mandelbrota nie zostal wymyslony, lecz odkryty. Tak jak Mount
Everest, zbiér Maldenbrota po prostu istnieje!” Oj, chyba jednak nie tak ,po prostu”... .

"Dodajmy, ze latwo wprowadzié¢ do reprezentacji graficznej kolor.

">Mozna przyjaé, ze pola tej tasmy maja przyporzadkowane adresy - liczby catkowite

"Shttp://mathworld.wolfram.com/Cellular Automaton.html

""Opisane tu automaty komoérkowe to najprostsza wersja modelowania ,scenariuszy rozwoju”. Jesli komérke be-
dziemy reprezentowaé jako kwadracik na ptaszczyznie, to ma ona juz nie dwoch ale oémiu sasiaddéw, ktérzy moge
wplywaé na jej stan. Mozna tez przyjaé¢ ze mozliwych stanéw komérki jest wiecej niz dwa. Gra sie komplikuje...
.Zainteresowanym proponuje przeszukanie internetu pod hastem ”Conway’s game of life”.
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kowal zmiane relacji miedzy cztowiekiem a komputerem. Pojawily sie samodoskonalace aplikacje
(programy). ,,Machine learning” (termin nienajszczesliwiej ttumaczony jako ,uczenie maszynowe”)
to dzialanie polegajace na tworzeniu aplikacji, ktére samodzielnie sie doskonala. Rola czlowieka-
programisty ogranicza sie do inicjacji procesu samoksztalcenia. Mozemy np. podaé¢ reguly gry w
kétko i krzyzyk i wydaé polecenie ,naucz sie gra¢” - czyli napisa¢ program POSZUKUJACY strategii
wygrywajacej’® . Podobnie mozna zlecié komputerowi nauczenie sie gry w szachy czy tez w gre
g0™.

Rezygnujac z kontroli nad przebiegiem samoksztalcenia aplikacji automatycznie tracimy kontrole
nad jej rezultatami. Mozemy podziwia¢ tak stworzona aplikacje wygrywajaca w gre go z arcy-
mistrzem, ale nie wiemy, dlaczego komputer wykonat takie a nie inne ruchy. To sytuacja, ktéra
wszyscy przezyliSmy (lub przezyjemy) uczac dziecko jazdy na rowerze: w istocie NIE WIEMY, dla-
czego w koncu udalo sie maluchowi zapanowaé nad rowerem. A nawet jesli wiemy (bo jestesmy np.
fizykiem) to nie zaczniemy przeciez nauki od opanowania teorii... .

Do kategorii aplikacji-samoukéw naleza np. programy rozpoznawania obrazéw: inicjujemy je do-
starczajac aplikacji testowych danych i wspéluczestniczac do pewnego momentu w procesie ich
analizy. Ufamy, ze to wystarczy, by aplikacja mogta samodzielnie analizowa¢ dostarczane jej, nowe
dane-obrazy. Ale czy mamy pewno$¢?

»Na poczatku” komputer byl niewolnikiem - jego rola ograniczala sie do wykonywania prostych polecen
czlowieka. Programy samodoskonalace si¢ sprawiaja, ze komputer staje si¢ naszym partnerem - chcac nie
chcac musimy mu zaufac.

Komputery wyposazone w takie aplikacje maja nad nami fundamentalng przewage: sa nie-
zmordowane. Moga uczy¢ sie gry w szachy 24 godziny na dobe przez 7 dni w tygodniu. Maja do
dyspozycji praktycznie nieograniczone mozliwosci obliczeniowe i zasoby pamigci. Czy czas si¢ ba¢?

Bez watpienia komputery beda coraz wiecej umialy i beda nas wyreczaly w wykonywaniu coraz
bardziej skomplikowanych zadan. Beda je wykonywaly lepiej niz czlowiek. To rewolucja poréwny-
walna (nieporéwnywalna) do rewolucji przemystowej, gdy maszyny zastapily ludzi wykonujacych
prace fizyczne. Czy staniemy sie zbedni? Nie chce rozwijaé tego tematu, ale ... czy mozna sobie
wyobrazié, ze ,Swietnie wyksztalcony” komputer obserwujacy za pomoca tysiecy kamer i czujnikéw
spadajace jabtko znajdzie w tym impuls do sformulowania prawa powszechnego cigzenia?8°

Komputery sa zdolne nauczy¢ sie wielu umiejetnoéci w stopniu przekraczajacym mozliwosci cztowieka.
Ale to nie znaczy, ze staja sie inteligentne.

Wizja éwiata, w ktérym komputery sa podobne do czlowieka nie przeraza. Przeraza $wiat, w ktérym
czlowiek upodabnia sie do komputera.

10.4 Obliczanie to przepisywanie

Ten podrozdzial ma charakter pomocniczy: ma poméc zrozumieé¢ nastepny - o A-rachunku.
Preludium: redukcyjne obliczenia arytmetyczne

Gdyby tozsamosé uznac za stosunek miedzy tym, co ,a” i ,b” oznaczaja, to
(a = b) nie rézniloby sie chyba od (a = a) jezeli tylko (a = b) jest prawda.
Wyrazalo by sie w ten sposéb pewien stosunek rzeczy do siebie samej,

"8W 1983 roku powstal film ,Gry wojenne” (WarGames) w ktérego fabule kluczows role odgrywalo to, ze w grze
kétko i krzyzyk nie ma strategii wygrywajacej: mozna wygraé tylko wtedy, gdy przeciwnik popelni blad. A to sie nie
zdarzy, gdy przeciwko sobie graja komputery w USA i ZSRR odpowiedzialne za uzycie broni jadrowej... .

W 1953 komputer pokonal czlowieka w grze ,kétko i krzyzyk”. W 1997 roku komputer Deep Blue pokonat
szachowego mistrza Garry’ego Kasparova. W 2016 roku komputer wygral z arcymistrzem gry go.

80 Kazdy obiekt we wszech$wiecie przyciaga kazdy inny obiekt z sila wprost proporcjonalng do iloczynu ich mas i
odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci miedzy nimi” - I.Newton.
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taki, w jakim kazda rzecz pozostaje sama do siebie (...)Przez (a = b) chce
sie pewnie powiedziec, ze ,a” i ,b” oznaczaja to samo, ale wtedy méwi sie
wlasnie o znakach stwierdzajac miedzy nimi pewien stosunek.

,oens 1 znaczenie” - G. Frege

»Liczby naturalne stuza do zliczania i kolejkowania”. Do stworzenia tego uniwersalnego systemu nazw
wystarcza zero i operacja nastepnika. Ale czlowiek chcial liczyé sprawniej, szybciej - zaczal dodawaé i
mnozy¢. To oznaczalo koniecznosé zapisywania sum i iloczynéw liczb. Tak pojawily sie nowe nazwy -
wyrazenia (termy) arytmetyczne.

Jezyk zostal rozszerzony. Jego jadro - numeraly reprezentujace liczby naturalne - zostaly otoczone przez
wyrazenia arytmetyczne. Tej rozbudowie jezyka nie towarzyszylo jednak rozszerzenie zbioru znaczen.
Sita rzeczy pewne nazwy musza ,znaczy¢ to samo”’. Dwa wyrazenia arytmetyczne zaczeliSmy nazywad
réwnowaznymi gdy maja te sama warto$é. Np. wyrazenia 4 + 12 oraz 2- (3 +5) sa réwnowazne. A oba sa
synonimami nazwy-numeratu 16.

To wszystko juz powiedzieliémy®!. Ale czy powiedzieliémy wszystko?

Wyjasnienie terminu ,synonim” w polskiej wikipedii zaczyna sie tak: jest to ,, wyraz lub diuzsze
okreslenie réwnowazne znaczeniowo innemu, lub na tyle zblizone, ze mozna nim zastapi¢ to drugie”.
Na przyktad frazy-wyrazenia ,siedziba UMK”, ,miejsce urodzin Kopernika”, ,Torun” uznamy za
rownowazne, gdyz identyfikuja to samo miasto.

Matematyk czytajacy to wyjasnienie poprzestanie na pierwszym zdaniu i uzna, ze matema-
tycznym odpowiednikiem synonimu jest dobrze mu znane pojecie réwnowaznosci wyrazen. A moze
nawet wspomni o logice réwnosciowej bo przeciez istnieja formalne systemy pozwalajace dowodzié
réwnowaznosci wyrazen arytmetycznych. 242 =4 .

Ale to samozadowolenie skutecznie zepsul Stanistaw Lem piszac: ,,Czy pan zna dowéd Peana
i Russella na to, ze dwa a dwa jest cztery? Zajmuje bitg strone znakéw algebraicznych. Wszyscy
bawig sie, i ja sie bawie...”8?

Mozna oczywiscie arbitralnie (i nieco arogancko) odmoéwié¢ nie-matematykowi Lemowi prawa
wypowiadania si¢ o matematyce. Ale Lem ... ma racje. Sprébujemy to pokazaé.

Jedli przeczytamy do konca objasnienie terminu ,synonim” w wikipedii, to napotkamy takie
zdanie: ,,Synonim NIE JEST inng nazwa desygnatu, jest wyrazem bliskoznacznym”.

Otéz to. Wérdd trzech synonimicznych wyrazen - ,siedziba UMK”, ,miejsce urodzin Kopernika”,
,Jorun” - to ostatnie jest wyr6znione. Dwa pozostale sa rownowazne, bo mozna je zredukowaé do
wspoélnej dla nich podstawowe]j (kanonicznej) nazwy®3.

Podobnie wyrazenia 2 - (3+1) i2-2+ 4 sa rébwnowazne, bo ich wspélnag wartoscia jest numeral 8.

ROWNOWAZNOSC WYRAZEN ARYTMETYCZNYCH JEST WTORNA W STOSUNKU DO ICH SPROWADZALNOSCI
(REDUKCJI) DO WSPOLNEGO podstawowego WYRAZENIA.
,Rzeczy, ktore sa rowne tej samej rzeczy, sa wzajemnie rowne” - Euklides

Tak przygotowalidmy sie do lektury fragmentu wstepu do ksiazki ,,Proof and Types” Y. Girarda
[31]:

Istnieje standardowa procedura mnozenia, ktéra dla ,wejsé” 27 i 37 daje wynik 999. Co mozemy
o tym powiedzie¢? Pierwsza proba jest stwierdzenie, ze mamy réwnosé

27 x 37 =999

Ta rownos$é ma sens w gtéwnym nurcie matematyki: mowi, ze dwie strony oznaczaja te sama liczbe
calkowita (...). To jest aspekt DENOTACYJINY, ktdry jest poprawny, ale pomija istotny punkt:

istnieje skonczony proces obliczeniowy, ktory pokazuje, ze oznaczenia sa réwne.

81W rozdziale Nieskoriczono$é kontrolowana. Przypomnijmy, ze n = succ™(0).

828, Lem (1921-2006) pisarz-futurolog, filozof. Cytat pochodzi z ksiazki Sledztwo”.

837Zré6bmy test: poproémy grupe ludzi o wskazanie synonimu wyrazenia ,siedziba UMK” a druga, réwnoliczna, o
wskazanie zamiennika wyrazenia ”Torun”. Zaloze sie, ze liczba 0os6b w pierwszej grupie, ktére wybiora ,, Torun” bedzie
nieporéwnywalnie wigksza od liczby os6b z drugiej grupy, ktére wybiora odpowiedz ,siedziba UMK”. Tak bedzie,
bo , Toruri” jest podstawowym (,normalnym”, ,kanonicznym”) wyrazeniem w klasie réwnowaznych mu wyrazen.
Asymetryczny termin ,redukcja” lepiej opisuje te sytuacje niz symetryczna ,réwnowaznosé”.
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Naduzyciem jest powiedzie¢ (...) , ze 27 x 37 réwna sie 999, poniewaz gdyby dwie rzeczy, ktdére
mamy, byly TAKIE SAME, to nigdy nie czulibySmy potrzeby stwierdzenia ich réwnosci. W istocie
(...) zadajemy tu PYTANIE, 27 X 37 i otrzymujemy ODPOWIEDZ, 999. Te dwa wyrazenia maja rézne
»SENSY” 1 musimy ZROBIC cos (...) aby pokazaé, ze te dwa sensy maja to samo znaczenie”

H,oensem” wyrazenia 27 x 37 jest to, ze wskazuje ono na konieczno$¢ dokonania obliczenia -
znalezienia jego wartosci®®. Mozemy nadal pisaé¢ 27 x 37 = 999 pamietajac jednak, ze NIE JEST to
zapis symetryczny. To moze lepiej pisaé 27 x 37 ~» 999 ?

W Prologu - jezyku programowania logicznego - zadajac pytanie ,4 is 2+2” otrzymamy odpowiedz true

a na pytanie ,2+2 is 4”7 - false...

Redukcje wyrazen arytmetycznych mozna opisaé nadspodziewanie prosto: wystarczy potrakto-
waé aksjomaty Peano - réwnania rekurencyjne opisujace dodawanie i mnozenie (str. 27, 109) - jako
reguty redukcji. Zapiszemy je dostosowujac oznaczenia do ich nowej roli:

zT+0~x zo0~0
x + succ(y) ~ suce(x +y) x o succ(y) ~ (xoy)+x

Te reguly tworza system redukcji (przepisywania) terméw (wyrazen) arytmetycznych .

Jak je odczytywaé? Np. regule ,x + succ(y) ~ succ(x + y)” czytamy tak: ,wyrazenie ksztaltu
x + succ(y) mozna zredukowaé do wyrazenia succ(x + y)” - bez wzgledu na to, jakie wyrazenia
arytmetyczne wstawimy za zmienne z i y. Np. 3 + succ(succ(2)) ~ succ(3 + succ(2)) .

Podobnie interpretujemy pozostate reguty. Reguly wolno uzy¢ w dowolnym kontekscie, stosujac
mechanizm dopasowywania®®. Stad np.  suce(3 + succ(2)) ~ suce(suce(3 + 2)), gdyz

- wyréznione podkresleniem podwyrazenie mozna ,,dopasowac” do poprzednika reguly x+succ(y) ~»
suce(x +y) przez podstawienie [x := 3,y := 2],

- zastepujac to podwyrazenie zmodyfikowanym przez to samo podstawienie nastepnikiem reguly -
wyrazeniem succ(x + y)[x := 2,y = 3| - otrzymamy wyrazenie succ(succ(2 + 3)).

I jest tak, jak chcial Lem: Nie trzeba ,bitej strony”, wystarczy jedna linia:

242 =2+ succ(l) ~ suce(2 + 1) = suce(2 + suce(0)) ~ suce(suce(2 + 0)) ~ suce(suce(2)) = 4

10.4.1 Systemy redukcji wyrazen

Trzeba przyznaé¢ Lemowi racje: dowodzenie réwnowaznosci wyrazen arytmetycznych jest wtérne w
stosunku do obliczalnia ich wartoéci. Zapominanie o tym komplikuje zycie.

Czy rownowaznos¢ wyrazen jest zawsze wtérna w stosunku do ich obliczalnej wartoséci? Wyra-
zenia to stowa. Czym jest ,wartos¢” stowa? W zgodzie z poczynionymi sugestiami mozemy zapro-
ponowa¢é taka quasi definicje: ,,wartosé stowa w to jedyne stowo v do ktérego mozna zredukowaé
(sprowadzié) w i ktére nie jest dalej redukowalne - o ile istnieje”. Ta quasi-definicja czyni ,warto$¢”
pojeciem wtornym w stosunku do ,redukcji”. Zatem - jak rozumieé¢ redukcje stéw?

Pare termindw i kilka faktéw [4]: dowolny rozstrzygalny zbiér par stéw p C A* x A* mozna
potraktowaé jako zbiér regut redukcji pewnego systemu redukcji stéw. Powiemy, ze:

- stowo v redukuje sie jednokrokowo do stowa w - v — w - gdy dla pewnych stéw u,z, v =
uaz, w = ubz oraz (a,b) € p,

- stowo v redukuje sie dow - v =* w-gdyv=wlubv=v; »ve... » ... vy =w,

- stowo v jest nieredukowalne (lub: jest w postaci normalnej), jezeli nie mozna wskazaé stowa w
takiego, ze v — w .

84Wg Fregego, ,,sensem wyrazenia jest sposéb jego rozumienia tego a denotacja to, do czego sie odnosi” - M. Omyla,
Aksjomat Fregego (internet).

8%ang. term rewriting system [41]. W Warszawie méwia: system przepisujacy termy

86ang. pattern matching.
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- stowo w jest wartoscia stowa v - w = valp(v) - jezeli v —=* w i w jest w postaci normalnej87,

- obliczenie redukcyjne wartosci slowa v to budowa $ciezki redukeji v —* val,(v)
Zbiér p mozna teztraktowac jako ,baze” relacji réwnowaznosci siéw r, - najmniejszej zwrotnej,
symetrycznej, przechodniej relacji zawierajacej p i spelniajacej warunek kongruentnosci: ,dla do-
wolnych stéw w, v,z € A*: jezeli wr,v to réwniez wzr,vz".

Pytanie: czy rownowaznosé stow jest zawsze wtorna w stosunku do réownosci ich wartosci? -
mozna teraz sformulowaé tak: czy dla dowolnych stéw v, w € A*

v, w wtw val ,(v) = val,(w) 777

Odpowiedz jest ... negatywna. Cho¢by dlatego, ze nie w kazdym systemie redukcji wszystkie stowa
maja jednoznacznie wyznaczona warto$és®,
Aby mozna byto odpowiedzieé pozytywnie, wystarczy, by rozwazany system mial dwie wlasnosci:

1. Wiasnos¢ diamentu: dla kazdej trojki stow «, G,y takiej, ze a —* 5, a —* v istnieje stowo
0 takie, ze § —* §, v —=*4:

Wtasno$é diamentu gwarantuje, ze dowolne stowo ma co najwyzej jedna wartogé®”

II. Silna normalizowalnos¢: niemozliwe jest budowanie nieskonczonych $ciezek redukcji v; —
vg — --- — v, — -+ . To gwarantuje, ze kazde stowo ma conajmniej jedng postaé¢ normalng.

Jesli nasz system redukcji ma obie te wtasnosci, to kazde stowo ma wyznaczona jednoznacznie
warto$¢ (ktéra obliczymy budujac $ciezke redukeji maksymalnej diugosci) . I jest tak, jak oczeku-
jemy: ,dwa slowa sa réwnowazne dokladnie wtedy gdy maja te sama wartosé¢ (posta¢ normalna)”.

Dowdd tego twierdzenia jest prosty jesli tylko przytomnie zauwazymy, ze v r, w dokladnie wtedy,
gdy istnieje taczacy te stowa skonczony ,zygzak”:

v V9 () w
N4 N A X )4

(

( liczba zalaman zygzaka jest dowolna). Gdy nasz system ma wlasno$¢ diamentu, to kazdy zygzak
mozna (prawie) rozprostowac:

v V9 V; w
NSNS NS
N % x 7 s
N e e

Czyli vr,w gdy te stowa maja wspélny redukt. Dalej juz z gorki... .
Twierdzenie pigkne, ale wniosek jeszcze piekniejszy:

wjezeli system redukcji z rozstrzygalnym zbiorem regul redukcji p ma obie opisane wyzej wila-
snosci, to problem réwnowaznosci dla relacji r,, jest rozstrzygalny”!

- wystarczy uruchomié procedure réwnoleglej redukeji obu stéw, ktéra - wobec przyjetych zatozen
- musi zakonczy¢ sie wskazaniem ich wyznaczonych jednoznacznie wartosci (postaci normalnych).
Gdy sa one rowne, to wyrazenia sa rownowazne. Jedli nie, to nie... . I to wszystko.

87Lub: w jest postacia normalna v.

88 Wymysl systemy redukcji, w ktérych pewne stowa nie maja wartoéci lub maja ich wiele. To proste.

89 Angielska nazwa - ,diamond property” - wywotuje karciane skojarzenia - ,diamond” to ,karo”. Skad ta nazwa?
- wystarczy spojrze¢ na rysunek ilustrujacy te definicje.
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Opisany system redukcji wyrazen arytmetycznych ma wlasnos¢ diamentu i jest silnie norma-
lizowalny. Wyrazenie arytmetyczne jest w postaci normalnej doktadnie wtedy, gdy jest postaci
succ™(0). A obliczenie redukcyjne warto$ci wyrazenia w to budowa Sciezki redukcji rozpoczynaja-
cej sie od w i o maksymalnej dhugoéci®.

To oznacza, ze:

problem réwnowaznosci wyrazen arytmetycznych jest rozstrzygalny.

Opisana wczesniej procedura dowodzenia rownowaznoéci jest tylko procedurg sprawdzajaca... .
Zastepujac proste OBLICZANIE REDUKCYJNE wartosci wyrazenia 2 + 2 skomplikowanym DOWODZENIEM
rownowaznosci 2 4+ 2 = 4 ,strzelamy z armaty do wrébla - ,take a sledgehammer to crack a nut”

Czy kpiac z ,dowodu Peana i Russella, ze dwa a dwa to cztery” Lem to wiedzial, czy tylko przeczuwal?!

Bonus: nierozstrzygalno$é problemu réwnowaznosci stéw

Wtasno$¢ diamentu i silna normalizowalnosé gwarantuja rozstrzygalnosé problemu réwnowaznosci
stéw. Ale czy to jest potrzebne? Moze istnieje uniwersalna procedura rozstrzygajaca problem réw-
nowaznosci stow bez wzgledu na to, jaki system redukcji rozwazamy?

Takiej procedury nie ma. A to dlatego, ze sprytnie modyfikujac instrukcje definiujace maszyng
Turinga 7" mozna zbudowaé system redukeji stéw pp nad alfabetem {0,1, L, [, |} UQ (gdzie Q to
zbiér standéw maszyny 1) ,symulujacy” obliczenie realizowane przez T

,maszyna T zatrzyma sie rozpoczynajac prace ze stowem v dokladnie wtedy, gdy w systemie
pr  lqov] =" qr 7 (gdzie qp to stan poczatkowy a qi - stan koricowy)”.

Co wiecej, stowa [qov] 1 qx sa réwnowazne (tzn. para ([qov], qx) nalezy do najmniejszej rownowaz-
nosci zawierajacej pr) dokladnie wtedy, gdy [qov] —* qy -

Pominmy szczegdly??. Wniosek z tego twierdzenia jest oczywisty: gdyby istniata uniwersalna pro-
cedura rozstrzygajaca o réwnowaznosci stow, to problem stopu bylby tez rozstrzygalny”.

A to, jak wiemy, jest niemozliwe... .

10.5 M-rachunek

The A-calculus is a type free theory about functions
as rules, rather then as graphs [4]

A-rachunek to uniwersalny system redukcji stworzony przez A. Churcha®?. Tak jak maszyna
Turinga jest ockhamowskim opisem dyskretnej interakcji z otoczeniem, tak A-rachunek jest réwnie
genialnym opisem obliczeniowej aktywnosci cztowieka. Obserwowalnym efektem liczenia (obliczania
pisemnego) jest przeksztalcanie napiséw zgodnie z przyjetymi a priori regulami przepisywania.
Wydaje sie, ze takich regul jest ogromnie wiele i ze zaleza one od rodzaju obliczenia (czy mnozymy,
dodajemy ...). Geniusz Churcha w tym, ze skonstruowal jezyk i wskazal ... pojedyncza(!) regule
redukeji pozwalajaca na na realizacje dowolnych obliczen®.

Prezentacje A\-rachunku poprzedzimy przypomnieniem troche zapomnianej konwencji notacyj-

nej zwanej A-notacja Przypusémy, ze interesuje nas funkcja przyporzadkowujaca kazdej liczbie

99Takich $ciezek moze by¢é wiele i o réznej dtugosci. Dlatego jedni licza szybciej a drudzy wolniej... .

91Krytyczna uwaga Lema jest z lekka chybiona. Arytmetyka to nie zbiér procedur rachunkowych. Arytmetyka to
NAUKA O RACHUNKACH. Spektakularnym przyktadem ukazujacym korzysci jakie daje arytmetyka jest anegdota o
mltodym Gaussie, ktéremu nauczyciel (zapewne o skrywanych sktonnosciach sadystycznych) kazal obliczy¢ sume stu
pierwszych liczb naturalnych. Zamiast liczy¢, Gauss pomyslat i odkryl, ze wyrazenie 1 + 2 4 ... + n mozna zastapié
réwnowaznym i prostszym wyrazeniem w I zamiast tracié¢ czas na oglupiajace rachunki mégt pograé w pitke...
. Nauczyciel Gaussa uczyl RACHUNKOW. Mial pecha (szczescie), ze na jego lekcji pojawil si¢ genialny MATEMATYK.
Obliczanie wartosci wyrazen to rachunki. Wiedza o tym, ktére wyrazenia sa réwnowazne to arytmetyka.

92Szukaj ich np. w skrypcie P.Urzyczyna Wstep do teorii obliczeri (str.41)(dostepny w internecie).

93 Alonzo Church (1903 - 1995) amerykariski logik i matematyk. Wymieniajac tylko Churcha krzywdze wielu jego po-
przednikéw i wspotpracownikéw (Frege, Russell, Curry, Schonfinkel, Kleene, Rosser). O historii powstania A-rachunku
mozna przeczytaé¢ w artykule J.P.Seldina [68], ktory jest (byl) dostepny w internecie a takze w [13].

94Szczegblows prezentacje A-rachunku mozna znalezé np. w [4].
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rzeczywistej jej kwadrat. Pracujacy matematycy postapia wtedy tak:

- najpierw wiaza z badana funkcja nazwe = f: R — R,

- nastepnie z ta nazwa wiaza opis rozwazanej funkcji - f(z) = x2.
A-notacja to konwencja, pozwalajaca taczy¢é wprowdzenie nazwy funkcji z jej opisem. I tak np.
rozwazana funkcje oznaczamy w tej konwencji jako A, 2.

Opis dziatania funkcji zawarty w takiej nazwie wykorzystujemy do obliczania jej wartosci na
zadanym argumencie w najprostszy sposéb - poprzez odwotanie do prostego przepisywania:

(A 22)(3) ~ 22[x :=3] ~ 32 = 9
Church pokazal, ze do budowy uniwersalnego jezyka obliczen redukcyjnych wystarcza dwa kon-
struktory wyrazen: aplikacja i wlasnie A-abstrakcja.
Jezyk A-terméw ze zbiorem zmiennych X definiujemy (rekurencyjnie):
M, N € A\terms x € X, M € \terms
T € \-terms zeX MN € M-terms Ax. M € Aterms

Operator abstrakcji wiaze zmienne - zmienna x jest zwiazana w termie Ax.M.

(aplikacja)

(abstrakcja)

W sktadni A-rachunku nie ma zadnych mechanizmoéw kontroli stosowania konstruktora aplikacji. W szcze-
gblnosci - A-term moze by¢ aplikowany sam do siebie.
Wspomnij dyskusje o konsekwencjach samostosowalno$ci maszyn Turinga... .

Jedyna reguta opisywanego systemu redukcji jest tzw. B-redukcja:
(Ax.M)N —p5 Mz := N]| (B — rule)?
Pojedynczy krok obliczenia redukcyjnego A-termu to wykorzystanie tej reguty ,,w dowolnym kon-

tekscie”, np:
r(Az.(A\y.yz)(A\z.22)) —5 x(Ay.(yAz.22))

(podkreslony podterm to redex - podterm, do ktérego zastosowalismy (-redukcje). Obliczenie
redukcyjne to ciag - skoficzony lub nie - takich krokéw?®. Na przyklad:

(Az.(Ay.(Az. (Aw.z2))y))ab —5 (A\y.(Az (Aw.az))y)b —5 (A\z (Aw.az))b —g Aw.ab

Pigknie... Ale kto$ zniecierpliwiony tymi formalnymi sztuczkami zapyta: jakie jest znaczenie
A-terméw? Co wyraza (3-redukcja?

Odpowiedz jest brutalna: nic nie wyraza.

A-rachunek - w odréznieniu od hilbertowskich teorii aksjomatycznych - nie byl budowany jako opis za-
stanych ,modeli zamierzonych”.

,Uzycie kombinatoréw przez Curry’ego bylo bardzo Scisle zwiazane z jego filozofia matematyki: dla niego
system formalny nie byl opisem jakichs wczesniej istniejacych obiektéw (...)” [13]°7.

Swiadomosé tej fundamentalnej odmiennosci jest niezbedna, jezeli chcemy rozumie¢ te matematyke...

A-rachunek to uniwersalne $rodowisko, w ktérym mozna realizowaé¢ dowolne procesy oblicze-
niowe. Tylko tyle i az tyle. By to pojaé, popatrzmy jak w tym $rodowisku odtworzy¢ dziatania w
dwuelementowej algebrze Boole’a wartoéci logicznych. Wartosci logiczne - prawde i falsz - repre-
zentuja teraz dwa (nieredukowalne) A-termy:

true = \z.(\y.x) false = Az.(\y.y)

Dlaczego tak? Jest to zwiazane z rola, jaka wartosci logiczne odgrywaja w procesie deklarowania funkc;ji.
Wartosci logiczne sa wykorzystywane przy ,deklarowaniu warunkowym” czyli w deklaracjach o schema-
cieif ... then ... else....

95 Napis M|z := N] to A-term powstaly z M przez zastapienie kazdego wolnego wystapienia zmiennej x termem N

96W opisie obliczenia redukcyjnego pomineliémy a-konwersje - operacje przemianowywania zmiennych zwigzanych
pozwalajaca unikaé tzw.  konfliktu zmiennych” [4].

97Haskell Curry (1900-1982) amerykanski matematyk, wspéttwoérca A-rachunku.
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Jedli ten schemat ,zrealizujemy” jako A-term WM N:

if W then M else N = WMN

to A-termy przypisane napisom true i false wypelnia swojg role:
if truethen MelseN = Av.(\y.)aMN —j3 M
if falsethenMelseN = Az.(\y)yMN —j3 N

,Nie pytaj o znaczenie. Pytaj o uzycie” - L. Wittgenstein®®.
Operacje negacji zaprogramujemy (zaimplementujemy) tak:
not = At.(t false true)

Sens negacji w tym, ze zmienia ona wartodci logiczne - true na false i odwrotnie, I tak jest:
tatwo pokazaé, ze B-redukcja A-termu ukrytego pod skrétem not true prowadzi do jego postaci
normalnej, ktéra okazuje si¢ A-term ... false!

not true —% false

Podobnie not false —>Z true?.

Mozna utworzy¢ A-termy reprezentujace operacje and, or, implies - tak, ze np. and true
true —>E true oraz or true false —>:g true. W ten sposéb implementujemy - w jezyku A-
terméw i za pomoca (-redukcji - algebre Boole’a wartosci logicznych [4]. Czego chcieé wiecej?

Podobnie wykorzystamy A-rachunek do implementacji dziatan na liczbach naturalnych ktore sg
tu reprezentowane przez numeraty Churcha: liczbie n przyporzadkowujemy A-term:

n

Gdy teraz z operacja nastepnika succ zwiazemy M-term Anfr.nf(fz) to - jak sie domyslamy -
proces (-redukcji termu-aplikacji succ 0 doprowadzi do numeratu 1.
A gdy przyjmiemy + = dmnfr.mf(nfz) to - co stwierdzamy zapewne z ulga - term +22
jest redukowalny do numeratu 4 ... .
Za mnozenie ,odpowiada” A-term Amnfr.m(fn)z'% .

Powtérzmy: nie ma sensu pytanie o ,znaczenie” A-terméw. Liczy sie to, ze potrafimy za ich
pomoca liczyé!0l,
Przejdzmy do puenty. Najpierw definicja:

funkcja (czesciowa) f: N¥ — N jest A-definiowalna jezeli mozna skonstruowaé (domkniety)

A-term F' taki, ze dla dowolnych liczb naturalnych nq,...,ng:
Fny ...y —% f(n, ..., ng)
o ile wartosé f(nq,...,ny) jest okreslona. W przeciwnym wypadku proces redukcji \-termu Fn; ... ny,

jest nieskoriczony!'%2.

Fundamentalne twierdzenie, ktore pozwala traktowa¢ A-rachunek jako kolejny réwnowazny opis
obliczalno$ci méwi, ze:

Klasa funkcji A-definiowalnych to dokladnie klasa wszystkich funkcji obliczalnych.

A-term F' odpowiadajacy funkcji obliczalnej f to jej ,program” w jezyku A-rachunku. Term Fn;...n;
jest wszystkim, czego potrzebujemy by obliczyé warto$é f(ni,...,ng) korzystajac z B-redukcji.

A-rachunek jest jezykiem programowania'®3,

98 Pomyél o ... fortepianie. Czy sens ma pytanie o jego znaczenie, czy o uzycie?

997godnie z obietnica, pomijam szczegbtowe opisy tych rachunkéw.

100Tnne przyktady: succ = Anfz.f(nfz), potegowanie exp = Amnfz.mnfz, funkcja k-argumentowa stale réwna
zeru Zy = Amy ... mg.0

0l7zabawny szczegdl: true = Az.(Ay.z) = 1... . CzyzbySmy mieli tu do czynienia z fundamentalnym odkryciem
matematycznym?

102Njieco doktadniej: A-term Fn, ...n, nie ma tzw. czolowej postaci normalnej - head normal form[4] .

103D oktadniej: to core language wiekszosci (jesli nie wszystkich) jezykéw programowania funkcyjnego m.in. Haskella.



ROZDZIAEL 10. OBLICZALNOSC 138

[-redukcja ma wtasnosé¢ diamentu ale NIE JEST silnie normalizujaca - moga sie tu zdarzaé
nieskonczone obliczenia. Tak, jak w przypadku maszyn Turinga. I chyba nikogo juz nie dziwi, ze
problem - ,czy A-term ma posta¢ normalng” - jest nierozstrzygalny.

10.5.1 Maszyny Turinga a A-rachunek

Rzecz jest tylko stanem procesu. Niczym wigcej.
Widzac rzeczy z osobna nie widzimy niczego.

Obliczenie - zaréwno w ujeciu Turinga jak i Churcha - to proces przetwarzania informacji. Co
te dwie teorie maja ze soba wspolnego a czym sie réznig?

Maszyna Turinga to realizacja inzynieryjnego podejscia do obliczenia: dla konkretnego zadania
budujemy od podstaw odpowiednia maszyne tzn. definiujemy zbiér instrukeji - ,,program”. Zaden
krok obliczenia - zmiana konfiguracji - nie zostanie wykonany, jesli w programie nie ma odpowiedniej
instrukcji. ,,For normally, we start from whatever behaviour we want to get then try to design a
system will produce it”. [93]

A-rachunek to uniwersalny jezyk z uniwersalng regula redukcji, SRODOWISKO, w ktérym moga
dzia¢ sie wszelkie procesy obliczeniowe. Realizujac obliczenie w A-rachunku nie troszczymy sie o
ustanowienie regut redukcji. Tu jest jedna jedyna i dana a priori reguta - (-redukcja. Nasza rola
ogranicza si¢ do zadeklarowania \-termu - programu.

Realizujac obliczenie ,,w stylu Turinga” - budujac maszyne - musimy zaprojektowaé kazdy pojedynczy
krok obliczenia i sterowanie sekwencja kolejnych krokéw. To paradygmat programowania imperatywnego.
Realizujac obliczenie w A-rachunku nie mamy bezpogredniego wplywu na przebieg obliczenia!®*. My je
tylko inicjujemy wskazujac A-term, ktérego redukcja bedzie jego realizacja. To paradygmat programowa-
nia deklaratywnego.

W praktyce nikt - poza dzialajacymi pod przymusem studentami - nie rozwiazuje zadan oblicze-
niowych korzystajac z maszyn Turinga czy A-rachunku. Wystarczy spojrzeé na odrazajacy ksztalt
A-terméw lub sprébowaé skonstruowaé maszyne Turinga realizujaca mnozenie liczb naturalnych by
wybié sobie z glowy takie pomysty. To nie sa jezyki programowania.

Jezyk maszyn Turinga i jezyk A-terméw to jezyki bazowe (ideowe”) dla dwoch grup jezykéw
programowania - jezykéw imperatywnych i funkcyjnych. Jezyk bazowy to, w terminologii angiel-
skiej, core language. Core to jadro, rdzen a nawet... dusza.

Ockhamowska zwiezlo$¢ opisu skladni jezyka jest pozadana, gdy prowadzimy badania nad jego
struktura i ,sila”’. Przestaje by¢ cnota, gdy chcemy tego jezyka uzywaé. Dlatego jezyk bazowy, ta
osnowa, musi by¢ uzupelniony przez shall language - powloke, utatwiajaca korzystanie z tego, co
on oferuje. Jezyk powtoki ma by¢ przyjazny, user friendly'%®.

W przypadku jezykéw imperatywnych nowe wyrazenia to najczesciej nazwy makrooperacji: pod
jednym poleceniem ukrywamy pewng sekwencje instrukcji realizowanych przez maszyne Turinga
W jezykach programowania funkcyjnego nieczytelne A-termy zastepujemy przyjaznymi deklaracja-
mi. Najprostsze deklaracje to nazwy-skroty jak np. opisane wczeéniej stowa true, not, n czy tez
fraza ,if... then... else... 7. Te nazwy-skroty naleza do powtoki A-rachunku.

Ale w skladni jezyka powloki moze by¢ co$ wiecej: mozna np. umozliwi¢ deklaracje funkcji, ktérych
tlumaczenie na A-termy jest czyms wiecej niz prostym rozwinieciem skrotéw. I tak np. w Haskel-
Iu mozna deklarowaé¢ funkcje odwotujac sie wprost do schematu rekursji. Deklaracja mnozenia -
funkcji mult wyglada tak:

mult (x,0) =0
mult (x,succ(y)) = mult(x,y) + x

104D oktadniej: nie mamy mozliwosci ustalania strategii redukeji dla kazdego obliczenia osobno. W praktyce o wyborze
strategii decydujemy na etapie budowy kompilatora dla jezyka programowania opartego na A-rachunku.

105pPg angielsku méwimy piknie o ,cukrze syntaktycznym”- syntactic sugar. To przypomina sytuacje, ktéra nazwa-
lismy budowaniem trzeciego wymiaru” jezyka matematyki.
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Ta deklaracja jest ttumaczona na takie oto wyrazenie:
mult ~ Y (Amzy. if (y = 0)thenOelse (mz (y — 1)) + x)

gdzie Y to operator punktu stalego - specjalny A-term, taki, ze YF —j F (YF) dla dowolnego
A-termu F106,

107

Dodawanie do jadra jezyka powloki nie zmienia jego sily, ale jest istotne z pragmatycznego punktu
widzenia'"’.

10.5.2 Glossa: skad sie wzigl A\-rachunek?

,Rachunek lambda jest teoria (...) dotyczaca funkcji JAKO REGUL, a nie jako graféw.
”Funkcja jako reguta” jest staroswieckim pojeciem funkcji i odnosi sie¢ do PROCESU
PRZECHODZENIA OD ARGUMENTOW DO WARTOSCI (...). Pomys! zwykle przypisywany
Dirichletowi, ze funkcje mozna réwniez utozsamiac z ich wykresami (...) byl wazny
dla matematyki. Niemniej jednak \-rachunek TRAKTUJE FUNKCJE PONOWNIE JAKO
REGULY w celu podkreslenia ich aspektéw obliczeniowych.” [4]

Dominujaca od poczatku XX wieku teoria mnogoéci jest nieco... schizofreniczna!®®. Wyréznia po-

jedyncze pojecie pierwotne - zbiér i jedna podstawowa relacje - przynalezno$é (zbioru do zbioru).
A przeciez kazdy matematyk powie, ze gtéwnie interesujg go funkcje. Np. analiza matematyczna
to badanie wlasnoéci funkcji rzeczywistych. Godzimy sie z faktem, ze tych funkcji jest ,,wiecej niz
nieprzeliczalnie wiele” ale w istocie interesujg nas tylko funkcje opisywalne a nawet wiecej - stowa-
rzyszone z pewna procedura obliczania jej wartosci.

A-rachunek zostal sformulowany prze Churcha ok. 1928 roku jako cze$é wigkszej teorii ktora nie
do$é, ze traktuje funkcje priorytetowo, to zupelnie nie przejmuje si¢ ich teoriomnogosciows defini-
cja. ,The notion of function (...) in the A-calculus is an intensional one.”'09

Rdzeniem teorii Churcha jest rachunek kombinatoréw - A-rachunek ograniczony do operacji apli-
kacji''®. Rozszerzenie do A-rachunku to (upraszczajac) konsekwencja wymogu kombinatorycznej zu-
pelnosci natozonego przez Churcha na rachunek kombinatoréw: dla dowolnego termu M (x1, . .., Zp)
(zbudowanego ze stalych i zmiennych wylacznie za pomoca aplikacji) istnieje term M w ktorym nie
ma zmiennych wolnych taki, ze M (X1, xm) = Mz ... zm. Wprowadzenie A-abstrakcji pozwala
przyja¢ M = Agy. o, M(21,...,28) .

System budowany przez Churcha, aspirujacy do roli ur-teorii, mial by¢ tez zupelny w innym
sensie. Jezyk A-rachunku rozszerzono o symbol jednoargumentowego predykatu .7 i zwiazany z
nim systemem dowodzenia wyrazef postaci - M, gdzie M to A-term!'!.

Aksjomaty i reguty wyprowadzania wyrazen postaci - M wybrano tak, by mozna bylo ,uwew-
netrzni¢ to, co niezbedne” (by budowana teoria byla ur-teoria). Np. uwewnetrznienie réwnosci

106Wyrazenie ktére przyporzadkowaliémy wyrazeniu mult nie jest ostatecznym rezultatem translacji haskellowej
deklaracji na ,czysty” A-term. PowinniSmy jeszcze zastapi¢ symbol Y A-termem Af.(Az.f (z z)) (Az.f (z z)) i
wyeliminowaé inne ,nieczyste” czesci tego napisu. Powodzenia.

107 pragmatyka to dzial jezykoznawstwa, ktérego przedmiotem sa spoleczne i sytuacyjne warunki funkcjonowania
jezyka oraz cele, jakie méwiacy chce osiagnac przez uzycie okreslonych wyrazéw i wyrazen - Encyklopedia PWN.

1085 chizofrenia - zaburzenie psychiczne charakteryzujace sie (...) nieadekwatnym postrzeganiem (...) i oceng rzeczy-
wistosci (wikipedia).

1%%http://plato.stanford.edu/ entries/lambda-calculus/. Wspomnij brouwerowskie ,,by a function (...) we understand
a law”.

HOW tym samym czasie rosyjski logik Moses Shonfinkel (1889-1942) budowal system znany jako logika kom-
binatoryczna U Shonfinkela kombinatory to - w uproszczeniu- ,operacje na dziataniach” ktére pozwalaja wyeli-
minowaé¢ kwantyfikatory z opisu wtasnosci tych dzialan. Na przyklad: przemiennosé dziatania + opisujemy zda-
niem V,V,x +y = y + x. Wprowadzajac ,kombinator” P, taki, ze dla dowolnej operacji dwuargumentowej ¢,
P(q¢)(z,y) = q(y,z) mozemy opisa¢ t¢ przemienno$é réwnosciag P+ = + . Schonfinkel wskazal dwuelementowy
zbiér operatoréw {K,S} i pokazal, ze za pomoca stosownego, pojedynczego operatora logicznego mozna generowaé
wszystkie formuly logiki predykatéw bez uzycia zmiennych zwigzanych [13].

IV [17] sugeruje si¢ by napis - M” czytaé ,M is asserted” dodajac wyjaénienie: . plays the same role as
Hilbert’s ”ist beweisbar” (jest do udowodnienia) or Church’s ”is provable”.
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terméw polega na dodaniu do skladni jezyka stalej Fq i zwiazania z nia aksjomatow takich, ze:

M=N wtw +F EqMN

co oznacza, ze ,zewnetrzne” uzasadnienie metawyrazenia M = N mozna zastgpi¢ ,wewnetrznym”
wyprowadzeniem wyrazenia - EqM N.

Podobnie zewnetrzne uzasadnienie stwierdzenia ,term M jest numeratem Churcha” zastepujemy
wewnetrznym wyprowadzeniem wyrazenia = N M, gdzie N to kolejna stala dodana do skladni. Tak
samo uwewnetrznimy stwierdzenie ,term O aplikowany do numeratu zwraca numeral” - wprowa-
dzamy term-stala F' wraz z aksjomatami pozwalajacymi zewnetrzne uzasadnienie tego stwierdzenie
zastapi¢ wyprowadzeniem wyrazenia - FONN.

Co zaskakujace, jesli A\-rachunek rozszerzymy o term-stala F' (i zwiazane z nim aksjomaty) to
termy Fq i N mozna zdefiniowa¢ jako pojecia wtérne. A gdy dolaczymy do A-rachunku term - stalg
P* - ktéry umozliwia uwewnetrznienie stwierdzenia ,jesli = U to - V7 i dodamy ,wewnetrzna”
regute modus ponens:

jesli H P*UV oraz F U to FV
to stala F' mozemy zdefiniowaé jako pojecie wtérne.
Dotaczenie statej P* jest relizacja wymogu dedukcyjnej zupeinosci. Pominmy detale. Wazne jest
to, ze jednoczesny wymog kombinatorycznej i dedukcyjnej zupetnosci prowadzi do ... wewnetrznej
sprzecznosci systemu: dowodliwe jest kazde wyrazenie - M. W szczegdlnosci dowodliwe sg wszelkie
wyrazenia postaci - EqM N - wszystkie termy sa ,wewnetrznie” roéwne. To jest tres¢ paradoksu
odkrytego przez Kleene’ego i Rossera!l?.
7 pierwotnego zamystu Churcha ocalat tylko fragment - A-rachunek.

Dodatek: nieco wiecej o A-rachunku

Powiedzieli$my, ze aby zaimplementowaé¢ w A-rachunku dzialanie funkeji obliczalnej f: N¥ — N
nalezy wskaza¢ A-term Fy taki, ze dla dowolnych liczb naturalnych nq,...,ng Frny...np —75
f(n1,...,ng) dokladnie wtedy, gdy wartos¢ f(ni,...,ng) jest okreslona (str.137).

Jednak nic nie jest tu okreslone jednoznacznie:

- B-redukcja nie jest procesem deterministycznym,
- numeraly - A-termy reprezentujace liczby naturalne - mozna definiowa¢ na rézne sposoby
- A-term Fy - ,program dla funkcji f” - mozna skonstruowac na wiele sposobéw.

113

Jesli mozna co$ robié¢ na wiele sposob6éw, to mozna to robié lepiej lub gorzej. Aby lepiej implemen-
towaé funkcje obliczalne trzeba pozna¢ mozliwosci A-rachunku.

[-redukcja jest niedeterministyczna, bo moze sie zdarzy¢ (i zdarza sie czesto), ze w danym -

termie mozna wskaza¢ wiele redekséw - podterméw, do ktérych mozna zastosowaé (G-redukcje. Np.
A-term Az.((Ay.zy)z)w mozna jednokrokowo zredukowaé zaréwno do (Az.zz)w jak i do (Ay.wy)z
bo sa w nim dwa rézne redeksy (wskaz je).
Przebieg obliczenia i jego rezultat zalezy od strategii wyboru redekséw. Np. strategia lewostronna
kaze w kazdym kroku redukcji wybieraé¢ redeks polozony najbardziej na lewo (liczy sie polozenie
pierwszego znaku redeksu). Ta strategia jest normalizujaca - zapewnia zakonczenie procesu [-
redukcji A-termu odnalezieniem jego postaci normalnej - o ile ona istnieje. Dlatego podstawowe
twierdzenie o realizowalnosci obliczenn w A-rachunku mozna uzupeié zdaniem ,,(...) gdzie redukcja
Fyny ... 0y, —7% f(na, ..., ny) realizowana jest zgodnie ze strategia lewostronna”..

Aby przyspieszy¢ obliczenie mozna prébowaé zastosowaé redukcje réwnolegla. Np. w termie
(A\x.xt)N)(Ax.xs)M) sa dwa rozltaczne yredeksy - ((Az.xt)N) oraz (Axz.zs)M) - i mozemy je zre-
dukowaé réwnoczesnie (do terméw Nt i Ms). To jest strategia parallel outermost.

Mozna tez prébowaé skracaé droge redukcji wyrazenia do jego wartosci-postaci normalnej. Wiado-

127 wanego tez paradoksem Curry’ego. Informacje o systemie Churcha czerpig z pracy [17] napisanej w 1937 roku
w stylu, ktéry wydaje si¢ nieco archaiczny. Nie ukrywam, ze nie jestem pewny iz wladciwie jg zrozumiatem i czy méoj
(Swiadomie) uproszczony opis jest OK. Zainteresowanym polecam samodzielng lekture [17] (sic!)

13Numeraty Churcha to tylko jedna z tych mozliwosci.
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mo, ze proces lewostronnej S-redukcji dowolnego A-termu dzieli sie na dwie fazy:

- najpierw, tak dlugo jak to mozliwe, wykorzystujemy tzw. redeks czolowy (head redex),

- jedli ta faza procesu jest skoficzona - otrzymamy term bez redeksu czolowego!'* - to w drugim
etapie [B-redukcji wykorzystujemy pozostate redeksy.

Redeks czotowy w A-termie - o ile istnieje - tatwo odnalezé. Dlatego ta pierwsza faza [-redukcji
jest .szybka”. To stwarza pokuse, by inaczej zdefiniowaé¢ warto$¢ wyrazenia-A-termu - uznaé, ze
jest nig owa czotowa postaé¢ normalnall®.

Mozna tez ograniczy¢ jezyk modelowania redukcyjnych proceséw obliczeniowych do tzw. AI-terméw!16.
Mimo ograniczenia skitadni, podstawowe twierdzenie o A-definiowalnosci funkcji obliczalnych pozo-
staje prawdziwe, choé¢ oczywiscie wymaga nowej definicji numeraléw i odmiennej reprezentacji
funkcji obliczalnych [5].

To z konieczno$ci skrétowe (a z winy autora - chaotyczne) naszkicowanie problematyki ba-
dawczej zwiazanej z A-rachunkiem ma jedynie uswiadomié, ze istnieje matematyka poza teoria
mnogoéci. I to nie jest matematyka peryferyjna. Wrecz przeciwnie, wraz z rozwojem technologii
informatycznych taka matematyka nabiera coraz wiekszego znaczenia.

10.6 Hipoteza Churcha i twierdzenie Tennenbauma

Obliczalnoéé mozna definiowaé jeszcze inaczej, np. za pomoca algrytméw Markowa'l”. Ale skad
pewnosé, ze tak réznie opisywana obliczalno$é wyrdznia funkcje, ktére ,rzeczywiscie sg obliczalne”?
Nie mozna oczekiwaé¢ matematycznego rozstrzygniecia tej kwestii. Wszak dopiero po przyjeciu
jednej z proponowanych definicji, obliczalno$é¢ staje sie terminem matematycznym. Mozna tylko
pokusi¢ sie o dowdd, ze te rézne definicje obliczalnosci sa réwnowazne - wskazujg te samag klase
funkcji. I to zrobiono.
Wielosé i réznorodnosé réwnowaznych definicji obliczalnosci potwierdza, ze nasze intuicje zwigzane
z obliczalno$cia ujmuja istote rzeczy. A skoro proby matematyzacji tego pojecia daja zawsze ten
sam rezultat, to mozemy zaakceptowaé stynna hipoteze Churcha:

,kazda definicja obliczalnosci respektujaca podstawowe, , pozamatematyczne” ustalenia okaze
sie réwnowazna tym definicjom, ktore juz znamy”.

To pickne stwierdzenie wymaga jednak uzupeinienia. Ot6z definicja Kleene’ego pozwala wyrdz-
ni¢ formalnie klase funkcji obliczalnych w dowolnym modelu arytmetyki Peano. Wiemy, ze takich,
istotnie réznych, modeli jest wiele. Czy to oznacza, ze jest tez wiele réznych ,obliczalnosci”?

Nic z tego. Méwi o tym niezwykle twierdzenie Tennenbauma [40]:

Histnieje tylko jeden model arytmetyki Peano w ktérym dodawanie i mnozenie sa obliczalne
(w sensie Turinga)” .
Ten model to liczby naturalne rozumiane tak, jak chca tego konstruktywisci - jako rekurencyjnie
definiowany uniwersalny zbiér nazw.

To bardzo wazne twierdzenie w kontekscie dyskusji o podstawach matematyki. Méwi, ze obliczalno$é nie

jest pojeciem, ktére mozna jednoznacznie opisa¢ w jezyku arytmetyki czy tez w jezyku teorii mnogosci.
OBLICZALNOSC JEST POJECIEM ABSOLUTNYM

- w odréznieniu od tych pojeé, ktére sa definiowane w teorii mnogosci i np. w geometrii.

Matematyka tworzy jezyki opisujace nasze POSTRZEGANIE rzeczywistosci. Czy to, ze opisy stworzone w

roznych jezykach sg réwnowazne mozna uznaé za dowdd, ze opisujemy rzeczywistosé jaka ona JEST?

1472w, czotows postaé normalng - head normal form.

15Nawiazuje tu do tzw. leniwej ewaluacji A-terméw [1].

16 )I-termy tworza podzbiér zbioru A-terméw, co jest skutkiem ograniczenia stosowania operatora abstrakcji Az.
do terméw zawierajacych wolna zmienng x.

Y7 https://www.encyclopediaofmath.org\index.php\ Normal_algorithm
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10.6.1 Obliczalnos$é funkcji rzeczywistych

Jedli rozumiemy obliczalnoéé tak jak Turing, Kleene i Church, to zgodzimy sie, ze mozna mdéwié¢ o
obliczalnoéci funkcji dziatajacych na liczbach catkowitych i wymiernych. Ale moéwienie o obliczal-
noéci funkcji rzeczywistych, czyli typu R — R, wydaje si¢ pozbawione sensu - liczb rzeczywistych
nie mozna ponumerowaé i kodowaé za pomocy stéw''®. A to jest warunek sine qua non obliczal-
noéci. Z drugiej strony nawet proste kalkulatory potrafig obliczaé¢ sinusy, cosinusy czy pierwiastki
kwadratowe. Jak rozumie¢ taka ,jobliczalno$é”?

Funkcja ze zbioru A do B to - w teorii mnogosci - podzbiér iloczynu kartezjanskiego A x B
spelniajacy pewne warunki. Ta definicja jest, w kontekécie rozwazan o obliczalnosci, w sposob oczy-
wisty nadmiarowa!'®. Ale to nam nie przeszkadza - my i tak interesujemy sie tylko tymi funkcjami,
ktorymi sie interesujemy. Gdy mowa o funkcjach rzeczywistych, przedmiotem zainteresowania sg
gtéwnie funkcje ciagle.

Skorygujmy nieco nasze pytanie: jak rozumie¢ obliczalnos$¢ funkcji ciagtych?

Juz wiemy, ze funkcja ciagla jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje dzialanie na liczbach
wymiernych. To podpowiada proste rozwiazanie:

,W analizie matematycznej, majac funkcje ciagla f i liczbe rzeczywista x, nie mozemy bezpo-
srednio OBLICZYC f(x). Zamiast tego mozemy przyblizy¢ f(x), obliczajac f(xo) dla jakiejs liczby
wymiernej f(xg) wystarczajaco bliskiej x. f(x) mozna przyjaé jako rezultat nieskoriczonego ciagu
obliczeti (f(z1), f(x2), ..., f(xx), ...), gdzie odleglosé miedzy x a xy, jest mniejsza niz 7 *20. f(x) to
wielko$¢ graniczna wyznaczona przez ten ciagg.

Jesli tak, to mozemy zaakceptowaé taks oto prébe definicji funkcji ciaglej obliczalnej:

funkcja ciggla f : R — R jest obliczalna, jezeli istnieje funkcja obliczalna ¢; okreslona na
liczbach wymiernych taka, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a i dowolnego ciagu wymiernego (a.,)
aproksymujacego a, ciag ¢¢(an) jest ciggiem przyblizei f(a).

Ale czy to zamyka problem?!2!

10.7 Zlozonos¢ obliczeniowa czyli o pragmatyce jezyka obliczen

O zlozonosci obliczen juz wspominaliSmy. Pora nieco pouktadac i ten temat.

Teoria obliczalnosci ujawnita fundamentalny podziat zadan obliczeniowych na rozstrzygalne, spraw-
dzalne i nierozstrzygalne. Ale informacja, ze dany problem jest rozstrzygalny to - z praktycznego
punktu widzenia - troche mato. C6z nam po procedurze rozstrzygajacej, ktérej realizacja jest nie-
milosiernie dtuga?

Logika zdaniowa jest rozstrzygalna. Jednak aby wykazac, ze zdanie zbudowane z n prostych zdan
jest prawem logiki zdaniowej - jest prawdziwe przy kazdym wartosciowaniu zdan prostych w nim
wystepujacych - nalezy wykona¢ 2" testéw. Gdy w zdaniu sa tylko trzy zdania proste wystarczy
osiem testéw, 8 = 23. Gdy tych zdan jest dwadziescia, to liczba testéw wzrasta do 22°, czyli troche
ponad milion. A liczba niezbednych testéw przy zdaniu zlozonym ze stu zdaii prostych - 219 - jest

11880 jest ich nieprzeliczalnie wiele.

M9 Pwérey teorii mnogosci dbali, by definicje podstawowych pojeé - relacji, funkcji itp. - formutowane w jezyku
tej teorii obejmowaly wszystko, co w zastanej matematyce bylo postrzegane jako relacja czy funkcja: , Althuogh a
function is by definition a set of ordered pairs this is not usually a particular helpful way to think about functions.
In set theory, it often is” [92].

120 'A Logical Framework for Convergent Infinite Computations” ( Wei Li, Shilong Ma, Yuefei Sui, and Ke Xu) -
http://arxiv.org/abs/cs/0105020

121 Nasza propozycja grzeszy naiwnoscig. Odwolujemy sie w niej do dowolnego ciggu liczb wymiernych aproksymus-
jacego argument - dang liczbe rzeczywista a. Taki ciag - funkcja z N do @ - moze by¢ obliczalna lub nie. Jesli liczba
a nie ma obliczalnej aproksymacji, to trudno méwié o obliczaniu wartosci jakiejkolwiek funkcji w tym punkcie. Takie
watpliwosci prowadzg do bardziej wyrafinowanych definicji obliczalno$ci funkcji rzeczywistych. Np. takiej: A partial
function f : Q — R is upper semicomputable (...) if there exists a computable function ¢ : Q@ x N — Q (...) such that
for all x € Q: limg—oo d(z, k) = f(z) and Vk € N: ¢(z, k+ 1) < ¢(z, k) [12].
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trudna do wyobrazenia...'??.
123

Efektywno$cia proceséw obliczeniowych to domena teorii zlozonosci <.

Jak mierzy¢ efektywnos¢ maszyn Turinga - procedur obliczeniowych? Intuicja podpowiada, ze czas
pracy maszyny Turinga - liczba pojedynczych krokéw - jest zalezna od wielkosci danych - dtugosci
stowa zapisanego na tasmie w chwili rozpoczecia pracy. Dlatego zgodzono sie, by ztozonosé¢ czasowa
maszyny T opisywaé jako funkcje timer: N — N taka, ze timer(n) to maksymalna liczba krokéw
pracy jaka wykona maszyna T rozpoczynajac prace z zapisanym na tadmie jakimkolwiek stowem
dtugosci < n 124,

Dla pragmatycznie usposobionych robotnikéw informatyki pelna znajomo$é funkcji timer wcale
nie jest najwazniejsza. Oni chcg uzywaé tych funkcji do POROWNANK efektywnosei réznych maszyn
Turinga, réznych algorytméw.

Odpowiedziag na to zapotrzebowanie jest skala zloznosci obliczen. Pomyst jest genialnie prosty:
ustalmy pewien skonczony zaséb ,wzorcowych” funkcji s,,: N — R: m=1,2,..., k. Powiemy, ze

ymaszyna T jest w klasie O(sy,) gdy ciag wartosci (timer(n) : n € N) wraz ze wzrostem n
staje sie coraz blizszy ciaggowi liczb (c- sm(n): n=1,2,...) gdzie ¢ to pewna dodatnia stata”'?

By taka skala zlozonoéci byta uzyteczna, musi odwotywaé sie do powszechnie znanych funkcji.
Dlatego osnowa skali ztozono$ci sa nieréwnosci ktore zna kazdy absolwent szkoty podstawowej:

loggn < ...<n<...<n?’<nd<...<2"<nl<n"
ktore sa prawdziwe dla prawie wszystkich liczb naturalnych.

Zlozonosé (czasowa) maszyny Turinga T jest logarytmiczna (odpowiednio: liniowa, wielomia-
nowa, wykladnicza, ...) gdy T nalezy do klasy O(logan) ,(odpowiednio: O(n), O(n™) dla pewnego
m € N, O(2"),...).1%

Sa tu wazne subtelnosci. Np. nawet tysiackrotne (milionowe) zwielokrotnienie szybkosci dziata-
nia - zastapienie maszyny 1" przez realizujaca te sama funkcje maszyne Ti i taka, ze timep(n) =
1000 - timer, (n) - nie jest istotne dla oceny ztozonosci - te maszyny sa w tej samej klasie zlozonosci.
Podobnie nie jest istotne, czy czas pracy mierzymy liczba pojdynczych krokéw pracy maszyny czy
w tysiacach takich krokéw!??. Dlatego te definicje ztozonoéci mozna stosowaé ,w skali makro” - do
dowolnych procedur: wystarczy ustali¢, ktére operacje wykonywane w trakcie ich realizacji uzna-
my za elementarne i mierzy¢ czas ich liczba. Np. oceniajac ztozonosé algorytmoéw sortowania list
przyjmujemy, ze jest to poréwnanie sasiednich elementéw listy28.

Zastapienie procedury inna, ,liczaca to samo”, lecz o mniejszej zlozonoSci (w opisanej tu skali) jest
zmiang jakoSciowsq - istotnie r6zna od zmiany wynikajacej z zastapienia komputera przez nowy, nawet
tysiackrotnie szybszy (i drozszy) komputer. To jest istota zaproponowanej skali zlozonosci obliczeniowe;.

Najbardziej efektywne sa maszyny Turinga (procedury) o zlozonosci logarytmicznej czyli na-
lezace do klasy O(logan)'?®. Procedury, ktérych zlozonosé jest liniowa czy tez wielomianowa sa

122Gdyby w ciagu sekundy wykonywaé milion testéw, to realizacja tego algorytmu zajmie 40169423 miliardéw
lat! Przyznam - nie sprawdzalem tych rachunkéw. Napisalem to na podstawie danych zawartych w anonimowym
opracowaniu dostepnym w internecie. Jesli nawet pomylitem sie o 10 miliardéw lat - who cares about?

1230dtad, az do korica podrozdziatu rozwazamy wytacznie zawsze zatrzymujace si¢ maszyny Turinga.

124Mozma, tez opisywaé zlozono$é maszyny Turinga odwotujac sie do diugosci tasmy niezbednej do wykonania
obliczenia. To tzw. zlozonosé pamieciowa. Ale tu méwimy wylacznie o zlozonosci czasowej.

125 Tnaczej méwiac: maszyna T jest w klasie O(s,,) gdy ciag utamkéw (% n = 1,2,...) ma skoiczona i
dodatnig granice. Tak opisywana ztozono$é¢ nazywa sie zlozonoscia asymptotyczna.

126\Wszystkie te definicje nie grzesza precyzja, ale taka konwencje przyjelismy w tym tekscie... .

127 Pwierdzenie o liniowym przyspieszaniu méwi, ze ,,jesli maszyna T o zlozonosci czasowej timer rozpoznaje jezyk
L, to ten sam jezyk moze by¢ rozpoznany przez maszyne T. o zlozonosci czasowej opisanej wzorem timer,(n) =
¢ timer(n) + (1 + ¢)n, gdzie ¢ > 07.

128Gortowanie listy to ustawienie jej elementéw zgodnie z okre§lonym a priori porzadkiem liniowym, np.
[1,3,7,2,4] ~ [1,2,3,4.7].

129Pomijam rzadko spotykane procedury, ktére bez wzgledu na rozmiar danych wykonuja te sama liczbe operacji -
np. procedura rozstrzygajaca czy pierwszy element danej listy to 1.
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Juzyteczne w praktyce”0. Ale gdy zlozono$é maszyny jest wykladnicza to efektywnodé takiej
maszyny (procedury) staje sie mocno watpliwa... .

Aby te watpliwoéé uzasadnié¢ potrzebujemy dobrego przyktadu.

»W Swiatyni Benares w Hanoi (...) jest plytka z brazu, na ktérej umocowane sg trzy diamentowe
igly (...) . Na pierwsza z nich, w chwili stworzenia swiata, Bog nadzial - 64 zlote krazki z otworami
(...), jeden na drugim, malejaco, od najwigekszego do najmniejszego. Odtad bez przerwy, we dnie i
w nocy, kaplani przenosza krazki z pierwszej igly na trzecia przestrzegajac niewzruszonych praw
Brahma. Te prawa sa proste: krazki przenosimy pojedynczo nigdy nie pozostawiajac ich w innych
miejscach niz nadziane na jedna z trzech igiel i nigdy, na zadnej z igiet, nie wolno polozy¢ wiekszego
krazka na mniejszy. Kaplani skoricza prace, gdy przeniosa wszystkie krazki na trzecia igle 131,

Przeniesienie n + 1 krazkéw wymaga dwukrotnie wiecej ruchow niz przeniesienie n krazkow i
jednego dodatkowego ruchu'32. Stad atwo wyliczy¢, ze przeniesienie n krazkéw wymaga... 2" — 1
ruchéw - ztozonosé tej procedury jest wyktadnicza.

Kaplani majg przenie$é 64 krazki, czyli musza wykonaé¢ 264 — 1 pojedynczych przeniesiefi... - ,ro-
ughly 585 billion years to finish, which is about 42 times the current age of the Universe”.

Umiemy tez co$ wiecej niz tylko oceniaé ztozonos$é algorytméw. Potrafimy oszacowaé ztozo-
nos¢ pewnych rozstrzygalnych problemoéw czyli wskazywaé nieprzekraczalne ,dolne ograniczenie”
zlozonoéci algorytméw je rozwiazujacych!®3 . Ciekawie robi sie wtedy, gdy napotkamy na luke al-
gorytmiczng - gdy wyznaczone dolne ograniczenie ztozonosci problemu jest istotnie mmniejsze od
zlozonosci najlepszego aktualnie znanego algorytmu, ktéry go rozwiazuje. Tak jest np. w przy-
padku problemu minimalnego drzewa rozpinajacego w grafie spéjnym'*. Znamy tu algorytmy o
zlozonosci wielomianowej i jednoczeénie wiemy, ze ograniczenie dolne jest nie wieksze niz liniowe.
Jak dotad nikt nie znalazl algorytmu o takiej ztozonosci. To jest wyzwanie: albo zrewidujemy znane
dolne ograniczenie albo znajdziemy lepszy algorytm.

Innym wyzwaniem w teorii ztozonosci jest rownos¢ P = NP.

Czy w danym skonczonym zbiorze liczb catkowitych {aq,...,a,} mozna wskazaé taki podzbidr, ze
suma jego elementow jest réwna zero? Ten problem jest oczywiscie rozstrzygalny. Jednak , pesymi-
styczna ztozono$¢” oczywistego algorytmu - ,sprawdz wszystkie mozliwe podzbiory” - ma ztozonosé
wyktadniczg (wzgledem liczby elementéw rozwazanego zbioru). Czy istnieje algorytm rozwiazujacy
ten problem w czasie wielomianowym? Tego nie wiadomo.

Znalezienie rozwiazania wymaga zastosowania - zgodnie z dzisiejsza wiedza - algorytmu wyktad-
niczego. Natomiast sprawdzenie, czy rozwiazanie pozytywne dostarczone przez taki algorytm jest
poprawne jest prostsze, bo wymaga zastosowania algorytmu o zlozonosci wielomianowej (a nawet
liniowej). To oznacza, ze nasz problem nalezy do klasy N P. Ale, jak powiedzieliSmy, nie wiemy, czy
nalezy tez do wezszej klasy P probleméw rozstrzygalnych w czasie wielomianowym.

Wiecej: choé¢ brzmi to nieprawdopodobnie, NIE WIADOMO czy istnieje jakikolwiek problem nalezacy
do klasy NP, ktory nie nalezy do klasy P - nie wiadomo czy prawdziwa jest rownos¢ P = N P!

Wskazanie problemu ktéry pozwoli zanegowaé te réwnosé (lub udowodnienie, ze takowego brak)
to jeden z tzw. probleméw milenijnych za ktérego rozwigzanie ktorego mozna otrzymacé okragly
milion dolaréw. Do pracy, junacy!

130Problem przynaleznosci stowa do jezyka regularnego (str. 24, 117) ma zlozono$é liniowa . A algorytm Erley’a dla
jezykow bezkontekstowych ma ztozono$é wielomianowa.

131http://www.math.edu.pl/wieza-hanoi. To legenda. Tak naprawde te opowiastke wymyslit francuski matematyk
F.Lucas (1883)

132procedure przenoszenia mozna opisaé¢ rekurencyjnie tak: aby przeniesé n + 1 krazkéw z I do ITI nalezy: 1.
przeniesé¢ n krazkéw (lezacych na najwiekszym, (n + 1)-szym) z iglty I do II korzystajac z iglty I1I, 2. przenie$é
najwigkszy krazek z I na I11,3. przenies¢ n krazkéw z iglty I1 do 111 korzystajac z igty I .

133 Algorytmy rozwiazujace dany problm moga byé rézne - lepsze lub gorsze, czyli o réinej ztozonosci.

134Drzewo rozpinajace grafu G, to podgraf spéjny bez cykli, w ktérym sa wszystkie wierzchotki grafu G. Gdy
krawedziom grafu przypisano dlugosci, to minimalne drzewo rozpinajace to te, w ktérym suma dtugosci krawedzi jest
minimalna.
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Czy ,digitalizacja” pozwalajaca juz dzis liczbowo kodowaé niemal wszystko i stworza¢ wirtualny $wiat to
renesans pitagoreizmu?!3>Tak mozna mys$le¢, gdy pomija sie problem zlozonoéci obliczen. Albo gdy sie
uzna, ze ,bosko$¢” polega na przekraczaniu ograniczen stad wynikajacych.

10.7.1 Algorytmy kwantowe - krotko

Czy hipoteze Churcha mozna podwaza¢? Czy udowodniona ztozono$¢ pewnych probleméw to rze-
czywidcie nieprzekraczalne ograniczenie poszukiwan efektywnych procedur? Uzasadnieniem tych
watpliwosci jest, dla wielu, pojawienie si¢ algorytmoéw i komputeréow kwantowych.
W 1985 roku David Deutsch rozwazal teoretyczny model komputera kwantowego i sugerowal, ze
moze on efektywnie oblicza¢ problemy, ktére nie sg obliczalne przez tradycyjny komputer. Poje-
ciowo mozliwe jest, ze przynajmniej dla pewnych problemoéw, komputer kwantowy wykracza poza
maszyny Turinga. Idea ta spotkala sie z szerszym zainteresowaniem, gdy w 1994 r. P. Shor odkryt
nowy kwantowy algorytm faktoryzacji duzych liczb, dzialajacy w czasie wielomianowym [86].
Przyjrzyjmy sie blizej temu algorytmowi. Jego dziatanie prowadzi do wskazania nietrywialnego
dzielnika dowolnie wybranej liczby naturalnej n'3%. Opiszemy go tak:

1. Wybierz dowolng liczbe a < n i znajdz nwd(a,n) - najwiekszy wspélny dzielnik liczb n i a*3",

- jesli nwd(a,n) # 1 to ta liczba jest szukanym nietrywialnym dzielnikiem n - algorytm konczy
pracg,

- jesli nwd(a,n) = 1 to przejdz do
2. ZnajdZ najmniejsza liczbe r taka, ze a” — 1 dzieli sie przez n (taka liczba zawsze istnieje),

- jesli liczba r jest parzysta - r = 2k i n nie dzieli a* + 1 to nietrywialnym dzielnikiem n jest
nwd(n,a® — 1),

- w przeciwnym wypadku - gdy r jest liczba nieparzysta lub n dzieli a® + 1 - zastap a inna
liczba a1 < m i ponéw poszukiwania - wréé do 1. 138

Wyglada to zachecajaco, ale tak naprawde to pasuje tu powiedzenie o zamianie siekierki na
kijek: znalezienie liczby r wykorzystywanej w tym algorytmie jest réwnie skomplikowane jak zadanie
pierwotne - znalezienie dzielnika liczby n. Istota pomystu Shora jest wykorzystanie do poszukiwania
tej liczby komputera kwantowego.

Sprobujmy to wyjasnié: najmniejsza ,porcja informacji” w klasycznej teorii obliczalnosci to 0
lub 1 - bit'39. Litery 0i 1 - (rozréznialnymi) stanami bitu. Realizacja algorytmu na ,najnizszym
mozliwym poziomie” to sekwencja operacji boolowskich - funkcji postaci {0, 1} — {0, 1} 140,

Jesli zechcemy zmaterializowaé zamyst Turinga - zbudowaé¢ komputer - musimy zadba¢ o to, by
mial on w sobie medium zdolne reprezentowac bit informacji - ,,co8”, co moze znajdowac sie w dwoch
rozréznialnych stanach. Moze to byé np. tranzystor (stanami sa tu dwa, rozréznialne technicznie,
poziomy napiecia elektrycznego). Problem w tym, ze kazdy proces obliczeniowy angazuje ogromnie
wiele bitéw. Dlatego miniaturyzacja mediéw reprezentujacych bity jest jednym z najistotniejszych
miernikéw postepu technologicznego.

W obliczeniach kwantowych odpowiednikiem bitu jest kubit - wektor jednostkowy w dwuwymia-
rowej zespolonej przestrzeni Hilberta. Realizacja algorytmu to sekwencja przeksztatcen unitarnych

135 Przypatrz sie pieknu ksztaltnego ciala - widzisz liczby w przestrzeni” - $w. Augustyn (o ktérym na jednej ze

stron internetowych napisano, ze ,(w mtodosci) lubil zabawe, przepadal za rozrywkami, gustowal takze w kobietach
pieknych”..., ( https://zyciorysy.info/sw-augustyn/)

1360 ile istnieje. Procedura znajdowania tego dzielnika to ,bottleneck” (waskie gardlo) algorytméw rozktadu liczb
naturalnej na iloczyn liczb pierwszych. Znane algorytmy faktoryzacji maja (czasowa) ztozono$é wyktadnicza i dlatego
rozklad na liczby pierwsze jest powszechnie stosowanym zabezpieczeniem kryptograficznym (np. w systemie RSA).

137Mozma. tu skorzystaé z prostego algorytmu Euklidesa.

138 Z ainteresowani szczegétami znajda opis algorytmu Shora w wikipedii.

139bit = BlInary digiT (cyfra systemu dwéjkowego).

140 ermin ,komputer” w tym kontekscie to nie maszyna Turinga ale model von Neumanna (poszukaj w internecie
hasta ,architektura von Neumanna”).
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tej przestrzeni. Tyle matematykal!. Ale zaryzykuje i sprobuje powiedzieé¢ coé o ,fizycznej” reali-
zacji komputera kwantowego.

Kubit w takim komputerze jest reprezentowany przez pewien obiekt $wiata kwantowego.Medium
reprezentujacym kubit moze by¢ np. stan spinowy elektronu. Takich stanéw jest nieskoniczenie wiele
ale tylko dwa sposréd nich sg tzw. stanami wlasnymi: inne stany sa superpozycjami tych dwéch
standéw wlasnych. Ta wieloéé¢ standéw sprawia, ze kubit moze przechowaé znacznie wigksza porcje
informacji niz bit.

Kwantowa implementacja algorytmu to manipulacja stanami wielu kubitow w ,zaplanowany”
sposob. Taka manipulacja jest czyms$ wiecej niz pojedyncze dzialanie funkcji boolowskiej na bi-
tach!¥2. Te odmiennoéci pozwalajg uwierzy¢, ze komputer kwantowy moze ,liczy¢ szybciej” a korzy-
stajac z matematyki mozemy te wiare zastapi¢ dowodem. Problem w tym, ze rezultat pojedynczego
obliczenia nie jest pewny. Po pierwsze, nie mozemy zaobserwowaé stanu kubitu w momencie zakon-
czenia obliczenia a jedynie jeden z jego dwoch stanéw wilasnych. Obserwowalny wynik obliczenia
(,umieszczony” w wielu kubitach) jest ciagiem stanéw wlasnych. Co gorsza, powtarzajac oblicze-
nie mozemy w ten sposéb ,zobaczy¢” zupelnie inny wynik. To sa nieubtagane konsekwencje praw
mechaniki kwantowej. Ale mozna przeciez wielokrotnie powtérzyé obliczenie. Przy odpowiedniej
liczbie powtorzen, Srednia warto$¢ tych obliczen jest - z duza doktadno$cia - prawidlowym wyni-
kiem. Obliczenia kwantowe sg niewspotmiernie szybsze od klasycznych wiec powtarzanie obliczen
nie jest tu istotna przeszkoda'43.

Istota pomystu Shora jest to, ze - w odréznieniu od procedury poszukiwania dzielnika liczby n -
procedure znajdowania liczby r mozna - w teorii! - implementowaé kwantowo”. Tak implemento-
wany algorytm Shora (podobnie jak inne algorytmy kwantowe) jest probabilistyczny: nie mozemy
by¢ pewni, ze wynik obliczenia jest prawidtowy. Twierdzenie, ze jakoby nastepuje tu zanegowanie
hipotezy Churcha jest bezpodstawne. Ale - by¢ moze - jest to przyczynek do rewizji wyobrazen o
obliczalnoéci. Moze normg sg algorytmy probablistyczne a algorytmy deterministyczne sg jedynie
szczegblnym (szezesliwym) wyjatkiem? To, ze nie otrzymujemy pewnej odpowiedzi nie oznacza,
ze taki algorytm jest bezuzyteczny: mozna przeciez sprawdzié, czy rozwigzanie wskazane przez
komputer jest prawidlowe (co jest latwiejsze niz znalezienie rozwiazania).

Dlaczego powszechnie nie uzywamy komputeréw kwantowych? Zbudowanie ,duzego” kompu-
tera kwantowego - z duzg liczbg kubitéw - napotyka na wiele naprawde powaznych trudnosci tech-
nicznych. Taka odpowiedz daje jednak nadzieje, ze jesli nie dzis, to jutro bedzie to mozliwe. Ale jest
jeszcze inna fundamentalna trudnos$é. Mozna zapytaé: dlaczego w algorytmie Shora ,kwantujemy”
jedynie procedure poszukiwania liczby 7 a nie caly algorytm? Odpowiedz jest prosta - bo nie umie-
my. Tak naprawde to nie wiemy (ja nie wiem) jakie zadanie obliczeniowe mozna ,skwantowac”
zmniejszajac przy tym zlozonosé obliczen (co usprawiedliwi trud i koszt budowy odpowiedniego
komputera kwantowego).

10.8 Liczba (2 Chaitina

Liczba €2 Chaitina to jedno z niewielu pojeé¢ wspotczesnej matematyki, ktére moze pochwalié sie
zainteresowaniem mediéw jako ,,co$” niestychanie tajemniczego i waznego, bo wskazujacego granice
naszego poznania'44.

Sprobujmy opowiedzieé o liczbie 2 we wlasciwej kolejnoéci. Czyli najpierw o faktach.

Nie potrafimy rozstrzygnaé¢, czy dla dowolnie (losowo) wybranego slowa binarnego w maszyna

141 przestrzenie Hilberta, przeksztalcenia unitarne i hermitowskie to podstawowe pojecia matematyki mechaniki

kwantowej.
142przykladem przeksztalcenia unitarnego ktére wykorzystuje sie w tych manipulacjach jest przeksztalcenie Hada-
. 1 1
marda reprezentowane przez macierz 1 1l

143Prosze tego barbarzyrisko krétkigo opisu nie traktowaé jako wyjasnienia istoty obliczefn kwantowych. To zaledwie
zarys problemu, wskazéwka, czego trzeba sie nauczy¢, by podjaé probe zrozumienia obliczen kwantowych.
Y“4Patrz np. http://www.wykop.pl/ramka/489991 /liczba-omega-metafizyka-matematyki-gregory-chaitina
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uniwersalna U zatrzyma sie startujac ze stowem w zapisanym na tasmie. To konsekwencja nieroz-
strzygalnosci problemu stopu. Ale mozemy pytaé¢ o prawdopodobienstwo zatrzymania maszyny U
dla losowo wybranego stowa w. To prawdopodobienstwo opisuje liczba €2 Chaitina.
Do zdefiniowania tej liczby postuzylo pewne twierdzenie zwiazane z jezykami bezprefiksowymi:
jezyk J C {0,1}* jest bezprefiksowy, gdy nie zdarza sie, ze wraz ze slowem w, jezyk J zawiera
jakiekolwiek stowo postaci wv , ktére jest od niego istotnie dtuzsze.
Twierdzenie, o ktéorym mowa, brzmi tak:

,dla dowolnego jezyka bezprefiksowego L:

(x)  >o2<a

weL

(|w| to dlugosé stowa w ). Dowdd jest dosé prosty. Rozwazmy, na poczatek, skonczony bezprefiksowy
jezyk Lo = {wr,...,wn} . Niech n = maz{|w;| : w; € L}. Zbudujmy pelne drzewo binarne
wysokosci n (str. 57). Galaz tego drzewa (czyli $ciezka od korzenia do ,liScia”) reprezentuje stowo
w; jezeli w; jest poczatkowym podstowem stowa utworzonego z etykiet wierzchotkow tej gatezi.
Bezprefiksowosc¢ jezyka L sprawia, ze kazda galaz reprezentuje co najwyzej jedno stowo tego jezyka.
Kazde stowo w; ma dokladnie 2"~ *il reprezentujacych je galezi. Stad:

m
Z 9(n—|wil) <
i=1

gdyz to drzewo ma 2" galezi. Dzielac obie strony nieréwnosci przez 2", otrzymamy nieréwnosé
Krafta: dla dowolnego skoriczonego zbioru stéw ws . .., wy, jezyka bezprefiksowego L:

m
1
> g7 <1

i=1

Nieréwnosé (*) to konsekwencja tej obserwacji - wszak nieskonczony jezyk jest wielkoscia graniczna
dla swoich coraz to wiekszych, skonczonych fragmentow.

Dla skonczonego jezyka Lg liczba 2111 ﬁ opisuje stosunek liczby galezi reprezentujacych stowa tego

jezyka do liczby wszystkich galezi w pelnym binarnym drzewie o wysokosci n. Ta liczba to prawdopodo-
biefistwo zdarzenia, ze losowo wybrane stowo poczatkowe nalezy do jezyka L.

To pozwala uwierzy¢, ze dla nieskoiczonego jezyka bezprefiksowego L liczba ), 2=l to prawdopo-

dobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrane stowo binarne w nalezy do L 14°.

Rozwazmy teraz szczegdlny rozstrzygalny jezyk bezprefiksowy:
P ={0"1w: we{0,1}*} (0™ to stowo zlozone z n zer)
i maszyne Turinga T), taka, ze T,(v) = w gdy v = 01w € P i ktéra nie koficzy pracy w

przeciwnym przypadku.
Niech UT), bedzie sekwencyjnym zlozeniem uniwersalnej maszyny Turinga U i maszyny T}, 146,

Jezyk L, zlozony ze stéw akceptowanych przez maszyne UT), jest bezprefiksowy (gdyz L, C P).
I to on stuzy do zdefiniowania liczby Chaitina €Q:

Q=Y 27

weLyp

145Wiecej nauki, mniej wiary: zbiér nieskonczonych ciagéw binarnych mozna uczynié przestrzenia mierzalna (pro-
bablistyczna), wyr6zniajac o-algebre zbioréw - zdarzen losowych- wraz z miara - funkcja przyporzadkowujaca tym
zdarzeniom wartosci z przedziatu [0, 1] (ich prawdopodobieristwa). Ta miara musi spetnié¢ pewne (oczywiste) warunki,
(zwane aksjomatami Kolmogorova).... Kazde skoniczone stowo binarne w wyznacza w tej przestrzeni zdarzenie losowe
- zbiér nieskonczonych ciagéw, ktére rozpoczynaja sie od w . Temu zdarzeniu przypisujemy miare 2wl [12].

146, maszyna dziata tak: dla danego stowa v najpierw oblicza T, (v) a gdy to obliczenie jest skonczone i daje jako
wynik stowo w, to rozpoczyna si¢ obliczenie U(w)).
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Oczywiscie 2 < 1. Stad
- liczba ) to prawdopodobieristwo przynaleznosci losowo wybranego stowa do jezyka akceptowanego
przez maszyne UT,.
Latwo sprawdzi¢, ze stowo v jest akceptowane przez maszyne UT), doktadnie wtedy, gdy v = 0/* 1w
i proces przeksztalcania stowa w przez maszyne uniwersalna U jest skonczony. Zatem:

Hliczba € to prawdopodobienstwo zatrzymania maszyny uniwersalnej U dla losowo wybranego
stowa binarnego”.

Pigknie. Ale to, co w liczbie Q jest najbardziej fascynujace to fakt udowodniony przez Chaitina:

sliczba Q jest nieobliczalna (nie jest obliczalna)”.

Liczba 7 jest rzeczywista liczba niewymierna, ale jest obliczalna: mozna wyznaczy¢ dowolnie dlugi odcinek
poczatkowy jej rozwiniecia dziesigtnego (binarnego) korzystajac choéby ze wzoru Leibniza:

(-nD* 1 1 1 1 1 T
Z :——74—7—74—7_...:7
2n+1 1 3 5 7 9 4
n=0
Nieobliczalnos¢ liczby € oznacza, ze nie ma procedury pozwalajacej wyliczy¢ dowolnie dlugi odcinek

poczatkowy jej binarnego rozwiniecial4?.

Skad to wiemy? Jak zwykle w takich sytuacjach - gdy teza jest ,negtywna” - poszukamy sprzecz-
nosci: pokazemy, ze istnienie takiej procedury rozstrzygatoby problem stopu dla uniwersalnej ma-
szyny Turinga (co jest niemozliwe).

Przyjmijmy, Zze znamy taka procedure Chat. Wykorzystamy ja do budowy procedury rozstrzy-
gajacej czy maszyna UT), akceptuje dane stowo v (co prowadzi do absurdalnej konkluzji - wskazania
procedury rozstrzygajacej problem stopu dla maszyny uniwersalnej U).

Zalézmy, ze |v| = n. Korzystajac z procedury Chat generujemy odcinek poczatkowy binarnego
rozwiniecia liczby € dlugosci n: 0.wiwows ... wy,.

Przygotujmy tez licznik Li i nadajmy mu poczatkowa wartos¢ 0.

Stowa binarne mozna ustawi¢ w kolejke: 0, 00,01, 10, 11,000, .. .. Korzystajac z tego uporzadkowa-
nia ustawmy w kolejke wszystkie pary (w,m), gdzie w € {0,1}*,m € N8 _ Potem po kolei - dla
kazdej pary (w,m) - rozstrzygamy, czy maszyna UT), przeksztalcajac stowo w, zatrzyma sie po m
krokach - ,akceptuje w w m krokach”. Jezeli tak, to do licznika dodajemy wartosé¢ 2~ 1%l a stowo
w zapamietujemy (w ,schowku”). Jesli nie, to testujemy kolejna pare.

Pracujemy tak dlugo, az wartoéé licznika stanie sie wieksza od 0.wjwaws . . . w, 2. Jedli w tym mo-
mencie w schowku jest stowo v to znaczy, Ze maszyna UT), je akceptuje. Jesli nie, to mamy pewnosc,
ze... nigdy go nie zaakceptuje! Dlaczego? Bo akceptacja stowa dlugosci n musialaby zmienié¢ jedng
z pierwszych n liczb binarnego rozwiniecia liczby (). Sprzecznosé!

Liczb nieobliczalnych jest nieprzeliczalnie wiele. Ale €2 jest jedna z nielicznych, ktére znamy'®0.

Jesli  jest nieobliczalna, to czy jest sens pytaé o obliczalnosé funkeji ciaglej f na takim argumencie?

A moze liczby rzeczywiste obliczalne to konstruktywna wersja ciata liczb rzeczywistych?!%!

Wiecej o liczbie 2
Skad ta fascynacja liczba 27 Najchetniej odestalbym do artykulu Chaitina ,The limits of Re-

14776 nie wyklucza mozliwosci obliczenia konkretnej ilosci liczb poczatkowych tego rozwiniecia. Liczba rzeczywista
a jest obliczalna, jezeli istnieje algorytm (maszyna Turinga) ktéra dla dowolnej liczby naturalnej n obliczna n-ta cyfre
rozwiniecia dziesietnego liczby a. Rzeczywistych liczb obliczalnych jest ,tylko” przeliczalnie wiele.

148Podobnie jak kolejkujemy pary liczb naturalnych - ,,przekatniowo”.

14970 sie musi zdarzy¢ - wartoéé licznika roénie w czasie testowania par (w,m) coraz lepiej aproksymujac liczbe Q.

150Taka liczbe powiazang wprost z nierozstrzygalnoscia problemu stopu wskazal tez Turing. Ale Q jest ,tadniejsza”.

1510bliczalne liczby rzeczywiste tworza cialo, ktére ma takie same wlasnosci pierwszorzedowe jak dede-
kindowskie cialo liczb rzeczywistych. Zainteresowanym podpowiem hasto constructive analysis - (https://
www.encyclopediaofmath.org/index.php/ Constructive_analysis).
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ason”1%? co zapewne odebrano by jako przyznanie sie do porazki. To nie jest odlegle od prawdy -

nie wiem, czy sta¢ mnie na co$ wiecej niz powtorzenie tez tego artykutu. Ale sprébuje.

Chaitin wtaczyl liczbe Q do dyskusji o relacji miedzy ,faktem” a opisujacym ten fakt ,prawem
naukowym” przywolujac klasyczna teze Leibniza: ,teoria musi by¢ prostsza niz dane, ktére obja-
Snia, inaczej niczego nie wyjasnia.”

Dla Chaitina miara prostoty jest zlozono$é Kolmogorova (str. 120): , Alghoritmic information (...)
is defined by asking what size of computer program is necessary to generate the data”... W [15]
ttumaczy to tak!®3: obserwator co sekunde rejestruje jeden z dwéch faktéw - np. ,obiekt §wieci”
lub ,obiekt nie swieci”. Efekt tej obserwacji mozna zapisa¢ w postaci ciagu binarnego (ktéry (...)
jest potencjalnie nieskoriczony). Naukowiec analizuje ten ciag doszukujac sie prawidlowosci w jego
budowie. Ale co to znaczy? Mozna sie zgodzié, ze ciag jest chaotyczny (,patternless”) jezeli nie ma
lepszego sposobu jego wyliczenia niz jego wypisanie.

To nie jest satysfakcjonujace z ,naukowego punktu widzenia”. Jesli jednak naukowiec jest w sta-
nie wskaza¢ metode pozwalajaca uzyé programu do wygenerowania tego ciggu i ten program jest
relatywnie krétszy od niego, to jesteSmy zgodni uznaé, ze é6w cigg nie jest ,patternless”.

Jest daleko idaca analogia miedzy tym przykladem a tym, jak naukowcy mysla naprawde.
Np. teoria oparta o skromna liczbe faktéw (aksjomatéw) jest lepsza (latwiej akceptowalna jako
prawdziwa) niz ta, ktéra ma ich ogromnie wiele.

Czytajmy dalej: ,,An infinite number of bits of Q) constitute mathematical facts (...) that cannot
be derived from any principles simpler than the string of bits itself”. Z dowodu Chaitina wynika, ze
znajac n poczatkowych liczb rozwiniecia binarnego liczby €2 mozna zbudowaé procedure rozstrzy-
gajaca problem stopu dla programéw diugoéci n. Ale taka procedura nie daje podstaw do skonstru-
owania procedury rozstrzygajacej o zatrzymywaniu wszelkich programéw! To, zdaniem Chaitina,
upowaznia do stwierdzenia, ze ,majac dowolny skoniczony zbiér aksjomatéw, mamy nieskoriczona
liczbe prawd, ktérych nie mozna udowodni¢ w tym systemie. Matematyka ma nieskonczona zlo-
zonos¢, podczas gdy kazda pojedyncza teoria wszystkiego miataby tylko skonczona zlozonos¢ i nie
bylaby w stanie uchwycic¢ catego bogactwa petnego swiata prawdy matematycznej.”

Liczba ) przeczy istnieniu ,teorii wszystkiego”.

Mozna tez szukaé¢ pozytywéw: liczba €2 uosabia ogromna ilosé madrosci (...) poniewaz pierwsze
kilka tysiecy cyfr (jej rozwiniecia) ktére mozna zapisa¢ na malym kawalku papieru, zawiera odpo-
wiedzi na wiecej matematycznych pytan niz mozna zapisaé w calym wszechswiecie”'%*.

Ale bez ztudzen: po pierwsze, jak dotad znamy tylko kilkadziesiat pierwszych liczb tego rozwi-
niecia. A po drugie (...) even if we get, by some kind of miracle, the first 10,000 digits of §2, the task
of solving the problems whose answers are embodied in these bits is computable but unrealistically
difficult: the time it takes to find all halting programs of length less than n from 0.w1 . ..w, grows
faster than any computable function of n”.

»,oam niewiele z tego rozumiem — ale czasem, w chwilach intelektualnego wyzu, wszystko wydaje sig
jasne” - przyznal Chaitin w jednym z wywiadéw (dostepnym w internecie). Niech to szczere wyznanie
bedzie uprawiedliwieniem wszelkich niejasnoéci naszej opowiesci o liczbie (... .

152 Gcientific American 294, No. 3 (March 2006), pp. 74-81, (http://www.cs.auckland. ac.nz/ chaitin/sciamer3.html)

153W moim swobodnym ttumaczeniu

154 Cytuje za: C.S.Calude, M.J.Dinneen, Chi-Kou Shu, Computing a Glimpse of Randomness, Experimental Mathe-
matics, Vol.11 (2002), No.3,(internet).
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10.8.1 Wielki Wybuch i Collapsing

Nad zrebem planety, posréd gwiezdnej nocy i rogate, I rogate widma (...)

szereg alefow w nieskonczonos¢ pelznie lecz mysl ta czyja? samo sie nie mysli

i nieskonczonos¢ unieskoriczoniona tak jak grzmi samo i samo si¢ blyska

zawiera sama w sobie przez siebie zdradzona punkt sie sprezyt w "n” wymiaréw przestrzen
kieby, kleby, kieby tytanow i przestrzen klapla jak przektuty balon.

Swiat matematyki obliczeni mozna opisaé¢ tak'6:

- jego obiektami sa zbiory numerowane - pary (A,pa: N — A), gdzie ps jest czesciowa funkcja
,ha” - elementy obiektow sa ponumerowane, maja swoje nazwy.

Morfizmy, czyli zwigzki miedzy takimi obiektami (A,p4) i (B,pp) to funkcje f: A — B, ktoére
mozna zrealizowaé - mozna wskaza¢ funkcje obliczalna ¢: N — N taka, ze pg-¢ = f -pa.

Elementy zbioréw numerowanych muszg by¢ nazwane-ponumerowane. Funkcja miedzy takimi
zbiorami jest akceptowalna tylko wtedy, gdy towarzyszy jej procedura obliczania jej wartosci (wy-
korzystajaca te numeracje). Dlatego zbiory liczb caltkowitych i wymiernych to nie tylko zbiory
numerowane ale ,struktury numerowane” gdyz za dodawaniem i mnozeniem tych liczb stoja znane
wszystkim procedury obliczeniowe. Oczywiscie zbiér liczb rzeczywistych R nie jest numerowany.
Ale ,struktura numerowang” jest tez np. cialo Q(v/2) ktérego elementami sa liczby rzeczywiste
postaci a + bv/2 gdzie a i b to liczby wymierne'®”.  Matematyczny sens” tych napiséw-liczb - ich
niewymierno$¢ - nie jest tu zadna przeszkoda.

Zbiér liczb naturalnych i funkcje obliczalne to ,,jadro” tego $wiata. Kategoria zbioréw numero-
wanych to ,powloka”.

Dzieto Hilberta i Cantora to matematyczny ,,Wielki Wybuch”. Méwiac obrazowo, obiekt mate-
matyczny ,urwal si¢ z uwiezi” - z pary (A4,pa: N — A) pozostal tylko zbiér A. Uwolnienie zbioréw
od wymogu nazywania ich elementéw i akceptacja ,niekonstruktywnych konstruktoréw” zbioréw
wymusito uznanie nieskonczonej skali nieskonczonosci. Hilbertowska koncepcja istnienia zaludnita
matematyczny swiat abstrakcyjnymi obiektami - zbiorami nienazywalnych elementéw. Ta matema-
tyka, ten ,raj Cantora”, stuzy juz nie tylko obliczeniom, ale modelowaniu rzeczywistosci.

Réznice miedzy modelowaniem a obliczaniem wida¢ wyraznie, gdy popatrzymy jak traktuje si¢
w obu matematykach funkcje. Teoria mnogosci postrzega funkcje jako (specyficzna) relacje miedzy
dwoma zbiorami. Proces przyporzadkowywania argumentom ich wartoéci jest - dla matematyka
teoriomnogosciowego - niewidoczny, ukryty w czarnej skrzynce:

black .
argumenty |—— nbox” —— | wartosci

Jego uwage zajmuje badanie zaleznosci miedzy argumentami i wartosciami funkcji. Checemy widzieé,
czy funkcja rzeczywista jest, ciagla, rézniczkowalna, rosnaca (malejaca), czy ma miejsca zerowe,
czy jest bijekcja, itp., itd. Funkcje rozniczkujemy, catkujemy, wskazujemy jej ekstrama. Te rachunki
stuza poznaniu wilasnosci funkcji a nie wnikajg w proces obliczania jej wartosci.

To jest matematyka modelowania.

Tymczasem u Turinga i Churcha przedmiotem badan jest PROCES obliczenia. Funkcja rozumiana
teoriomnogosciowo jest tu pojeciem pomocniczym, wykorzystywanym do opisu rezultatéw procesu.
Opis procesu to opis zmiennosci rzeczy. Rzecz to tylko chwilowy stan procesu. Ta sama rzecz moze
naleze¢ do wielu proceséw jednoczesnie. To nie rzeczy, to procesy sa wieczne. Wskazywanie poczatku
czy konca procesu to zabieg sztuczny, zwiazany li tylko z naszymi probami ich badania.

1558 1. Witkiewicz (Witkacy)

156Wdrugiej czesci tych notatek zasmiast o ,S$wiecie” bedziemy méwili o kategorii zbioréw numerowanych. Ale teraz
jeszcze nie wiemy, co to kategoria. Uzyte ponizej terminy ,obiekt”, ,morfizm” nalezg o stownika tej teorii.

157 Opisz system redukcji pozwalajacy na redukcyjne obliczanie sum i iloczynéw w Q(+/2).
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Koncentracja uwagi matematykéw XX wieku na modelowaniu byta po czesci koniecznoscia,

skutkiem u$wiadomienia sobie ograniczonych mozliwosci obliczeniowych jakimi wtedy dyspono-
wano. Szalenczy rozwdj technologii komputerowych w ostatnim potwieczu znidst te ograniczenia a
rosnacy zakres wspieranych technikg komputerowa sprawit, ze ,,efektywnosc obliczen” przestata by¢
tylko problemem teoretycznym. Funkcja ponownie stata sie bardziej PROCESEM niz teoriomnogo-
Sciowa relacja ,wejscie-wyjscie” miedzy argumentem a wynikiem. Powszechne stalo sie oczekiwanie,
zematematycy przyjrza sie temu, co sie dzieje w ,czarnej skrzynce”.
Zaryzykuje twierdzenie, ze na przetomie XX i XXI wieku obserwujemy w matematyce narodziny
trendu, ktéry mozna okresli¢ jako ,matematyczny collapsing”®®. Objawia sie to ciggle zwicksza-
jacym sie zainteresowaniem miedzynarodowej spotecznoéci matematykéw problemami zwigzanymi
z procesem obliczanial®?.

To nie znaczy, ze jest jakakolwiek opozycja miedzy liczeniem a modelowaniem. Liczenie musi
czemus$ stuzyé. Jest warte trudu gdy ,,ma sens” 160,

Czlowiek potrzebuje komputera by sprawnie liczy¢.
Komputer potrzebuje kogos, kto go sensownie uzyje.

Zamiast puenty: nieco bardziej wyrafinowany Lem

Czy Pan wie, ze matematycy do udowodnienia, iz kazdy niepusty podzbiér liczb naturalnych ma
element najmniejszy, potrzebuja wyrafinowanej formy matematycznej indukcji? Pan sie bawi i ja sie
bawie...”. Lem tego nie powiedzial, a mdgtby. Bo przeciez normalny czlowiek zaakceptuje (lub sam
wymy$li) prosta procedure odnajdywania najmniejszego elementu w niepustym zbiorze A C N:

1. Przyjmijmy k = 0,

2. Rozstrzygnijmy, czy k € A. Jedli tak, to k jest poszukiwang najmniejsza liczbg w A. Jesli nie,
przejdz do 3,

3. Przyjmijmy k := k + 1 i wré¢émy do 2.

Ale ta procedura ma sens tylko dla konstruktywnie rozumianych liczb naturalnych i przy zalo-
zeniu, ze A to podzbidér rozstrzygalny! Chcac udowodnié to twierdzenie dla dowolnego podzbioru
liczb naturalnych - definiowanych teoriomnogo$ciowo - musimy siegnaé po inne srodki. Tylko ...
czy to interesuje kogokolwiek poza matematykami? C6z nam po informacji, ze zbior A ma element
najmniejszy, skoro nie potrafimy rozstrzygaé, czy dana liczba naturalna do niego nalezy?

158Qtowo ,collapsing” ma wiele znaczen w wiekszoéci o pejoratywnym zabarwieniu (krach, upadek, zalamanie,
OKLAPNIECIE). Nie o to tu chodzi. Uzywam tego terminu w znaczeniu jakie nadali mu autorzy hipotez dotyczacych
przysztosci - collapsing to odwrécenie procesu Wielkiego Wybuchu - wszechswiat zapada sie do stanu o skrajnie
wysokiej gestosci.

159 Towarzyszy temu polityka wielu panstw i miedzynarodowych korporacji, polegajaca na finansowym wspieraniu
takich badan.

160 Przedgrecka” matematyka Egiptu i Babilonu byla matematyka obliczen. O wspélistnieniu dwéch matematycz-
nych strumieni - cytujac P.Henrici’ego i nazywajac te strumienie algorytmicznym i dialektycznym - napisano w [22]
tak: ,Matematyka dialektyczna jest nauka Scisle logiczna, gdzie zdania sa prawdziwe lub falszywe a obiekty o za-
danych wlasnosciach istnieja albo nie. Matematyka algorytmiczna jest narzedziem rozwiazywania zagadnien (...).
Matematyka dialektyczna sklania do kontemplacji, algorytmiczna do dzialania. Ta pierwsza rodzi zrozumienie, ta
druga - wyniki.



Rozdziat 11

Twierdzenia Godla

Czy rozwiazywalnosé¢ kazdego problemu jest szczegolna cecha sa-
mej mysli matematycznej, czy tez moze jest to ogélne prawo nieod-
lacznie zwiazane z natura umystu, ze na wszystkie pytania, ktére'
zadaje, musi dac¢ sie odpowiedzie¢? - D.Hilbert"

Kurt Godel (1906-1978) — genialny austriacki logik i matematyk. W 1931 roku w artykule ,,Uber formal
unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica und verwandter Systeme. I” sformulowal twierdzenie
,,0 niezupelnosci arytmetyki”.

Godel konsekwentnie przyznawal si¢ do realizmu matematycznego: ,Obiekty i fakty matematyczne, lub
PRZYNAJMNIEJ COS Z NICH, istnieja obiektywnie i niezaleznie od naszych aktéw mentalnych i decyzji (...)
przedmioty i twierdzenia matematyki sa tak samo obiektywne i niezalezne od naszych wolnych wyboréw
i twérczych dzialan, jak to ma miejsce w $wiecie fizycznym.”?

Mniej znany jest fakt, ze Godel zajmowal sie tez teoria wzglednosci, a jego bliskim przyjacielem w Prin-
ceton byl Albert Einstein. Jak podaje Wikipedia, Godel po emigracji do USA staral sie o obywatelstwo
amerykanskie. A to zalezalo m.in. od wyniku egzaminu ze znajomosci konstytucji. Gédel, przygotowu-
jac sie rzetelnie, odkryl, ze jest ona wewnetrznie sprzeczna i mial zamiar to udowodni¢ przed komisja

egzaminacyjna. Na szczedcie jego przyjaciele na to nie pozwolili.

11.0.1 Niezupelnosé PA - pierwsze twierdzenie GGodla

Nasz wcezedniejszy dowdd twierdzenia Godla przeprowadziliSmy przy zalozeniu, ze formuly aryt-
metyczne mogg opisywadé zbiory nierozstrzygalne. Teraz pokazemy, ze to zalozenie bylo stuszne.
Udowodnimy twierdzenie:

,Kazda funkcja obliczalna f: N¥ — N jest arytmetyczna”

- mozna wskazac formule arytmetyczna ¢¢(x1,..., 2, Tr41) taka, Ze dla dowolnych liczb natural-
nych mq,...,mg,n:
formula ¢y jest spelniona przy wartosciowaniu [x1 := mi,... Ty := my, Tp41 = n] dokladnie

wtedy, gdy f(mi,...,my) =n.

Dla dowolnego procesu obliczeniowego zwiazana z nim relacja ,wejscie-wyjscie” wiazaca dane i wynik jest

opisywalna w jezyku arytmetyki.

To wazny wynik, bo z niego tatwo wynika to, co nas interesuje:
Jkazdy zbiér rekurencyjnie przeliczalny A C N¥ jest arytmetyczny”

- mozna wskaza¢ formule arytmetyczna ¢ o(x1, ..., x) taka, ze (nq,...,ng) € A dokladnie wtedy,
gdy formula ¢4(x1,...,x)) jest spelniona przy wartosciowaniu [z1 :=nq,..., & := Ng].

17Zdanie z wygloszonego w 1900 roku paryskiego wyktadu Hilberta w trakcie ktérego sformutowal on 23 najwaz-
niejsze, jego zdaniem, wyzwania stojace przed matematyka XX wieku.
2Cytuje za J. Golinska ,,Matematyka wedlug Gédla” - artykul odnaleziony w internecie.
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Dowéd tego twierdzenia jest zmudny i nudny. Ale jego fragment naprawde warto przeanalizowaé
- zobaczmy, jak sobie poradzono ze schematem rekursji.
Niech zatem h: N — N bedzie funkcjg taks, ze:

-h(0)=a
- h(suce(n)) = g(h(n),n)
gdzie g jest funkcja arytmetyczng. A to oznacza mniej wiecej tyle:
(*) h(s) =w  wtw, gdy istnieja liczby naturalne ky = a,ky,...,ks = w
takie, ze kji1 = g(j,kj) dla0 < j <s.
Aby uzyskaé oczekiwany rezultat, wystarczy te réwnowaznosé zapisaé jako formule arytmetyczna.
Zacznijmy naiwnie:

(h(S) = w) =3 EIkOEIkl, e Elks ko=aA (\V/j<s k?j+1 = g(k‘j,j)) Nkg = w)

Pozornie wszystko jest OK. Ale to nie jest formula arytmetyczna - zmienna s nie moze okreslacé
liczby kwantyfikatoréw egzystencjalnych (po prawej stronie réwnowaznosci).
To mozna poprawié®. Z pomoca przychodzi tu stynna godlowska ,beta-funkcja” (ktéra jest aryt-
metyczna):

B(m,n,j) = (m mod (n(j+1)+1))

Ta funkcja koduje skonczone ciagi dowolnej dlugosci za pomoca par liczb pozwalajac jednocze$nie
odtworzyé pierwotny ciag?. Réwnoéé h(s) = w mozna teraz opisaé tak:

(h(s) - w) <~ 3n,k (ﬁ(nv k, 0) =al (v0<j<s ﬂ(na k, Succ(j)) - g(ﬁ(”? kJ)v]) N 6(”7 k, 8) = ’LU))

Obecnosé¢ zmiennej s ,,pod kwantyfikatorem” jest odtad tylko skrotem redakcyjnym. Mozna go
rozwinaé uzyskujac formule arytmetyczna w (prawie) krystalicznie czystej postaci... .

,Prawie”, bo w formule po prawej stronie réwnowaznosci mamy pozaarytmetyczne symbole funk-
cyjne g i §. Ale mozna je zastapi¢ formutami arytmetycznymi - zatozylidémy to o g i jest to oczywiste
dla 3. Teraz wystarczy przywotaé tradycje benedyktynskie i cierpliwie przepisa¢ powyzszg charak-
teryzacje réwnosci h(s) = w w ,czystym” jezyku arytmetyki:

h(s)=w < 3,k (P50, k,0,a) A pg(n, k,s,w) A
A Yogj<s Juw (05(n, k, succ(j),v) A dg(n, k, j,u) A ¢g(u,j,v) )).
(gdzie formuly (¢q4(x,y, 2) i pg(x,y,2,t) opisuja odpowiednio funkcje g i funkcje 3.)
A to oznacza, ze funkcja h jest arytmetycznal

Tyle o rekursji. I to jest krytyczny punkt dowodu. Reszta jest rutyna.

Rzeczywiscie, nudnawe... Dodajmy tylko mala uwage: definicja funkcji 3, przywolanej w krytycznym
momencie dowodu, korzysta z obu dziatan - dodawania i mnozenia. Gdyby rozpatrywac stabsze arytmetyki
- np. arytmetyke Presburgera w ktorej nie ma mnozenia, to otrzymamy teorie¢ rozstrzygalna - kazdy zbiér
opisywalny w tak zubozonej arytmetyce jest rozstrzygalny.

A niektérzy sadza, ze mnozenie to tylko ,skrécony zapis dodawania”...?

A teraz najwazniejsze: jesli formula ¢ opisuje zbiér rekurencyjnie przeliczalny ktéry nie jest
rekurencyjny, to jego dopelnienie jest zbiorem, ktéry nie jest rekurencyjnie przeliczalny. Ale jest
arytmetyczny, bo opisany przez formute —¢ ! To chcieliSmy wiedzieé: istnieja formuly arytmetyczne
opisujace zbiory, ktére nie sa rekurencyjnie przeliczalne®. Konsekwentnie:

31 to jest krytyczny punkt dowodu...

4 Dla kazdego skoriczonego ciagu ko, . . . , ks mozna wskazaé pare (n,m) taka, ze 3(n,m,j) = k; dlaj =0,1,2...,s”
[76]. Np. dla ciagu (2,0, 1,2) wystarczy przyja¢ m = 3 i n = 10. Wzorca dla tego kodowania mozna doszukaé si¢ w
stynnym ,chinskim twierdzeniu o resztach”.

SFormuly arytmetycznej mn = k nie mozna zastapi¢ réwnowazng, w ktérej uzyto tylko dodawania.

6Zbiory arytmetyczne mozna tez scharakteryzowaé jako te, ktére da sie zbudowaé ze zbioréw rozstrzygalnych za
pomoca operacji uzupeinienia zbioru i rzutowania.
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SA TAKIE FORMULY ARYTMETYCZNE, DLA KTORYCH NIE MA PROCEDURY SPRAWDZAJACEJ ICH
SPELNIALNOSC

Poniewaz juz wiemy, ze:

- formula ¢(x1,...,xy) jest spelniona w N przy wartoSciowaniu [T1 := ni,...,Tm = Ny
dokladnie wtedy, gdy zdanie ¢(succ™ (0), ..., succ™(0)) jest prawdziwe w tym modelu,

- istnieje procedura sprawdzajaca, czy zdanie posiada dowdd w systemie PA,
to po raz drugi - ale juz bardziej $wiadomie - kazdy moze poczué sie (na chwile) jak Godel i
sformutowaé ol$niewajacy wniosek:

ISTNIEJA ZDANIA ARYTMETYCZNE PRAWDZIWE W MODELU STANDARDOWYM, KTORE NIE
POSIADAJA DOWODU W SYSTEMIE PA.

11.0.2 Powrdt do zrodet

(...) pomimo mojego wielkiego podziwu dla tego matematyka pierw-
szej wielkosci, jakim byt Hilbert, nigdy nie moglem zrozumie¢ w jaki
sposéb uwierzyl on, ze maszyna moglaby udzieli¢ automatycznie od-
powiedzi na wszystkie problemy diofantyny. Dlatego jestem bardzo
zadowolony, ze Matijasiewicz wykazal, iz bylo to niemozliwe...

J. Dieudonne [24]

Jak wspominalem, to Hilbert zainicjowal badania nad obliczalnoscig, umieszczajac w swoim
programie tak sformutowany dziesiaty postulat:

,majac na uwadze dowolne réwnanie diofantyczne z dowolng liczba niewiadomych i catkowi-
tymi wspolczynnikami: opracowac proces, zgodnie z ktorym mozna okresli¢é w skornczonej liczbie
operacji, czy réwnanie ma rozwiazanie calkowitoliczbowe 7. Jedli sie w to wezytaé to widaé, ze Hil-
bert byl przekonany o rozstrzygalnos¢ problemu istnienia catkowitoliczbowych rozwigzan réwnan
diofantycznych i oczekuje wskazania odpowiedniej procedury.

W 1972 roku (czterdziesci lat po wynikach Godla) J. Matijasiewicz przedstawil negatywne
rozwiazanie tego problemu. Uczynil to tak, ze otworzy! droge do nowych, zaskakujacych wynikéw.

Zacznijmy proéciutko: z wielomianem P(z,y) = 222 — 3xy — 2y? mozemy zwiazaé zbiér {n €
N:NE3, 2n2 — 3ny — 2y = 0}. Wiemy juz doéé by sie zgodzié, ze jest to zbiér rekurencyjnie
przeliczalny.

To z kolei pozwala wyobrazi¢ sobie, jak mozna dowies¢ twierdzenia, ze ,kazdy zbior diofantyczny -
zbior rozwiazan rownania diofantycznego - jest rekurencyjnie przeliczalny”.

Matyjasiewicz pokazal, ze i odwrotna implikacja jest prawdziwa:

ykazdy zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest zbiorem diofantycznym”

- dla dowolnego zbioru rekurencynie przeliczalnego S istnieje wielomian Ps(x,y1,...,yx) taki, ze
liczba naturalna n jest w zbiorze S dokladnie wtedy, gdy Ps(n,m1,...,my) = 0 dla pewnych liczb
catkowitych mq, ..., my .

Skoro sa zbiory rekurencyjnie przeliczalne ktére nie sa rekurencyjne, to oczekiwanie Hilberta jest
niemozliwe do spelnienia.

Jedng z najbardziej intrygujacych konsekwencji wyniku Matijasiewicza mozna opisa¢ tak: wie-
dzac tyle, ile wiemy, tatwo sie zgodzimy, ze wszystkie zbiory rekurencyjnie przeliczalne mozna
efektywnie ponumerowaé. Troche trudniej - nie widzac dowodu - przyja¢ do wiadomosci, ze mozna
te numeracje wybraé tak, ze relacja ,n nalezy do rekurencyjnie przeliczalnego zbioru o numerze
m” jest rekurencyjnie przeliczalna. Ale tak jest.

Stad - dzieki twierdzeniu Matijasiewicza - wynika, ze istnieje .... uniwersalne réwnanie diofantycz-
ne U(x,y,21,...,2;) = 0 - dowolna procedure sprawdzajaca mozna zastapi¢ pytaniem o istnienie
rozwiazanie tego réwnania! Doktadniej:

"Réwnanie diofantyczne ma postaé  f(x1,22,...,2,) =0 gdzie f jest pewnym wielomianem ze wspétezynnikami
catkowitymi. Diofantos z Aleksandrii, zyl w III wieku naszej ery.
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Lliczba n nalezy do zbioru rekurencyjnie przeliczalnego o numerze m dokladnie wtedy, gdy
istnieja liczby naturalne my, ..., my takie, ze:

U(n,m,my,...,my) =0

Czy to kamien filozoficzny matematyki?®Bez szalenstw - to tylko odpowiednik uniwersalnej maszyny
Turinga w jezyku réwnan diofantycznych.

7 drugiej strony, skoro zbiér konsekwencji dowolnej pierwszorzedowej teorii jest rekurencyjnie przeliczalny,
to z kazda taka teoria mozna zwiaza¢ pewne réwnania diofantyczne a dowodzenie twierdzen zastapié
rozwigzywaniem takich réwnan. Czy to np. oznacza, ze ,stopien komplikacji” teorii mozna mierzy¢ za
pomoca stopnia (liczby zmiennych) stowarzyszonego réwnania?

Te sa wazne pytania. Uswiadamiaja, co sie kryje pod tak tatwo definiowanymi terminami jak ,uniwersalne

rownanie diofantyczne” czy ,uniwersalna maszyna Turinga”.

Jak wyglada to uniwersalne réwnanie? Ile ma zmiennych, jaki stopien? Odsytam do [37].

11.1 Zdanie godlowskie G

Juz dwukrotnie ,,udowodniliémy” twierdzenie o istnieniu arytmetycznych zdah prawdziwych (w N)
ale niedowodliwych (w PA). Ale, pomijajac do$¢ enigmatyczne twierdzenie Parisa-Harringtona, nie
wskazaliémy zadnego takiego zdania. Sprobujmy wypetnié te luke.

Paradoks klamcy przyprawial o bdl glowy juz antycznych Grekéw. Modyfikujac nieco oryginalna wersje
sformulujemy go tak: sprébujmy oceni¢ wartos$¢ logiczna zdania: , ,Zdanie, ktére teraz wypowiadam,
jest fatszywe". Nie trzeba by¢ przesadnie wnikliwym, by dostrzec, ze jest ono prawdziwe dokladnie
wtedy, gdy ... jest falszywe.

Przyczyna klopotu w tym, ze to zdanie orzeka samo o sobie. A jak glosi madro$é ludowa - ,nie mozna

by¢ sedzia we wlasnej sprawie””.

Paradoks klamcy kaze unikaé¢ zdah orzekajacych o sobie samych. Wydaje sie, ze to proste!C.
Jednak tego zalozenia nie mozna utrzymaé juz w wypadku arytmetyki! A to dlatego, ze FORMULY
ARYTMETYCZNE MOZNA EFEKTYWNIE PONUMEROWAéll.

Ustalmy taka numeracje i popatrzmy na (straszne) tego skutki. Przyjmijmy oznaczenia:

- przez ¢ (x) oznaczamy formule arytmetyczna (z jedna wolna zmienna) o numerze n,
- symbolem num((z)) oznaczamy numer formuly ) (z) 12

Z kazda formuly ¢, (x) mozna zwiazaé szczegdlne zdanie - ¢, (n). I to jest wladnie ,zastosowanie formuty
do samej siebie” w sformalizowanej postaci.

Dla dowolnej formuly v (z) mozemy teraz utworzy¢ nowa formule @(y) ktéra jest spelniona przy
warto$ciowaniu [y := n| gdy liczba n jest numerem pewnej formuly z jedna zmienng wolna, a zdanie
Y(num(én(n)) jest prawdziwe w modelu standardowym®3.

Formuta v (y) ma swéj numer: mozemy wigc skonstruowaé zdanie

~ ~

G) = Yum(y(y))

i udowodnié¢ kluczowy LEMAT O DIAGONALIZACJI:

8Kamien filozoficzny to substancja poszukiwana przez alchemikéw, pozwalajaca na zamiane metali w zloto.

9To nie tylko madroéé ludowa. Tak uwazali m.in. Poincare i Russell.

107, Wittgenstein o paradoksie klamcy pisal tak: ,Jest to jalowa sztuka! - jest to gra jezykowa (...). Podobne
sprzecznosci staja sie interesujace tylko dlatego, ze przysparzaly ludziom udreki.” (Uwagi o podstawach matematyki).

1Bo jest to jezyk rekurencyjny.

12Njiestety, nie da sie tu uniknaé zupelnie formalnych zapiséw....Odtad, w catym rozdziale, bede tez pomijaé ,,pod-
kreslenia” , pozostawiajac domyslnosci czytelnika rozstrzygniecie, czy n to liczba czy reprezentujacy ja numeral.

131[)(];) = 3, (s(z,y) A (z)) gdzie z kolei s(x, y) to formuta arytmetyczna opisujaca (czeSciowo rozstrzygalny) zbiér
par (n,m) takich, ze n to numerem formuly arytmetycznej o jednej zmiennej wolnej, a m jest numerem zdania ¢, (n).
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szdanie G(v) jest prawdziwe w modelu standardowym dokladnie wtedy, gdy jego numer ma
wlasnos¢ opisana przez formule ¢(x): :

() NEGE)  wiw N g @)z = num(G0))
Zdanie G(v¢)) méwi samo o sobie... (widzisz to?).
Popatrzmy co z tego wyniknie, gdy umiejetnie dobierzemy formute ¢ (x):
PRrzYKEAD 1. Przypu$émy, ze ,prawda jest definiowalna w arytmetyce” - istnieje formula arytme-

tyczna true(z) taka, ze: zdanie ¢ jest prawdziwe (w modelu standardowym) dokladnie wtedy, gdy
zdanie true(num(¢)) jest prawdziwe:

(xx) NEo wtw N = true(num(¢))

Wstawmy zaprzeczenie - formule —true(x) - do réwnowaznosci (x) w miejsce formuly 1):
N E G(—true(x)) wtw N E —true(num(G(—true(z))))
i wykorzystajmy réwnowazno$é (xx) dla zdania G(—true(x)):
N = G(—true(x)) wtw N = true(num(G(—true(z)))

Lewe strony obu réwnowazno$ci sg rowne, wiec prawe sg rownowazne! A to znaczy, ze:

zdanie G(—true(zx)) jest prawdziwe w modelu standardowym
wtedy i tylko wtedy gdy
.. zdanie G(—true(x)) nie jest prawdziwe w tym modelu!

Sprzeczno$¢! Skoro tak, to formula true(x) nie istnieje. Zbiér Th(IN) numerdéw zdan prawdziwych
w modelu standardowym nie jest arytmetyczny'. A to oznacza, ze nie jest sprawdzalny!

To jest nowy dowdd niezupelnosci arytmetyki Peano.

Jedli ktos sie tudzil, ze ,,dowodliwo$é w systemie aksjomatycznym” nie wyczerpuje mozliwosci poznania
prawdy (ograniczonego choéby do sprawdzania) to wlasnie sie ich pozbyl. Przynajmniej w przypadku
arytmetyki.

PRzYKEAD II. Zrealizujemy (wreszcie) obietnice: wskazemy prawdziwe, ale niedowodliwe zda-
nie arytmetyczne.
Zbiér numeréw zdan dowodliwych PA jest rekurencyjnie przeliczalny, wiec istnieje formuta aryt-
metyczna dow(x) opisujaca ten zbiér: dow(n) jest zdaniem prawdziwym w N gdy n jest numerem
zdania dowodliwego w PA.
Piszemy [(¢) zamiast dow(num(¢)) dla dowolnego zdania ¢. Tak wiec dla dowolnego zdania ¢:
(% * %) N = O(¢) wtw PAF ¢

Popatrzmy, co wynika z réwnowaznosci (%) 1 (x % %) dla zdania G = G(—dow(x)). Stosujac réwno-
wazno$é (* * *) otrzymamy:

N = 0(G) wtw PARG
Réwnowazne sa tez zaprzeczenia obu zdan:

N = -0(G) wtw nieprawda, ze PAF G

Stosujac réwnowaznosé (x) do formuly —dow(z), otrzymamy

NG wtw N = -0(G)
Potaczmy dwie ostatnie rownowaznosci w jedna:

(3 * *x) NEG wtw nieprawda, ze PAF G

y,zdanie G jest prawdziwe w modelu standardowym dokladnie wtedy, gdy nie ma dowodu w PA.”

Jednocze$nie ZDANIE G NIE MOZE MIEC DOWODU W PA, bo ,ISTNIENIE dowodu (G w PA)
pociaga za soba prawdziwosé (G w N)”, A to - na mocy (x * *%) - oznacza, ze NIE ISTNIEJE dowdd

Gw PA!

1To twierdzenie w literaturze znane jest jako ,twierdzenie Tarskiego”.
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ZDANIE G JEST PRAWDZIWE W N I NIE MA DOWODU W SYSTMIE PA15.

Zdanie G przeszto do historii pod nazwa zdania godlowskiego. Obietnica zostata speliona... .

Aby nam sie nie wydawalo, ze wszystko jest tak banalnie proste, proponuje spojrze¢ na strone:

http : / [tachyos.org/godel | Godel _statement.html
by sprawdzié¢, jak wyglada zdanie G zapisane w czystej postaci. To pomoze zrozumieé, jak istotny jest
przywolywany tu wielokrotnie ,trzeci wymiar” jezyka matematyki pozwalajacy na wprowadzanie skrétow
i nazw eksponujacych to, co wazne...

11.1.1 O praprzyczynie pewnych niemoznosci

Cyrulik z Sewilli goli wylacznie tych mezczyzn, kto-
rzy nie golg sie sami. Czy goli swa wilasna brode?

Matematycy czesto-gesto méwia o metodzie przekatniowej, ktérej autorstwo przypisuje sie¢ Can-
torowi. Jej zastosowanie prowadzi do zaskakujacych, wrecz paradoksalnych rezultatow. Sprébujemy
opisacé istote tej metody najprosciej jak mozna.

Dla dowolnej relacji r € A x A podzbiér C C A nazwiemy r-definiowalnym, jezeli mozna wskazaé

element ¢ € A taki, ze:
C={a€A:(ca)er}

Méwimy wowczas, ze ¢ opisuje zbior C. Okazuje sie, ze bez wzgledu na to, jak wybierzemy relacje
r C A%, mozna wskazaé podzbiér P C A, ktéry NIE JEST r-definiowalny. To zbiér

P.={a€ A: =((a,a) €7)}
Rzeczywiscie, jakakolwiek proba wskazania elementu b € A opisujacego P, prowadzi nieuchronnie
do ,niemozliwej” réwnowaznosci: »(b,b) € r wtw gdy nieprawda, ze (b,b) € r”.
Zbiér P, nazwiemy tu zbiorem r-paradoksalnym dla relacji r16.

Proste? Bardzo. Zaskakuje dopiero to, jak wiele stynnych dowodéw to w istocie wykorzystanie
tego, ze ,,zbiér paradoksalny nie jest r-definiowalny” dla odpowiednio dobranej relacji r.
Przekonajmy sie.

?? 1. Paradoks Russella (str. 7?7). Zakladajac istnienie zbioru wszystkich zbioréw U, mozemy
potraktowaé relacje przynaleznosci ,,€” jako relacje na tym zbiorze. Wowczas russellowskie stwier-
dzenie (ktére prowadzi do sprzecznosci): ,kolekcja {a € U: a ¢ a} jest zbiorem” to jedynie inaczej
wyslowione stwierdzenie: ,zbidr €-paradoksalny jest €-definiowalny”.

II. Twierdzenie Cantora o nieprzeliczalnosci zbioru wszystkich podzbioréw liczb naturalnych
(str. 7?). Dla dowolnej funkcji f: N — 2N okredlmy relacje ry € N x N tak:
(m,n) €ery wtw n € f(m)
Zbiory 7 ¢-definiowalne to podzbiory N postaci f(m), gdzie m to dowolna liczba naturalna.
Gdyby funkcja f byla ,na” (co jest warunkiem przeliczalnoéci zbioru 2V), to kazdy podzbiér liczb
naturalnych bylby definiowalny. Zbiér rs-paradoksalny tez. I to wykorzystat Cantor.

I1I. Twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy arytmetycznej (str. 156).
Przyjmijmy, ze ustalona jest pewna efektywna numeracja formul arytmetycznych (jednej zmiennej)
¥ ~» num(v). Zdefiniujmy relacje na zbiorze formul jednej zmiennej:

o TP doktadnie wtedy, gdy N E ¢(num(z)))

15T wnioskowanie jest poprawne przy zalozeniu, ze teoria PA jest niesprzeczna. Zatem albo teoria PA jest niezu-
pelna albo jest sprzeczna. Przy okazji: zdanie =G tez nie ma dowodu w PA. Wiesz dlaczego?

18To twierdzenie funkcjonuje w literaturze jako lemat przekatniowy. Istnienie zbioréw paradoksalnych nie umkneto
uwadze Russella (http://plato.stanford.edu/entries/paradoxes-contemporary-logic). A w [?] to twierdzenie nazwano
twierdzeniem Cantora.
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Zbior ry-paradoksalny sklada sie z takich formul ¢ dla ktérych zdanie ¢p(num(¢)) jest falszywe w
N. Gdyby istniala formula Tarskiego true(z) , to formula —true(z) (str. 155) opisywala by zbiér
r-paradoksalny!7.

IV. Arytmetyka Peano nie jest rozstrzygalna - nie istnieje procedura rozstrzygajaca, czy zdanie
arytmetyczne ma dowdéd w PA. Gdyby tak bylo, to relacja
rp = {(n,m) € N?: n to numer formuly jednej zmiennej i zdanie ¢,,(m) jest prawdziwe}

bytaby zbiorem rozstrzygalnym. Tym samym zbiér r,-paradoksalny jest tez rozstrzygalny, czyli
arytmetyczny. Jest wiec opisany przez pewna formule ¢ (z). Potrafisz dokonczy¢? Powinienes... .
V. Nierozstrzygalnosé problemu stopu (str. 115) . Rozwazmy relacje r,,, miedzy maszynami:
Tr, Ty jezeli maszyna T zatrzymuje sie rozpoczynajac prace ze slowem kod(Ty) zapisa-
nym na tasmie.

Zbiér rp,-paradoksalny tworza te maszyny Turinga, ktére nie zatrzymuja sie pracujac na wta-
snym kodzie. Nasza wczesniejsza préba skonstruowania maszyny P.S® to w istocie préba skonstru-
owania maszyny opisujacej zbior r,,-paradoksalny.

To tylko przyktady - lemat przekatniowy ma wiele innych zastosowan.

,Relacja”, ,negacja”, ,zbior definiowalny i paradoksalny” - te nazwy sugeruja wysoce wyrafinowa-
ny logiczny kontekst twierdzenia o istnieniu zbioru paradoksalnego. Ale to jest w istocie banalne
twierdzenie, ktére mozna sformutowaé korzystajac z najprostszej, naiwnej teorii mnogosci:

Zalézmy, ze ¢p: A — Set(A, B) jest odwzorowaniem ze zbioru A do zbioru funkcji z A do zbioru
B. Jesli B ma conajmniej dwa elementy, to mozna wskazac funkcje dg € Set(A, B) taka, ze d # ¢(a)
dla dowolnego a € A (tzn. ¢ nie jest funkcja ,na”).
Rzeczywiscie, skoro B nie jest jednoelementowy, to istnieje funkcja f: B — B taka, ze f(b) # b
dla dowolnego b € B. Przyjmijmy dg(a) = f(¢(a)(a)). Gdyby dgy = ¢(a) dla pewnego a € A, to
p(a)(a) = dy(a) = f(p(a)(a)) # ¢(a)(a)) .
Lemat przekatniowy otrzymamy przyjmujac B = {0,1} 1 f = —.

Zero metafizyki... . 1®

»,Cantor, Russell, Turing, Tarski a nawet Godel w jednym stali domu”... Zadziwiajace, jak roznie inter-
pretowano skutki tej prostej obserwacji.

Paradoks Russella zmusil do rewizji pogladéw na temat relacji miedzy ,,wlasnoscia” a ,zbiorem”.

Ale gdy Cantor korzystajac z metody przekatniowej odkryl konieczno$é uznania nieskonczonej skali nie-
skonczonosci, nie zmienito to pogladéw w kwestii akceptacji nieskonczonosci aktualnej. Przeciwnie - dla
wielu wynik Cantora to esencja teorii mnogosci.

Wykorzystanie tej samej metody w teorii obliczalnosci nikogo nie zbulwersowalo: przyjeto, ze te wyniki
wyznaczaja ,granice obliczalnosci”. I nikt nie wpadl w ekstaze i nikt nie histeryzowal...

Jakkolwiek to nie zabrzmi, Smiem twierdzi¢, ze twierdzenia Turinga i Godla sg z wyzszej niz twierdzenie
Cantora, potki. Wynik Cantora jest wewnetrznym twierdzeniem teorii mnogosci - wystarczy odrzucié
aksjomat istnienia zbioru zlozonego ze wszystkich podzbioréw dowolnego ustalonego zbioru, by pozbawic¢
to twierdzenie znaczenia.

Tymczasem wynik Turinga odnosi sie do elementarnie opisywanego procesu dyskretnej interakcji. To,

podobnie jak wynik Godla, twierdzenie limitacyjne, wskazujace nieprzekraczalne granice poznania.

11.2 Niesprzeczno$c¢ arytmetyki Peano - drugie twierdzenie Godla

Wskazujac zdanie arytmetyczne, ktére nie ma dowodu w arytmetyce Peano wykazalidmy jej nie-
sprzeczno$é!?. Innym dowodem niesprzecznosci PA jest istnienie jej teoriomnogo$ciowego modelu.

1"Przelicz to.

8 A co z cyrulikiem z Sewilli? Rozwigzaniem jest stwierdzenie, ze cyrulik byla kobieta... . Cyrulica sewillska???

19Teoria jest niesprzeczna, gdy nie mozna w niej udowodnié¢ wszystkiego. Réwnowaznie: nie mozna w niej dowiesé
jednoczesnie pewnego zdania i jego zaprzeczenia (gdyz z fatszu - koniunkcji p A —p - wynika wszystko).
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Jednak w obu dowodach korzystamy z teorii mnogosci. Dlatego te dowody méwia tylko, ze ,aryt-
metyka Peano jest niesprzeczna, O ILE teoria mnogosci jest niesprzeczna’.
To s WARUNKOWE dowody niesprzecznosci PA.

H Czy mozna udowodnié niesprzeczno$é¢ arytmetyki Peano ,wewnetrznie”, korzystajac tylko z tej teorii?
H Gdyby tak bylo, to byliby$my ,mniej relatywistyczni” w swoim mysleniu o istnieniu matematycznym.

USciSlijmy: z chwila, gdy wprowadziliSmy do rozwazan numeracje formul, formule dow(x) i
operator [

O(¢p) = dow(num(e))

mozemy dla dowolnego zdania arytmetycznego 1) stawiaé dwa (rézne) pytania:
- czy ~(PAF ) - ,czy nie istnieje dowéd zdania 17"
- czy PAF -0(¢) - ,,czy mamy dowéd w PA, zZe zdanie 1) nie ma dowodu?”

To nie zabawa w stowa. W obu wypadkach oczekujemy odpowiedzi uzasadnionych przez dowody, ale w
roznych systemach dowodzenia:

W pierwszym wypadku, dopuszczamy dowdéd w pewnym ,zewnetrznym” systemie dowodzenia,

W drugim przypadku chodzi o dowdd ,wewnetrzny”, korzystajacy tylko z tego, co oferuje PA.

Zdanie arytmetyczne 1) mozemy wybraé¢ dowolnie. Wybierzmy (falszywa) réwnosé (0 = succ(0)).

Wewnatrzny dowdd niesprzecznosci teorii PA to odpowiedZ na pytanie: czy PA F —-O(0 = 1)?
Godel pokazal, ze odpowiedZ na to pytanie jest negatywna:
nie mozna (w (PA) dowies¢, ze nieprawdziwe zdanie ,0 = 1” nie ma dowodu.

SUBTELNOSC: istnienie ,wewnetrznego” dowodu zdania —[J(0 = 1) NIE GWARANTUJE niesprzecznosci
PA! To oczywiste: jesli PA jest sprzeczna to mozna dowie$¢ w niej wszystko.
Co zatem udowodnit Godel? Pokazal, ze niesprzecznosé PA nie moze byé¢ ,wewnetrznie potwierdzona”.

Drugie twierdzenie Godla - szkic dowodu

Przedstawienie w sposob pogladowy drugiego twierdzenia Godla jest zdecydowanie trudniejsze (dla
mnie) niz podobnie uproszczony opis pierwszego twierdzenia. Ale sprobuje?°.
Zastosujemy wybieg: zamiast atakowaé problem wprost pokazemy, ze
PAF (-O00=1)— G)

To wystarczy: gdyby PA F —=[(0 = 1) to - korzystajac z reguly odrywania - moglibySmy twierdzié¢,
ze PAF G. A to, jak wiemy, jest niemozliwe.
W dowodzie korzysta sie z wlasnoéci operatora [, okreslanych jako derivability conditions Hilberta-
Bernaysa:

1. jezeli PAF ¢ ,to PAF O(¢), (g dy zdanie ¢ jest dowodliwe w PA to i zdanie ,zdanie o
numerze num(¢) ma dowéd” jest dowodliwe w P A

2. PAF (O(¢) — OO(9)),

3. PAF (O(p) NO(¢ — ) — O()) (réwnowaznie: PA + 0O(¢ — v) — (O(¢) — O(v)) )

Skorzystamy tez ze szczegdlnej wlasciwosci zdania godlowskiego G:
PAF (-G - 0O(G))  (+)*
Zaczynamy: z (+) - na mocy (1) - wnioskujemy, zZe:
PAFOO(G) — -G) (a)

a korzystajac z warunku (2) dla zdania G otrzymamy

2ONiestety, dowdd jest bardzo sformalizowany. Mniej zaawansowani powinni go sobie darowaé.
2'Réwnowaznie: PA F (G « —0(G)). Tego nie udowodniliémy: w dowodzie pierwszego twierdzenia Godla byta
mowa tylko o nieco stabszej réwnowaznosci. Ale prosze uwierzyé (sprawdzic), ze ta réwnowaznosé jest tez dowodliwa.
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PAF (OG) - OO(G)) (b)
korzystajac z prawa odrywaniai (3) z (a) otrzymamy
PAFOO(G)) — O(G) (c)
Ostatecznie, taczac (b) i (¢) otrzymamy:
PAFO(G) — 0O(-G) (d)
Poniewaz w sposéb oczywisty PA F G — (=G — (0 = 1))?2 to - na mocy (1)- otrzymamy
PAFDO(G — (-G — (0 = 1)))
stad, dzigki (3), otrzymujemy
PAFOG) — (OF-G) - 00 =1))
lub, réwnowaznie
PAFDOGG) — (B(G) - 00=1))  (f)
Korzystajac z tautologii (p — (¢ — r) < ((¢ — p) — (¢ — r) otrzymamy z (f):
PAF(0(G) - 0(=G))) = (OG) =00 =1))  (9)
i - juz widaé koniec ! - z (d), (g) korzystajac z reguly odrywania otrzymamy
PAFOG)—0O0=1)
czyli
PAF-00=1) - -0(G)
teraz, korzystajac z (+), otrzymamy
PAF-00=1) —G

Koniec.

11.2.1 Limitacyjny charakter twierdzen Godla

Either mathematics is too big for the human mind or the
human mind is more then a machine K. Gédel?3

Twierdzenia Godla nie sa twierdzeniami o stabosciach arytmetyki. One wskazuja nieprzekra-
czalne ograniczenia jezykow pierwszego rzedu. Sprébujemy to wyjasnic.

Argumenty uzyte w dowodzie twierdzenia Godla o niezupelnosci arytmetyki - odwotanie do

sprawdzalnosci zbioru dowodliwych zdan i istnienia nierozstrzygalnych zbioréw arytmetycznych -
sa tego rodzaju, ze jakkolwiek nie wzbogacimy jezyk arytmetyki (dodajac nowe stale, symbole ope-
racyjne i relacyjne ktore bedziemy dowolnie interpretowaé¢ w N), to kazda préba aksjomatyzacji
zbioru zdan sformutowanych w tym jezyku i prawdziwych w N skazana jest porazke - zawsze znajda
sie zdania prawdziwe w N, a nie dowodliwe. Taka teoria nie jest pelna.
Nic sie¢ tez nie zmieni, gdy za ,teori¢ bogatsza od PA” bedziemy uwazali kazda teorie (pierwszego
rzedu) w ktérej mozna interpretowaé jezyk arytmetyki - wskazaé interpretacje zera i operacji na-
stepnika, dodawania i mnozenia - w ten sposéb, ze wszystkie aksjomaty PA beda twierdzeniami
tej teorii. Klasycznym przykladem ,teorii bogatszej od PA” jest teoria mnogosci ZFC' (str. 77).

Zadna teoria bogatsza od PA nie jest zupelna. ZFC nie jest zupelna.
Wtaczenie PA do uprawianej matematyki to przekroczenie matematycznego Rubikonu: jesli uprawiamy
matematyke w ktérej wykorzystujemy liczby naturalne, to tej matematyki nie mozna zaksjomatyzowaé
w jezyku pierwszego rzedu - zastapi¢ ,prawdziwosci” przez ,dowodliwo$¢”.
Drugie twierdzenie Gédla ma podobne konsekwencje: zadna teoria pierwszego rzedu bogatsza
od PA nie moze dowie$é wlasnej niesprzecznoéci.

Nie przedstawimy tu dowodu tego twierdzenia. Powiedzmy tylko, ze - tak jak w przypadku
niezupelnosci - jest to modyfikacja dowodu Goédla: nalezy zastapi¢ formuty arytmetyczne uzyte w

225 — (=p — false) to tautologia.
Zhttp: //math2033.uark.edu/wiki/index.php/Kurt_Godel
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przedstawionym wyzej dowodzie odpowiednimi formutami jezyka bogatszej teorii T'. Na przyktad:
zbior zdan dowodliwych w takiej teorii T' jest sprawdzalny, wiec mozna punumerowaé zdania tej
teorii i zbudowaé formule dowy(x) ktéra jest spelniona przy podstawieniu [z := n| gdy n to numer
zdania dowodliwego w T'. (poniewaz T jest bogatsza niz P A i liczby naturalne sa interpretowalne w
T, to jest to ,wewnetrzna” konstrukcja). Podobnie nalezy skonstruowaé zdanie G, ktére zastapi
zdanie gédlowskie G. A potem spréobowaé powtérzyé dowdd Godla - dla teorii 77.24

H Z FC jest teorig bogatsza od PA. ZFC nie jest w stanie dowie$¢ wlasnej niesprzecznosci.

11.2.2 Prdba bilansu

Teorie mnogosci budowano w czasie gdy upadt juz mit o logicznej koniecznosci wszelkich teorii
matematycznych (str. 62). Mozna jednak podejrzewaé, ze o ile dopuszczano (niechetnie) istnie-
nie niekompatybilnych teorii szczegélowych (np. geometrii rézniacych sie doborem aksjomatéw) to
wciaz oczekiwano, ze matematyczna ur-teoria powinna by¢ zrédtem uniwersalnych prawd i jedno-
czesnie powinna by¢ zupelna.

To, jak sie zdaje, bylo marzenie Hilberta.

Koncepcja Hilberta byla w chwili powstania niezwykle atrakcyjna. Kreowala nauke uniwersalna. Uosa-
biala wiare, ze to mozliwe. Byta obietnica globalnego tadu, ostatecznego rozwiagzania odwiecznych dyle-
matow.

Dzialo sie to na przetomie XIX i XX wieku, w jednej z tych nielicznych chwil w historii, kiedy czlo-
wiek wierzyl w swe nieograniczone mozliwosci. Oszotomieni sukcesami ludzie nauki byli przekonani, ze
moga wszystko. ,,Co jest rozumne, jest rzeczywiste, a co jest rzeczywiste, jest rozumne” (Hegel). Tylko
pozazdro$cié...

Hekatomba wojen $wiatowych, holocaust, gulag, Hiroszima i inne dziela ludzkiej pomystowosci (nie mylié
z umystowoscia) - wszystko to bylo wtedy niewyobrazalne. Niemozliwe?®.

Ale sie nie udato. Twierdzenia Godla rozbity w proch i py! paradygmaty matematyki hilbertowskiej:

- przekonanie o mozliwosci zupetnego, aksjomatycznego opisu kazdego obiektu matematycznego,

- przekonanie, ze matematyka jest w stanie udowodni¢ wlasna niesprzecznosc.

- implikacja ,dowodliwo$ci — prawdziwo$¢” jest niepewna, bo zalezna od niesprzecznosci Z FC.

Jesli tak, jesli teoria mnogosci nie spetnila poktadanych w niej nadziei, to jak wyttumaczy¢, ze
jest od ponad stu lat podstawa matematyki?
Dlatego, ze ... jest gorzej niz si¢ zdaje na pierwszy rzut oka: wyniki Godla pokazaly, ze nie da
si¢ zbudowaé¢ matematycznej ur-teorii obejmujacej arytmetyke i pozbawionej wad ZFC - pelnej i
potrafiacej dowie$¢ wlasnej niesprzecznosci. Wybor ZFC' jako ur-teorii nie jest btedem lecz tylko
jednym ze ztych wyboréow.

Zapewne dlatego R. Penrose uznal te wyniki Gédla za ,Smiertelny cios zadany formalizmowi”
[55], za porazke programu Hilberta.

Co 10bi¢?%6. Mozna prébowaé zlekcewazyé problem. Np. R. Symullyan pisal dogé beztrosko: ,Nie
jest tak, ze nie potrafimy dowies¢ niesprzecznosci arytmetyki: to arytmetyka nie potrafi dowiesé
swej niesprzecznosci.” [75].

Nie podzielam tych ocen®7. Hilbert nie chciat rewolucji. Chcial uporzadkowaé zastana matema-
tyke. Formalizacja zgodna z euklidesowym paradygmatem nie byta celem. Miala by¢ NARZEDZIEM:

24To nawet nie szkic dowodu tylko sugestia. Ale niech nam to wystarczy.

250 szczegdlnej arogancji nauki u schytku XIX wieku $wiadczy taka wypowied? fizyka Kelvina w 1894 roku: ,,Nic
nowego nie ma juz w fizyce do odkrycia. Pozostaly tylko coraz bardziej precyzyjne pomiary.” Matematycy tez grzesza:
»There is almost nothing left to discover in geometry”- Kartezjusz, rok 1619.

*W.I. Lenin

2TKusi, by zlosliwie napisaé: ,Nie jest tak, ze nie potrafimy dowiesé niesprzecznosci matematyki: to matematyka
nie potrafi dowie$é swej niesprzecznosci”.
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2wszystkie zdania skladajace sie na matematyke zamieniane sa na formuly, tak ze wlasciwa ma-
tematyka staje sie inwentarzem formul (...). Aksjomaty i twierdzenia dajace sie udowodnié (...) sa
kopiami mysli tworzacych zwyczajowa matematyke, taka jaka dotychczas rozwijano” [61]

Centrum tej matematyki miata pozostaé¢ arytmetyka: ,,Stoje na stanowisku, ze przedmiotami
teorii liczb sa (...) same znaki, ktérych ksztalt mozemy ogélnie i na pewno rozpozna¢ — niezalez-
nie od przestrzeni i czasu (...) Solidna postawa filozoficzna, ktdra, jak sadze, jest niezbedna dla
ugruntowania czystej matematyki (...) jest taka:

NA POCZATKU BYL ZNAK” [94]

Ten cel udato si¢ zrealizowaé¢ budujac ZFC.

Twierdzenia Godla to tylko koniec fundamentalistycznych ztudzen ktére, jesli sie dobrze zastanowié¢, byty
bardziej irracjonalnym marzeniem niz naukowa hipoteza. Cywilizacyjnym dziedzictwem zastanym przez
matematykéw u schytku XIX wieku.

Wystarczy porzuci¢ te fundamentalistyczng perspektywe i spojrze¢ na matematyke pragma-
tycznie, by zrozumie¢, ze ten zty wybor jest jednak... dobry.

Nasze rozumienie $wiata nie przejawia sie w zdolnosci do zunifikowanego OPISU rzeczywisto-
sci odkrycia jego matematycznej istoty, lecz w zdolnosci do PRZEWIDYWANIA przebiegu zjawisk i
prognozowania ich rezultatéow. Zjawisk, ktérych nie kontrolujemy i tych, ktére sami wywolujemy.
Temu stuzy matematyczne modelowanie rzeczywistosci.

Juz w poczatku XVIII wieku George Berkeley (1685 - 1753) sformulowal stynne réwnanie:

esse = percipi

to, co istnieje = to, co jest postrzegane®®

Postrzeganie matematyczne to dowodliwosé. Prawdziwos¢ jest wtorna: zaden matematyk nie oémieli
sie powiedzieé, ze twierdzenie jest prawdziwe, jesli nie zna jego dowodu. ,Zgodnos¢ twierdzen z
rzeczywistosécia” to kwestia pozamatematyczna.

Teorie matematyczne to nasze postrzeganie rzeczywistosci a nie rzeczywistosc.
Kilkadziesiat lat po wynikach Gédla S.Hawking i L.Mlodinow napisali: ,,Nie istnieje koncepcja rzeczywi-

stosdci niezalezna od teorii.”?°.

Nie szukajmy jedynego uniwersalnego modelu i jezyka modelowania. Wielo$¢ jezykow i modeli
nie jest wada. Nic w tym dziwnego, ze uzycie réznych jezykéw daje rézne rezultaty3C. ,Méj jezyk
wyznacza granice mego poznania” - L. Wittgenstein. Rzeczywistosci (raczej) nie kreujemy ale nasze
jej postrzeganie - tak.

Skoro tak, skoro porzucamy fundmentalistyczna perspektywe to relacja miedzy dowodliwoscia
a enigmatyczng prawdziwoscig traci swoje fundamentalne znaczenie. Podobnie zupelnosé teorii. A
co z niesprzecznoscia?

To pytanie jest tez typowe dla mys$lenia w kategoriach matematycznego fundamentalizmu.
Uswiadamiatl to sobie Wittgenstein, méwiac o ,zabobonnym leku i czci matematykéw w obliczu

Z8Brouwer: esse = construere.

29133] str.52). W tejze ksiazce Hawking i Mlodinow wprowadzili pojecie ,,model-dependend realism” o ktérym
w wikipedii napisano tak: ,Model-dependent realism to podejscie do badan naukowych, ktére koncentruje sie na
roli naukowych modeli zjawisk. Twierdzi, ze rzeczywisto$¢ powinna byé interpretowana w oparciu o te modele, a
tam, gdzie kilka modeli pokrywa si¢ (...), istnieje wiele réwnie waznych rzeczywistosci. Nie ma tez sensu méwié o
»prawdziwej rzeczywistosci” modelu, poniewaz nigdy niczego nie mozemy by¢ absolutnie pewni. JEDYNA ZNACZACA
RZECZA JEST UZYTECZNOSC MODELU”. Rzecz tyczy wprawdzie modeli kosmologicznych ale bez ryzyka naduzycia
mozna te uwagi odnie$¢ do matematyki. Z kolei D.C. Dennet w ,,Od bakterii do Bacha - o ewolucji umysiéw”
rozréznia obraz manifestujacy sie $wiata (wyrazany w jezyku naturalnym) i jego obraz naukowy. A Wittgenstein
pisat: ,W zZyciu samo twierdzenie matematyczne nie jest nam nigdy potrzebne; uzywamy go tylko po to, by ze zdan,
ktore nie naleza do matematyki, wnosi¢ o innych, ktére tez do niej nie naleza” Tractatus 6.2111.

30Co w jezyku suahili mozna powiedzieé o réznych rodzajach $niegu tak precyzyjnie rozréznianych przez Eskimo-
sow?
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sprzecznosci”. Uzywal okreslenia ,ukryta sprzecznos¢” w stosunku do tych potencjalnych sprzecz-
nosci, ktore ewentualnie tkwia gdzie$ gleboko w teorii a ktére w zaden sposéb nie wplywaja na
praktyke matematyczna, np. na analize matematyczna. Pisal: ,Mozna powiedzie¢: , Ze sprzeczno-
Sci wynika wszystko”. OdpowiedZ brzmi: No c6z, nie wyciagaj zadnych wnioskéw ze sprzecznosci
- niech to bedzie regula. Mozna to ujac¢ tak: zawsze jest czas, aby poradzi¢ sobie ze sprzecznoscia,
kiedy do niej dojdziemy. Kiedy juz do tego dojdziemy, czy nie powinniSmy po prostu powiedzieé:
,To nie ma sensu — i nie wyciaggac z tego zadnych wnioskéw”? 31

Zamiast fundamentalizmu - pragmatyzm. Herezja? Nie sadze. Taks pragmatyczna postawe, choé
nie zawsze w pelni Swiadomie, przyjmuje wigkszos¢ pracujacych matematykow.
J. H. Friedman na swej stronie internetowej napisal o teorii zbioréw tak: ,This (...) serves as our
best scientific model of mathematical practice” i dalej: ,The fact that ZFC is incomplete is totally
irrelevant to whether it is a model of mathematical practice”.
,» Wiekszos¢ matematykéw, z wyjatkiem tych zajmujacych sie sama teoria mnogosci, prawdopodob-
nie nie mysli w kategoriach poszczegélnych teorii aksjomatycznych; intuicyjnie stosuja koncepcje
teorii mnogosci. Byloby zgodne z podejsciem Brouwera do matematyki intuicjonistycznej (...) po
prostu intuicyjne podawanie twierdzer, a nie poleganie na aksjomatyzacji.” - to z kolei S.Kripke??

Bardziej niz stowa wybitnych matematykow, takie pragmatyczne podejécie do matematyki
usprawiedliwia jej wklad w rozwdj naszej cywilizacji. Bez modeli matematycznych nie ma astro-
nomii i kosmologii®?. Bez matematyki nie istnieje mechanika kwantowa. Dzi$ ten jezyk wykorzy-
stujemy nie tylko w naukach $cistych ale coraz czeéciej w naukach spotecznych i np. w medycynie.
Matematyka wyznacza normy RACJONALNEGO dziatania w ciggle powiekszanym obszarze ludzkiej
aktywnosci.

Rozwdj cywilizacyjny w XX wieku dowi6dl, ze matematyka teoriomnogosciwa niezle spelnia te
oczekiwania.

To nieco prostackie poroéwnanie, ale... teoria mnogosci przypomina ,zupe z gwozdzia”: najpierw mial to
by¢ niepodwazalny, niewzruszony fundament matematycznego poznania $wiata a zostal tylko ,naukowy
model praktyki matematycznej”. Gwézdz zniknal, zostala (smakowita) zupa.

Pracujacy matematycy sa w ogromnej wickszosci zadowoleni z takiego stanu rzeczy. Bardzo
zadowoleni. J. Dieudonne, wybitny matematyk francuski, pisal tak: ,System, ktory przyjmowany
jest obecnie przez co najmniej 95% matematykéw, to powszechnie znana teoria Zermelo—Fraenkla,
(...) . System ten odpowiada dokladnie potrzebom wszystkich matematykéw z wyjatkiem oczywiscie
logikéw oraz tych, ktérych postawa filozoficzna uniemozliwia przyjecie przeslanek wymaganego
stylu, to znaczy tzw. matematykéw intuicjonistow i konstruktywistéw. (...) Filozofowie i logicy (...)
wierza, ze matematycy interesuja sie tym, co oni robia. Nalezaloby wyprowadzi¢ ich z bledu, nie
jest to bowiem prawda i 90% matematykow Smieje sie z tego, co robia wszyscy logicy i filozofowie
razem wzigci.” Troche przewrotnie: nadzieja w tym, ze jednak 5% matematykéw dopuszeza mysl o
istnieniu matematyki poza teorig mnogosci... .

Ale ta powszechna akceptacja jest tez niebezpieczna: w ostatnim stuleciu cantorowska teoria
mnogosci zajela w matematyce na tyle wazne miejsce, ze (...) prawo do istnienia zyskuje sobie tylko
to, co (...) dopuszcza zbudowanie modelu w teorii Cantora. W ten sposéb cantorowska teoria stala
sie uniwersalnym Swiatem matematyki. - P. Vopenka [49] .

Otéz to: mozna sie zgodzi¢ na zamkniecie w kregu matematyki teoriomnogos$ciowej na sto, czy
moze nawet dwiescie lat eksplorujac w tym czasie to, co mz do zaoferowania. Ale nie ma przeciez
zadnych przestanek by twierdzi¢, ze nie ma i nigdy nie bedzie matematyki poza teoriag mnogosci.

31Cytat pochodzi z pracy P. Pivingstona ,Wittgenstein, Turing and the ”finitude” of language” dostepnej w
internecie. Nie wiem, czy Wittgenstein napisal to znajac czy nie znajac wyniki Gédla.

325 A. Kripke, Indagationes Mathematicae 30 (2019) 492-499.

33Jednym z pierwszych osiagnie¢ matematykéw byla umiejetnosé obliczenia daty i godziny zaémienia Stonca co
niecnie wykorzystywala podta wtadza (B. Prus, Faraon).
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Herakles walczacy z Hydra

Poréwnujac arytmetyke i teorie¢ mnogosci napisalem: ,ZFC' jest mocniejsza, dowodliwych prawd
teoriomnogosciowych o liczbach naturalnych jest wiecej niz dowodliwych prawd arytmetycznych.”
Stowo sie rzekto, kobytka u pltota - prosimy o przyktad. Oto on.

,Drugie zadanie Heraklesa polegalo na tym, by pokona¢ wieloglowa Hydre odcinajac jej kolejno
wszystkie glowy. Ale uciecie jednej glowy powodowalo prawie zawsze odrastanie kilku nowych gtéw
- zgodnie z regulami, ktore zaraz opiszemy.
Czy Herakles moze pokona¢ Hydre bez wzgledu na to, ile ma ona gléw na poczatku walki?”
Niech H(1),H(2),...,H(n),... bedzie ciagiem opisujacym liczbe gltéw Hydry: H(n) = liczba gléw
,pO n-tym cieciu Heraklesa”. Hydra zginie, gdy H(ng) = 0 dla pewnej liczby ng.

Latwo si¢ zgodzié, ze konstrukcja ciagu liczb naturalnych W (n) takiego, ze:

(*)  dla dowolnego m € N istnieje m; > m takie, ze W(m) > W (m;)
musi koficzy¢ sie osiggnieciem zera34. Stad pomyst, by rozwiazaé problem Heraklesa wskazujac ciag
W (n) ktéry spelnia warunek (*) i majoryzuje ciag H(n)>.
Pomyst dobry, ale ... niewykonalny. Stanie sie to jasne, gdy poznamy ,reguly odrastania gtow”.
Opiszemy je wyobrazajac sobie (,,modelujac”) Hydre jako graf-drzewo. Glowy Hydry to lidcie drze-
wa (wierzcholki bez potomkéw) wiehczace szyje - galezie drzewa. Nazwijmy ojcem wierzchotka w
ten wierzchotek, ktory go bezposrednio poprzedza. A ojciec ojca w - o ile istnieje - to ,dziadek w”.

Pomoézmy sobie przykladem - oto graf reprezentujacy pewng trojgtows Hydre.

Wierzchotek d jest ojcem a i b, a e ich dziadkiem. k to korzen. Wierzcholek ¢ nie ma dziadka.
Reguly odrastania gtow Hydry po n-tym cieciu Herkulesa opisujemy tak:

- jezeli odcinana glowa nie ma dziadka, to nic nie odrasta,

- w przeciwnym wypadku do ,dziadka” glowy odcietej przez n-te ciecie Heraklesa zostaje dola-
czonych n kopii tego, co zostalo dziadkowi po odcieciu jednej glowy-wnuka:

Kolejny rysunek ilustruje zmiane Hydry-drzewa po drugim cieciu Heraklesa, w ktérym odcial on
gltowe ,a”.
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Gdy w kolejnym ruchu Herakles odetnie glowe ,c”, to nic nie odrosnie.
Whrew wczesniejszym zapowiedziom zbudujemy teraz ciag majoryzujacy ciag H(n) i spelnia-
jacy warunek (x). Ale nie bedzie to ciag liczb naturalnych a ciag liczb porzadkowych:

34To konsekwencja twierdzenia, iz kazdy niepusty podzbiér liczb naturalnych ma element najmniejszy. To stwier-
dzenie jest konsekwencja (drugorzedowej) zasady indukcji. Nie mozna tego dowies¢ korzystajac z aksjomatyki Peano!
35Tyn. H(n) < W(n) dla dowolnego n.
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Najprostsze liczby porzadkowe to liczby naturalne - liczba naturalna n to liczba porzadkowa zbioru {0 <
1< - <n-—1}. w to liczba porzadkowa (naturalnie uporzadkowanego) zbioru liczb naturalnych. w + 1
to liczba porzadkowa zbioru N, do ktérego dolozono element - powiedzmy * - jako element najwiekszy:

0<1<2<..n<n+1<--- RN

I tak dalej... . Liczby porzadkowe umiemy nie tylko dodawaé, ale tez mnozy¢ i potegowac.
Mozna je tez poréwnywac:

0<l<2<...<n<n+l1<--- e w<wHl< L <wtn< .o <wtw <. <Y <.

Liczb porzadkowych jest nieskonczenie wiele6. Dla nas wazna jest liczba g, o ktérej wystarczy nam teraz

wiedzie¢, ze jest wigksza od wszystkich liczb porzadkowych tu rozwazanych.

Udekorujemy wierzchotki drzewa-Hydry zgodnie z taka reguty rekurencyjna:

- wszystkie liscie (czyli glowy Hydry) oznaczamy przez 0,

- jesli wszystkie wierzcholki dla ktorych wierzcholek w jest ojcem oznaczone sa przez liczby
porzadkowe aq,...,an i1 2> ag > ... 2> «p , to wierzcholkowi w przypisujemy liczbe

WO @2 L. (O 37

Numeracje wierzchotkéw wybrano tak, by liczba porzadkowa etykietujaca korzen drzewa ,,po
cieciu” byla zawsze mniejsza od przypisanej mu przed cigciem. I wigksza od liczby gtow Hydry.
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Prosze uwierzy¢ (policzy¢): tak jest zawsze, bez wzgledu na to, ktéry leb Hydry utnie Herakles.
Whniosek? Ciag liczb porzadkowych etykietujacych kolejno korzen drzewa-Hydry jest istotnie ma-
lejacy i majoryzuje ciag H(n).

Teraz najwazniejsze: zbior liczb porzadkowych < ¢ jest dobrze uporzadkowany - kazdy niepusty
podzbidr takich liczb ma element najmniejszy. Stad wynika zasada indukcji pozaskonczonej: jesli

zbior A liczb porzadkowych < €y zawiera 0 i dla dowolnej liczby porzadkowej o < €y prawdziwa,
jest implikacja:
jesli B € A dla dowolnej 3 < «, toa € A

to zbiér A zawiera wszystkie liczby porzadkowe < gg.

A stad juz w miare tatwo wynika, ze:

kazdy malejacy ciag liczb porzadkowych < ¢ musi osiagnac 018

Herakles zawsze zabije Hydre... Bez wzgledu na to, ile i jak umiejscowionych na szyjach ma ona
glow i jaka strategie ich odcinania wybierze Herakles... .

A Kirby i Paris pokazali, ze w PA niesposob dowieéé, iz Herakles zwyciezy Hydre... .

Mniejsza o Heraklesa - heros sobie poradzi. To tylko przyklad problemu sformutowanego w jezyku aryt-
metyki, ktorego rozwiazanie wymaga ,czegos wiecej” - w tym przypadku liczb porzadkowych i indukcji
pozaskonczonej. To jest dowéd w ZFC.

Ale dlaczego twierdzimy, ze jest to ,prawda”? To jest tylko ,prawda teoriomnogo$ciowa”... . Ale nie
arytmetyczna... .

36Wiecej i bardziej teoriomnogosciowo o liczbach porzadkowych na stronch 185 i 194.
37 0
w =1
38Pomysl o zbiorze A takim, ze a € A jedli ciag istotnie malejacy rozpoczynajacy sie od liczby « osigga 0 po
skonczonej liczbie krokdw.
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Korzystajac z tych samych érodkéow - liczb porzadkowych i indukcji pozaskonczonej dla liczb
porzadkowych < g - Gentzen dowi6édl niesprzecznosci arytmetyki pierwszego rzedu”.

Na koniec: to, ze arytmetyka Peano (i kazda obszerniejsza teoria aksjomatyczna) okazala si¢ nie-
rozstrzygalna, komentuje sie czasem tak: to i dobrze, bo ¢4z ciekawego w $wiecie, gdzie o wszystkim
rozstrzyga komputer”. Nie tak prosto. Dla wspomnianej wczesniej rozstrzygalnej arytmetki Pres-
burgera?® udowodniono taki oto fakt (Fischer i Rabin (1974)):,, Kazdy algorytm rozstrzygajacy, czy
twierdzenie jest dowodliwe w arytmetyce Presburgera, musi wykona¢ w pesymistycznym przypad-
ku co najmniej 227" krokéw” (gdzie n jest dlugoscia twierdzenia a ¢ > 0 jest pewna stala.) Dla
poréwnania: analogiczne oszacowanie dla rachunku zdan wynosi 2"...

39Podobnie rzecz sie ma z ciggami Goodstaina: mozna je zdefiniowaé w jezyku arytmetyki, ale udo-
wodnienie, ze kazdy taki ciag zbiega do zera wymaga wykorzystania idukcji pozaskonczonej - patrz
http://en.wikipedia.org/wiki/Goodstein’s_theorem.

“Ostr.153.



Rozdziat 12

Wokél koncepcji prawdy Tarskiego

Powiedzieé, ze istnieje, o czyms, czego nie ma, jest

falszem. Powiedzie¢ o tym, co jest, ze jest, a o tym,

czego nie ma, ze go nie ma, jest prawda.
,Metafizyka”, Arystoteles

, Wedle klasycznej definicji prawdy, prawdziwe lub fatszywe moga by¢ mysli. Niektorzy uwazaja,
ze mysl, jako przedmiot w umysle, (...) niedostepny publicznie, nie moze by¢ nosnikiem prawdy.
Publicznie dostepne moga natomiast by¢ przedmioty mysli. Wedlug wielu filozoféw sa nimi:

- sady (propositions), czyli przedmioty abstrakcyjne (...) . Sad jest obiektywna trescia zdania
oznajmujacego (...) Ten sam sad mozna wyrazi¢ za pomoca réznych zdan (np. w réznych jezykach),
to samo zdanie, przy réznych okazjach, moze wyrazac rézne sady. (...) Mozna watpié, (...) czy sady
spelniaja powszechnie akceptowane w ontologii Parmenidesa kryterium istnienia (istnie¢ = zacho-
wywac tozsamosé, by¢ identycznym z samym soba). Takich watpliwosci nie budza zdania, poniewaz
sa przedmiotami fizycznymi: napisami lub ciagami dzwiekéw. (...) Koncepcja, wedle ktérej nosnika-
mi prawdy sag zdania, znakomicie pasuje do jezykoéw rachunkéw logicznych i teorii matematycznych.
Natomiast zdania jezyka potocznego maja te niemila ceche, Zze zawieraja wyrazenia okazjonalne, na
przyklad ,ja”, ,dzis”, ,tu”, ,to”, ktére przy roznych okazjach maja rézne znaczenia. Zdania takie,
na przyklad ,,Dzisiaj jest piatek”, jest czasem prawdziwe, zas przez szes¢ dni w tygodniu fatszywe.
Zeby uniknaé klopotéw z okazjonalnoscia, W.V.O. Quine (...) zaproponowal, zeby zdania jezyka
potocznego uznac za skréty zdan wiecznych.

Zdanie wieczne jest to takie zdanie, w ktérym nie wystepuja wyrazenia okazjonalne i dlatego
ich prawdziwosé nie zalezy od tego, kto je wypowiada, kiedy, ani gdzie (...)!

Wystarczy. Widaé, jak wielu ustalen trzeba po to tylko, by zaczaé dyskusje o ,,prawdziwosci”.
Nie jestem az tak naiwny (zarozumialy) by podjaé¢ probe odpowiedzi na pytanie ,czym jest prawda
i jak ja poznac¢?”. Zainteresowanych odsytam np. do (niematematycznego) dzieta J. Wolanskiego
»Epistemologia. Poznanie, prawda, wiedza, realizm”. Swoje ambicje ograniczam do naszkicowania
podstawowych ustalen i wskazania watpliwoéci zwigzanych z ,prawda matematyczna”. Dlatego z
przytoczonego fragmentu wybieram tylko jedno zdanie:

,Koncepcja, wedle ktorej nosnikami prawdy sa zdania, znakomicie pasuje do jezykow rachunkow
logicznych i teorii matematycznych.”?

12.1 Koncepcja Tarskiego

Zdanie prawdziwe to zdanie, ktére wyraza, ze Zadowalamy sie szukaniem prawdy w odpowiednio-
tak a tak rzeczy si¢ maja, I rzeczy maja sig Sci miedzy zdaniami w umysle a rzeczami, o ktore
tak wlasnie. - A. Tarski chodzi. G.W. Leibniz (Nowe rozwazania)

'Fragmenty wyktadu A. Groblera - (http:// adam-grobler.w.interia.pl/Epi4.html).
2 ‘W zdaniu my$l wyraza sie w sposéb zmyslowo postrzegalny” - L.Wittgenstein.

167
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Dyskusja nad pojeciem prawdy w stynnej pracy Tarskiego ,,The semantical conception of true”
[82] zaczyna sie tak:
(...). Consider the sentence ”snow is white.” We ask the question under what conditions this sentence
is true or false. It seems clear that if we base ourselves on the classical conception of truth, we shall
say that the sentence is true if snow is white, and that it is false if snow is not white. Thus, if the
definition of truth is to conform to our conception, it must imply the following equivalence:

The sentence ”snow is white” is true if, and only if, snow is white.

Let me point out that the phrase ”snow is white” occurs on the left side of this equivalence in
quotation marks, and on the right without quotation marks. On the right side we have the sentence
itself, and on the left the name of the sentence.

Employing the medieval logical terminology we could also say that on the right side the words
”snow is white” occur in suppositio formalis®, and on the left in suppositio materialis*. It is hardly
necessary to explain why we must have the name of the sentence, and not the sentence itself, on
the left side of the equivalence. For, in the first place, from the point of view of the grammar
of our language, an expression of the form "X is true” will not become a meaningful sentence
if we replace in it ’X’ by a sentence or by anything other than a name — since the subject of a
sentence may be only a noun or an expression functioning like a noun. And, in the second place,
the fundamental conventions regarding the use of any language require that in any utterance®
make about an object it is the name of the object which must be employed, and not the object
itself. In consequence, if we wish to say something about a sentence, for example, that it is true,
we must use the name of this sentence, and not the sentence itself. The problem of the definition
of truth obtains a precise meaning and can be solved in a rigorous way only for those languages
whose structure has been exactly specified. For other languages — thus, for all natural, ”spoken”
languages — the meaning of the problem is more or less vague®, and its solution can have only
an approximate character. Roughly speaking, the approximation consists in replacing a natural
language (or a portion of it in which we are interested) by one whose structure is exactly specified,
and which diverges from the given language ”as little as possible”.

we

Aby wyeliminowaé¢ niejasno$ci spowodowane zmaganiami z obcym jezykiem, dodajmy podobny
fragment z pracy A. Tarskiego , Truth and Proof” (z moimi skrétami):

Wezmy pod uwage zdanie w jezyku polskim, ktérego sens nie budzi watpliwosci, np. zdanie
”$nieg jest bialy”. Umawiamy sie, ze zdanie to bedziemy oznaczaé przez ,8”. Stawiamy pytanie:
co mamy na mysli méwiac, ze ,8” jest zdaniem prawdziwym lub jest zdaniem falszywym? (...) ,
moéwiac ze ,8” jest zdaniem prawdziwym, mamy na mysli, ze Snieg jest bialy, a méwiac, ze ,8” jest
zdaniem fatszywym, ze Snieg nie jest bialy. Eliminujac ,,8” uzyskujemy nastepujace sformutowania:

(1) ”$nieg jest bialy” jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy $nieg jest bialy;

(1’) ”snieg jest bialy” jest zdaniem falszywym wtedy i tylko wtedy, gdy Snieg nie jest bialy.

(...) Mozemy uwazac (1) i (1’) za czastkowe definicje terminéw ”"prawdziwy” i "falszywy” - za
definicje tych terminéw w odniesieniu do pewnego konkretnego zdania. Zauwazmy, ze (1), podobnie
jak (1’), ma postaé¢ narzucona definicjom przez reguly logiki (...) - posta¢ réwnowaznosci logicznej.
Lewa strona (réwnowaznosci) jest to definiendum, czyli zwrot, ktorego znaczenie jest wyjasnione
przez definicje; prawa strona jest to definiens, czyli zwrot, ktéry wyjasnia to znaczenie. W obecnym
przypadku definiendum jest nastepujacym wyrazeniem:

”$nieg jest bialy” jest zdaniem prawdziwym;
definiens zas ma postac: snieg jest bialy.

Na pierwszy rzut oka moze sie wydaé, ze zdanie (1) traktowane jako definicja zawiera podstawowy
blad, znany jako bledne kolo. Chodzi o to, ze pewne slowa, np. ”snieg”, wystepuja (,,) po obu
stronach réwnowaznosci. W rzeczywistosci jednak wystepuja one tam w zupetnie réznych rolach.

3 Brane w znaczeniu formalnym”

4 Brane w znaczeniu materialnym”
Swypowiedz

Sniejasny



ROZDZIAL 12. WOKOE KONCEPCJI PRAWDY TARSKIEGO 169

Prawa strona zawiera stowo ,Snieg” jako syntaktyczna czes¢: definiens jest zdaniem, a sto-
wo ,$nieg” jest jego podmiotem. Lewa strona jest réwniez zdaniem. Glosi ono, ze prawa strona
jest zdaniem prawdziwym. Podmiotem tego zdania jest nazwa zdania stojacego po prawej stronie
utworzona przez ujecie go w cudzysléw. (...) Wyrazenie ujete w cudzysléw powinno byé traktowa-
ne gramatycznie jako pojedyncze stowo nie majace czesci syntaktycznych. W szczegélnosci stowo
“$nieg”, nie jest jego czescia syntaktyczna (...) Logik Sredniowieczny powiedzialby, ze w definiens
»Snieg” wystepuje in suppositione formalis, w definiendum zas in suppositione materialis. Stowa,
ktore nie sg syntaktycznymi czesciami definiendum, nie moga jednak by¢ Zrédlem blednego kola i
niebezpieczenistwo blednego kola znika.”

Uchwy¢my, co najistotniejsze:

1. Tarski nie probuje definiowaé prawdy. Jego celem jest okreslenie zasad, na ktorych powinno sie
opieraé¢ dociekanie o prawdziwosci zdania - ,what is for a proposition to be true”. Dodajmy: zdania
jezyka formalnego (pierwszego rzedu) a nie naturalnego.

2. Istota koncepcji Tarskiego jest rozdzial jezyka zdan, ktérych prawdziwosé nas interesuje (chcemy
definiowaé) od jezyka, w ktorym prawdziwos$¢ zdan jest nam dana (i z ktérej chcemy skorzystaé w
budowanej definicji)®.

12.2 Modele jezykéw i teorii pierwszego rzedu

Zdanie moze by¢ prawda lub falszem tylko Prawdziwosé zdania polega na jego zgodnosci
dzigki temu, ze jest obrazem rzeczywistosci ( korespondencji) z rzeczywistoscia”
L. Wittgenstein A. Tarski

Sens dziatan matematykéw w tym, ze buduja sformalizowane dowody zdan, ktére mozna zapi-
sa¢ w jezyku matematyki. Sa (w wigkszosci) przekonani, ze dowodza ich prawdziwosci. Ale co to
wladciwie znaczy?”.

Stowa Wittgensteina i Tarskiego sugeruja, by Zrodel prawdziwosci zdan szukaé¢ w ,realnym $wie-
cie”: zdania matematyczne powinny by¢ interpretowalne w rzeczywistosci a ta interpretacja powin-
na poddawac si¢ testowi na prawdziwos¢. Jesli jednak terminem ,rzeczywistos¢” chcemy objaé nie
tylko Swat fizyczny lecz tez Swiat pojeé¢ stworzonych przez czltowieka poza matematyka, to praw-
dziwo$éé¢ sadéw o takim $wiecie wymyka sie wszelkimi procedurom, ktére pozwalalyby nadaé¢ temu
pojeciu uniwersalne i niepodwazalne znaczenie.

To nie jest domena matematyki lecz filozofii. To oznacza, ze nie nalezy oczekiwaé jednoznacznych
i powszechnie akceptowanych rozstrzygnie¢. Ale matematyce trudno pominaé¢ milczeniem problem
prawdziwosci, bo bez okreélenia swego stanowiska traci ona sens.

Postcantorowska i posthilbertowska matematyka XX wieku znalazta genialnie proste rozwiazanie
tego dylematu. To koncepcja budowy matematyki, w ktérej dominuje ur-teoria - teoria mnogosci.
Z FC pofredniczy miedzy specjalistycznymi teoriami matematycznymi a rzeczywistoscia (str. 77).
To pozwala ograniczy¢ meczace dyskusje o zgodnosci z rzeczywistoscia poszczegdlnych teorii do dys-
kusji o relacji miedzy ZFC a rzeczywistoscia. A to zadanie pracujacy matematycy pozostawiaja
filozofom matematyki - ,ludziom pogranicza matematyki”. Ustalajac aksjomaty ZFC matematycy
powiedzieli nie-matematykom: jesli zgodzicie sie uznaé prawdziwosé tych zdan w waszym Swiecie
(w co sie nie wtracamy), to my mamy narzedzia, by gwarantowaé prawdziwosé wielu innych zdan'?

7 Scientific American”, t. 220, 1969, nr.6 w ttum. J. Zygmunta (ttumaczenie dostepne w internecie)

8Koncepcja prawdy Tarskiego wpisuje sie w ogdlne pojecie ,korespondencyjnego pojecia prawdy”. Autorstwo
terminu J. Wolanski przypisuje Joachimowi, filozofowi brytyjskiemu z poczatku XX wieku. Zrédel tej koncepcji
mozna doszukiwaé sie u Arystotelesa. Okreslenia ,korespondencyjna”, ,sematyczna’,  klasyczna’ (teoria prawdy)
Tarski uznawal za synonimy. Istota tej koncepcji jest to, ze ,prawdziwos¢” jest tacznikiem miedzy stowami a swiatem.

9Na to pytanie usitowalem odpowiedzieé¢ juz w rozdziale ,,Prawda i dowéd”. Teraz stawiam je po raz drugi i nieco
odmiennie odpowiadam. Ale to nie sprzecznosé tylko komplementarno$é.

00czywiscie upraszczam. Akceptacja matematycznego opisu $wiata nie bierze sie z afirmatywnej akceptacji ak-
sjomatow ZFC. Matematyka zyskala zaufanie, bo wiele jej, odleglych od aksjomatéw, twierdzen trafnie opisuje
rzeczywistos¢. Od Euklidesa po mechanike kwantows.
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Dlatego rozwijajac szczegbétowe teorie matematyczne dbamy o to, by ich jezyk byl interpretowalny
w jezyku ur-teorii, jezyku teorii mnogosci. Ten warunek spetniaja wszelkie teorie pierwszego rzedu.
Teoriomnogosciows, interpretacje jezyka pierwszego rzedu sygnatury ¥ rozpoczynamy od wskazania
pewnego zbioru A. Potem ustalamy interpretacje symboli stownika 3 co oznacza, ze:

- kazda stala ¢ € C' wiazemy z pewnym elementem AeA,

- kazdy n-argumentowy symbol relacyjny r wiazemy z pewnym podzbiorem rA cC A",

- kazdy n-argumentowy symbol operacyjny q wigzemy z funkcjg q : A™ — A :
Strukture

A= (A,(TA: r€R),(¢*:qeQ),(A: CEC))

nazywamy - teoriomnogosciowym modelem jezyka sygnatury ¥.. Zbiér A to nosnik modelu'l.

Korzystajac z rekurencyjnej definicji formul mozemy teraz nadaé znaczenie dowolnej formule ¢(z1, . . ., xy)

- zwiazaé z nia podzbidr [[¢]] C A™ - ,zbidr desygnatéw wilasnosci opisanej przez formule ¢ w mo-
delu A:'?

-z, )] =7
- [z =y]l ={(a,a) : a € A},
dla dowolnych formul ¢(x1,...,xy), Y(x1, ..., Tp):
-llenvll=llolnillvl] , llevell=[llull¥ll , I[¢— 2l =I[ell - [[¥]
-[[=oll =-llel]  (=A"\[[g]]),
Vo, 0(x1, .yt 20)]] = Vn([[0(z1, - 20)]]) 5 [Band(@1, -y Tn—1,20)]] = In([[@(x1, ..., z0)]]).

gdzie ¥y, 3, to znane nam juz operacje na podzbiorach zbioru A™ (patrz str.82).

A , dla kazdego symbolu relacyjnego r € R,

Ciag elementéw (ay,...,a,) € A" ma wlasnosé¢ opisana przez formule ¢(z1,...,z,) gdy nalezy do
podzbioru [[¢]] 3.

Mozemy teraz ,zdefiniowaé” prawdziwo$c:
- formula ¢(x1,...,xy) jest prawdziwa w modelu A gdy [[¢]] = A™ .

Zdanie to formuly bez wolnych zmiennych. Stad jego semantyka jest podzbiér zerowej potegi kar-
tezjariskiej zbioru A czyli podzbiér zbioru jednoelementowego'®. Sa tylko dwa takie podzbiory -
jeden pusty i jeden niepusty (jednoelementowy) Zdanie ¢ jest prawdziwe w modelu A gdy zbiér
[[#]] jest niepusty. W przeciwnym przypadku jest falszywe.

Mozemy teraz zaproponowaé semantyczng definicje prawdziwosci:

zdanie jezyka pierwszego rzedu sygnatury X jest prawdziwe, gdy jest prawdziwe w kazdym
modelu tego jezyka.
i wtérng w stosunku do niej definicje modelu teorii:

Model aksjomatycznej teorii pierwszego rzedu T sygnatury Y to kazdy model jej jezyka, w
ktorym interpretacje jej aksjomatéw sa zdaniami prawdziwymi.

Nuzace, jak wszystkie formalne definicje!®. Ale wystarczy przyjrzeé sie im doktadniej by dostrzec
naprawde wazne subtelnodci.
To jest definicja ,w duchu Tarskiego”. Tarski pisal: ,(...) rozwazajac zagadnienie definicji prawdy
(...) musimy uzywac dwéch réznych jezykéw. Pierwszy z nich jest jezykiem ,o0 ktérym méwimy” (...)
: poszukiwana definicja prawdy stosuje sie do zdan tego wiasnie jezyka. Drugi z nich jest jezykiem
w ktérym ,méwimy o” pierwszym 1 w terminach ktérego PRAGNIEMY SKONSTRUOWAC DEFINICJE
PRAWDY dla jezyka pierwszego. Pierwszy z nich to jezyk przedmiotowy, drugi nazywaé¢ bedziemy

"Ten zbiér to wspominany wczeéniej ,kontekst”, zakres zmiennoéci zmiennych (str. 77).

127aktadamy tu - na chwile! - ze w stowniku ¥ rozwazanego jezyka nie ma symboli operacyjnych ani statych. To
nieco uprosci formalny opis.

13Logicy méwia tez, ze wtedy formula ¢(x1,...,,) jest spelniona przy wartoSciowaniu [x1 := a1, ...Tn = an], i
pisza A E ¢(x1,...,z0)[T1 = a1,...Tn = an).

14 7Zerows potega, liczby jest 1. Zerows potega zbioru jest zbiér jednoelementowy.

15 Poloniusz: Céz czytasz, mosci ksigze? Hamlet: Slowa, slowa, slowa.



ROZDZIAL 12. WOKOE KONCEPCJI PRAWDY TARSKIEGO 171

metajezykiem.” [82] Jezyk przedmiotowy i metajezyk to ROZNE jezyki.

Metajezykiem jest jezyk teorii mnogosci. Ale przeciez ZF'C' to tez teoria pierwszego rzedu. W tym
szczegblnym przypadku jezyk przedmiotowy i metajezyk sa takie same... . Wbrew Tarskiemu. Jest
wiec oczywiste, ze przedstawiona definicja prawdziwosci NIE MOZE mie¢ zastosowania do ZFC bo
to zjadanie wlasnego ogona.

Teoriomnogoéciowcy odpowiedza, ze sens przedstawionej definicji w tym, ze czyni ,,prawdziwos¢”
pojeciem wtérnym w stosunku do réwnosci zbioréw. To prawda. A platonicy dorzucg, ze réownosé
zbioréw to w istocie nie pojecie teoriomnogoéciowe ale absolutne!S.

Czy rzeczywiscie? Oto przyklad: bez watpienia napis CHy = {z € {0,1}: (zx = 0)VCH}, gdzie CH
to zdanie-hipoteza continuum, to poprawna teoriomnogosciowa definicja zbioru!”. Ale nie mamy
zadnych szans na udowodnienie w ZFC réwnosci CHy = {0,1}. Ta réwnosé jest prawdziwa gdy
uznamy hipoteze continuum. Uznajac jej zaprzeczenie udowodnimy réwno$é CHy = {0}. A przeciez
mozemy Z FC rozszerzy¢ na kazdy z tych dwoch sposobow.

Zadna z dwéch réwnosci CHy = {0,1} , CHy = {0} nie jest ,absolutna”'®. Co robi¢?!¥. Zapomnie¢
o transcedencji i uznaé, ze ,prawdziwosé¢” jest dowodliwoscia w ramach danej ur-teorii.

Jezeli zapytamy matematyka, dlaczego twierdzi, ze pewne zdanie ¢ zapisane na tablicy jest prawdzi-
we, to nie odpowie on, ze jest prawdziwe, poniewaz jego znaczenie jest prawdziwym stwierdzeniem w
matematycznym uniwersum. Odpowie, ze ¢ JEST PRAWDZIWE PONIEWAZ MOZE BYC UDOWODNIONE
Z ,,PODSTAWOWYCH ZASAD” (,first principles”). Te podstawowe zasady sa nazywane ,podstawowymi”
poniewaz sa postrzegane jako oczywiste (...) .

Czy trudno powiedzieé, ktora zasada jest podstawowa? Jesli chcemy pozostaé na mozliwie najnizszym
poziomie to nie powinno to by¢ rozstrzygane jako pytanie matematyczne. Nie wykluczamy, iz ksztalt listy
zasad podstawowych moze by¢ przedmiotem sporu. Tak wigc (arbitralnie) ustalamy zdania, ktére nazwie-
my aksjomatami urlogiki i uznajemy ich prawdziwosc. I zadna matematyka nie powinna by¢ konieczna
do tego, by stwierdzié, czy cos jest aksjomatem.

Jezeli za urlogike przyjmiemy pierwszorzedows teorie zbioréw, to zdaniami urlogiki sa zdania pierwszego

rzedu z jedynym symbolem relacyjnym ,€”. Aksjomatami sa aksjomaty ZFC”[89] 2°

12.2.1 Jeszcze jedno twierdzenia Godla

,Aby bada¢ matematyke, badamy jej przyblizenia wy-
razone w jezykach pierwszego rzedu” - R. Drake.

Dla dowolnej pierwszorzedowej T i zdania napisanego w jezyku tej teorii mozemy moéwié o
dowodliwosci i prawdziwosci.

Czy teraz mozliwa jest wymarzona przez Hilberta réwnos$é (semantyczna) prawdziwosé = (syn-
taktyczna) dowodliwosé?

Uporzadkujmy terminolgie. Przyjmijmy, ze (Ax, Rrpor) jest pewnym systemem dowodzenia dla
logiki pierwszego rzedu?!. Sformulowanie jakiejkolwiek aksjomatycznej teorii pierwszego rzedu T to
w istocie wskazanie nowego, ,silniejszego” systemu dowodzenia: zbior T' to aksjomaty specyficzne,
a zbiér Az to aksjomaty logiczne tego systemu??. Powiemy, ze:

18W ZFC stwierdzenie ,zbiory A i B sa réwne gdy maja te same elementy” jest aksjomatem.

"Hipoteze-continuum mozna zapisaé formalnie, jako zdanie pierwszego rzedu jezyka teorii mnogosci. O tej hipotezie
pisatem juz na str. ?7.

8Do zbioru CHy bedziemy jeszcze wracaé.

"W.I.Lenin.

20W literaturze méwi sie o dowodliwoséci w ZFC' jako o udowodnionej prawdzie - provably truth.

21 Takich systeméw jest wiele. Ich opisy mozna znalezé w podrecznikach logiki. Wystarczy tez przeszukaé internetu
pod hastem ,first order logic”. Konkretny ksztalt wybranego systemu nie jest dla nas w tej chwili wazny. Powiedzmy
tylko, ze wszelkie prawa klasycznego rachunku zdan obowiazuja w FOL.

%2Dlaczego tworzac teorie nie dodajemy réwniez ,specyficznych” regul dowodzenia? Nieco upraszczajac: w zbiorze
regul kazdego hilbertowskiego systemu dowodzenia dla FFOL jest reguta odrywania A‘ABHB . Dlatego kazda ,specy-

ficzng” regule dowodzenia =2k mozna zastapié¢ kolejnym aksjomatem specyficznym p1 A ... App — k.
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zdanie ¢ jest konsekwencja logiczna (syntaktyczna) T, gdy ma dowéd w systemie formalnym
(AzUT, Rpor). Piszemy wowczas T & ¢ i méwimy, ze zdanie ¢ jest ,dowodliwe w (teorii) T”.

zdanie ¢ jest konsekwencja semantyczng T', gdy jest prawdziwe w kazdym teoriomnogosciowym
modelu teorii T'. Piszemy wéwczas T |= ¢ 1 méwimy, ze zdanie ¢ jest ,prawdziwe - w (teorii) T”.

Implikacja ,to, co dowodliwe, jest prawdziwe” jest konieczna: jaki sens - poza polityka - ma
dowodzenie glupstw (zdan falszywych)? Ale matematyka nie znosi zbyt wielu koniecznosci (oczy-
wistodci) - ta zaleznoéé zostala udowodniona i funkcjonuje pod nazwa ,twierdzenia o zgodnosci”?3.

Spetnienie hilbertowskiego postulatu sprawowania finitarnej kontroli nad matematyka sprowa-
dza sie teraz do pytania czy odwrotna implikacja tez jest prawdziwa, czy ,to, co prawdziwe, jest
dowodliwe” (w teorii T)? Jesli tak jest to teorie T nazywamy pelna.

Odpowied? jest pozytywna: dowolna (niesprzeczna) pierwszorzedowa teoria jest pelna. A za-
wdzieczamy ja ... Godelowi.

Miedzy dwoma twierdzeniami Gédla - o niezupelnosci arytmetyki i pelnosci teorii pierwszego rzedu (czyli
w szczegblnosei pelnosci PA) nie ma sprzecznosci. Upewnijmy sie, ze to rozumiemy:

Pierwsze twierdzenie méwi, ze zdania arytmetyczne prawdziwe w POJEDYNCZYM modelu - standardowym
modelu liczb naturalnych - nie musza by¢ dowodliwe.

A pelnosé arytmetyki Peano oznacza, ze kazde zdanie prawdziwe we WSZYSTKICH MODELACH tej teorii,
ma dowéd w PA.

To tylko potwierdza, co juz wiemy: PA nie jest teoria kategoryczng - ma wiele modeli®*.

Oryginalny dowéd twierdzenia o petnosci teorii pierwszego rzedu przedstawiony przez Godla byt
tak skomplikowany, ze zrozumialo go niewielu. Wsrdd nich zapewne Henkin, ktéry zaproponowat
wtasny dowdd. W istocie Henkin udowodnil wiecej - pokazal, ze:

jezeli teoria jest niesprzeczna, to posiada model teoriomnogosciowy.

Istote dowodu Henkina mozna opisaé tak: jesli teoria T napisana w jezyku sygnatury ¥ ma model
A, to mozna jg rozszerzyé do maksymalnej i niesprzecznej teorii T4 - zbioru wszystkich zdan
prawdziwych w A. Wéwczas dowolne zdanie postaci 3, ¢(r) € T4 ma swiadka - element ay € A
taki, ze formula ¢(z) jest spelniona przy wartosciowaniu [z := ag]. Tym samym A moze by¢
traktowany jako model jezyka sygnatury > wzbogaconej o nows stala cy a zdanie ¢(cg) (otrzymane
z ¢(x) przez zastapienie zmiennej x staly cy) jest prawdziwe w A.

Henkin odwrécit kierunek myslenia: pokazal, ze kazda niesprzeczna teorie T' mozna uzupelnié¢ do
maksymalnej niesprzecznej teorii T, napisanej w jezyku rozszerzonym o nowe stale i takiej, ze
kazde zdanie egzystencjalne 3, ¢(x) w T;, ma $wiadka - stala c, taka, ze zdanie ¢(cy) € Thp,.

I zrobit to BEZ ZALOZENIA, zZe teoria T ma model.

Druga cze$¢ dowodu jest juz tatwiejsza(sic!) - Henkin pokazal, jak zbudowaé poszukiwany model
teorii T korzystajac ze statych wystepujacych w zdaniach teorii 7;,%° .

Jak z twierdzenia Henkina wydedukowaé pelnoéé dowolnej teorii pierwszego rzedu?
Przyjmijmy, ze pewne zdanie ¢ jest prawdziwe we wszystkich modelach teorii T a nie jest konse-
kwencja logiczna tej teorii. Wéwezas teoria T U {—¢} jest niesprzeczna®® a wiec - na mocy twier-
dzenia Henkina - ma model A. Ale w tym modelu byloby prawdziwe zdanie ¢ (gdyz A to tez model
T) i jego zaprzeczenie —¢. A to jest niemozliwe.

H Twierdzenie o zgodnosci i twierdzenie Godla-Henkina ciesza zwolennikéw koncepcji matematyki opartej

ZKant pisal: Prawda jest zgodnoScia POZNANIA z jego przedmiotem. Jedli ,poznaniem” jest dowodzenie w jezyku
teorii a ,przedmiotem” - teoriomnogosciowe modele, to twierdzenie o zgodnosci jest realizacja postulatu Kanta.

24Oba twierdzenia - o pelnodci teorii pierwszego rzedu i niezupetnosci PA - Godel przedstawil na konferencji we
wrzesniu 1930 roku w Krélewcu. Pierwsze w obecnosci Hilberta, ktéry - jak sie¢ mozna domyélaé - przyjat ten wynik
z ogromng satysfakcja. I wyjechatl. Tymczasem tuz przed konicem konferencji Godel wystapit ponownie, tym razem z
twierdzeniem o niezupeinosci arytmetyki. Moze lepiej, ze Hilbert wyjechat...

Z5Polecam artykutl G Bezhanishvili’ego Henkin’s method and the Completness Theorem (internet)

26Gdyby byta sprzeczna, to T' U {-¢}F L, czyli T F ——=¢ i tym samym T+ ¢ , wbrew zalozeniu.
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na teorii mnogosci, gdyz moga uznacé je za dowdéd dwédch fundamentalnych - dla nich - réwnosci:
niesprzecznosé (teorii) = istnienie (modelu) prawdziwos¢ = dowodliwosé
Dodatkowa radosé¢ sprawia im fakt, ze ten dowdéd wymaga uznania nieskonczonosci aktualne;j.

Wszystko sie pieknie sktada w catosé. Tylko ta niezupelnosé arytmetyki... . I ta niepewna niesprzecznosé
ZFC....

Zbior zdan dowodliwych w dowolnej teorii aksjomatycznej jest czeSciowo rekurencyjny. To wiemy.
Ale nie jest zbiorem rekurencyjnym. Méwi o tym twierdzenie Churcha:

Logika pierwszego rzedu jest nierozstrzygalna

co oznacza, ze nie istnieje procedura, ktora przyjmujac jako dane dowolna pierwszorzedowa teorie
T i zdanie ¢ sformulowane w jej jezyku rozstrzyga, czy zdanie to jest dowodliwe w T%7

Church pokazal, ze istnienie takiej procedury spowodowaloby istnienie procedury rozstrzygajacej
dla problemu stopu - udowodnil, ze z kazda para (M, v) - gdzie M to maszyna Turinga a v to stowo
(binarne) - mozna zwazac¢ takie pierwszorzedowego zdania ¢(yr,,), ktére posiada dowdéd dokladnie

wtedy, gdy maszyna M zatrzymuje sie rozpoczynajac prace ze stowem v zapisanym na taémie®®.

Ostatnia uwaga: czy definiowanie prawdziwosci poprzez odwolanie do wszystkich modeli teo-
riomnogoéciowych jest konieczne, czy nie wystarczy odwotaé sie do ,realnie istniejacych” modeli
skonczonych? (model skonczony to model o skonczonym nosniku). Kto nam zabroni zanegowaé
obecnosé aktualnej nieskonczonosci w matematyce i przyjac taka oto definicje:

wzdanie jezyka pierwszego rzedu sygnatury Y. jest prawdziwe, gdy jest prawdziwe w kazdym
SKONCZONYM modelu tego jezyka”.

To zachecajace, bo prostsze. Wszystkie podzbiory skoficzonego zbioru sa rozstrzygalne co oznacza,
ze w dowolnym skonczonym modelu spetnianie formul i prawdziwo$é¢ zdan sa problemami roz-
strzygalnymi®”. To daje nadzieje, ze prawdziwosé zdan we WSzYSTKICH modelach skoficzonych jest
rozstrzygalna lub przynajmniej dowodliwa. Niestety: B. Trakhtenbrot3® pokazal, ze:

njezeli w rozwazanym jezyku pierwszego rzedu mamy choc¢by jeden symbol relacyjny, ktory
nie jest jednoargumentowy, to zbiér zdan prawdziwych we wszystkich skoriczonych modelach tego
jezyka nie jest rekurencyjnie przeliczalny”.
Skoro zbiér zdan dowodliwych jest rekurencyjne przeliczalny, to ... musza istnie¢ zdania prawdziwe
we wszystkich modelach skoniczonych ktére nie sg dowodliwe! Definicja prawdziwosci odwolujaca
sie do modeli skonczonych wcale nie jest tatwiejsza... .

12.2.2 Ograniczenia jezyka pierwszego rzedu

Twierdzenia Godla wskazaly nieprzekraczalne ograniczenia jezyka pierwszego rzedu jako narze-
dzia opisu (nietrywialnej, czyli zawierajacej arytmetyke) matematyki. Analiza koncepcji modelu
teoriomnogosciowego ujawnia dalsze. O pewnych juz wspomnieliémy (twierdzenie Trakhtenbrota,
twierdzenie Churcha o nierozstrzygalnosci FOL). Dodajmy do tej listy ograniczen jeszcze dwa.

Roéwnosé
Zajmijmy sie dotad pomijanymi termami i formutami-réwnosciami terméw.

W modelach teoriomnogosciowych termy - schematy nazwowe - interpretujemy jako funkcje:
semantyka termu o n zmiennych wolnych ¢(z1,...,z,) w modelu posadowionym na zbiorze A jest

2TTo oczywiscie nie wyklucza, ze ten problem jest rozstrzygalny dla pewnych teorii czy tez pewnych klas teorii
pierwszorzedowych.

28To ledwie zarys idei dowodu Churcha. Warto dodaé, ze dowodzie korzysta sie z twierdzenia o petnosci a ,,problem
stopu” zastepuje si¢ zazwyczaj réwnowaznym (czyli réwniez nierozstrzygalnym) ,problemem zatrzymywania maszyn
Turinga rozpoczynajacych prace z pusta tasma’. Zainteresowanym zalecam przeszukanie internetu pod hastem ,nie-
rozstrzygalnosé logiki pierwszego rzedu” lub/i ,undecidability of FOL”.

2P0 odrzuceniu aktualnej nieskoriczonosci zbiér C'Hp nie jest juz poprawnie zdefiniowany!

30Boris (Boaz) Avraamovich Trakhtenbrot (1920-2016) rosyjski logik pochodzenia zydowskiego.
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pewna, definiowana rekurencyjnie, funkcja ¢ : A™ — A 31,
Semantyke formuly - réwnosci terméw 1 (z1,...,2,) = ta(z1,. .., 2,) definiujemy tak:

[[t1 = t2]] = {(a1,...,an) € A" : ty(ay, ..., a,) = ta(ay, ..., an)}

Niech to nam nie umknie: réwnosé w teoriach pierwszego rzedu jest pochodna réwnoséi w ZFC, ktéra

NIE JEST ,absolutna” lecz jest pojeciem definiowanym wewnatrz teorii mnogoéci®2.

Roéwnosé to relacja o szczegdlnym statusie. Wida¢ to w aksjomatyce FOL - sg tam aksjomaty
gwarantujace zwrotnosé, symetrycznosé, przechodniosé i kongruentnos$é réwnosci>? i aksjomat gwa-
rantujacy ,wymiennos$¢” réwnych terméw w formutach: (¢ = to — ¢(...,t1,...) < o(...,t2,...)
dla dowolnej formuty ¢ . Dlatego mowiac o FOL czesto uzywamy bardziej precyzyjnego okreslenia:
logika pierwszego rzedu z réwnoscia.

Czy uprzywilejowanie réwnosci jest konieczne? Dlaczego nie traktujemy réwnosci jako jednego

z wielu réwnouprawnionych symboli relacyjnych a jej pozadang interpretacje nie wymusimy przez
odpowiednie aksjomaty? 34.
To niemozliwe. Oto przyktad: w jezyku, ktérego stownik to jeden jedyny dwuargumentowy symbol
relacyjny r niesposéb wskazaé formute bez rownosci, ktora jest spetniona w modelu jednoelemen-
towym i nie jest spetniona w dwuelementowym modelu A = ({a,b},r?), gdzie r4 = {a,b} x {a,b}.
Natomiast formula V., = y jest spetniona tylko w modelu jednoelementowym... .

»,Zamierzonej interpretacji” réwnosci nie da si¢ zagwarantowacé ,syntaktycznie”.

Modele teoriomnogosciowe wobec ... nieskonczonosci

Dowod to konstrukcja finitarna - w jakimkolwiek dowodzie prawdziwoéci zdania w tej teorii
korzystamy tylko ze skofczenie wielu aksjomatéw>®. Dlatego sprzeczna teoria - taka, w ktorej do-
wodliwe jest zdanie falszywe - musi zawieraé¢ skonczong i sprzeczng podteorie. Odwréémy to: teoria
jest niesprzeczna, jesli tylko kazdy jej skonczony fragment jest niesprzeczny. Teraz, dzieki henki-
nowskiej réwnosci ,niesprzecznosc teorii = istnienie modelu”, mozemy sformutowaé twierdzenie o
zwartosci:

Jezeli kazdy skoriczony fragment teorii ma model, to i cala teoria ma model®
Stad
kazda teoria T, ktéra ma dowolnie duze modele skoriczone, musi mie¢ ... model nieskonczony!
- wystarczy rozwazy¢ teorie¢ Too =T U{¢, : n € N} , gdzie
On = Fav,.wn Vij<n Ti F T
Zdanie ¢, jest prawdziwe w modelu A wtedy, gdy ma on wiecej niz n elementéw. Zatem kazdy
skoniczony fragment teorii Ty, ma model. Tym samym - wtaénie na mocy twierdzenia o zwartosci -

31Semantyke najprostszych terméw - q(z1,...,%n) gdzie ¢ to m-argumentowy symbol operacyjny - okre-
$lamy definiujac model. Krok rekurencyjny: gdy ¢(z1,...,%n) = q(t1,...,tm) , to lai,...,an) =
¢ (t1(ar, ... an),. .. tm(a1, ... an).

32Wiecej o tym juz wkrétce. Teraz powiedzmy tylko, ze teoriomnogodciowa réwnosé jest zadekretowana w postaci
aksjomatu ekstensjonalnosci. Wazne: skoro funkcje-semantyki terméw nie musza byé obliczalne to zbioér [[t1 = t2]] -
nie musi by¢ rozstrzygalny ani nawet sprawdzalny.

33Patrz podrozdzial ,Wiecej niz przyktad - réwnowaznosé kontrolowana” - str. 26 .

34Wypisane wyzej aksjomaty tego nie gwarantuja. Gdyby réwnos$é w aksjomatyce Peano byta tylko relacja spet-
niajaca te aksjomaty, to modelem takiej teorii bytby np. zbiér N z operacjami nastepnika, dodawania i mnozenia, w
ktérym semantyka ,rownosci” jest relacja mod2 - m mod2n wtw m — n jest liczba parzysta.

3%Nie wyprowadzajmy stad jednak wniosku, ze kazda teoria moze byé zastapiona przez skoficzona teorie!

36 Analogiczne twierdzenie obowiazuje tez dla logiki zdaniowej - ,zbidr formul zdaniowych jest spelniony, jesli tylko
kazdy jego skoriczony podzbidr jest spelniony”. Dowdd tego twierdzenia wymaga jedynie wykorzystania indukcji i
pewnej pomystowosci. Baaardziej zaawansowanym podpowiem, ze ten wynik jest tez konsekwencja zwartosci prze-
strzeni topologicznej {0,1}“ (przestrzeni Cantora).

Wiekszo$¢é matematykéw kojarzy ,zwarto$¢” z topologia: (,,topologia jest zwarta, jezeli czeS¢ wspdlna dowolnej nie-

skoniczonej rodziny zbioréw domknietych jest pusta tylko wtedy, gdy pewna jej skoniczona podrodzina ma przekrdj

pusty”). Jesli oznaczymy przez Mod(T') klase modeli teorii T', to twierdzenie o zwartosci mozemy zapisaé tak:
Mod(T) =10 & istnieje skoniczony podzbidr Ty C T taki, ze Mod(Tp) = 0
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cala teoria T, ma model. A ten model musi byé nieskonczony!
SKONCZONOSC NIE JEST OPISYWALNA W JEZYKU PIERWSZEGO RZEDU 37

Co wigcej, w jezyku pierwszego rzedu NIE POTRAFIMY ROZROZNIAC ROZNYCH RODZAJOW NIE-

SKONCZONOSCI. Méwi o tym twierdzenie Léwenheima-Skolema®®:

,Jesli teoria pierwszego rzedu ma jakikolwiek model nieskoniczony, to ma modele nieskoriczone
dowolnej mocy”.

Uswiadomijmy sobie (najprostsze) konsekwencje:

- istnieje cialo przeliczalne, ktére ma wszystkie pierwszorzedowe wlasnosci ciala liczb rzeczywi-
stych®?,

- istnieje obiekt mocy continuum (i kazdej mocy wiekszej), ktéry jest modelem aksjomatyki
Peano - 1acznie z aksjomatem indukcji!

- jesli teoria mnogosci ma model, to ma réowniez model przeliczalny. W tym modelu musza byé...
zbiory nieprzeliczalne. Sprzeczno$é??

Twierdzenie Godla o niezupelnosci pokazalo, ze jezyk pierwszego rzedu jest zbyt staby by jed-
noznacznie opisywac nieskoniczone obiekty matematyczne. Twierdzenia Lowenheima-Skolema idzie
dalej: méwi, ze ten jezyk jest ,$lepy na kolory nieskonczonosci”: nie widzi cantorowskiej skali nie-

skonczonosci?!.

12.3 Modele teoriomnogosciowe i nominalizm

Jestem nominalista (...). Jestem radykalnym anty-platonikiem.
Reprezentuje surowy naiwny rodzaj anty-platonizmu (...) . Bar-
dzo trudno zy¢ z ta postawa filozoficzna (...) zwlaszcza, gdy cos
zwane teoriag mnogosci stanowi jego hobby. A. Tarski*?

Twierdzenie Godla mowi, ze bez wskazania odpowiedniego rozszerzenia teorii Z F'C' nie mozna orzec,
czy jest ona niesprzeczna. Poniewaz niesprzecznosé¢ ZFC = istnienie modelu ZFC” to nie mozna -
bez dodatkowych zatozen - wskazaé¢ jakiegokolwiek modelu tej teorii. Nie mozemy powiedzie¢ CZyM
JEST ZBIOR. Tymczasem definiujac modele teoriomnogo$ciowe teorii pierwszego rzedu operujemy
pojeciem zbioru bez zadnych zahamowan. Czym jest model jeéli nie wiemy, czym jest zbiér?
Oczywiscie, mozna wszystko ttumaczy¢ wiara w niesprzecznosé¢ ZFC, ale to nie zmienia faktu,
ze nie wiemy czym sa zbiory. Jesli tak, to czym jest teoriomnogosciowy model teorii 7' i jak rozumieé
stwierdzenie ,zdanie ¢ jest prawdziwe w teoriomnogosSciowym modelu teorii T77
Troche duzo tych pytan na ktére nie znamy odpowiedzi... . Rozwigzaniem jest nieco inne rozumienie
definicji teoriomnogosciowego modelu teorii.

Model teorimnogosciowy jezyka pierwszego rzedu to pewna TRANSLACJA formul tego jezyka na
jezyk teorii mnogosci (spelniajaca warunki okreslone w pierwotnej definicji modelu).
Pokazemy jak to rozumieé na przyktadzie teorii grup Gr. To teoria pierwszego rzedu ktérej stownik
zawiera tylko dwa symbole: operacji binarnej - ,+” i statej - ,,0”. Ta teoria to trzy zdania:

- vx,y,zx+ (y+Z) = ($+y> + Z,

-Vex4+0=0AN0+ax=121

-Vedyx+y=0Ay+2=0

3"Dokladniej: w jezyku pierwszorzedowej teorii T nie mozna sformutowaé warunku gwarantujacego skoficzonoé jej
teoriomnogosciowych modeli (co jednak nie znaczy, ze teorii mnogosci nie mozna zdefiniowaé zbioréw skoriczonych).

38 Albert T. Skolem (1887 -1963) — matematyk norweski. Leopold Léwenheim (1878 - 1957) - matematyk niemiecki.

3954 to obliczalne liczby rzeczywiste, ktérych jest przeliczalnie wiele... (patrz przypis na str. 148)

40To paradoks Skolema. Wrécimy do niego pézniej.

4 Logicy méwia, ze teoria jest kategoryczna gdy ma jeden model - z doktadnoécia do izomorfizmu. Zadna teoria
pierwszego rzedu posiadajaca nieskonczony model nie jest kategoryczna. Dlatego moéwi sie tez o teoriach kategorycz-
nych w mocy « (gdzie a to liczba kardynalna) - takich, ktére maja jeden model mocy a.

“2Cytuje za J. Wolanskim ([93], str. 183).
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Jednak wiekszo$¢ pracujacych matematykow uzywa takiej definicji: ,,grupa to dowolny zbior G wraz
z funkcja @ : G x G — G i wyréznionym elementem 0 € G takimi, ze:

- vac,y,zeG CL"EB (3{@ %) = (33 2] y) ® z,

-Veegz®0=0AN00x =2

—Vmegﬂyega:@y:f)/\y@x:f)
Ta nowa definicja to zapisana w uproszczony sposOb TRANSLACJA aksjomatéw teorii Gr na - nieco
wzbogacony - jezyk teorii mnogoséci*®. To wzbogacenie polega na wprowadzeniu dodatkowych sta-
lych G, ®,0. Tréjka (G, ®,0) to wyznacza translacje jezyka teorii grup na jezyk (wzbogaconej o te
stale) teorii mnogosci.
Twierdzenie o petnosci wystowimy teraz tak:

»jesli translacja zdania Z ma dowéd w ZFC + GrSet, to zdanie Z ma dowod w Gr”.
(odwrotna implikacja jest oczywiscie tez prawdziwa)
Nowowprowadzone stale reprezentuja dowolny model teorii grup w jakimkolwiek (potencjalnie ist-
niejacym) modelu ZFC w tym sensie, ze w ZFC + GrSet dowodliwe sg wszystkie zdania sfor-
mulowane w jezyku teorii grup i prawdziwe w teorii grup Gr (dokladniej: translacje takich zdan).
Dlatego wiekszos¢ mainstramowych matematykéw utozsamia teorie grup z jej teoriomnogoéciowa
translacjg.
Teoria ZFC + GrSet umozliwia badanie grup w ,teoriomnogos$ciowym kontekscie”: mozna po-
szukiwaé¢ dowodow zdan sformutowanych w jezyku teorii mnogosci rozszerzonym o zestaw statych
G, ®,0 (ktérych jest wiecej niz translacji zdan sformutowanych w jezyku teorii grup).
Mozna tez ,teoriomnogosciowo” wzbogacaé teorie ZFC + GrSet. Np. dodajac jako aksjomat zda-
nie ,,G jest skonczonym zbiorem” utworzymy aksjomatyke teorii grup skonczonych. To umozliwia
dowodzenie - w ZFC - ,prawd” dotyczacych wylacznie grup skonczonych**.
O konkretnych teoriomnogos$ciowych modelach teorii grup mozna méwié¢ wtedy, gdy state

G, @, 0 sa jednoznacznie definiowalne w ZFC. Np. gdy G to zbiér liczb calkowitych, & to zwykle
dodawanie a 0 to zero.

Nic sie nie zmieni gdy teorie Gr zastapimy dowolna teoria pierwszego rzedu T: ,tak samo”
skonstruujemy teorie ZFC + T'Set - rozszerzenie teorii ZFC' o tlumaczenia aksjomatéw teorii T'..

Takie nominalistyczne rozumienie teoriomnogosciowego modelu teorii 7' prowokuje do utozsa-
mienia ,prawdziwosci” zdania ¢ (w modelach teorii T') z jego dowodliwoscia w ZFC + T Set.
Dlatego pragmatycznie nastawieni mainstreamowi matematycy nie zawracaja sobie glowy subtel-
no$ciami zwigzanymi z rozréznianiem jezykow teorii szczegdélnych i jezyka teorii mnogosci - ,nie
pracuja z teorig T lecz z teoria ZFC + T'Set”. To utwierdza w przekonaniu, ze ,teoria mnogosci
to raj”.

Filozoficzne rozterki zwigzane z niezupelnoscia ZFC i jej niepewna niesprzecznoscia sa obce
wigkszosci ciezko pracujacych matematykéw. Teoria mnogosci i jej jezyk to ich ,rzeczywisto$é”. Sa
przekonani, ze dowodzac w ZF'C znajdujg uniwersalne prawdy. Zbiorowa hipnioza? Niezamierzony
efekt jednostronnej edukacji?

To postawa wigkszosci, ale nie wszystkich. Skolem pisal: ,(...) Sadzilem, zZe jest tak jasne,
iz aksjomatyzacja w jezyku zbiorow nie jest zadowalajaca ostateczna podstawa matematyki, ze
matematycy w wiekszosci nie beda sie nia zbytnio interesowac. Ale ostatnio zauwazylem (...) ze
wielu matematykow mysli, iz aksjomaty teorii mnogosci stanowig podstawe IDEI MATEMATYKI;
dlatego (...) nadszed! czas na opublikowanie krytyki” [16]

Skolem byl matematycznym konstruktywista®. Czy konstruktywisci zaproponowali swojg defi-

43 Uproszczony”, bo np. wierne ttumaczenie drugiego aksjomatu teorii Gr powinno wygladaé tak:
Vo €Q) = (zd0=2)A 0@ z) =2x)

“Warunek ,skoficzonosci grupy” mozna opisaé¢ w jezyku teorii mnogosci ale nie w jezyku teorii Gr. Klasyfikacja
prostych grup skonczonych to jedno z najwigkszych osiagnieé algebry w XX wieku. Pelna klasyfikacja tych grup to
dzieto ponad stu autoréw zawarte w ok. 500 pracach liczacych w sumie kilkanascie tysiecy stron (C.Bucinski, M.F.uba
O klasyfikacji skoficzonych grup prostych (http://main3.amu.edu.pl/wiadmat/037-052.cb.wm38.pdf)).

45Doktadniej: byt jednym z pionieréw matematycznego finityzmu.
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nicje modelu?

Takie préby podejmowano. Logika Herbranda r6zni si¢ od logiki pierwszego rzedu wytacznie defini-
cja modelu. Modele sa tu przeliczalne a kazdy element takiego modelu ma swoja nazwe?6. Zainte-
resowanych odsylam np. na strong internetowa http://www.cs.uic.edu/ hinrichs/herbrand/html/.
Ale nie oczekujmy zbyt wiele, bo - jak pisza Autorzy strony - ,(...) part of the motivation for
building the website was the frustration brought about by looking for and failing to find general
results on this logic”.

Pora na puente: ,,Prawde jako relatywna wlasnos¢ zdan pozostajacych w okreslonym stosun-
ku do rzeczywistosci nazywamy prawda materialna, w odréznieniu od prawdy charakterystycznej
dla jezykow sformalizowanych nauk dedukcyjnych, ktoérej istota wyraza sie w spetnianiu funkcji
zdaniowej” - wierze ze teraz to zdanie jest bardziej zrozumiale niz przed lektura tego rozdziatu®”.

12.3.1 Dodatek: intuicjonistyczna logika temporalna (tekst roboczy)

The importance of intuitionistic temporal logics in Compu-
ter Science and Artificial Intelligence has become increasin-
gly clear in the last few years.®

Intuicjonistyczna logika temporalna to - zgodnie z nazwg, - swego rodzaju fuzja logiki intuicjoni-

stycznej i temporalnej. Te pierwszg juz poznalidémy. A poznanie drugiej nalezy rozpoczaé od choéby
skrotowego przedstawienia logiki modalnej.
(Zdaniowa) logika modalna to rozszerzenie klasycznej logiki zdaniowej. Jej ,minimalistyczna” wer-
sja to logika K Skladnia jezyka tej logiki to rozszerzenie jezyka klasycznej logiki o dwa nowe
(unarne) konstruktory - O i { - ktérych zamierzona interpretacja sa stwierdzenia ,,jest konieczne”
(@)1 ,jest mozliwe” ({»). Dodajemy tez nowy aksjomat - O(p — ¢q) — (Op — Oq) oraz nowa regute
dowodzenia:

P 49
Up

Wskazanie zamierzonej interpretacji konstruktoréw [ i <> trzeba traktowaé¢ z pewng rezerwa. Nie jest
przeciez pewne, ze wszyscy interpretujemy ,konieczno$¢” i ,mozliwo$¢” tak samo. Na przyktad ,myslac
klasycznie” (dychotomicznie) gotowi jesteSmy uznaé réwnowazno$é —O-p = Op . Ale czy jesteSmy tego
réwnie pewni, gdy odrzucimy prawo wylaczonego srodka??°

Jest odwrotnie: to wtasnie formalizacja logiki i jej aksjomatyzacja USTALA jednoznacznie zaleznosci miedzy
konstruktorami logicznymi. A jesli tak, to trudno oczekiwaé jednomys$lnosci.

I tak powstata dzungla logik... .

Logiki temporalne to pewien rodzaj logik modalnych tworzone po to, by w ocenie wartosci
logicznej zdan uwzglednié¢ czas. Pominmy jednak (ciekawy) watek filozoficzny i sprébujmy naszki-
cowa¢ matematyczng, sformalizowana wersje tej logiki.

A N.Prior — prekursor logiki temporalnej - zdefiniowat tzw. tense logic®' rozszerzyl jezyk klasycznej
logiki zdaniowej dodajac do jego skladni cztery nowe konstruktory:

Hp — ,bylo (w przeszlosci) zawsze tak, ze p”°?

Pp — , bylo kiedys tak, ze p”

Gp — ,,bedzie zawsze tak, ze p”,

16 Jedli w sygnaturze jezyka znajda sie symbole operacyjne, to nosnikiem modelu Herbranda jest terméw domknie-
tych. Na marginesie: zachecam do zapoznania si¢ z twierdzeniem Herbranda.

4TM.Wesoly, ,,Uwagi o arystotelesowskiej koncepcji prawdy”, Studia Filozoficzne 11, s. 117-125, 1977.

48To zdanie z pracy Exploring the Jungle of Intuitionistic Temporal Logics, J. Boudou, M Diegue, D.Fernandez-
Duque, P.Kremer udostepnionej w internecie 30.12.2019 roku, na ktérg trafitem poszukujac wsparcia w prébach
zorientowania si¢ w dzungli nieklasycznych logik.

50W cytowanej na wstepie pracy konstruktor [ jest kojarzony ze stowem ,,henceforth” - odtad natomiast konstruk-
tor & - z ,eventually” (ostatecznie).

S1W jezyku polskim - logika czaséw gramatycznych (prawdopodobnie).

52Tyn. zdanie Hp jest prawdziwe, gdy zdanie p bylo prawdziwe w kazdej chwili w przesztosci. Podobnie nalezy
rozumie¢ opisy pozostatych konstruktoréow.



ROZDZIAL 12. WOKOE KONCEPCJI PRAWDY TARSKIEGO 178

Fp — ,bedzie kiedys tak, ze p”.>

Korzystajac z tych konstruktoréw tatwo opiszemy kolejne intencjonalnie zwiazane z czasem: ,za-
wsze” - Ap = Hp A p A Gp oraz  kiedy$” - Pp Ap A Fp.
Dodamy tez nowe prawa - aksjomaty tej teorii:
(Glp—4q) = (Gp—Gq),  H(p—q) — (Hp— Hq)
p—GPp, p—HFp
i dwie nowe reguty dowodzenia:
3 5
Gp ’ Hp
(przyjmujac te interpretacje zaakceptujemy réwnowaznoéci Hp = ~P—p, Gp = —F-p. Mozna wigc
ograniczy¢ sie do wprowadzenia dwoch funktoréw czasowych - P i F.)

Kiedy$ moze dokoncze.... Gdy uda sie napisaé cos o ,toposach temporalnych”.

53Réwniez w tym przypadku - jedli akceptujemy prawo wylgczonego $rodka! - mozemy wyeliminowé dwa z tych
czterech konstruktéréw, czyli uznac réwnnowaznosci Pp = -H-p , Gp = -G—p.



Rozdziat 13

Pewna szczegdlna teoria - ZFC

Matematyka jest logika nieskoriczonego. Ernst Zermelo
Set Theory is the mathematical science of the infinite. It studies properties
of sets, abstract objects that pervade the whole of modern mathematics. The
language of set theory, in its simplicity, is sufficiently universal to formalize
all mathematical concepts and thus set theory, along with Predicate Calculus,
constitutes the true Foundations of Mathematics.

Stanford Encyclopedia of Philosophy

Aksjomatyka teorii mnogosci, w jej dzisiejszym ksztalcie, nie jest dzielem Cantora. Cantor operowatl
zbiorami w sposéb blizszy temu, co dzi§ nazywamy naiwng teoria mnogosci. Ujawnienie tych naiwnosci
(np. omawianego wczesniej paradoksu Russella jodkrytego” w 1901 roku) uswiadomilo potrzebe Scislej
aksjomatyzacji tej teorii.

Pierwsza dojrzala propozycje aksjomatyzacji przestawil E. Zermelo w 1908 roku.

Aksjomaty, ktére uksztaltowaly sie w wyniku tych préb i zyskaly spoleczna (matematykdw) akceptacje,
nosza nazwe aksjomatéw Zermelo-Fraenkela (ZF). Mialo to miejsce okolo 1930 roku. Jesli dodatkowo

uwzglednimy stynny aksjomat wyboru, to otrzymamy tzw. aksjomatyke ZFC.

Struktura jezyka teorii mnogosci

Stownik jezyka ZFC to jeden jedyny dwuargumentowy symbol relacyjny ,€”!. Stad formuly ato-
mowe w tym jezyku to albo x = y albo x € y , gdzie x i y to zmienne przedmiotowe.

Relacje ,,€” zwykliémy nazywaé relacja przynaleznosci®. Jedli x € y to méwimy: ,(zbidr) x jest
elementem (zbioru) y” lub (zbiér) x nalezy do (zbioru) y”>. .

Réwnosé jest wtorna w stosunku do relacji przynaleznoséci. Méwi o tym jeden z aksjomatow ZFC
- aksjomat ekstensjonalnosci: (a = b) <> V.(c €a +>c€b)?

Termin ,teoria zbioréw” jest wielce mylacy. Ta teoria to pierwszorzedowy OPIS TYCH CECH RELACJI
PRZYNALEZNOSCI KTORE SA NIEZBEDNE, BY OGOL OBIEKTOW POWIAZANYCH TA RELACJA NAZWAC
ZBIORAMI.

Matematycy nie badaja przedmiotéw, lecz stosunki miedzy przedmiotami; z ich punktu widzenia dane
przedmioty mozna zastapic¢ innymi, jesli tylko nie zmieni to stosunkéw miedzy nimi. Nie interesuje ich
tresé, a tylko forma - H. Poincare [57].

Teorig, ktéra ma byé podstawa matematyki, sprowadzono do opisu cech jednej jedynej relacji... . By¢
moze zdecydowalo o tym przekonanie o transcedentnym istnieniu idealnego $wiata matematyki.

Idealnego, czyli - jak chcieli Spinoza i Leibniz - wywodzacego si¢ z ,,jednej podstawowej zasady”.

!Ten symbol po raz pierwszy pojawil si¢ w 1889 w pracy G. Peano.

2To jest niewymuszona, lecz zamierzona interpretacja symbolu ,&”. Czy tego chcemy czy nie, to arbitralne przy-
pisanie symbolowi wybranego znaczenia ukierunkowuje (zaweza) nasze myslenie o teorii mnogosci i jej modelach.

3Elementem zbioru moze byé tylko inny zbiér.

4ZFC mozna rozpatrywaé jako teorie bez réwnosci traktujac réwnoéé jako ,skrét” formuty V. (c€a—ce
b) AVq(a€d—bed).

179
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Skutkiem tych filozoficznych zalozen jest do bélu ockhamowska sktadnia ,.czystego” jezyka teorii
mnogosci. ,,Do bélu” gdyz oznacza to lekcewazenie pragmatyki jezyka, jego uzytecznoéci. Formu-
ly tego jezyka odpowiadajace nawet najprostszym pojeciom to niemilosiernie dtugie i najezone
zagniezdzonymi kwantyfikatorami napisy. To nie do przyjecia, jezeli ZFC ma by¢ nie tylko przed-
miotem filozoficznej refleks;jii ale tez podstawowym jezykiem pracujacych matematykéw. A przeciez
,(...) most ordinary mathematical proofs are not written in any formal system: they are just writ-
ten in natural language using accepted methods of reasoning”®. Luka miedzy jezykiem ur-teorii a
jezykiem naturalnym nie powinna by¢ zbyt duza.

Te luke skutecznie wypelniono dodajac do czystego jezyka teorii mnogosci jego powtoke. I to w
tej dodanej warstwie jezyka znajdziemy bogata siatke pojeé teoriomnogosciowych - nazw, formut
nazwowych itp. - stuzacych robotnikom matematyki®

Nieco upraszczajac, do budowy tej powloki uzywamy statych i termow ale w tej szczegblnej sytuacji
lepiej méwié¢ o nazwach i formulach nazwowych - tak, jak chcial Tarski (str.75).

Aksjomat zbioru pustego to zdanie 3,V,—~(y € x) - ,istnieje zbior, do ktérego nic nie nalezy”.
Taki zbidr jest jedyny, co pozwala wprowadzi¢ do jezyka stalg - nazwe ,0”.

Mozna teraz niemily formule 3,(y € x AV, =(z € x)) zastapic¢ mila - y € 0.

Dla matematycznego realisty dekretacja istnienia pustego zbioru jest nieblahym problemem ontologicz-

nym. Dla nominalisty - zrecznym zabiegiem znaczaco podnoszacym jako$¢ tworzonego jezyka.

Korzystajac z aksjomatu nieskoniczonosci, wprowadzimy do jezyka nazwe-symbol ,IN” identyfiku-
jaca - w kazdym modelu ZFC - zbiér liczb naturalnych’. Nastepnie mozemy wprowadzié¢ nazwy
identyfikujace podstawopwe zbiory liczbowe - Z, Q, R.

Aksjomat pary® pozwala wprowadzié¢ do jezyka ZFC formule nazwowa {x,y} . Napis {0, {0}}
to nazwa, instancja tej formuly. A powszechnie uzywane oznaczenia pary uporzadkowanej - (z,y)
- to skrét zlozonej formuly nazwowej {{z},{z,y}} .

Nzawa identyfikuje - w kazdym modelu ZFC - pojedynczy zbiér. Formula nazwowa identyfikuje pewna
klase zbior6w. Np. formula {z,y} identyfikuje klase wszystkich dwuelementowych zbioréw.

Mozemy tez powiedzieé: nazwa reprezentuje w jezyku ZFC pojedynczy zbiér a formulta nazwowa repre-
zentuje w tym jezyku klase zbiorow.

Aksjomat sumy - V;3,V. (2 € y) < 3 ((t € ) A (2 € t)) - 1 aksjomat zbioru potegowego -
Vods (z € s) & (Fp (b € a) A (z € b)) - pozwalaja na wprowadzenie do jezyka formul nazwowych
postaci J(t; : ¢ € x) oraz 2*.

Niewyczerpywalnym zrédlem formut nazwowych jest aksjomat wyrézniania (komprehens;ji)®:

dla dowolnej formuly teoriomnogosciowej ¢(z,yi, ..., Yk):
vylw-,ykvazlbvcc (([L’ € b) = (x € CL) A ¢($7 Y, - 7yk)>
Ten aksjomat pozwala zwiazaé z kazda formula teoriomnogosciowa ¢(z, y1, . . ., yr) formule nazwowa

{an:gb(w,yl,...,yk)}

SWpis w dyskusji o twierdzeniu Parisa-Harringtona na forum internetowym.

60 ,jadrze” i ,powloce” jezyka pisalismy w rozdziale ,Obliczalno$é” (str 138). Pojecia powloki to tzw. cukier
syntaktyczny. Aby uczyni¢ zado$¢ wymogom naukowej powagi, zamiast o dosypywaniu cukru winni§my moéwié o
zachowawczym (konserwatywnym) rozszerzaniu jezyka - takim, ktére nie wptywa na pojecie modelu jezyka poddanego
temu zabiegowi.

7 Aksjomat nieskoficzonosci to zdanie ind(z) = (0 € ) AVq(a € z) — (aU{a}) € = . Zbidr liczb naturalnych
to najmniejszy zbiér induktywny: nat(z) = ind(z) AVy (ind(y) — = Cy).

8oy 3:(Ve(t € 2) & ((t =) V (t = y)) . Zbidr ktérego elementami sa zbiory a i b oznaczamy przez {a, b}.

9Zadne ze znanych mi objasnie znaczenia stowa komprehensja nie jest dla mnie przekonujace. Najbardziej podoba
mi si¢ stownikowe objasnienie angielskiego stowa comprehension: to zasieg a takze... rozumienie(!) (dodajmy smaczek:
filozof M. Dummett kaze rozrézniaé ,rozumienie” od zrozumienia (understanding)).
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(parametry tej formuly nazwowej to zmienne a,y1, .. .Yyk. ). Np. napis a X b (,iloczyn kartezjaniski
zbioréw a i b”) to skrét zastepujacy zlozona formule nazwowa:

axb={zxec2®”:33ccandebrz=(cd)}

Zbiory z indywiduowymi nazwami sa dostepne w tym sensie, ze mozna formutowaé teoriomno-
gosciowe twierdzenia odnoszace sie do nazwanych ,zbioréw”. Dlatego mamy twierdzenia o zbiorze
liczb naturalnych (rzeczywistych itp.). Dlatego mozna uwazaé arytmetyke Peano za czesé teorii
mnogosci'®. Podobnie ,dostepne” sa klasy zbioréw reprezentowane przez formuly nazwowe - mozna
formulowaé twierdzenia dotyczace takich klas. Taka klasg sa np. zbiory przeliczalne (wérdd ktorych
jest nieprzeliczalnie wiele zbioréw bez indywiduowych nazw) a twierdzeniem iloczyn kartezjanski
dwéch zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny”.

Formuly nazwowe i nazwy indywiduowe pelnig tu role taka jak termy i stale - mozna je uzy¢
zaréwno do budowy zlozonych formut nazwowych i formut teoriomnogosciowych. Np. w jezyku
powloki poprawny formalnie (i czytelny) jest napis - réwno$é nazw {0} = {z € {0,1}: (x =
0) vV CHY}, gdzie CH to zdanie-hipoteza continuum!!.

Zatrzymajmy sie. ,Zbior” {x € {0,1} : (x = 0) V CH} choé ewidentnie skoniczony, nie jest rozstrzygalny!
No bo czy 1 to element tego ,zbioru”?

Sprzecznosé? W zadnym razie. To nie zbiér, to nazwa. W ZFC nie mozna dowiesé¢ ze ma on jeden (czy tez
dwa) elementy. Nieporozumienie wynika stad, ze utozsamiamy nazwe (pojecie jezykowe) z jej desygnatem
(ktérego istnienie wymaga wskazania modelu ZFC).

To wszystko.

Dlaczego tyle uwagi poswiecamy jezykowi teorii mnogoéci? Dlatego, ze ... nie mamy nic in-
nego. Matematycy teoriomnogoéciowi PRACUJA TYLKO I WYLACZNIE W JEZYKU teorii mnogosci.
Wszelkie dowody istnienia uprawniaja jedynie do niesprzecznego rozszerzenia jezyka budowanego
wokol czystego” jezyka teorii mnogoéci. ,Istnienie to niesprzeczno$é” - tak, jak chciat Hilbert!2.
Doprecyzyjmy: istnienie matematyczne to udowodniona - w ZFC' - niesprzecznosé.

Zroédia niekonstruktywizmu ZFC

Aksjomaty ZFC dekretujace istnienie pewnych zbioréw kreuja ontologie tej teorii. Przyjrzyjmy sie
dwém z tych aksjomatow.

Aksjomat wyr6zniania wydaje sie oczywisty (i konieczny, jesli pamietamy o paradoksie Russel-
1a)!3. Ale gdy ¢(x) jest formuta dla ktérej problem speiania nie jest rozstrzygalny (sprawdzalny)
to o zbiorze By = {x € A: ¢(x)} wiemy niewiele. Wprawdzie w jednostkowych przypadkach po-
trafimy rozstrzyga¢ czy element zbioru A nalezy do By, ale nie mamy uniwersalnej procedury
pozwalajacej rozstrzygajaco odpowiadaé¢ na to pytanie. Dlatego ,myslac konstruktywnie” mozna
proponowac¢ rézne modyfikacje aksjomatu wyrézniania. Np. uznaé, ze do By nalezy te elementy A,
dla ktorych istnieje dowod przynaleznosci do podzbioru Byg. Wigcej: mozna uznac, ze elementem
jest para - ((a € A) , dowéd przynaleznosci a do Bg)'.

W odréznieniu od aksjomatu wyrdzniania, aksjomat wyboru budzil ,,od zawsze” watpliwosci,
cho¢ jego sformutowanie jest proste: dla kazdej rodziny niepustych i roztacznych zbioréw (a; : i € I)
istnieje zbiér b C ;e a; ktéry ma dokladnie jeden wspdlny element z kazdym ze zbioréw a;.

To jest oczywista oczywisto$é gdy myslimy o skonczonych rodzinach skonczonych zbioréw. Ale
nie w $wiecie zbioréw nieskonczonych - szczegélnie gdy patrzy sie na jego konsekwencje wsréod

10 ZFC jest bogatsza niz PA” - str. 77?.

"Ten ,zbiér” (nazwe zbioréw) spotkalismy juz na str. 171.

12Dodatkowym powodem naszego zainteresowania jezykiem ZFC jest to, ze cho¢ matematycy uzywaja go na
codzien, to wigkszos¢ raczej nie zastanawia sie nad jego struktura. Nie pierwsi, nie ostatni..., U licha! juz przeszlo 40
lat méwie proza, nic o tym nie wiedzac” - pan Jourdain w sztuce , Mieszczanin szlachcicem” Moliera.

13W istocie to nie aksjomat ale schemat nieskoniczonego zbioru aksjomatéw (po jednym dla kazdej formuly). ZFC
nie jest skonczenie aksjomatyzowalna.

! Takie modyfikacje zblizajg nas do teorii typéw (o ktérej, niestety, nie bedziemy tu méwic).
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ktérych sa np. lemat Kuratowskiego-Zornal® i twierdzenie o mozliwosci dobrego uporzadkowania
dowolnego zbioru ¢ . Twierdzenia, ktére dowodzimy korzystajac z tego aksjomatu sa niekonstruk-
tywne - orzekaja o istnieniu pewnych obiektéw (np. dobrego porzadku w kazdym zbiorze) ale nie
zawsze mowig, jak je skonstruowaé!”.

Koronnym dowodem wskazujacym na odpowiedzialnos¢ aksjomatu wyboru za matematyczny
niekonstruktywizm jest wynik Diaconescu (z 1974 roku), ktéry pokazal, ze jego konsekwencja jest...
prawo wylaczonego érodka: ZFC + PV —P! 18

Popatrzmy na szkic dowodu. Dla dowolnego zdania P mozemy utworzy¢ dwa zbiory:
A={ze€{0,1}: (x=0)V P} , B={zxe{0,1}: (z=1)V P}
Na mocy aksjomatu wyboru istnieje funkcja f : {A, B} — AU B = {0,1} taka, ze f(A4) € A i
f(B) € B . Stad wyprowadzimy sprytnie seri¢ prawdziwych zdan:
((f(A) =0) v P)A((f(B) =1)V P) ~ f(A) # f(B)V P.
P—(A=B) ~ P=(f(A)=[f(B) ~  [f(A)#[f(B)—>~P
A z dwoéch ostatnich zdah wynika, ze PV =P [30] 1.

Wyjatkowo$é wyniku Diaconescu polega na tym, ze pokazuje iz aksjomat logiczny - prawo wylaczonego
srodka - jest konsekwencja pewnego aksjomatu specyficznego ZFC' - pewnika wyboru.
Logika jest czeécia matematyki...2°

To zaskakuje, jak sadze, réwniez matematykéw. Ale do wyobrazni ,zwyklych ludzi” bardziej
przemawia wspominane wczedniej twierdzenie Banacha-Tarskiego: , kule mozna pociaé¢ na skonczenie
wiele kawalkow i ztozy¢ z nich dwie kule identyczne z kula wyjsciowa”. To w sposdb oczywisty
niedorzeczne stwierdzenie staje sie dowodliwe jesli tylko uznamy istnienie niemierzalnych kawatkow
kuli... A istnienie zbioréw niemierzalnych to kolejna konsekwencja aksjomatu wyboru.

Szczesliwie, nie trzeba znaé teorii miary by to zrozumieé - przynajmniej w odniesieniu do pod-
zbioréw liczb rzeczywistych. Wystarczy sie zgodzié, ze miarg zbioru A C R jest nieujemna liczba
rzeczywista i spelnione winny by¢ proste warunki:

- miarg odcinka jest jego diugosé,

- jesli A C B, to miara A jest mniejsza-réwna mierze zbioru B,

- miara sumy rozlacznych zbioréw jest sumg ich miar,

- dla dowolnego zbioru A wszystkie zbiory A, = {a +1r : a € A}, gdzie r to dowolna liczba
rzeczywista, maja te samg miare.

Okazuje sig, ze - jesli uznajemy aksjomat wyboru! - nie mozna zdefinowaé miary zbioréw spet-

niajacej te warunki tak, by kazdy podzbiér odcinka [0, 1] posiadal miare.
Pokazemy to. Podzielmy odcinek [0, 1] na roztaczne i niepuste podzbiory A; tak, ze dwie liczby
rzeczywiste znajda sie¢ w tym samym zbiorze A;, gdy réznig si¢ o liczbe wymierna?'. Korzystajac z
aksjomatu wyboru utworzymy zbiér C' zawierajacy po jednym elemencie z kazdego ze zbioréw A;.
Ten zbiér nie moze mieé¢ miary, jest niemierzalny! Wystarczy rozwazyé rodzing ,przesunieé” C' -
zbioréw C?1 = {r =c+q: c € C}, gdzie ¢ € Q N [—1, 1]. Zbiory C? sa parami rozlaczne oraz:

() 0,1 € Uge-1,1ng €4 € [-1,2]

5Niepusty poset w ktérym kazdy tancuch jest ograniczony z géry ma element maksymalny.

16770, tak, by kazde dwa elementy byly poréwnywalne a kazdy niepusty podzbiér mial element najmniejszy.

17 Aksjomat wyboru jest niekonstruktywny ,sam w sobie” - nie méwi nic, jak konstruowaé podzbiér b C Ui€ ;@
ktérego ISTNIENIE postuluje. Co ciekawe, bez tego aksjomatu niesposéb dowies$é, ze zbidr, ktéry ma nieskonczenie
wiele element6w jest ... nieskoniczony (czyli zawiera réwnoliczny z nim podzbidr).

18Tzn. mozna udowodnié to prawo korzystajac z aksjomatu wyboru i intuicjonistycznej logiki zdaniowej ktéra,
otrzymamy wyrzucajac ze zbioru aksjomatéw wtasnie prawo wytaczonego érodka. Docenimy ten wynik gdy bedziemy
moéwié o toposach.

YFormuta ((r vV p) A (r — —p)) — (p V —p) jest prawem intuicjonistycznej logiki zdaniowe;.

20Twierdzenie Diaconescu wyjasnia dlaczego nie powstata - na wzér arytmetyki intuicjonistycznej - intuicjonistyczna
wersji ZF'C' . Ale istnieje IZF - intuicjonistyczna wersja Z F'C pozbawionej aksjomatu wyboru.

217biory A; to klasy abstrakcji relacji réwnowaznosci p takiej, ze apb gdy réznica a — b jest liczba wymierna.
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Miara kazdego zbioru C? sa réwna mierze zbioru C. Gdyby C mial miare, to z () wynika, ze
musiala by to by¢ taka liczba dodatnia, ze dowolna jej krotnosé jest nie wieksza niz 3. A to jest
niemozliwe??.

Whiosek: wprowadzajac jakakolwiek miare (spelniajaca opisane warunki) musimy sie pogodzié
z istnieniem zbioréw niemierzalnych. Teraz juz blizej do twierdzenia Banacha-Tarskiego gdyz ,ka-
walki” na ktére nalezy pociaé kule by otrzymaé¢ dwie z nia identyczne, sa niemierzalne... .

Stad sugestia, by ograniczy¢ aksjomat wyboru do przeliczalnych rodzin zbioréw (tzw. przeli-
czalny aksjomat wyboru). J. Dieudonne: ,(...) jesli wyrzuci sie pewnik wyboru dla zbioréw nie-
przeliczalnych, a zachowa sie jego przeliczalny wariant, to mozna osiagnacé¢ wazne cele przy pomocy
innych aksjomatéw (...). Przykladem jest aksjomat Solovaya (...) ktéry méwi, ze wszystkie pod-
zbiory R"™ sa mierzalne w sensie w jakim rozumial to Lebesgue. Dla wielu analitykéw byloby to o
wiele przyjemniejsze niz ogélny pewnik wyboru?3.

Mozna tez zostawi¢ aksjomat wyboru w spokoju a miare zbioru definiowaé tylko dla borelowskich
podzbioréw liczb rzeczywistych. Te zbiory ,konstruujemy” rekurencyjnie: punktem wyjscia sg tu
otwarte odcinki o wymiernych koncach. W kazdym kroku rekurencyjnym korzystamy z operacji
tworzenia sum przeliczalnych rodzin zbioréw i operacji dopelnienia zbioru?*. Wszystkie podzbiory
przeliczalne (i ich dopelnienia), wszystkie zbiory otwarte i domkniete sa borelowskie. Oczywiscie
sg tez ,nieborelowskie” podzbiory jak np. rozwazany przed chwilg zbiér Vitaliego ale, jak pisza w
polskiej wikipedii, ,intuicyjnie, wszystkie zbiory ktére mozna opisa¢ wzorem sa borelowskie”?®. Na
zbiorze BS wszystkich podzbioréw borelowskich mozna zdefiniowaé miare - funkcje p : BS — [0, 00]
spelniajaca wszystkie wymienione wyzej warunki 6.

13.1 Modele ZFC

»Teoria mnogosci wzbudza sprzeczne emocje wsréd matematykéw (...) . Z jednej strony
wszyscy znaja jej podstawowe pojecia, dzieki czemu nie jest konieczne zadne przygotowa-
nie techniczne. Co wiecej, kazdy ma swéj wlasny poglad na nature zbioréw (...), Mozna
uwazad, ze ,oficjalne” przedstawienie teorii mnogosci, (...) ma niewielkie znaczenie dla
ich pracy (...). Z drugiej strony, istnienie zaskakujacych wynikéw rozbilo samozadowo-
lenie matematykow, a temat ten otacza nieuzasadniona aura tajemniczosci i podziwu.
W szczegolnosci, istnienie wielu mozliwych modeli matematyki jest trudne do zaakcep-
towania, tak wiec mozliwa reakcja moze by¢ to, ze (...) aksjomatyczna teoria mnogosci
nie odpowiada intuicyjnemu obrazowi matematycznego wszechSwiata i ze te wyniki tak
naprawde nie sa czesciag normalnej matematyki.”
P.Cohen - The discovery of forcing®”

Teoria zbioréw nie mdéwi, co jest zbiorem. To trzeba powiedzie¢ dopiero wtedy, gdy wskazujemy model

tej teorii. Zbiory to elementy takiego modelu®.

22Przy odrobinie dobrej woli mozna powyzsze uznaé za szkic konstrukeji zbioru Vitaliego.

23 Milioner ma przeliczalnie wiele par butéw i przeliczalnie wiele par skarpetek. Stad wynika, ze ma przeliczalnie
wiele butéw i skarpetek. Ale dowdd jednego z tych faktéw wymaga wykorzystania pewnika wyboru. Ktérego? [30]

24Ta rekurencja jest pozaskonczona (po przeliczalnych liczbach porzadkowych) wiec zbiory borelowskie to twory
squasikonstruktywne”.

ZMoc zbioru wszystkich podzbioréw borelowskich to ,zaledwie” continuum - ¢ podczas gdy zbiér wszystkich
podzbioréw R ma moc istotnie wickszg - 2°. Zbiory borelowskie mozna definowaé¢ w dowolnej przestrzeni topologicznej.
Te zbiory w polskich przestrzeniach topologicznych (str. 49) sa przedmiotem badan w tzw. opisowej teorii mnogosci
ktéra, jak sadze, jest (byla) préba ograniczenia ,skali nieskonczonosci” w matematyce.

267Zainteresowanym polecam hasto: (zewnetrzna) miara Lebesgue’a.

2TRocky Mountain Journal of Math., vol.32 no 4., 2002

28 In Zermelo-Fraenkel set theory, the notion of what consitutes a set is not really defined, but rather is taken
as a basic concept. The Zermelo-Fraenkel axioms describe the properties of sets and the set-theoretic universe. For
instance, if X is an infinite set, the Power Set Axiom tells us that there is a set, 2% (...). But the other axioms do
not tell us very much about the members of 2% (...)"-K.J.Devlin - http://projecteuclid.org/euclid.pl/1235419480.
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13.1.1 ZFC, ZFC~ i arytmetyka Peano

Wskazanie modelu ZFC jest ... trudne. Aby zrozumieé, ze zrédlem trudnosci jest aksjomat nie-
skonczonosci spéjrzmy najpierw na teorie ZFC™ ktorg otrzymamy z Z F'C zastepujac ten aksjomat
jego zaprzeczeniem. Ta teoria opisuje zbiory skonczone 7.
Rozpatrzmy nieco bardziej wnikliwie zaleznoéci miedzy ZFC, ZFC~ i arytmetyka Peano - PA.
Wiemy, ze ZFC jest bogatsza od PA - jezyk arytmetyki mozna przettumaczyé na jezyk teorii
mnogosci tak, ze aksjomaty PA sa dowodliwe w ZFC' (str.??) . Poniewaz obie teorie sa pierwszo-
rzedowe??, to tlumaczenie zdania arytmetycznego dowodliwego w PA jest dowodliwe w ZFC:

To juz wiemy. A jesli nawet nie wiemy, to sie specjalnie nie dziwimy. Ciekawsze jest to, ze istnieje
ytranslacja odwrotna” - z jezyka teorii zbioréw do jezyka arytmetyki.
Pomyst jest prosty: kazda liczba naturalna ma rozwiniecie dwéjkowe: n = ag2°+a12' +a222+...+
a2k, To pozwala okredli¢ taka relacje na zbiorze liczb naturalnych: ,m < n wtedy, gdy na m-tym
miejscu binarnego rozwiniecia liczby n jest jedynka”®'. Relacja ,<” jest rozstrzygalna, wiec mozna
ja opisaé¢ za pomoca formuly arytmetycznej (o dwoch zmiennych wolnych). Przypisanie atomowej
formule teoriomnogosciowej ,,x € y” formuty arytmetycznej ,,x < 4” umozliwia ttumaczenie jezyka
teorii mnogosci na jezyk arytmetyki.

Ta translacja bytaby tylko ciekawostka, gdyby nie to, ze po tym tlumaczeniu aksjomaty teorii
ZFC™ sa dowodliwe w PA [38]!

Kazde teoriomnogosciowe twierdzenie dotyczace zbioréw skonczonych (niekorzystajace z aksjomatu nie-
skoniczonoscei) mozna sformulowaé w jezyku arytmetyki i dowiesé korzystajac z aksjomatyki Peano.
Arytmetyka to matematyka zbioréw skonczonych?2.

Translacje, ktora przeprowadza aksjomaty pewnej teorii w twierdzenia innej, nazwalidémy kiedys
modelem tej pierwszej w drugiej (str. 175). Mozna wiec powiedzieé¢, ze ZFC~ ma model arytme-
tyczny. Dodam: niezaleznie od tego, czy ZFC ma jakikolwiek model.

13.1.2 Klopoty (to lubig)...

Wskazanie modelu ZFC' jest trudne... . Skoro tak, to moze trzeba ,zapomnnie¢” o tym proble-
mie zadowalajac sie tym, ze jezyk teorii mnogosci jest Swietnym narzedziem opisu rzeczywistosci?
Niestety: na mocy twierdzenia Godla-Henkina - istnienie modelu ZFC' jest ROWNOWAZNE nie-
sprzecznoéci ZFC'. A to nie jest temat do zartow...

Model teoriomnogosciowy to para (A, € 4), gdzie A to zbidr, a ,€4” to relacja binarna na zbiorze
A wybrana tak, by spelnione byly wszystkie aksjomaty ZFC. Wowczas elementy zbioru A mozemy
nazwadé zbiorami - w tym modelu.

Ale A ma tez by¢ zbiorem, czyli elementem INNEGO modelu teorii ZFC'

,Innego”, bo zbiér A nie moze by¢ swoim wilasnym elementem. Wyklucza to jeden aksjomatéow ZFC -

aksjomat regularnosci: ,kazdy niepusty zbidr zawiera (jako element) zbidr, ktory jest z nim rozlaczny”:
Volx #0=3,(yexAyna=0))

Ten aksjomat nie jest intuicyjnie oczywisty. Ale to z niego wynika, iz zaden zbiér nie zawiera samego

siebie jako elementu?3.

2 ZFC~ jako niesprzeczna teoria pierwszego rzedu nie moze mieé tylko jedynego (nieskoniczonego) modelu - nie
opisuje JEDNOZNACZNIE tego, co wydaje sie wrecz ,fizyczne” - uniwersum zbioréw skonczonych.

30Cgzyli w obu przypadkach korzystamy z tych samych aksjomatéw logicznych i regut dowodzenia.

3INp. 2 < 5, ale ~(1 < 5) gdyz 5=1-2°+0-2' 4122

32Te translacje wykorzystano by pokazaé, ze twierdzenie Parisa-Harringtona nie ma dowodu w PA. Relacje miedzy
PA i ZFC mozna postrzegaé jako ilustracje hilbertowskiego podzialu matematyki na ,realna” i ,idealna’: dowody
teoriomnogo$ciowych twierdzen nieodwotujacych sie do nieskoniczonosci sg mozliwe w PA, ale w ZFC sa ,bardziej
eleganckie”. Warto by to stwierdzenie poprzeé¢ eleganckim przyktadem elegancji. Ale nie potrafie.

33 Jedynym elementem zbioru {a} jest a. Gdyby a € a, to jedyny element zbioru {a} nie jest z nim rozlaczny. Ten
aksjomat pozwala tez uniknaé paradoksu Russella.
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Aby wskazaé jakikolwiek teoriomnogosciowy model ZFC musimy dysponowaé¢ innym modelem
tej teorii ... . Uh Houston, we’ve had a problem...3* .
Pracujacy matematyk powie: przeciez mamy uniwersum von Neumanna3®.
Przyjrzyjmy sie¢ sprawie blizej.

Universum von Neumanna

Caloksztalt naszej tzw. wiedzy (...) jest tworem
czlowieka i styka sie z doswiadczeniem tylko wzdtuz
swoich krawedzi - W.V.Quine

Przyjmijmy w tym podrozdziale twarde zalozenie: nie znamy modelu ZFC. Dysponujemy jedynie jezy-
kiem ZFC w ktérym mozemy definiowaé (reprezentowaé za pomoca nazw i formul nazwowych) pewne
zbiory i klasy zbioréw. Dlatego bede przez jakis$ czas pisal ,zbiory” w cudzystowie by rozréznié¢ pojecie
teoriomnogosciowe od jego desygnatu w modelu ZFC . Ale po pewnym czasie cudzystowy znikng.

Osnowg konstrukeji von Neumanna sa liczby porzadkowe. Jak wszystko w tym $wiecie, te liczby
to ,zbiory”: liczba porzadkowa to ,zbiér” «, ktory jest tranzytywny - Vi(x € a — = C «) I liniowo
uporzadkowany przez relacje ,€” -Vyy(x,y € a — (x €y)V (y € x)).

Powinnismy to rozumieé¢ tak:

,semantycznie”: liczby porzadkowe w dowolnym (hipotetycznie istniejacym) modelu ZFC' to klasa zbio-
row reprezentowana w jezyku Z F'C' przez formule zdaniows - koniunkcje zdaii opisujacych tranzytywnosé
i liniowe uporzadkowanie zbioru,

ssyntaktycznie”: deklarujac, ze 3 jest liczba porzadkowa” (gdzie B to nazwa pewnego zbioru) to za-
kladamy, ze formuly definiujace pojecie liczby porzadkowej sg prawdziwe przy podstawieniu o := (3.36

Najprostsze liczby porzadkowe to liczby naturalne. Kazda liczba porzadkowa a ma swéj nastepnik
- liczbe aU {a}. Liczby - nastepniki to liczby izolowane. Pozostale to liczby porzadkowe graniczne.
Taka liczba jest np. w - ,zbidr” wszystkich liczb naturalnych. Istniejg liczby porzadkowe w+ 1, w +
2, . wtww w,...w, ...

Ale liczby porzadkowe nie tworzg ,zbioru”. To paradoks Burali-Fortiego: gdyby przyjaé, ze
istnieje ,zbidr” wszystkich liczb porzadkowych Ord , to ,zbiér” v = |J (a: a € Ord) bylby liczba
porzadkowa. Stad v € v, a to przeczy aksjomatowi regularnosci.

Uniwersum von Neumanna V to wielko$¢ graniczna, aproksymowalna przez ,zbiory” Vo C Vi C
-+ Vg C --- indeksowane liczbami porzadkowymi. Zbiory V, definiowane sg ,rekurencyjnie”:

Vo =0, Vo={z:2C Uﬁea Vﬁ} [92]38

Kusi, by napisac¢

x V= U Va

aceOrd

gdzie Ord to kolekcja wszystkich liczb porzadkowych.
Skoro jednak Ord nie jest ,zbiorem”, to i V nie jest ,zbiorem”3%. V jest klasa.

Dla tak opisanej klasy V' dowodzi sie twierdzenia, ktére ma potwierdzaé, ze zastuguje ona na miano
uniwersum matematyki teoriomnogosciowej - kazdy ,zbior” nalezy do V.

34 Huston, mamy problem” - to stowa astronauty J.Swigerta po tym, gdy na poktadzie Apollo 13 wybuchl pojemnik
z tlenem...

35Na marginesie: niektérzy - np. K. Wojtowicz w pracy O hipotezie continnum (Zagadnienia Filozoficzne w Nauce
XXII, 1998 (35-52) - przypisuja te konstrukcje E. Zermelo.

36Mozna to uznaé za dzielenie wlosa na czworo. Ale méwimy tu przeciez o podstawach matematyki.

3"Dodajmy, ze dowdd istnienia np. liczby w 4+ w wymaga uzycia niewspominanego dotad aksjomatu zastepowania.

38Ta definicja jest nieco odmienna od powszechnie stosowanej ale jej réwnowazna.

39Z FC gwarantuje tylko istnienie sumy rodziny ,,zbioréw” indeksowanej przez ,zbiér”. Réwnosé (*) nalezy czytaé
tak: zbiér nalezy do klasy V doktadnie wtedy, gdy nalezy do pewnego ,,zbioru” V,. Stopien (rzad) zbioru a to
najmniejsza liczba porzadkowa o taka, ze a € V,.
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Jedyna wada V jest to, ze jest zbyt duzym obiektem, by by¢ zbiorem...
Pigknie sie utozyto... . Skad wiec watpliwosci? Ta naracja prowadzona jest w duchu matematycznego
realizmu. A przeciez powiedzieliémy tylko tyle, ze w ZFC mozna dowiesé kilku twierdzen:

ZFC F dla kazdego ,zbioru”-liczby porzadkowej « istnieje ,zbiér” V,, o okreslonych wiasnosciach,
ZFCt kazdy ,zbior” jest elementem pewnego ,zbioru” V, [92],
ZFC F -nie istnieje ,zbior” liczb porzadkowych.

Uzycie frazy ,istnieje zbior V,,” sugeruje, ze udowodniliSmy istnienie pewnych zbioréw.

Nic z tych rzeczy: pokazaliémy tylko, Ze W KAZDYM (TEORIOMNOGOSCIOWYM) MODELU ZFC mozna
wyréznié zbiory V,, o opisanych wlasnosciach

. Konstrukcja von Neumanna wzbogaca nasza wiedz¢ o wszelkich POTENCJALNYCH teeoriomnogoécio-
wych modelach ZFC'": kazdy taki model ma strukture odwzorowujaca hierarchie ,zbioréw” V,. Ale nie
udowodniliémy istnienia jakiegokolwiek teoriomnogosciowego modelu Z F'C!

Ujawnienie hierarchii von Neumanna wzbogaca jezyk teorii mnogosci. Mozna definiowaé zbiory
(klasy zbioréw) korzystajac z rekurencji pozaskonczonej i dowodzi¢ wlasnosci zbioréw korzysta-
jac z indukcji pozaskonczonej - uogélnienia zwyklej zasady indukcji: ,,jesli - dla dowolnej formu-
ly teoriomnogosciowej ¢(z) - potrafimy dowiesé¢ prawdziwosci zdania ¢(0)) i uzasadnié implikacje
Va<a®(B) — ¢(a) to zdanie ¢(«) jest prawdziwe dla kazdej liczby porzadkowej c.

Stwierdzenie ,kazdy zbidr nalezy do pewnego zbioru V,” zapewnia platonikom psychologiczny
komfort, bo wprowadza w ich wobrazeniu matematycznego uniwersum prosta hierarchie: kazdemu
zbiorowi A mozna teraz przypisa¢ pewng miare ztozonosci - najmniejsza liczbe porzadkows « taka,
ze A € V,. U podstaw tej hierarchii jest zbiér pusty i zbiory skonczone - te, ktérych istnienie jest
Loczywiste”, poparte realnymi przyktadami. Z pokorg przyjmujemy, ze im dalej, tym trudniej. Skoro
jednak mamy usposobienie platonika, to zgadzamy si¢, ze w V = |JV, sa wszystkie zbiory. V to
matematyczne uniwersum... . Ze zrozumieniem przyjmujemy do wiadomosci, ze jesli wzbogacimy
ZFC dodajac aksjomat dekretujacy istnienie tzw. silnie nieosiagalnych i nieprzeliczalnych liczb
kardynalnych, to dla kazdej takiej liczby a, V, ,,jest” modelem ZFC?.

Co to za liczby? Nie wchodzac w szczegdty: liczby kardynalne to podklasa liczb porzadkowych.
Liczba kardynalna o jest silnie nieosiagalna gdy dla dowolnej liczby kardynalnej f < a, 28 < «a
- Lliczby nieosiaggalne maja sie do liczb mniejszych tak jak w ma sie do liczb skoriczonych”. w to
najmniejsza (i przeliczalna) liczba silnie nieosiagalna. W ZF'C nie da sie udowodnié¢ istnienia innych
takich liczb ani temu zaprzeczy¢. Zadekretowanie ich istnienia musi by¢ dodatkowym aksjomatem
- jesli tego chcemy.

Z FC zyskala powszechna akceptacje m.in. dlatego, ze jej aksjomaty sa ,oczywiste” gdy myslimy o zbio-
rach skonczonych. Dyskutowany tu nowy aksjomat jest odmienny: wsréd skonczonych liczb porzadkowych
- liczb naturalnych - nie ma liczb silnie nieosiagalnych. Najmniejsza z nich - liczba w - to kres $wiata
zbioréw skonczonych i jednoczednie wrota do abstrakcyjnego $wiata z nieskonczona skala nieskonczonosci.

Niezupelosci Z F'C prowokuje do poszukiwania jej rozszerzen lepiej opisujacych matematyczne uniwer-
sum. Jakie nowe aksjomaty, juz nie ,intuicyjnie oczywiste”, sa warte uwagi? Przywolajmy stowa Godla:
,sa aksjomaty tak obfitujace w konsekwencje, rzucajace tak wiele Swiatla na cala dziedzine i dajace tak
potezne metody rozwiazywania probleméw (...), ze bez wzgledu na to, czy sa one z natury konieczne,
czy tez nie, musialyby zosta¢ zaakceptowane przynajmniej w takim samym sensie, jak kazdy dobrze

ugruntowany teoria fizyczna”.*!

Czy fakt, ze Z F'C wzbogacone o aksjomat istnienia nieprzeliczalnej silnie nieosiagalnej liczby kardynalnej
daje nam model ZFC usprawiedliwia jego akceptacji?

ZFC jest niesprzeczne o ile to wzbogacenie jest niesprzeczne. Godel dowiédl, ze i odwrotna implikacja jest
prawdziwa.

“1Cytuje za artykulem P.Koellnera On reflection principle (internet). Termin reflection principle - zasada refleksji
pojawia sie w ,,postgédlowskich” dyskusjach o podstawach matematyki. Ta zasada ma wiele réznych sformuutowan
ale wspdlny schemat: , Zasady te mowia, ze kazde stwierdzenie prawdziwe w V jest prawdziwe w jakims mniejszym
Va. To oznacza, ze dla zadnej formuly ¢ nie mozna zdefiniowa¢ V jako ,calosci”, ktora spelnia ¢, poniewaz istnieje
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Powiedzmy jeszcze stowo o pewnej wyrafinowanej konstrukeji i twierdzeniu burzacym platonska
interpretacje uniwersum von Neumanna. W [92] opisano teorie ZFC™T - rozszerzenie ZFC' pole-
gajace na dodaniu do jezyka ZFC nowej staltej - powiedzmy M - i pewnych nowych aksjomatéw.
Pierwszy z nich to zdanie ,V,,y € x Ax € M — y € M” ktére zapewnia, ze stata M reprezentuje
w kazdym (potencjalnie istniejacym) modelu ZFC zbiér tranzytywny. Drugi to zapisane formalnie
zdanie istnieje bijekcja miedzy M i N” ktore gwarantuje, ze M reprezentuje zbior przeliczalny.
Pozostale nowe aksjomaty ZFC™ to relatywizacje wzgledem M wszelkich aksjomatéw specyficz-
nych ZFC'. ,Relatywizacja” polega na ograniczenie zakresu kwantyfikacji zmiennych do M*2.
Udowodniono, ze:

,If ZFC is consistent then so is ZFCT”  [92], str.27

Uznajac réwnos¢ ,niesprzecznos¢ = istnienie modelu” - mozna odczytaé to tak:
njesli teoria ZFC' jest niesprzeczna, to ma model U, w ktérym mozna wskazaé przeliczalny i
tranzytywny zbiér M, ktéry jest réwniez modelem ZFC”*3. Co wiecej:

- kazda liczba porzadkowa w M jest liczba porzadkowa w U, ale nie odwrotnie - liczb porzad-
kowych w M jest istotnie mniej niz w U,

- podzbiory zbioru A w M to zbiory postaci BN M, gdzie B jest podzbiorem A w U .
Dlatego konstrukcja von Neumanna w malym modelu M- konstrukcja zbioréow V,, - jest zdecydo-
wanie ,krotsza i chudsza” niz w U. Te ,uniwersa”’ nie sa rowne, nie sg ,tym samym”.

Czy to oznacza, ze uzycie terminu ,uniwersum” w odniesieniu do konstrukcji von Neumanna jest btedem?
Wystarczy przyja¢ punkt widzenia nominalistéw by uznaé, ze klasa V JEST modelem ZFC. Ale NIE
JEST to model teoriomnogosciowy (w sensie Tarskiego). To model wewnetrzny (inner model) wykreowany
wewnatrz jezyka ZFC*,

Tak wiec - w pewnym uproszczeniu - modelem ZFC jest ... ZFC .

Matematyczne uniwersum nie jest rzeczywistoscia - ani fizyczng, ani transcedentna. To czesS¢ ,S$wiata

intelektualnego”4°.

Jedno jest pewne: konstrukcja von Neumanna nie wnosi nic - lub niewiele - do dyskusji o
niesprzecznoéci ZFC. ,The question of the formal consistency of ZFC must remain a matter of
faith unless and until a formal inconsistency is demonstrated”.

Najlepszym podsumowaniem dyskusji o modelach ZFC jest, jak sadze, taka oto wypowiedz
W.V.Quine’a, ktora genialnie ujmuje istote problemu:

,,Kiedy ktos proponuje teorie dotyczaca jakiegos typu przedmiotoéw, jestesmy skionni wyobrazaé
sobie, ze nasze zrozumienie jego siéw bedzie przebiegato w dwdéch etapach: po pierwsze, musimy
zrozumieé¢ czym sa te przedmioty; po drugie, musimy pojaé, co méwi o nich teoria. Tak jednak nie
jest, bowiem

4ZROZUMIENIE CZYM SA PRZEDMIOTY, JEST W GLOWNEJ MIERZE PO PROSTU OPANOWANIEM
TEGO, CO MOWI O NICH TEORIA” 46

Na marginesie: o co chodzi w twierdzeniu Cantora?

odpowiedni poczatkowy segment V,, ktdry spelnia ¢ (...) (zmodyfikowane przez relatywizacje kwantyfikatoréw. Ten
schemat wypelnimy, gdy (1) okreslimy jezyk i (2) okreslimy nature relatywizacji” - tak napisano w przywolanej tu
pracy do ktérej odsylam zainteresowanych. Ale ostrzegam: to nie jest tatwa lektura.

“’Np. relatywizacja aksjomatu pary to: Vo yenJenVu € Mu € z > u=aVu=y.

43Zbiorami w modelu M sa elementy M. To ze jest to ,model” ZFC jest zagwarantowane przez dolaczenie rela-
tywizacji aksjomatéw ZEFC do teorii ZFC™.

44 An inner model is a definable proper class that is a model of ZF (...)”[30]. Definiowalne klasy to te, ktére sa
opisane przez teoriomnogosciowe formuty.

45Tak tadnie napisal Yu.I. Manin w podreczniku A Course in Mathematical Logic.

46Willard Van Orman Quine (1908-2000) - amerykanski filozof nauki. Zainteresowanym polecam obszerng informa-
cje na temat pogladéw Quine’a w polskiej wikipedii. Cytat zaczerpnalem z artykutu ,,Stowo i przedmiot”. Dodam
jeszcze jedno zdanie z Philosophy of Mathematics, M. Tiles $wietnie korespondujace z przytoczonym cytatem: ,,Quine
(...) postuluje istnienie abstrakcyjnych obiektéw i postuluje je jako realne istnienie, ale jest to postrzegane jako czesé
mitologii, ktéra opracowalismy dla radzenia sobie ze Swiatem fizycznym”.
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Zbior liczb naturalnych jest w obu opisanych modelach - ,matym” M i ,duzym” U - ten sam. Ale
zbiory potegowe - 2]\N/[ w M i 2}}7 w U sa istotnie rézne.
Ten pierwszy - widziany w modelu U - jest przeliczalny. Postrzegany wewnatrz M - nieprzeliczalny.

A wigc jak? Mozna ,,ponumerowaé” elementy zbioru 2% czy nie?

To pytanie nie ma matematycznego sensu. Twierdzenie Cantora nie méwi o absolutnym numerowaniu
ale o réwnolicznosci zbioréw w danym modelu ZFC (czyli o istnieniu odpowiedniej bijekcji). W M nie
mamy bijekcji miedzy zbiorami N i 21;1[ a takowa jest w U... .

Nic wiecej nie mozna powiedzie¢. Nic wiecej nie wolno powiedzieé.

I jeszcze jedno: zbidr liczb naturalnych w M i U to ten sam zbiér. Ale w M ma niej podzbioréw
niz w U. Zatem czy naprawde jest to ,taki sam” zbiér?

13.2 Twierdzenie Losia

Dowéd ,jistnienia” pary modeli U i M jest zbyt skomplikowany bym odwazyl sie go tu przedsta-
wia¢. Szczedliwie mozna wskazaé twierdzenie, ktére rownie efektownie ujawnia subtelnosci teorii
mnogoéci. To twierdzenie Losia.

W bibliotece Wydzialu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu M. Kopernika w Toruniu mozna obejrzeé¢
karykature prof. Jerzego f.osia, na ktérej zostal on przedstawiony jako czlowiek z glowa w chmurze z
napisem ,abstrakcja’.

Czym sobie na to zastuzyl? Prawdopodobnie jest to zwiazane z jego stynna konstrukcja ultraproduktu
modeli i twierdzeniem z nim zwigzanym. Sprobujemy opowiedzie¢ o tym znakomitym wyniku i jego roli

w dyskusji o matematycznym uniwersum.

Twierdzenie Yosia, na pozér, nie brzmi sensacyjnie: mowi o tym, ze dowolny model jezyka pierw-
szego rzedu A mozna zanurzyé w model AY o  duzo wigkszym” noéniku ktéry ma dokladnie te
same pierwszorzedowe wlasnosci. Zmienimy zdanie, gdy poznamy konsekwencje tego twierdzenia.

Preludium - o réwnosci ,,prawie wszedzie”

Skoro teoria mnogosci afirmuje (abstrakcyjna) nieskonczono$é aktualng a (przyziemna) skon-
czonos$¢ wrecz degraduje to nie dziwi, ze w tej matematyce pojawilo sie pojecie ,,réwnosci prawie
wszedzie”. W odniesieniu do ciagbéw liczb naturalnych to pojecie definiujemy tak:

ciagi liczb naturalnych (n; : i € N) oraz (m;) - sa ,réwne prawie wszedzie” gdy n; # m; tylko
w skonczonej liczbie przypadkow:

(n:) =pw (my)  wtw gdy zbiér  {i € N: a; # b;} jest skoriczony.
Popatrzmy na konsekwencje wprowadzenia tej szczegdlnej ,réwnosci”. Z kazdym ciagiem (n;) mo-
zemy teraz zwiaza¢ nowa ,jedno$é” - zbiér oznaczany przez [(n;)] i ztozony z tych ciagéw, ktére sa
mu rowne prawie wszedzie:

[(ni)] = {(m4) = (ns) =pw (mi)}
oczywiscie ciagi réwne prawie wszedzie wyznaczaja te sama nowa ,,jednosé” - np. [(1,2,3,4,4,4,...)]
[(4,4,4,4,...)] .
Oznaczmy przez N*¢ zbiér tak zdefiniowanych ,,jednosci”*”. Zbiér N mozna zanurzy¢ w zbiér N*s
poprzez przyporzadkowanie n ~ [(n,n,n,...)].

Mozemy teraz wykorzysta¢ dzialania w zbiorze liczb naturalnych do okreslenia (nazywanych

tak samo) dzialan na elementach zbioru N*5. Np. dodawanie w N*¢ zdefiniujemy tak:

[(no)] + [(mi)] = [(ni + mi)]
[(1,2,3,4,...)] +[(2,4,6,8...)] =[(3,6,9,12...) .

Nieco bardziej subtelne jest przeniesienie relacji ,mniejsze-réwne” na zbiér N°* :

4TMatematycznie: relacja ”=,.,” to réwnowaznosé, a N*¢ to wyznaczony przez nig zbiér ilorazowy.
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[(ny)] < [(m;)] wtw gdy zbiér N\ {i € N: a; < b;} jest skoriczony,

Ten przyktad jest po to by zgodzié sie, ze ,tak samo” mozna zbudowaé rozszerzenie dowolnego
modelu jezyka pierwszego rzedu A = (4, (¢4), (r1), (¢*)):
- na zbiorze nieskoriczonych ciggéw elementéw A okreslamy relacje ,,réwnosci prawie wszedzie”:

(a;) =pw (bi) wtw gdy zbiér {i € N: a; = b;} jest koskoniczony®® |

- tworzymy zbiér A*S ktérego elementami sa zbiory [(a;)] = {(b;)): a; =pw bi}. Zbiér A mozna
zanurzyé w AR a ~ [(a,a,a,...)],
- przenosimy wszystkie operacje i relacje i stale z modelu A na zbiér A* w sposéb opisany w
przykladzie®.

Zal6zmy teraz, ze A jest modelem pewnej teorii pierwszego rzedu. I zapytajmy: czy tak zbudo-
wany nowy ,wiekszy” model jest tez modelem tej teorii?
Odpowiedz jest ... negatywna. Ale wystarczy zastapié filtr zbiorow koskonczonych przez ultrafiltr
by odpowiedz byla pozytywna.

Ultrafiltry i ultrapotegi

Czym jest ultrafiltr? Przekrdj (cze$¢ wspdlna) dwdch koskonczonych zbioréw jest koskonczony.
Dowolny zbiér zawierajacy w sobie zbiér koskonczony jest koskonczony. To oznacza, ze rodzina
wszystkich koskoficzonych podzbioréw liczb naturalnych jest filtrem®°.

Ultrafiltry to filtry maksymalne (wzgledem relacji zawierania)®!. Wszystkie podzbiory zawiera-

jace ustalona dowolnie liczbe n to ultrafiltr trywialny. Nas interesuja ultrafiltry nietrywialne.

Przykre jest to, ze NIE POTRAFIMY WSKAZAC zadnego nietrywialnego ultrafiltru!
Skad pewnosé, ze istnieja? Maja ja tylko ci, ktorzy akceptuja aksjomatyke teorii zbioréw wraz z aksjo-
matem wyboru. To ten aksjomat gwarantuje, ze dowolny filtr mozna rozszerzyé do ultrafiltru®?.

Powtérzymy opisang procedure rozszerzania modelu A zastepujac filtr zbioréw koskonczonych
dowolnie wybranym nietrywialnym ultrafiltrem /. Otrzymany w ten sposéb nowy model AY to
ultrapotega A. Mozemy teraz sformutowaé

Twierdzenie Yosia: ,model A i jego ultrapotega A" sg elementarnie réwnowazne”
co oznacza, ze dowolne zdanie pierwszego rzedu jest prawdziwe w modelu A dokladnie wtedy, gdy
jest prawdziwe w modelu AY - gdy A jest modelem teorii T, to i AY jest modelem T .

Model A i jego ultrapotega - model AY - sa nierozréznialne w jezyku pierwszego rzedu. Rézne sa tylko

ich nosniki - zbiory, na ktérych sa posadowione®?.

Kto$ zirytowany nagromadzonymi tu zawiloéciami i powierzchownoécia opisu moze oczekiwad,
ze zilustruje te konstrukcje w prosty sposéb, np. zakladajac, ze model A jest skonczony. Plonne
nadzieje: w takim przypadku ta konstrukcja sie trywializuje - A4 = A.

H Konstrukcja Fosia to czysta abstrakcja - nie ma sensu bez akceptacji nieskonczonoéci i pewnika wyboru.

“8To mata innowacja: zbior A C N jest koskoriczony, gdy jego dopelnienie - zbiér N\ A - jest skoiiczony.

49Np. gdy ¢* to operacja dwuargumentowa w A , to G([(a:)], [(b:)]) = [(¢* (as, bs)].

50Nazywanym filtrem Frecheta.

®1Dla spragnionych formalnych definicji: ultrafiltr ¢ to rodzina niepustych podzbioréw N taka, ze dla dowolnych
zbiorbw A, BCN: 1. AcUNACB—-BeU2. AABEU—>ANBeU3. A¢U—->N\AclU.

%2Dowéd istnienia nietrywialnego ultrafiltru zawierajacego dany filtr wykorzystuje lemat Kuratowskiego-Zorna.

53 Jedli ultrafiltr jest trywialny, to A = AY. Dlatego trywialne ultrfiltry nie interesuja nas wecale.
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13.2.1 Konsekwencje twierdzenia Losia

Ten na pozér czysto techniczny wynik jest zrédlem wielu odkrywezych zaskoczen®. Zacznijmy
od najprostszego. Oznaczmy przez NY ultrapotege zbioru N wzgledem pewnego nietrywialnego
ultrafiltru ¢. N¥jest modelem arytmetyki Peano.

Elementy N¥ sa wyznaczone przez ciagi liczb naturalnych. Ciagi state - (n,n,n,...) - wyzna-
czaja liczby standardowe. Oprécz nich w NY jest nieprzeliczalnie wiele liczb niestandardowych.
Taka liczba wyznacza np. ciag (0,1,2,...) .

Kazda liczba niestandardowa jest wigksza od wszystkich liczb standardowych.

Zero jest liczba standardowa. Nastepnik liczby standardowej jest standardowy. To zdaje sie przeczyé
peanowskiemu aksjomatowi indukcji, bo przeciez podzbidr liczb naturalnych o tych wlasnoéciach powinien
by¢ zbiorem wszystkich takich liczb... .

Ale zasada indukcji opisana w aksjomatyce Peano dotyczy jedynie podzbioréw arytmetycznych! Nie ma
tu sprzecznosci. Jedyne, co mozemy stad wywnioskowaé, to stwierdzenie, ze pojecie ,liczba standardowa”
nie jest definiowalne w jezyku arytmetyki.

I choé to przeczy intucji, mozna (trzeba) pogodzié zasade indukcji z nieprzeliczalnoécia zbioru N¥... .

Zastapmy liczby naturalne rzeczywistymi i rozwazmy ultrapotege RY. Tu tez mozna wyrdznié
liczby standardowe - klasy ciagéw statych [(a,a,a,...a)]. Wérdéd niestandardowych liczb rzeczywi-
stych mozna wyrézni¢ dwie podklasy:

- ,nieskonczenie duze” - wieksze od wszystkich liczb standardowych. Taka liczba jest np. [(1,2,3,...)],
- ,nieskoriczenie malte” - niestandardowe liczby dodatnie mniejsze od wszystkich standardowych
liczb dodatnich. Taka liczbe wyznacza np. ciag (1, %, %, o) %o,

R mozna zanurzyé¢ w RY : a ~ a* = [(a,a,...)]. Liczb w RY jest ,wiecej”.

Konstrukcja Dedekinda miata wypelnié¢ wszelkie luki miedzy liczbami wymiernymi na prostej rzeczywiste;j.
Zatem po dorzuceniu liczb niestandardowych tez ich nie powinno byé. A jednak: wystarczy pomyé$le¢ o

przekroju wyznaczonym przez pare zbioréow z ktérych jeden sklada sie nieskoniczenie maltych dodatnich i

wszlkich od nich mniejszych a drugi to jego dopelnienie®®.

Metafora geometryczno-liczbowa - utozsamienie liczb z punktami prostej - jest tylko metafora... .

Czy struktura RY to tylko ciekawostka?

W drugiej polowie XVII wieku Leibniz i Newton budowali podstawy analizy matematycznej ko-
rzystajac bez skruputéw z liczb nieskonczenie matych: ,liczba v jest nieskonczenie mala, jezeli
—a < v < a dla dowolnej liczby rzeczywistej a > 0”. Leibniz zakladal, ze wokét kazdej liczby
rzeczywistej a rozciaga sie monada - chmura liczb, ktére nie sa rzeczywiste, ale sa nieskoniczenie
bliskie a - ,infinitely close to a”®7.

Porzadkujac matematyke tworcy teorii mnogosci zarzadzili jej arytmetyzacje - budowe wszelkich
zbioréw liczbowych ,na bazie” liczb naturalnych korzystajac z konstruktoréw dostepnych w ZFC.
Tak wprowadzono do matematyki teoriomnogosciowej liczby calkowite, wymierne i rzeczywiste.
Gdy Weierstrass budujac podstawy analizy matematycznej zaproponowal precyzyjny e-0 forma-
lizm 7 ulga stwierdzono, ze ,nieskonczenie mate” (ktérych Leibniz nigdy zadowalajaco nie opisal
formalnie) sa zbedne. Cantor i twércy nowoczesnej analizy matematycznej odrzucili te ,bakcyle

%4Lub zaskakujacych odkry¢.

®5Istnienie nieskoriczenie malych liczb w RY dowodzi, ze w jezyku pierwszego rzedu nie da sie sformulowaé prawa
Archimedesa - Vyoerdnenn - > 1.

%6Przekréj - para odpowiednich zbioréw liczb wymiernych (A, B) - wskazuje luke, gdy zbiér A nie ma elementu
najwiekszego a zbiér B - najmniejszego (str.35). Pojawienie sie ,nowych luk” w RY to tylko dowdd, ze ciaglosé -
taka, jakg definiuje Dedekind - nie jest opisywalna w jezyku pierwszego rzedu.

S"Termin ,monada” to centralne pojecie filozofii Leibniza: ,, Tam za$, gdzie nie ma czesci, nie jest mozliwa ani roz-
ciaglos¢, ani ksztalt, ani podzielnos¢é. Monady te sa tedy wlasciwymi atomami natury i jednym stowem pierwiastkami
rzeczy.” (G. W. Leibniz, Monadologia).. Leibniza mogto zainspirowaé¢ wynalezienie pod koniec XVI wieku mikrosko-
pu co odkrylto niedostepny wczesniej §wiat ,nieskonczenie malych” obiektéw. Bezzasadna konfabulacja? H. Keisler
wyjasniajac w [39] podstawowe pojecia analizy niestandardowej uzywa terminu ,mikroskop” gdy méwi o monadach
i ,teleskop” - gdy méwi o ... galaktykach (galaktyka liczby a to zbiér {b: |b — a| jest standardowa} ).
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cholery”. Nie baczac na to, ze zastepujac leibnizowskie intuicje definicjami zapisanymi w jezyku e-
(rojacymi sie od kwantyfikatoréw), odseparowali matematykéw od zdrowej czesci spoleczenstwa.
Byli przekonani, ze czynia dobro.

Wynik Losia podwaza te pewnoéé. Konstrukcja ultrapotegi RY umozliwia precyzyjne zdefinio-
wanie nieskonczenie malych liczb rzeczywistych. Mozna wiec wroci¢ do idei Leibniza uprawiajac
analize matematyczna w RY zamiast w R. Tak powstala analiza niestandardowa’®.

Sprobujmy pokazaé, co rézni jezyki standardowej i niestandardowej analizy matematycznej.
Kazda funkcje f: R — R mozna rozszerzyé¢ do funkcji f*: RY — RY przyjmujac f*([(r;)]) =
[(f(ri)]. Twierdzenie Losia gwarantuje, ze kazda pierwszorzedowa wlasno$¢ funkcji f przystuguje
tez funkcji f*. I vice versa.

W analizie standardowej, aby zrozumieé ciggloéé¢ funkcji trzeba najpierw pojaé czym jest gra-
nica funkcji w punkcie (str. 39) - bariera nie do przeskoczenia dla zdrowej czesci spoleczenstwa.
Tymczasem korzystajac z zanurzenia R ~» RY mozna wrécié¢ do intuicyjnie prostej, leibnizowskiej
charakteryzacji ciagtodci: ,funkcja f: R — R jest ciagla w punkcie a € R, dokladnie wtedy, gdy
nieskoriczenie mala zmiana argumentu powoduje nieskoriczenie malta zmiane wartosci funkcji”:

Vya* my = f*(a*) = f*(y)
(gdzie a* = [(a,a,...)] a zapis a* =~ y oznacza, ze réznica a* — y jest nieskoriczenie mala liczba):

Podobnie rzecz sie¢ ma z pochodna funkcji ciaglej f w punkcie a. W analizie standardowej to
granica ilorazu réznicowego. W niestandardowej to czesé standardowa liczby

fra* + o) — f*(a¥)

(01

gdzie a to dowolnie wybrana nieskoriczenie mala (rézna od zera)>.
Wystarczy zajrzeé¢ do jakiejkolwiek monografii po$wieconej analizie niestandardowej by sie prze-
konaé, ze prowadzenie rachunkéw (dowodzenie) w jezyku Leibniza jest w wielu przypadkach tatwiej-

sze niz w jezyku Weierstrassa%.

Renesans idei Leibniza pod postacia analizy niestandardowej jest tak udany, ze niektérzy (np. K. Godel)
mowili i méwia o niej jako o analizie matematycznej XXI wieku...

Prawdziwy zawr6t glowy grozi gdy zastosujemy konstrukcje Losia do (istniejacego hipotetycz-
nie) modelu ZFC. Oznaczmy go przez Set a przez Set” oznaczmy nowy model ZFC' - jego
ultrapotege wzgledem wlasciwego ultrafiltru U.

Zbiorami w Set” sy klasy abstrakeji ciagéw zbioréw z Set. Oczywiscie:
[(A1,...,An,.. )] =[(B1,...,Bp,...)] wtw {ieN: A, =B;}el
[(A1,..., An,.. )] € [(B1,...,Bnp,...)] wtw {ieN:A,eB}elU

Wiekszosé teoriomnogoéciowych konstrukeji w Set! realizowana jest ,,po wspélrzednych”. Np.

para zlozona ze zbioréw [(A1,..., Apn,...)] 1 [(B1,...,Bn,...)] tozbiér [((A1,B1), (A2, B2)...)].

Funkcja to klasa abstrakcji ciggu funkcji w Set!.

587a tworce analizy niestandardowej uwaza sie matematyka amerykanskiego, A. Robinsona. Troche dziwi, ze nie-
ktorzy autorzy zapominajg o roli twierdzenia Y.osia w budowie podstaw analizy niestandardowej.

%9 Czesé standardowa liczby [(a:)] to liczba [(a, a, .. .)] taka, ze réznica tych liczb jest nieskoficzenie mata. Poniewaz
w definicji pochodnej nieskonczenie mata « jest wybierana dowolnie, to moze sie zdarzy¢, ze tak definiowana pochodna
w punkcie nie istnieje. I bardzo dobrze, bo to samo méwi analiza standardowa. (patrz str. 40)

59Mozna skorzystaé z dostepnej w internecie ksigzki Elementary Calculus, an infinitesimal approach H. J. Keislera.
Hyhatwosé” czy ,trudno$é” to kategorie subiektywne. Sugerowalem, ze miarg trudnosci pojecia moze by¢ stopien
zagniezdzenia kwantyfikatoréw w zdaniu je opisujacym (,schody generala Wieniawy”). A po przettumaczeniu definicji
formutowanych w jezyku Weierstrassa na jezyk analizy niestandardowej kwantyfikatoréw z reguly ubywa.

61Nie wszystko jest tak proste. Np. sprawdzenie, czy Set” spelnia aksjomat ekstensjonalnosci - A =
B wtw Ve (C€ A~ C € B) - wyglada tak (zarys dowodu):

gdy [(Al)] = [(Bl)} to {’L eEN:A = Bl} EU a gdy [(Cz)] S [(Al)] to {] : Cj S Aj} eu. Stqd {j : Cj S Aj = Bj} S
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Zbiér liczb naturalnych - najmniejszy zbiér induktywny w Set - to N = [(N,...,N,...)].

Czujny czytelnik zauwazyl, ze zbiér liczb naturalnych w Set” oznaczylem tak samo jak ultra-
potege N wzgledem U w Set. Rzeczywiscie, te obiekty maja te same elementy. Tak samo - ,po
wspoirzednych”- definiujemy dodawanie i mnozenie. Zatem - czy te zbiory sa tym samym?
To pytanie... nie ma sensu. One naleza do dwdch réznych modeli ZFC', dwéch odrebnych swia-
tow. Latwiej to pojaé¢ gdy zauwazymy, ze te zbiory maja istotnie rézne rodziny podzbioréw! Liczby
standardowe sg podzbiorem ultrapotegi N w Set natomiast ... nie tworza podzbioru zbioru liczb
naturalnych w Set” bo bylby to zbiér induktywny istotnie mniejszy od NY!

Czes¢ zbioru, ktéra nie jest jego podzbiorem? Kolejny paradoks?
W zadnym razie. Aksjomaty ZFC nie daja zadnych podstaw do stwierdzenia, ze podzbiorem zbioru jest
kazda, wyrézniona w jakikolwiek sposéb kolekcja jego elementéw, jego czesdé.

To zaskakujace stwierdzenie jest konsekwencja rownie szokujacego twierdzenia: ,kazda przeliczalna
rodzina zbioréw ([A?] : i € N) w Set¥ taka, ze kazdy skoticzony przekréj [A°] N --- N [A¥] jest
niepusty, ma ... niepusty przekroj”.

Rzeczywiscie? Przeciez tatwo udowodnimy - w ZFC'!- istnienie przeliczalnych rodzin zbioréw, ktére nie
maja tej wlasnosci - np. rodzina odcinkéw (0, %) To jednak nie przeczy przywolanemu twierdzeniu, bo ...
nie jest ono sformutowane w jezyku ZFC! ,Przeliczalno$¢” jest w nim rozumiana ,zewnetrznie”: rodzina
([A7] : i € N) nie jest indeksowana przez liczby naturalne w Set™ ale przez elementy ,zewnetrznego”
(np. definiowanego konstruktywnie) zbioru liczb naturalnych na ktérym posadowiony jest ultrafiltr I.

Dowdéd tego twierdzenia jest zbyt skomplikowany, bym mogl choéby przedstawié jego szkic. Po-
kaze tylko jak z niego wynika, ze liczby standardowe nie tworza zbioru.
Zalézmy, ze podzbiorze D C NY sy wszystkie liczby standardowe. Dla dowolnej ,zewnetrznej”
liczby naturalnej n, podzbiér DZ" C D zlozony z liczb wickszych-réwnych standardowej liczbie
[(n,n,...,)] jest niepusty. Tych zbioréw jest przeliczalnie wiele (w sensie zewnetrznym!) a prze-
kroj kazdej skonczonej podrodziny takich zbioréw jest niepusty. Zatem - na mocy przywolanego
twierdzenia - w zbiorze D musi by¢ niestandardowa liczba naturalna! Koniec dowodu.

W modelu zamierzonym standardowe liczby naturalne sa generowane przez strukture rekurencyjna. Kazda
z nich mozna SKONSTRUOWAC W SKONCZONYM CZASIE (w skonczonej liczbie krokéw) rozpoczynajac od
zera, np.stawiajac obok siebie kreski na pustej kartce, jedna po drugiej.

Twierdzenie Losia pokazuje, ze tej charakteryzacji nie da sie zapisa¢ w jezyku pierwszego rzedu®?.
Jakkolwiek to nie zabrzmi trzeba powiedzieé, ze ta pierwotna definicja liczb naturalnych nie nalezy do

teoriomnogosciowej matematyki... .

Zaskoczen ciag dalszy:

1. Definiowany w Z F'C' zbior liczb naturalnych jest dobrze uporzadkowany przez relacje ,<”: kazdy
jego niepusty PODZBIOR ma element najmniejszy. Ale w NY nie ma najmniejszej liczby niestan-
dardowej! Sprzecznosé? Nie: te liczby - jako dopelnienie liczb standardowych w NY - nie tworza
podzbioru.

I1. Definiowana teoriomnogosciowo liczba naturalna jest SKONCZONYM zbiorem, n = {0,1,...,n —
1} . Ale kazda liczba niestandardowa, ma... nieskoniczenie wiele elementéw! Np. wszystkie standar-
dowe liczby sa elementami zbioru - liczby niestandardowej [(0,1,2,...)] . Sprzeczno$¢? W zadnym
razie. W teorii mnogosci zbior skonczony to taki, ktéry nie jest réwnoliczny ze swym wlasciwym
podzbiorem. Nic wiecej.

U i, konsekwentnie, {k: Cy € By} € U, czyli [(C;)] € [(B)] -

Gdy [(A:)] # [(Bi)], to {i € N : A; # B;} € U czyli jeden ze zbioréw {i € N : A; 2 B;} ,{i € N: A; C B;} jest w
U. A to pozwala na skonstruowanie zbioru [(C;)] ktéry nalezy tylko do jednego z tych dwoch zbioréw.

52Wynika to z aksjomatu wyrézniania.
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Definiowana w Z F'C' skonczonosé jest pojeciem zaleznym od modelu.
Taka definicja skonczonosci nie gwarantuje, ze kazdy zbiér skoficzony mozna opréznié W SKONCZONYM

CZASIE wyjmujac kolejno po jednym elemencie%?.

II1. Skoro liczby standardowe nie tworza podzbioru, to przyporzadkowanie f : N¥ — {0,1} takie,
ze:

fn) =

1 n — niestandardowa
0 n — standardowa

NIE JEST funkcja w Set”%4. Ale to przyporzadkowanie jest funkcja w Set.

IV. W Set" nie potrafimy rozstrzyga¢ o réwnosci liczb naturalnych. Np. nie wiemy, czy liczba
[(0,1,0,1,0,1,...)] to zero czy nastepnik zera - to zalezy od tego, czy zbidr liczb parzystych nalezy
do ultrafiltru U.

Skoro rownoécé liczb naturalnych nie jest rozstrzygalna, to czy o jakiejkolwiek funkcji dzialajacej na tym

zbiorze mozna méwicé, ze jest obliczalna?

V. Liczby naturalne to skofczone liczby porzadkowe. Jesli sa one rézne w Set i Set!, to i liczby
porzadkowe w obu modelach sa rézne.

Obiekty Set! reprezentowane przez ciggi state - [(A, A,...)] - to zbiory standardowe. Mozna
wiec - w tym modelu - méwié o standardowych i niestandardowych elementach zbioru, standardo-
wych funkcjach itp. i zauwazy¢ - na przyklad - takie ciekawostki:

- kazdy nieskoficzony zbiér Set ma niestandardowe elementy,

- wszystkie elementy zbioru skoriczonego w Set” sa standardowe dokladnie wtedy, gdy ten zbiér
jest standardowy.

13.3 Matematyczne uniwersum

Strasznie nam sie ta opowies¢ o modelach ZFC' skomplikowata... . Jak w tym kontekscie interpre-
towaé wynik Losia?

,Zbior” jako pojecie pierwotne teorii Z F'C nie jest w niej definiowany. Prébujemy to robié¢ w jezyku
naturalnym. Probowal Cantor, prébuja kognitywisci. Mimo niejasnosci - wszak jezyk naturalny nie
ma precyzji jezykow formalnych - zywimy przekonanie, ze to pojecie ma jednoznacznie okreslony
zakres. Twoércy teorii mnogoéci chcieli te niejasne wyobrazenia zastapi¢ opisem w formalnym jezyku
pierwszego rzedu. Klasa desygnatéw pojecia ,zbiér” miata byé opisana jako model ZFC. I - jak
sie zdawalo (chcialo) - jako model jedyny.

Niesprzecznoéé ZFC - niedowodliwa w ZFC - wymusza istnienie jej ,,matych modeli”%. Twierdze-
nia Lowenheima-Skolema i Y.osia pokazaly, ze malych modeli jest wiele - jedli tylko istnieje choéby
jeden. Mozna bytlo sie tudzié¢, ze wszystkie mate modele sa zawarte w jednym duzym ,uniwersal-
nym” modelu (choéby takim, ktérego elementy tworza klase a nie zbiér). Ale twierdzenie Losia
temu przeczy - niesposéb zanurzyé modele Set i Set” w jeden wickszy model tak, ze zbiory liczb
naturalnych z obu modeli pozostang - po tym zanurzeniu - zbiorami liczb naturalych.

13.3.1 Model zamierzony ZFC

Powszechnym nieporozumieniem dotyczacym modeli ZFC' jest oczeki-
wanie, ze (...) powinnismy ZAWIESIC WSZYSTKIE NASZE WCZESNIEJSZE

53Tlustrujac zasade indukcji, czesto uzywamy takiego przyktadu: ,w urnie jest skoriczenie wiele kul numerowanych
liczbami naturalnymi. Na miejsce jednej wyjmowanej kuli wolno wlozy¢ skoriczenie wiele kul o numerach nizszych niz
numer wyjetej kuli. Pokaz, ze takie postepowanie musi - po skoriczonym czasie - doprowadzi¢ do opréznienia urny”.
Akurat... sprébuj tak opréznié¢ urne, w ktérej jest jedna kula o numerze [(0,1,2,...)]...

540 to [(0,0,..)] i 1=[(1,1,...)].

55Malych w tym sensie, ze ,elementy tego modelu tworza, zbiér”.
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WYOBRAZENIA dotyczace zbioréw, kiedy zaczynamy studiowaé ZFC'. 6

Matematyka nie zaczeta sie od Cantora i Hilberta. Twércy ur-teorii - ZFC' - jako cel stawiali
sobie uporzadkowanie ZASTANEJ MATEMATYKI. To byl ich model zamierzony. I jest nim nadal cho¢
dzi$ - wlasnie za sprawg ZFC' - to matematyczne uniwersum jest nieporownywalnie wigksze.

To nie oznacza ze w jezyku ZFC mozna wiernie odwzorowa¢ wszystkie cechy ,zastanej matematyki”.
W tej matematyce wszystkie liczby naturalne sg standardowe, konstruowalne ,,w skoniczonej liczbie kro-
kéw” a rownosé tych liczb jest rozstrzygalna. W konsekwencji, konstruowane z liczb naturalnych liczb
calkowite, wymierne a nawet rzeczywiste czy zespolone, interpretujemy w tym Swiecie jednoznacznie.
Dzigki kartezjanskiemu utozsamieniu punktéw z ciagami liczb réwniez przestrzen euklidesowa ,wymiaru
n” jawi sie nam jako pojecie , jednoznacznie okreslone”. W tym Swiecie podstawowe obiekty sa konstru-
owalne a skonczono$¢ rozumiemy tak, jak w $wiecie rzeczywistym.

Tego wszystkiego ZFC nie potrafi adekwatnie opisaé. Pokazato to twierdzenie Losia.

Twierdzenie Losia nie jest odkryciem alternatywnych uniwerséw. Ono tylko wskazuje ograniczenia

ZFC i jezyka pierwszego rzedu jako jezyka opisu matematycznego uniwersum6?.

Takie nieortodoksyjne wyobrazenie matematycznego uniwersum wymaga rozszerzenia ZFC o
yaksjomat istnienia modelu zamierzonego”. Ale ten aksjomat ma odmienny charakter. Jest raczej
manifestacja przekonania, ze uprawiania matematyki nie ogranicza si¢ do ZFC.

,THE AXIOM OF STANDARD MODEL, i.e., that there is a standard model, is slightly stronger
than the consistency of the system. Nevertheless, I feel that one must work with standard models
if one is to have any kind of reasonable intuitive understanding” -P. Cohen [16].

J. von Neumann: , Formalistycznie pojmowana teoria zbioréw odseparowana jest od wszystkiego
co intuicyjne.”

Mozna tez bardziej ,psychologicznie”: Jezeli za urlogike przyjmiemy pierwszorzedowa teorie
zbiorow, to zdaniami urlogiki sa zdania pierwszego rzedu z jedynym symbolem relacyjnym ,&”.
Aksjomatami sa aksjomaty ZFC. Nieformalnie interpretujemy te aksjomaty jako stwierdzenia o
matematycznych obiektach konstruowanych jako zbiory. A poniewaz MATEMATYCZNE OBIEKTY NIE
SA A PRIORI ZBIORAMI, PEWNA REINTERPRETACJA JEST DOKONYWANA W NASZYCH UMYSLACH.
Jednakze jest to zgodne z ideologia matematyczna ktora przyjmuje, ze nie jest wazne czym sa
obiekty ale jakie sa relacje miedzy nimi” [89]

,Zycie jest forma istnienia bialka tylko w kominie co$ czasem zalka” - A. Osiecka... .

J. Pogonowski w artykule ,Jak Zy¢ z paradoksem Skolema” (internet) pisal: , Trudno jest sen-

sownie méwié¢ o jedynym, zamierzonym modelu teorii mnogosci. Problem ten nie spedza jednak
snu z powiek pracujacym matematykom — postuguja sie oni swobodnie pojeciami mnogosciowymi,
pozostawiajac filozoficzne rozterki zwiazane z podstawami teorii mnogosci logikom”. Pelna zgoda
co do oceny postaw matematykéw ale moj wniosek jest inny: ZFC MA model zamierzony, cho¢ -
podkreslmy - nie jest to model teoriomnogosciowy.
Jego jadro to rekurencyjna struktura liczb naturalnych. Sa to jednoczeénie skonczone liczby porzad-
kowe a ich ,zamierzona” interpretacja determinuje interpretacje sporego fragmentu liczb porzad-
kowych. Wyjasniam: twierdzenie o postaci normalnej Cantora mowi, ze kazda liczbe porzadkowsa
a # 0,,a < gy mozna zapisaé w postaci o = wfmy + ... + wmy, gdzie n;, m;, k to liczby na-
turalne i « > (1 > --- > [ > 0. Stad kazda liczba o < g9 ma posta¢ normalng, ktéra mozna
zapisaé¢ korzystajac wylacznie z liczb naturalnych i liczby w. Dlatego ,zamierzona interpretacja”
liczb naturalnych okreéla interpretacje liczb porzadkowych < &g .68

56T, Y. Chow, A beginner’s guide to forcing, Contemporary Mathematics, tekst dostepny w internecie.

5T"W artykule ,,Podstawy Matematyki w wieku XX” (dostepnym w internecie) znalaztem takie stwierdzenie jego
Autoréw (W. Marek i J.Mycielski): ,, G. Cantor (...) udowodnil, ze wszystkie przedmioty, ktdére rozwazaja matematycy,
mozna rozumieé jako zbiory. (...) Na przyklad, za pomoca pojecia zbioru latwo zdefiniowaé pojecie liczby naturalnej”.
Nie rozumiem. Zgodze sie, ze mozna je tak opisywa¢ w JEZYKU ZFC. Ale nie ,rozumie¢”.

58¢0 to najmniejsza liczba porzadkowa speiajaca réwnoéé § = w”. Jednoczesnie eo to granica ciagu 0, 1 = w°, w =
wl w?, w“’w7 .... To calkiem spora liczba porzadkowa - pracujacy matematycy rzadko wychodza poza wyznaczony
przez nig Swiat wielkosci nieskoniczonych. Takich liczb uzyliSmy opisujac zmagania Heraklesa z Hydra.
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Potem, wykorzystujac liczby porzadkowe < g¢, zbudujemy spory fragment ,zamierzonego” uniwer-
sum von Neumanna.

Taki ,model” ZFC maja w glowie pragmatycznie usposobieni pracujacy matematycy. To swiat
matematyczny, w ktérym pracuja korzystajac z jezyka ZFC i jej aksjomatéw STOSOWNIE DO
POTRZEB. Bo ten jezyk jest w istocie ,nadmiarowy”. Ale to raczej jego zaleta a nie wada. Np.
teoriomnogosciowe pojecie funkcji wydaje sie zbyt odlegte od tego jakie funkcje sa w istocie intere-
sujace w modelu zamierzonym. Ale byloby zdecydowanie gorzej, gdyby pewne ,,przyporzadkowanie
funkcyjne” w tym modelu zamierzonym nie miescito sie w teoriomnogosciowym pojeciu funkcji.

Zrozumienie ZFC budujemy dzieki (podswiadomemu) odwolaniu si¢ do modelu zamierzonego.
Oto przyktad. Opisujac po raz pierwszy niestandardowy model arytmetyki (str. 110) argumento-
walem: ,kazdy skoriczony podzbiér teorii PA U {succ™(0) < ¢ :n € N} ma model - jest nim N z
,odpowiednio duza” liczba n. wskazana jako interpretacja stalej c. Zatem (...) ta teoria ma mo-
del. Ale nie moze nim by¢ N, gdyz ,nie istnieje liczba naturalna wieksza od kazdej liczby postaci
succ™(0)”.

Czyzby? Przeciez w Set” liczba naturalna id = [(0,1,2,...,n...)] jest wieksza od kazdej standar-
dowej liczby [(...,n,n,...)] = succ™(0). To rozumowanie nie jest poprawne. Bardziej precyzyjnie:
nie mozna tego stwierdzenia udowodni¢ w ZFC'!

To rozumowanie jest jednak w pelni poprawne gdy prowadzimy je w modelu zamierzonym, w
ktérym liczby naturalne sa standardowe i reprezentowane przez napisy suce(succ(. .. succ(0)))% .

Co mamy w glowie méwiac ,,stowo to skoriczony ciag liter”? Jak rozumiemy stwierdzenie, ze
,zbior fromul (terméw)”? Przeciez to nie tak, ze najpierw wskazujemy pewien teoriomnogosciowy
model ZFC a dopiero potem interpretujemy te i inne metamatematyczne stwierdzenia. Mamy w
glowie ,pierwotny” model zamierzony. Koniecznoéé¢ odwotlania do tego modelu staje sie oczywi-
sta gdy zauwazymy, ze w wielu fundamentalnych twierdzeniach pojawiaja sie modele budowane z
formul, co oznacza - niczym nieuprawnione - utozsamienia zbioru formul rozumianego jako real-
ny zbiér napisow ze zbiorem definiowanym teoriomnogosciowo. Tak jest np. w opisanym wczesniej
twierdzeniu Henkina o zupelnosci™.

Uznajemy ZFC za ur-teorie ale matematyke uprawiamy w jej modelu zamierzonym.
Ten model jest potrzebny robotnikom matematyki jak tlen, bo nadaje sens ich pracy!.

Dodajmy arcywazny przyklad. Uniwersum Gédla™ to odchudzona wersja uniwersum von Neu-
manna - rekurencyjnie definiowana rodzina coraz to wiekszych ,zbioréw” (L, : o € Ord). Punkt
wyjscia jest ten sam: Lo = Vo = 0. Gdy ,zbiér” L, jest juz zdefiniowany, to dla kazdej formuty ¢
definiujemy ,zbiér” L¢ ztozony z tych ,zbioréw”, ktére sa opisane przez formule ¢ i parametry ze
zbioru L,". Przyjmujemy

Loni= |J L%
peForm
gdzie Form to (zewnetrzny), przeliczalny zbiér formul teoriomnogosciowych. Dla liczb porzadko-
wych granicznych przyjmujemy Lo = Ug<q La. Ostatecznie

L= |J La

a€eOrd

Mniejsza o szczegdlty™. Zauwazmy, ze Loy1 to suma rodziny zbioréw indeksowanych przez ,ze-

59Mozma zaprzecy¢ temu rozumowaniu np. wlaczajac do jezyka arytmetyki symbol succ’®. Powodzenia... .

OW artykule P. Gladkiego ,,Program Hilberta” (internet), przypisano Hilbertowi poglad, ze: ,w metamatematyce
rozumowanie musi opierac¢ sie na intuicyjnym pojeciu liczby calkowitej a nie na arytmetyce sformalizowanej.” No to
mam waznego sojusznika... .

7L He’s a real nowhere man, sitting in his Nowhere Land, making all his nowhere plans for nobody. Doesn’t have
a point of view, Knows not where he’s going to (...) - The Beatles.

"2 Constructible Gédel universe”. Nie nalezy mylié tego pojecia z ,kosmologicznym” uniwersum Gédla.

"Odwotujemy sie tu do aksjomatu wyrézniania.

"Patrz: https://en.wikipedia.org/wiki/Constructible universe.
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wnetrzny” zbiér formut Form. A przeciez ZFC gwarantuje tylko istnienie sum rodzin zbioréw in-
deksowanych przez zbior z tego samego modelu! ,,Gddel’s construction relies on the central concept
of definability, that requires to MANIPULATE FORMULAS WITHIN THE SET-THEORETIC UNIVERSE,
(...) For that, we need to INTERNALIZE THE LANGUAGE OF FORMULAS of ZF in ZF, by constructing
a particular denumerable set Form whose elements—called (...) codes of formulas—are intended to
represent external formulas as sets [47]. Przedstawione w tej pracy rozwiazanie problemu jest zbyt
skomplikowane technicznie bym mégl je tu szczegétowo omawiaé. Tym bardziej, ze nie jestem do
niego przekonany’®.

Uh Houston, we’ve had a problem... A moze nalezy budowaé¢ uniwersum Goédla w modelu zamie-
rzonym? Nie trzeba wéwczas ,,uwewnetrznia¢” zbioru formut... .

Konstrukcja von Neumanna korzysta z aksjomatu zbioru potegowego. Ale nawet w modelu
zamierzonym, znajac zbiér A nie mozemy jednoznacznie stwierdzi¢ ,,jak wygladaja” jego podzbiory:
NIE WIEMY jak wyglada zbiér potegowy zwigzany z A76. Zatem jesli przyjmiemy, ze uniwersum von
Neumanna jest budowane w modelu zamierzonym, to nadal jest to tylko wskazanie hierarchicznej
struktury zbior6w w tym modelu (a nie przepis na jego konstrukcje). Natomiast konstruujac w tym
samym modelu uniwersum Godla nie korzystamy ze zbiorow potegowych. Obiekty tego uniwersum
sa opisywane rekurencyjnie. To moze to jest konstrukcja modelu zamierzonego?””

Teza, ze liczby naturalne istnieja poza teoria mnogosci (ktéra w konsekwencji uprawomocnia
teze o istnieniu modelu zamierzonego) nie budzi wiekszych oporéw. Tak myslal nie tylko Brouwer ale
i jego antagonista Hilbert. Kilkadziesiat lat poZniej E. Nelson pisal (elegancko): , There is obviously
something inelegant about making arithmetic depend on set theory” [53]. A T. Forster poszed}
dalej piszac: ,,One should not allow the (fairly sensible) idea that set theory can be a foundation
for mathematics to bounce one into thinking that one has to start entirely inside Set Theory and
PULL ONESELF UP INTO MATHEMATICS BY ONE’S BOOTSTRAPS™®. That is not sensible. (...) On
the contrary: it is perfectly reasonable - indeed essential - to approach the construction of the
cumulative hierarchy armed with the primitive idea of ordinal” [30]. Dalej jest jeszcze mocniej:
,Textbook after textbook will tell the reader that an ordinal is a transitive set wellordered by ,€”.
Ordinals (...) are not sets at all.”

Mito wiedzieé¢, ze nie jestem odosobniony w swoich pogladach... .

13.3.2 Superstruktury i niestandardowe uniwersa

Dyskusja o modelu zamierzonym miata pokazaé, ze mozna traktowa¢ ZFC' pragmatycznie. To
byloby zapewne herezjg sto lat temu, w czasach mlodoéci ZFC. Zniszczenie marzen ortodokséw
dokonane przez Godla i Cohena sprawilo, ze przestano straszy¢ heretykéw stosem. Zaczal kietkowaé
poglad, iz objecie pojedyncza aksjomatyczna teoria calego matematycznego uniwersum nie musi
by¢ priorytetem matematyki. Pewnie dlatego na jednej ze stron wikipedii znalazto sie takie zdanie:
»In mathematics (...) a universe is a collection that contains all the entities ONE WISHES TO
CONSIDER IN A GIVEN SITUATION”.. Gotéw jestem si¢ zakladaé, ze dzi§ wigkszosé matematykow
to teoriomngosciowi pragmatycy - praktykuja ale nie wierza.

Te tworzone ad hoc uniwersa mozna opisa¢ formalnie jako superstruktury™. Ich budowa przy-

"5Zapomnijmy na chwile o tych watpliwosciach. Wéwcezas L C V . Ale czy uniwersum L jest istotnie mniejsze?
Réwnosé V = L jest niesprzeczna z ZF'C tzn. nie potrafimy - w ZFC - dowies¢ réwnosci L = V ani jej zaprzeczyé¢...
. »Godel briefly considered proposing that we add V = L to the accepted axioms (...) but he soon changed his mind.
His later view was that V = L is REALLY false, even though it is consistent with set theory, if set theory is itself
consistent” [60]. Warto zajrze¢ do tego artykulu H.Putnama dumajac o relacji miedzy ZFC a ,rzeczywistoscia”.

"SNieprzekonanym przypomne tez, ze istnienie pewnych podzbioréw R (réwniez w opisywanym tu modelu zamie-
rzonym!) zalezy od akceptacji pewnika wyboru (zbiory niemierzalne -str.182 )

""To naiwne, wiem.

78 pull oneself up by one’s bootstraps” to idiom, ktérego jedno z mozliwych znaczefi jest bliskie opowiesci o baronie
Munchausenie, ktéry wydostal si¢ z bagna ciagnac si¢ za wtosy... .

"Te nieprzyzwoicie krétks notke o niestandardowych uniwersach sporzadzilem w oparciu o prace [52] pomijajac
szereg istotnych szczegbotéw, ktore jednak nie sg istotne dla zrozumienia istoty rzeczy... .
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pomina nieco konstrukcje von Neumanna. Jej baza jest dowolnie ustalony zbiér indywiduuéw (ato-
moéw, ur-elementéw). Przyjmijmy, ze jest to zbidr liczb rzeczywistych (w ,modelu zamierzonym”):
»in analysis a real number is always handled as a PRIMITIVE ENTITY RATHER THAN AS A SET” -
[52]. Superstruktura o bazie R to przeliczalna suma zbioréw.

V(R) = Upen Va(R) , gdzic Vo(R) = R, Vap1(R) = Va(R) U 2" (),
V(R) to model jezyka teorii zbioréw ale nie jest to model ZFC. Ale sa tu wszelkie obiekty -
liczby i zbiory - niezbedne do uprawiania analizy matematycznej. Mozna tu méwié¢ o iloczynach
kartezjanskich, funkcjach, relacjach a wiec i o modelach teorii pierwszego rzedu®C.

Uprawiajac matematyke kreujemy wlasne uniwersum. , Superstructures are universes for the practice of
mathematics”. Korzystamy z jezyka teorii mnogosci a z jej aksjomatéw - ,w ograniczonym zakresie”.

Superstrukture V(R) mozna rozszerzy¢ tworzac niestandardowe uniwersum. Dla dowolnie wy-
branego ultrafiltru ¢ na zbiorze N ograniczona ultrapotega V(R)Y to podzbiér ,zwyklej” ultra-
potegi: ciag (f,) wyznacza element [(f,)] € V(R)¥ tylko wtedy, gdy wszystkie elementy tego ciggu
naleza do jednego ze zbioréw V,,(R).

Para (V(R),V(R)Y) wraz z przyporzadkowaniem- zanurzeniem a € V(R) ~ a* = [(a,a,...)] €
V(R to wlasnie niestandardowe uniwersum®!.

Elementy V(R) to zbiory niestandardowe. Zbiory postaci a* nazywamy zbiorami standardo-
wymi. Zbiory wewnetrzne to elementy zbioréw standardowych a pozostale to zbiory zewnetrzne®?.

V(R) to $wiat klasycznej analizy matematycznej. Zanurzenie V(R) w V (R)Y nie zmienia przed-
miotu badan lecz stwarza szerszy konteks poznawczy: ,,Zatézmy, ze chcemy udowodni¢ pewna hi-
poteze P dotyczace liczb rzeczywistych (...) i opisana przez formule pierwszego rzedu ¢. Moze sie
zdarzyé¢, ze latwiej jest rozstrzygnac te hipoteze w niestandardowym modelu, w ktérym sa dostepne
dodatkowe narzedzia (np. nieskonczenie male), zamiast w standardowym modelu. Gdy wlasciwosé
P (...) zostanie udowodniona (lub obalona) w modelu niestandardowym, (...) to jest ona réwniez

prawdziwa (falszywa) w strukturze standardowej” [52]

Dodatek: twierdzenie Ramsey’a revisited

Twierdzenia Yosia pozwala spelni¢ obietnice i dokonczyé¢ dowdd twierdzenia Ramsey’a: ,dla do-
wolnej liczby naturalnej n istnieje liczba R(n) taka, ze kazdy skonczony, pelny dwukolorowy graf o
R(n) wierzcholkach zawiera jednokolorowy podgraf o n wierzcholkach”®3.

Wykorzystamy udowodniona juz ,nieskonczona wersje” tego twierdzenia (str. 112) i twierdze-
nie Losia w jego pelnej wersji. Ta pelna wersja méwi (upraszczajac) ze ,pierwszorzedowe zdanie
prawdziwe we wszystkich modelach (A, : n € N) jest prawdziwe w ultraprodukcie tej rodziny
(A, :ne€ N)”8

Pelne grafy dwukolorowe to modele pewnej teorii pierwszego rzedu®® a wlasnoéé ,,dwukolorowy
graf nie zawiera jednokolorowego podgrafu o m wierzchotkach” jest opisywalna w jezyku tej teorii.
To otwiera mozliwosé wykorzystania wyniku Fosia.

Dowodzimy przez sprzecznosé: przyjmijmy, ze dla pewnej liczby naturalnej m nie istnieje liczba
R(m) o zadanej wlasnoéci, tzn. dla kazdej liczby naturalnej n mozna wskazaé pelny dwukolorowy
i n-wierzchotkowy graf K,, w ktérym nie ma jednokolorowego podgrafu o m wierzchotkach.

80Wprawdzie teoriomnogoéciowa konstrukcja zbioru liczb naturalnych ,nie miesci sie w V(R)” ale te liczby sa tu
obecne jako elementy bazowego zbioru R).

81 Przypomnijmy, ze inne niestandardowe uniwersa otrzymamy zastepujac zbiér R dowolnym zbiorem X.

82Nazwy ,wewnetrzny” i ,zewnetrzny” nie maja wiele wspdlnego ze znaczeniami, jakie im nadali$my poprzednio.

83Przypomnijmy: to twierdzenie interesuje nas dlatego, ze jego nieco wzbogacona wersja - twierdzenie Parisa-
Harringtona - to przyklad zdania niedowodliwego w PA a dowodliwego w ZFC.
Zapisany tu ,dow6d” jest, jak zawsze, tylko szkicem, zarysem dowodu.

84 Elementami ultraproduktu II(A, : n € N) sa klasy abstrakcji ciagéw (an : an € A,) definiowane tak, jak w
przypadku ultrapotegi. Dziatania i relacje na tych ciagach tez definiujemy ,tak samo”.

85Sprébuj samodzielnie sformutowaé te teorie.
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Zbudujmy ultraprodukt rodziny I¥(K, : n € N) wzgledem dowolnego witaéciwego ultrafilru .
Na mocy twierdzenia Yosia, ten obiekt dziedziczy wszystkie wspoélne pierwszorzedowe wlasnosci
modeli (K,,: n € N). Jest wigc pelnym dwukolorowym grafem bez jednokolorowego podgrafu o m
wierzchotkach.
Ten graf-ultraprodukt jest nieskonczony i przeliczalny. Zatem - na mocy ,nieskonczonej wersji”
twierdzenia Ramsey’a - jest w nim nieskonczony jednokolorowy petny podgraf, czyli ... zawiera
jednokolorowy pelny podgraf o m wierzchotkach.

Ta sprzecznos¢ upowaznia do stwierdzenia, ze udowodnilidémy twierdzenie Ramsey’a.

Jeszcze jedna uwage godna uwagi: R(2) = 2. Latwo wyliczy¢, ze R(3) = 6. Ale na pytanie o
liczbe R(5) potrafimy dzi$§ odpowiedzieé tylko, ze 43 < R(5) < 49... ....
Jak to mozliwe, ze dysponujac poteznymi komputerami i obliczeniami rozproszonymi nie umiemy
spoérod siedmiu liczb wybraé tej jednej wladciwej? Policzmy: liczba przypadkéw, ktére trzeba prze-
testowaé dla np. n = 45 to - szacunkowo - liczba podzbioréw zbioru par, jakie mozna utworzy¢
korzystajac z 45 elementéw. A to - ,w przyblizeniu” - 2(45%) 86 Mozna podejrzewaé, ze ten nie-
stychanie szybki wzrost liczb Ramsey’a jest przyczyna niedowodliwosci twierdzenia Ramsey’a (w
wersji Parisa-Harringtona) w arytmetyce Peano...%".

13.3.3 Forcing i niezaleznosé¢ hipotezy kontinuum (nieprzyzwoicie krétko)

Jesli chcemy zrozumieé metode forcingu musimy wyzby¢ sie naiwnoéci, ,intuicji” i postrzegaé teorie¢ ZEF'C
skrajnie formalnie - np. konsekwentnie przestrzega¢ zasady, ze elementami zbioru sa zbiory. Nie mozna
baé sie liczb porzadkowych oraz indukcji i rekurencji pozaskonczone;j.

Poczatkiem opowiadania o metodzie forcingu jest przytoczone wczeéniej twierdzenie®® :

njesli teoria ZFC' jest niesprzeczna, to ma model U, w ktérym mozna wskazaé przeliczalny i
tranzytywny zbior M, ktory jest rowniez modelem ZFC”.

Zbiorami w modelu M sa te zbiory modelu U, ktére sa elementami M. Poniewaz M jest tranzytywny
i przeliczalny to wszystkie zbiory w M (elementy M ) sa zbiorami przeliczalnymi w U.

W rozwazanej sytuacji mozna wsréd pojeé teoriomnogosciowych wyrdznié pojecia absolutne
takie, ze kazdy desygnat tego pojecia w modelu M jest tez jego desygnatem w duzym modelu U
(upraszczam). T tak:®
- NY = NM _ zbiér liczb naturalnych w M to zbiér liczb naturalnych w U - pojecie ,zbiér liczb
naturalnych” jest absolutne,

- zbiér A € M jest liczba porzadkowa w M dokladnie wtedy, gdy jest liczba porzadkowa w U. (ale
liczb porzadkowych w M jest mniej niz w U?. | Liczba porzadkowa” to pojecia absolutne.

Zbiér potegowy 28 istnieje (bo M to model ZFC) i ,wewnatrz M” jest nieprzeliczalny. Ale jest
zbiorem przeliczalnym w U, czyli jest rozny od od zbioru potegowego 2? w U. Stad wynika, ze:
NM - najmniejsza nieprzeliczalna liczba kardynalna w M - jest przeliczalna w U i tym samym
rézna od RY - najmniejszej nieprzeliczalnej liczby kardynalnej w U. Pojecia ,liczba kardynalna” i
»(najmniejsza) nieprzeliczalna liczba kardynalna” nie sa absolutne.

86Szacujac nieco doktadniej: 2°°°. Ale to niewiele zmienia...

87 Wyobrazmy sobie, ze wroga cywilizacja napada na Ziemie i - grozac zniszczeniem planety - zada od nas wyzna-
czenia wartosci liczby R(5). By uniknaé¢ zaglady powinniSmy zmobilizowaé wszystkich matematykéw, informatykéw
i programistéw, zaprogramowadé wszystkie komputery i sprobowac znalezé¢ zadang wartosé. A jesli kosmici zazadaja
wyznaczenia liczby R(6)? Wéwczas powinniSmy raczej sprobowad... zniszczyé najezdzcéw.” (P.Erdos (1913-1996) -
matematyk wegierski)

88Tego twierdzenia tu nie dowodzimy - nasza opowie$é o forcingu to ,$lizganie sie po powierzchni”. Z uwagi na
niebanalng ztozonos¢ formalnych definicji i dowodéw ograniczam sie do nieformalnej - ale mam nadzieje, zrozumialej
- narracji. Zainteresowanym polecam [92] - znakomite Zrédto wiedzy o metodzie forcingu, z ktérego korzystatem pisaé
ten podrozdzial.

89 Dowody ponizszych twierdzen mozna znalezé w [92].

99Bo wszelkie liczby porzadkowe we M sa zbiorami przeliczalnymi w U.
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Chyba sie troche kreci w glowie (szczegdlnie platonikom)... .
Wstep za nami. Metode forcingu stosuje sie wtedy, gdy - méwiac malo precyzyjnie - chcemy roz-
szerzy¢ model M (wewnatrz U) dokladajac do niego pewien zbiér G € U. Ale ten dokladany zbiér
nie jest dowolny - musimy ,,co$§ o nim wiedzie¢” patrzac na maty model M.

Zaczniemy od przykladu.
Zbiér N ma mniej - bo przeliczalnie wiele - podzbioréw w M niz w U. Tym samym nie kazda
U-funkcja f : N — {0,1} jest w M. Ale w M jest zbiér wszystkich skoriczonych aproksymacji
takich U-funkcji *!. Oznaczmy ten zbiér przez P
Kazda funkcja f: N — {0,1} w U wyznacza podzbioér P zlozony z jej skonczonych przyblizen. f
jest ich suma mnogosciows.
Zapytajmy: jak opisa¢ podzbiory G C P ktérych suma mnogosciowa jest (wszedzie okreslong) U-
funkcja z N do {0,1} 7 I na dodatek taka, ktéra nie nalezy do M?
Dwa warunki sa oczywiste:

-jeslige G,pe Porazp Cq, top € G,

- dla dowolnych p, q € GG istnieje r € G taki, ze p,q C r,
Te gwarantuje, ze suma mnogosciowa funkcji ze zbioru G jest funkcja czesciowa z N do {0,1}. Dwa
pozostate warunki sformultujemy tak:

-jesli D C P, D € M oraz D jest gesty (tzn. dla kazdego p € P istnieje ¢ € D taki, ze p C q)
to przekréj G N D jest niepusty.

-G¢ M.
Dla kazdej liczby naturalnej n zbiér D, = {q € P: n € dom(q)} jest gesty. Dlatego ten trzeci
warunek zapewnia, ze dziedzing funkcji-sumy funkcji ze zbioru G jest caty zbior N.
Oznaczmy te funkcje-sume przez fg. Latwo sprawdzié, ze zbiér P\ G = {q € P: 3,,q(n) # fa(n)}
jest gestym podzbiorem P. To oznacza, ze przekréj G N (P \ G) powinien byé niepusty - O ILE
P\ G € M. Ale to jest niemozliwe jesli G ¢ M?2.

Podsumowujac: jesli G C P spelnia wskazane cztery warunki, to suma fg jest (wszedzie okre-
Slona) funkcja z N do {0, 1} ktéra nie nalezy do M.

Te cztery warunki definiuja idealy w dowolnym niepustym zbiorze P € M.

Punktem wyjscia do konstrukcji rozszerzenia modelu M metoda forcingu jest para (P € M,G C
P) taka, ze G jest idealem w P%3. Rezultatem zastosowania tej metody jest model Z FC oznaczany
przez M[G] taki, ze:

- M[G] zawiera M i G,

- M[G] jest przeliczalnym i tranzytywnym zbiorem w U,

- M[G] ma te same liczby porzadkowe co M.

Oba ,male” modele - M i M[G] - mozna opisaé korzystajac z hierarchii von Neumanna, jako
jako sumy definiowanych w znany nam juz sposob, zbioréw (str.185):

M=JWVM: aeordM), MG =J(VE:aeOrdM))

gdzie OrdM to zbidr liczb porzadkowych z M. VaG ) VaM co oznacza, ze zbiory tej postaci maja -
w M[G] - ,nowe” podzbiory, ktére nie naleza do M.
Problem w tym, ze opis ,rozszerzania” zbioréw VaM jest mocno skomplikowany. Trudno.

I. Najpierw definiujemy zbiér P-nazw. Jest to suma rekurencyjnie definiowanej rodziny zbioréw
(N,) indeksowanej liczbami porzadkowymi w M:
- Ny to zbidr pusty,

91Skoriczona aproksymacja U-funkcji f to jej obcigcie do skoriczonego podzbioru N. Dowéd (nietrywialny), ze
P € M znajdziemy w [92] str. 31.

92Gdyby P\ G € M to réwniez G € M jako dopekienie tego podzbioru w zbiorze P € M.

93Zbiér P to ,forcing notion”, G to ,generic ideal”. Nie znam powszechnie akceptowanych polskich odpowiednikéw
tych terminéw. , Generic ideal” G bede nazywat tu po prostu ideatem.
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- Ny to zbiér wszystkich podzbioréw produktu [J(N3: f < o) x P: (> 0).
Rzad P-nazwy T to najmniejsza liczba porzadkowa o taka, ze T € N,.

I1. Zbiér G pozwala przyporzadkowaé P-nazwom wartosci (ktore sa zbiorami w U): dla dowolnej
P-nazwy 1

¢ = {0Y: e (0,p) €T} .

III. Wartosci P-nazw to zbiory w modelu M[G].

Pomocny przyklad: niewatpliwie kazda U-funkcja f: N, — P jest P-nazwa. Jej wartoscia jest zbior
f~Y@G). Rzad P-nazwy f to a + 1.

~Mozna uznaé, ze kazda para < o,p >€ T reprezentuje POTENCJALNY element zbioru 7€, ktéry
jest realizowany jako RZECZYWISTY element tylko wtedy, gdy p € G.” [92]°*.

Pominmy szczegdly i poprzestanmy na dwoéch uwagach:

- kazdy zbiér a € M ma nazwe: name(a) = {(name(b),p): b € a,p € P}. Wartosé tej nazwy to
... zbiér a . To oznacza, ze M C M|G] ,

- zbiér G ma nazwe: name(G) = {(name(p),q): p,q € P,p C q}. Jak siec mozna domyslac,
wartos¢ tej nazwy to G , czyli G € M[G].

M|G] jest modelem ZFC. Dowody prawdziwosci wiekszosci aksjomatéw w tym modelu nie sa
az tak straszne [92]. Ale, jak zwykle, wyjatkiem jest pewnik wyboru. Dowodzac jego prawdziwosci
korzystamy ze specjalnej metody dowodzenia spelnialnosci formul teoriomnogosciowych w M|[G]
odkrytej (opracowanej) przez Cohena - z metody forcingu.

Sprobujmy zilustrowaé jej dziatanie na przykladzie najprostszej formuly pierwszorzedowej -
réwnosci x1 = x9.

Orzekanie o spelnianiu tej réwnosci przy danym warto$ciowaniu w M [G] to orzekanie o réwnosci

zbioréw 77 = 7§ gdzie 11,7 sa pewnymi P-nazwami. Istota metody forcingu (w odniesieniu do
formuty x1 = x9 zawarta jest w nastepujacym twierdzeniu:

- réwnosé ¢ = 1§ jest prawdziwa w M[G] dokladnie wtedy, gdy istnieje p € G ktére wymusza
1 2 Jest p Yy, 84y Jje p Y.

rownosé¢ P-nazw 1 = 7o.

Relacja ,,wymuszania réwnosci” to w istocie rodzina tréjargumentowych relacji F; indeksowana liczbami
porzadkowymi w M. Kazda taka relacja wiaze pary P-nazw (o rzedach mniejszych niz «) z elementami
zbioru P. Netoda forcingu sprowadza dow6d réwnoéci zbioréw 7 = 7§ w M[G] do wskazania w zbiorze G
elementu p takiego, ze ,,p wymusza réwnosé nazw 71, 72" - (p, 71, 72) € F, dla pewnej liczby porzadkowej

a wigkszej od rzedow P-nazw 7y, To.

Dla zaspokojenia ciekawosci zapiszmy (niebanalna) rekurencyjna definicje rodziny relacji F .
(p, 11, m2) € F,, jezeli:

- dla dowolnej pary (o1,q1) € 71 takiej, ze p C qi, istnieje para (02,q2) € T2 taka, ze ¢ C qo i
(q2,01,09) € Fjg ., gdzie 8 jest liczba porzadkowa wigksza od rzedow o1, o2,

- dla dowolnej pary (o2,q2) € T takiej, ze p C qo ... dokoncz zakladajac, ze jest to warunek
Lsymetryczny” do powyzszego.

94Przydatna(?) analogia: konstrukcja rozszerzenia ciata liczb wymiernych @ zawierajacego chocby jeden pierwia-
stek wielomianu (nierozktadalnego) f o wspélczynnikach wymiernych jest dwuetapowa: najpierw konstruujemy zbiér
wielomianéw Q[z] - wielomiany traktujemy jako nazwy elementéw budowanego rozszerzenia. W drugiej kolejnosci
przyporzadkujemy nazwom wartosci, ktérymi sa reszty z dzielenia wielomianéw przez f. Te wartosci to elementy
poszukiwanego ciala.
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»(...) dla dowolnych P-nazw T1,...,7, I teoriomnogosciowej formuly ¢(xi,...,x,) mozna pytac: dla
jakich ideatéw G C P zdanie ¢(7C,...,7¢) jest prawdziwe w M|[G]? Czy moze sie zdarzyé, ze da sig
wywnioskowaé¢ prawdziwosé takiego zdania z pewnej strukturalnej wilasnosci G? Mozna sobie wyobrazié¢
przypadki, w ktérych obecnosé¢ pojedynczego elementu p € P w G moze wystarczy¢, aby zapewnié
prawdziwosé takiego zdania w M[G]. (...)

Jedli tak jest, to méwimy, ze p wymusza (,forces”) ¢(11,...,7n) (---)

»The fundamental theorem of forcing effectively states that everything which is true in M[G] is
forced by some p € G.”[92]

Oczywiscie formutujac to fundamentalne twierdzenie dla dowolnej formuly ¢ nalezy zastapié
opisane wyzej ,relacje wymuszania” (F, ) relacjami (F2) konstruowanymi w sposéb uwzgledniajacy
ksztalt formuly ¢ [92].

Niezalezno$é hipotezy continuum

Hipoteza continuum? to ,$wiety graal” matematyki teoriomnogoéciowej. Pytanie, ktore dre-
czyto Cantora po odkryciu réznych rodzajow nieskonczonosci rozumie poczatkujacy student mate-
matyki. Z drugiej strony cohenowski dowdd nierostrzygalnosci hipotezy continuum w ramach ZFC
cieszy sie opinig skrajnie trudnego. Dlatego ogromna wiekszo$¢ matematykéw daruje sobie jego
poznanie (ciekawe, ilu sie do tego przyzna...).

Szczesdliwie, wiedzac to co juz wiemy o budowie rozszerzenia M ~» M[G] mozemy sprébowaé przed-
stawi¢ zarys dowodu Cohena unikajac wszelkich technicznych niuanséw.

To ,proste”. Wystarczy wskaza¢ dwie pary (P, G1) i (P, G3) takie, ze w model M[G1] po-
twierdza hipoteze continuum natomiast model M |[G3] prawdziwe jej przeczy.

Przypomnijmy jeszcze raz kluczowe fakty:
- zbidr liczb naturalnych w M jest tez zbiorem liczb naturalnych w rozszerzeniach postaci M[G],
-w modelach M i M|G] liczby porzadkowe sa takie same, ale

- liczby kardynalne w modelach M i M[G] moga by¢ rézne.
W szczegblnoscei Ny - najmniejsza nieprzeliczalna liczba kardynalna - nie musi by¢ taka sama w M
i M[G] (dlatego bede uzywat oznaczen Ry (M) i Ry (M[G])%.
Uzyjemy tez symboli Ro (M) i Xo(M[G]) dla oznaczenia najmniejszych liczb kardynalnych wigkszych
(odpwiednio) od Ny (M) i Xy (M[G]) (w modelach M i M[G)).
Opiszmy nieco bardziej precyzyjnie oczekiwane wlasnosci rozszerzen M[G1] 1 M[Gs):

- M [G1] ma by¢ modelem teorii ZFC + CH co oznacza, ze jest w nim jest bijekcja miedzy zbiorem
podzbioréw N i zbiorem-liczba kardynalna w Ri(M|[G1]),

- M[G3] ma byé modelem ZFC + —CH co oznacza, ze zbiér N ma w M[Gs] wiecej niz Ro(M[G2)])
podzbioréw.

Wystarczy tylko znalezé odpowiednie pary (P, G1), (P2, G2)... . Latwo powiedzie¢.

Model ZFC + CH.
Jako zbiér P € M wskazujemy zbior wszystkich bijekcji w M miedzy przeliczalnymi podzbiorami
21;1/[ i przeliczalnymi podzbiorami N{V[ - najmniejszej nieprzeliczalnej liczby kardynalnej w M.
Poszukiwang bijekcja w M[G1] jest suma mnogosciowa funkcji nalezacych do Gy %7

Model ZFC + -CH.

Podstawsa konstrukcji rozszerzenia w tym przypadku jest zbior P, € M ktorego elementami sg
funkcje w M dzialajace miedzy skonczonymi podzbiorami N x No(M) a zbiorem {0, 1}. Dowodzi
sie (nielekko) ze:

958tr. 7.

96 We stress that although 2% and N1[G1] are countable, within M they appear to be uncountable.” [92].

9"Poniewaz G1 € M[G1] i M[G1] jest zbiorem tranzytywnym, to suma elementéw G1 jest zbiorem w M[G1].
Dodajmy, ze w tym przypadku zbiory podzbioréw N w M i M[G1] sa takie same a liczby kardynalne Ni(M) i
Ry (M[G1]) sa réwne.
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- liczby kardynalne w M [G2] sa takie same jak w M. W szczegélnosci Ro(M ) = No(M[G])

- Niech f: N xRo(M) = N xNo(M[G]) — {0, 1} bedzie funkcja- suma funkcji-elementéw idealu
G. Wowczas zbiory

Ay ={n eN: f(n,a) =1} : a < Ro(M[G]))
sa parami rézne.

MI[G]

A to oznacza, ze zbiér N ma w M|[G] (conajmniej) N,
Zwraca uwag, ze nie podalem tu specyfikacji idealow G; i Ga. Oznazcza to, ze moga to byc
dowolne ideaty w zbiorach P; i Ps.
Ale skad wiemy, ze jakiekolwiek idealy istnieja w zbiorach P; i P27 W [92] znajdziemy twierdzenie
ktére méwi, ze dla dowolnego elementu p € P istnieje ideal zawierajacy p.
To wszystko. Dokladniej: to wszystko, co mozna powiedzie¢ o cohenowskim dowodzie nieroz-
strzygalnosSci hipotezy continuum nie wnikajac w szczegdly techniczne i niebanalne dowody. Zain-
teresowanym polecam lekture [92].

Od udowodnnienia niezaleznosci hipotezy continuum od ZFC' przez Godla i Cohena mineto kilkadziesiat
lat. I co? I nic®®. Nikt nie dyskutuje, ktére z dwéch mozliwych rozszerzeh ZFC nalezy wybraé. Pokazuje
sie wprawdzie pewne fakty, ktorych prawdziwosé zalezy od tego wyboru ale nic wiecej.

Czy to nie dowdd, ze zapomnieliSmy, iz ta teoria miata byé niewzruszong podstaws matematyki?

A moze przyznanie, ze aksjomatyczny fundament wcale nie jest matematyce niezbedny?

13.3.4 Wilk w owczej skorze

Wyobrazmy sobie alternatywna historie matematyki. Przypusémy, ze Cantor lub ktos$ réwnie genial-
ny wpada na pomyst, by stworzy¢ ur-teorie matematyki rozszerzajac nieco jezyk arytmetyki Peano.
W tym nowym jezyku formuluje teorig, ktora - dla odréznienia od pierwszorzedowej arytmetyki
Peano - nazywa arytmetyka drugiego rzedu®.

To skromne rozszerzenie: ogranicza sie do wprowadzenia zmiennych drugiego rzedu. Dla od-
réznienia od zmiennych przedmiotowych - x,y, z, ... - nowe zmienne oznaczamy duzymi literami -
X, Y, Z,.... W konsekwencji pojawiaja si¢ nowe formuty atomowe: dla dowolnego termu arytme-
tycznego t i zmiennej drugiego rzedu X, napis t € X jest takg formuta.

Formuly ztozone budujemy z atomowych tak samo, jak w jezyku pierwszego rzedu.
Nowa teoria - SOA - to rozszerzenie arytmetyki Peano o trzy aksjomaty:

- aksjomat indukcji:

Vx (0€ X)A (Vy (7 € X — suce(z) € X) =V, (v € X) 190
- aksjomat wyrézniania: dla dowolnej ,drugorzedowej” formuly é(z,y1,. .., Yk, Y1,...Yy) nie zawie-
rajacej wolnej zmiennej X 101

dxV, (l‘ S X) — qb(a:,yl,... Yky Y1, ... ,Ym))
- aksjomat ekstensjonalnosci:
VX,yX:YHVg;(.%'EXH.TEY)

Tak jak w ZFC, aksjomat wyrdzniania pozwala na wprowadzenie do jezyka SOA formul na-

zwowych - napiséw postaci
{25 $@ Y1, 1 Vi Yo}
( gdzie y1,...,Yk, Y1,..., Yy to zmienne wolne - parametry tej formuly nazwowej).

Co mozna w tej matematyce wyrazi¢? Co mozna bada¢? Popatrzmy na proste przyktady:

98To nieco krzywdzace. Prawdziwe o tyle, ze dyskusje o konsekwencjach dowodu Cohena nie przeniknely do mate-
matycznego mainstreamu.

99Second Order Arithmetics - SOA. Ta teoria zostala stworzona przez Hilberta i Bernaysa w latach 30-tych XX w

100 waga historyczna: w ,pierwotnej” wersji aksjomatyki Peano tak wtagnie sformutowano aksjomat indukecji. Nie
byla to teoria pierwszego rzedu. Ale nie byta to tez teoria réwnowazna SOA.

101 To zastrzezenie jest istotne: w przeciwnym wypadku dla ¢(z) = =(z € X) otrzymamy sprzecznodé.
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1. Formula © = x wprowadza do jezyka SO A nazwe (= bezparametrowa formule nazwowa) {z: x =
x}. Zastapimy ja symbolem N i bedziemy nazywaé ,uniwersum” poniewaz

SOAFVY,x €N oraz SOAFVYx X C N 102

2. Formula nazwowa {z: —~(x € Y)} (z parametrem Y ) sprawia, ze w SOA mozna méwic¢ o dopel-
nieniu (definiowalnego) zbioru. Mozna wprowadzi¢ skrét =Y dla tej formuly i np. pokazaé, ze:

SOAFYyVy(x €Y)V (zeY)
Podobnie mozna wprowadzi¢ nazwy X UY, X NY (z parametrami X,Y ).

3. Oznaczmy term arytmetyczny (n + m)2 + n sugestywnym skrétem (n,m). To oznacza wprowa-
dzenie do jezyka SOA pojecia pary uporzadkowanej - formuly nazwowej {z : x = (n,m)} 103
W konsekwencji mozemy konstruowaé¢ w SOA iloczyny kartezjanskie:

YxZ={zx:3,.(yeY)N(z€eZ)N(xr=(y,2))}

a potem - korzystajac z pojecia podzbioru - wprowadzié¢ do SOA pojecia relacji i funkcjit®*.
4. ,,Zbior jest skonczony, gdy na trasie kazdej nieskonczonej podrézy po jego punktach musi znalezé
sie punkt odwiedzony conajmniej dwukrotnie”. Te charakteryzacje zbioréw skoriczonycyh zapiszemy
w jezyku SOA w postaci niezbyt milej formuly:

Finite(Y) =Vx (Tr(X) A Suce(X,Y) — Fiz(X,Y)VY =0).
gdzie Tr(X), Succ(X,Y), Fiz(X,Y) to skréty:

Tr(X)=Vay.(z,y) € XA (y,2) € X — (z,2) € X,

Succ(X,Y) = VoeyJyev (z,y) € X,

Fizx(X,Y) =Jpey (x,2) € X

W SOA mozna méwié o zbiorach skonczonych. Ale nie ma tu zbioru wszystkich podzbioréw N!

Pominiemy opowie$é, jak w tej teorii definiujemy liczby calkowite, wymierne i rzeczywiste. Majac
w glowie to, co powiedzieliSmy o funkcjach ciaglych, nie dziwimy sie zbytnio, ze w SOA mozna
te funkcje definiowaé¢ i badaé '%°. To wystarczy, by uprawia¢ sensowna matematyke w obszarze
wyznaczonym przez arytmetyke drugiego rzedu.
SOA to teoria posrednia miedzy arytmetyka a teoriag mnogosci: PA jest podteoria SOA a ZFC
jest bogatsza od SOA 196, Jaka jest matematyka SOA? Jaka jest ,sila” tej teorii?
Pieknie napisat o tym S.G. Simpson: ,,Szczegdlnie interesuje nas pytanie, ktére aksjomaty orzekajace
o istnieniu sa niezbedne do udowodnienia znanych twierdzenn matematycznych. Zakres tego pyta-
nia (...) zawezimy dzielac matematyke na dwie czesci. Pierwsza to matematyka teoriomnogosciowa
(set-theoretic mathematics) a druga nazwiemy zwykla (ordinary) matematyka. Przez matematyke
teoriomnogosciowa rozumiemy te jej dziedziny, ktére zbudowano po teoriomnogosciowej rewolucji
(...) takie jak topologia ogdlna, analiza funkcjonalna, algebra nieskoriczonych struktur, i abstrak-
cyjna teoria zbioréw. Do zwyklej matematyki zaliczamy dziedziny wczesniejsze od teorii mnogosci -

102Mozma, ,zanurzyé” SOA w ZFC utozsamiajac N z najmniejszym zbiorem induktywnym - zbiorem liczb natu-
ralnych.Zmienne w SOA utozsamiamy ze zmiennymi teoriomnogosciowymi ,0 ograniczonym zakresie zmiennosci”:
zakresem zmiennych przedmiotowych sg zbiory-liczby naturalne a zakresem zmiennych drugiego rzedu - podzbiory
liczb naturalnych. Np. formute 2 € X ,ttumaczymy” na formute teoriomnogosciowa (z € N) A (X € 2N) A (z € X).

Y380A F Yompa (M +n)2+n=(k+1)?4+1) — ((m=k) A (n =1)). Para liczb naturalnych jest jednoznacznie
reprezentowana przez pojedynczg liczbe - kod pary.

04 fun(F, X, Y)=F C X xY AV,3, (z,y) € F.

105 (...) poniewaz zachowanie funkcji ciaglej jest podyktowane jej wartoéciami w punktach wymiernych, mozna
zaimplementowad te funkcje jako zbiory par liczb wymiernych. Ale te pary moga by¢ implementowane przez kody-
liczby naturalne, wiec funkcje ciagle po liczbach rzeczywistych réwniez moga by¢ implementowane na poziomie
zbioréw liczb naturalnych. (...) Podsumowujac, klasyczna analize funkcji zwyklych mozna zrekonstruowaé w SOA
(...)co jest powodem, dla ktérego SO A nazywa sie czasem po prostu nanaliza” - P.Smith, Induction and Predicativity
(http://philpapers.org/rec/SMIIAP-2). Dodajmy, ze ,zbiér liczb rzeczywistych” to NIE JEST pojecie matematyki
budowanej na bazie SOA!

106 Permin ,bogatsza teoria” oznacza, ze aksjomaty SOA sa przy takim tlumaczeniu dowodliwymi twierdzeniami w
ZFC.
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geometrig, teorie liczb, logike matematyczna i teorie obliczalnosci. Rozréznienie miedzy matematy-
ka teoriomnogosciowa i zwykla jest, z grubsza, rozréznieniem miedzy ,matematyka nieprzeliczalng”
i ,matematyka przeliczalna”. (...) Stad, na przyklad, badanie ciaglych funkcji rzeczywistych jest
czescia zwyklej matematyki (...) [73].

H SOA to ur-teoria zwyklej matematyki. SOA to matematyka liczb, ZFC to matematyka zbioréw.

,W SOA mozna nie tylko bardzo duzo wyrazi¢, ale i duzo udowodnié. Praktyka pokazuje, ze
niemal kazde twierdzenie, z ktérym mozna sie zetknac¢ w ciagu pierwszych lat studiow matematycz-
nych, mozna udowodnié¢ w SOA, jesli tylko mozna je wyslowié¢ w jej jezyku. O przyklady twierdzen
wyrazalnych, lecz niedowodliwych w SOA (a dowodliwych w ZFC) wcale nie tak latwo”'07.

SOA jako teoria drugiego rzedu

Uznajmy prymat ZFC i popatrzmy z tej perspektywy na SOA.

W jezyku pierwszego rzedu rownosc jest wyrézniona - ma ustalong interpretacje w kazdym teoriom-
nogosciowym modelu'®®. W SOA mamy druga wyrézniona relacje - przynaleznosé (elementu do
zbioru). To cecha charakterystyczna nie tylko SOA ale wszelkich teorii odwolujacych sie do jezyka
i logiki drugiego rzedu'"?.

Czy to znaczy, ze - wbrew wczesniejszym twierdzeniom - ZF'C' to teoria drugiego rzedu? W zad-
nym razie. W teorii mnogosci operujemy zmiennymi, termami i relacjami ,na jednym poziomie”.
Zapis (z € y) A (y € z) jest tu poprawny. Natomiast w jezyku drugiego rzedu mamy dwa rodzaje
zmiennych - przedmiotowe i zbiorowe. Zapis x € X jest poprawny tylko wtedy, gdy x to zmienna
indywiduowa a X - zmienna drugiego rodzaju. Zapis (x € Y) A (Y € Z) jest tu niepoprawny'1®. W
SOA (i innych teoriach drugiego rzedu) relacja przynaleznosci ,,€” jest splaszczona - mozna méwié
tylko o przynaleznosé¢ liczby naturalnej do podzbioréw uniwersum - zbioru liczb naturalnych.

Jezyk drugiego rzedu jest w oczywisty sposob interpretowalny w jezyku ZFC'. Dlatego bez
wiekszego oporu przyjmujemy, ze takie teorie ,,maja sens” w matematyce teoriomnogosciowej. SOL
jest stabsza od ZFC, ale dzigki wyréznionej roli symbolu ,€” bardzo jej bliska. I pewnie dlatego
Quine nazwal SOL teorig zbioréw w owczej skérze” .

Jednak logika drugiego rzedu ma powazna wade - nie jest zupelna. Czy jest wiec logika?
Zupelnosé to dla wielu niezbywalny atrybut logiki. ,(...) Motywacje stojaca za zadaniem komplet-
nosci wlasciwej logiki mozna zrekonstruowac tak: konsekwencja logiczna jest intuicyjnie rozumiana
jako pojecie semantyczne. (...) Zatem to teoria modeli, oddaje logiczna konsekwencje. System de-
dukcyjny oferuje nam zaledwie kilka regul wnioskowania. Jesli dowéd zupetnosci systemu si¢ nie
powiedzie to oznacza, ze nie wychwytuje on prawidlowo logicznych konsekwencji [61]

Odpowiedzia na postawione pytanie jest twierdzenie Lindstréma: ,logika pierwszego rzedu jest
najsilniejszg logika, ktora jest zupetna i dla ktorej mozna udowodnié¢ twierdzenie o zwartosci”.

Zwies¢ cie moze ciagnacy ulicami thum,
wodka w parku wypita albo zachéd slonca,
lecz pamietaj: naprawde nie dzieje sie nic
i nie stanie si¢ nic - az do kofca. (...)

M. Zabtocki

Czy zdanie okragle wypowiesz,
czy ksiege madra napiszesz,
bedziesz zawsze mie¢ w glowie
te sama pustke i cisze.(...)

107Cytat pochodzi z artykutu L. Kolodziejczyka o przydtugim tytule ,Jak pokazaé, ze co$ ma elementarny dowéd
nie pokazujac tego dowodu” (internet).

108, ub: w jezyku teorii mnogosci (aksjomat ekstensjonalnosci).

10990 = Second Order Logic

107 0gike drugiego rzedu mozna powigzaé z (prosta) teoria typéw Russella. Idea tej teorii to hierarchizacja wyrazen
i wielkosci matematycznych za pomoca typow. Najprostszy typ ,wielkosci indywiduowych” ma rzad 1, rzad typu
zbioréw tych indywiduéw to 2, rzad typu zbioréw wielkosci rzedu 2 to 3... itd. Jezyk n-tego rzedu dopuszcza, méwiac
w uproszczeniu, uzycie i kwantyfikacje zmiennych, ktorych zakresem zmiennoéci sa wielkosci co najwyzej n-tego rzedu.
»Dowolne wyrazenie zawierajace zmienna zwigzang jest wyzszego typu niz ta zmienna” - B.Russell.

11 Second Order Logic is a set theory in sheep’s clothes” lub ,SOL is Set Theory in disguise”.
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to be continued ...
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