Wstep do matematyki

Zestaw 8. ROwnolicznosé i moce zbiorow

1. Dowies¢, ze natepujace zbiory sa rownoliczne:

(a) A={z €N,z < T7}oraz B={z € N; 22 < 49};

(b) A={r eR; 2? — 22+ 1 =0} oraz B = {0};

(c) zbidr liczb rzeczywistych dodatnich R>? oraz zbidr liczb rzeczywistych ujem-
nych R<0;

(d) zbiér wszystkich liczb naturalnych N oraz zbiér {x € N; x > ng} dla pewnego
ng € N;

(e) zbidér wszystkich punktéw lezacych na cieciwie danego okregu oraz zbiér

wszystkich punktéw lezacych na tuku opartym na tej cieciwie.

2. Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym, zas Xy C X podzbiorem skonczonym.

Udowodnié, ze X\ X jest réwnoliczny ze zbiorem X.

3. Zbada¢ moc zbioru wszystkich okregéw na plaszczyznie, ktére maja srodek o

wspotrzednych wymiernych i ktérych promien ma dlugosé bedaca catkowita wielokrotnoscia

V2.

4. Udowodni¢, ze zbiér wszystkich tréjkatow réwnobocznych na plaszezyznie o
srodku ciezkosci w poczatku uktadu wspotrzednych i jednym z wierzchotkéw o wspotrzednych

wymiernych jest przeliczalny.

5. Udowodni¢, ze zbior wszystkich przedzialéw na prostej o obu koncach wymiernych

jest zbiorem przeliczalnym.

6. Udowodni¢, ze kazda rodzina przedzialéw rozitacznych na prostej jest zbiorem

przeliczalnym.

7. Dowies¢, ze jesli zbiory A, B sa przeliczalne, to zbiory: AUB, AN B oraz A+ B

sa rowniez przeliczalne.

8. Dowies¢, ze jesli f : R — R jest funkcja monotoniczna o warto$ciach rzeczy-

wistych, to zbidr jej punktéw nieciaglosci jest przeliczalny.

9. Dowies¢, ze kazdy z nastepujacych zbiorow jest mocy Ng:
(a) zbidr okregdw, ktérych srodki leza w punktach o wspéhrzednych wymiernych
i promieniach bedacych liczbami wymiernymi;
(b) zbidr tréjkatéw réwnobocznych o srodku cigzkosci w poczatku uktadu wspéhrzednych

1 jednym wierzchotku wymiernym;



(c) zbiér roztacznych szescianéw w przestrzeni tréjwymiarowe;;

(d) zbidr roztacznych két polozonych na plaszezyznie;

(e) zbiér macierzy o wyrazach wymiernych;

(f) zbidr {z € R; Joenz™ € Q}, gdzie Q oznacza zbidr liczb wymiernych.

10. Znalez¢ moc zbioru ciagéw o wyrazach wymiernych, stalych od pewnego miejsca.
11. Znalez¢ moc zbioru wszystkich ciagéw zbieznych o wyrazach catkowitych.

12. Dowies¢, ze jesli A jest zbiorem przeliczalnym, za$ B zbiorem mocy ¢, to zbiory
AU B, A\B oraz A =+ B sa réwniez mocy .

13. Dowies¢, ze jesli { A; }ier jest rodzina mocy ¢ zbioréw przeliczalnych, roztacznych

i niepustych, to zbiér (J,.p A¢ ma moc c.

14. Sprawdzié¢, czy nastepujace zbiory maja moc c:
(a) {z e R; Fpena™ € Q};
(b) {(z,y) € R?* 2? = y};
(c) {(z,y) € R% y = f(x)}, gdzie f: R — R jest dowolna funkcja;
(d) {(z,y) € R* Fpegr —y = q};
(e) {(z,y) e R* = < 0};
(f) {(z,y) € R* 2* = 9};
(8) {(z,y) eR* y € Q, 2° = 4};
(h) {(z,y) e R?* zy < 1};
(i) {(z,y) € R* zy = 10};
() {(z,y) € R? zy = 10};
(k) {(z,y,2) e R% a? +y* + 22 = 1}
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15. Udowodni¢, ze jesli card X > Vg, to zbiér X zawiera podzbiér A przeliczalny i
taki, ze X\A ~ X.

16. Udowodnié¢, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by zbiér X byl

rownoliczny ze swoim podzbiorem wlasciwym jest, aby 8y < card X.

17. Udowodni¢, ze:
(a) dla dowolnych zbioréw Ay, By, Ay, By warunek A; ~ By i Ay ~ By implikuje,
ze A1 X By ~ Ay X By;
(b) dla dowolnych zbioréw A oraz B, jeéli A ~ B, to 24 ~ 25:
(c) jesli zbiory A i B sa rozlaczne, to dla kazdego zbioru X zachodzi XAYE ~
X4 x XB. Wywnioskowaé stad, ze 24Y8 ~ 24 x 2B o¢dy AN B = 0.



