Programowanie liniowe
Zestaw 2

Niepusty podzbior C' C R™ nazywamy stozkiem, jesli dla dowolnego x € C
oraz A > 0 mamy Ax € C. Podzbiér C' C R™ nazywamy stozkiem wypuktym,
jesli jest on jednoczesnie stozkiem i zbiorem wypuktym.

1. Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru X C R” istnieje najmniejszy
stozek cone X zawierajacy zbiér X. Pokazaé, ze cone X = {0}, gdy X = 0,
oraz cone X = {Azx | A >0, x € X}, gdy X # 0.

2. Udowodni¢, ze suma mnogosciowa niepustej rodziny stozkéw jest stoz-
kiem.

3. Znalez¢ wszystkie stozki w R.

4. Udowodni¢, ze niepusty podzbiér C' C R" jest stozkiem wypuktym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x1,25 € C' oraz A\, Ao > 0 mamy
/\1931 + )\21‘2 € O

5. Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru X C R” istnieje najmniejszy sto-
zek wypukly conv. cone X zawierajacy zbior X. Pokazac, ze conv.cone X =
D sinx A | Ap >0, {z € X | Ay >0} < oo}

6. Podac¢ przyktad stozka, ktéry nie jest wypukty.

7. Podaé przyktad dwoch stozka wypuktych, ktorych suma mnogosciowa
nie jest stozkiem wypuktym.

Wieloscianem nazywamy kazdy zbior postaci {x € R" | Ax < b}, A €
M(m,n), b € R™, m > 1. Podzbiér C' C R" nazywamy stozkiem wieloscien-
nym, jesli C' jest jednoczesnie stozkiem i wielo$cianem.

8. Udowodni¢, ze kazdy wieloscian jest zbiorem wypuktym.

9. Udowodni¢, ze niepusty zbior C' C R" jest stozkiem wielo$ciennym,
jesli C' = {z € R" | Az < 0} dla pewnej macierzy A € M(m,n), m > 1.

10. Poda¢ przyktad stozka wypuktego, ktéry nie jest wielo$cienny.

11. Udowodnié, ze przekrdj skonczonej ilosci stozkéw skonczenie gene-
rowanych jest stozkiem skoriczenie generowanym.



12. Udowodni¢, ze suma algebraiczna skonczonej ilosci stozkéw wielo-
Sciennych jest stozkiem wielo$ciennym.

13. Znalezé¢ macierz A € M(m,n) taka, ze conv.cone X = {z € R" |
Az < 0}.

(a) n=31X={[1,1,1]",[1,2,3]", [1, -1, 1], [0,1,1]"}.
(b) n=51iX = {[1,1,0,0,0]", [1,0,0,2,0]",[0,0,—1,—1, —1]*},

14. Znalezé macierz A € M(m,n) i b € R™ takie, ze ze conv. hull X =
{z e R* | Az < b}.

() n=31X ={[1,0,0]",[1,1,1]" [1,2,3]* [1,~1,1]*, [0, 1,1]"}.
(b) n=5iX = {[1,1,0,0,0]",[1,0,0,2,0],[0,0, -1, -1, —1]*},

15. Korzystajac z algorytmu podanego w dowodzie gtownego twierdze-
nia teorii nieréwnosci liniowych sprawdzi¢, czy wektor v nalezy do stozka
wypuktego generowanego przez wektory ag, ..., a.

(a) v=[1,—-1,2]" k=4,a; = [1,-2,2]", ay = [1,1,0]", a3 = [—1, =2, 2],
ay = [0, —1,2]".

(b) v=[1,-1,2,=3]" k=4, a; = [1,-2,2,—2]", ay = [1,1,0,0]"*, a3 =
[—1,-2,2,1]", aq = [0, —1,2, 1]*.

(€) v=[3,1,0-3" k=4, a = [1,-2,2,~2", ap = [1,1,0,0]", a3 =
[_17 _27 27 1]1;1"7 a4 =



