Programowanie liniowe
Zestaw 1

Podzbiér V' C R™ nazywamy podprzestrzenig liniowa, jesli 0 € V' oraz
dla dowolnych vy,v9 € V i A\, Ay € R mamy A\jv; + A\ve € V. Dla kazdej
podprzestrzeni liniowej V' C R™ istnieje macierz A € M(m,n) taka, ze v € V
wtedy i tylko wtedy gdy Ax = 0.

1. Udowodni¢, ze przekrdj dowolnej niepustej rodziny podprzestrzeni li-
niowych w R" jest podprzestrzenia liniowg w R"™.

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnego zbioru X C R” istnieje najmniejsza

przestrzen liniowa w R"™ zawierajaca zbior X. Podprzestrzen te oznaczamy
lin. hull X'.

3. Udowodnié¢, ze dla dowolnego niepustego zbioru X C R™ mamy réw-
nos¢ lin. hull X = {>° Aoz | Ay €R, {z € X | A\, #0}| < oo}

4. Zmalez¢ macierz A € M(m,5) taka, ze lin.hull X = {z € R° | Az =
0}, gdzie X = {[1,1,0,0,0]",[1,0,0,2,0], 0,0, -1, -1, —1]*}.

Podzbiér X C R"™ nazywamy wypuktym, jesli dla dowolnych z1, 25 € X i
A1, Ag > 0 takich, ze Ay + Ay = 1, mamy Ay + Aoxg € X.

5. Udowodni¢, ze kazda podprzestrzen liniowa w R" jest zbiorem wypu-
ktym.

6. Udowodni¢, ze nastepujace zbiory sa wypukte.
(a) X ={x eR"||z—al| <r}, gdzieac R"ir > 0.

(b) X = {z € R" | 2"Ax < r}, gdzie A € M(n,n) jest symetryczna
dodatnio okreslong macierza i r > 0.

(¢c) X ={z e R"| f(z) < y}, gdzie f : R” — R jest funkcja wypukla
(tZH. f(/\lxl + )\21’2) S /\1f(l’1) 4+ )\2f<1’2) dla T1,T9 - Rn) )\1,)\2 Z 0,
)\1+/\2:1)1y€R

7. Udowodnié, ze zbiér {x € R™ | ||z|| > 1} nie jest wypukly.

8. Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru X C R” istnieje najmniejszy
zbior wypukty zawierajacy zbior X. Zbiér ten oznaczamy conv. hull X i na-
zywamy otoczka wypukty zbioru X.



9. Udowodni¢, ze dla dowolnego niepustego zbioru X C R" ma miej-
sce té6wnos$¢ conv. hull X = {>° Az | Ay > 0, [{z € X | A\, # 0}] <

00, Y pex Ao = 1}
10. Znalez¢ otoczki wypukte nastepujacych zbiorow.
(a) X ={(z,y) e R? | 22 +¢y* = 1}.
(b) X ={(z,y) eR* | y = 2?}.
() X ={(z,y) eR? |z +y=1}.
11. Wyznaczy¢ punkty ekstremalne nastepujacych zbioréw.
(a) {(z,y) €eR? | |z| +[y| < 1}.
(b) {(z,y) € R? | 2? +y* < 1}.
(c) {(z,y) e R? | 2% +¢* < 22 < 2}.
Niepusty podzbiér X C R™ nazywamy podprzestrzenia afiniczng, jesli

dla dowolnych x1,zo € X oraz A, Ay € R takich, ze A\ + Ay = 1 mamy
AT+ Aoxy € X.

12. Udowodnié, ze kazda podprzestrzen afiniczna w R” jest zbiorem wy-
puktym.

13. Udowodnié, ze podzbior X C R” jest podprzestrzenig afiniczng wte-
dy i tylko wtedy, gdy X =2+ V :={x+v | v € V} dla pewnego = € R"
oraz podprzestrzeni liniowej V' C R". Jesli 1,29 € R™ oraz Vi,V C R™ sg
podprzestrzeniami liniowymi, to x1 + V; = x4 + V5 wtedy i tylko wtedy, gdy
Vi=Vyoraz x1 — 29 € V.

14. Udowodnié, ze niepusty podzbior X C R™ jest podprzestrzenig afi-
niczna wtedy i tylko wtedy, gdy X = {x € R" | Ax = b}, A € M(m,n),
beR™ m>1.

15. Udowodni¢, ze dla dowolnego niepustego podzbioru X C R™ ist-
nieje najmniejsza podprzestrzen afiniczna aff. hull X zawierajaca zbior X.
Pokaza¢, ze aff. hullX = {>° Ao | A € R, {z € X | A\, # 0}] <

00, 22:1 Ai =1}

16. Znalez¢é A € M(m,5) oraz b € R™ takie, ze aff. hull X = {z € R |
Az = b}, gdzie X = {[1,1,0,0,0]*, [1,0,0,2,0]", [0,0, —1, -1, —1]""}



