MATEMATYKA DYSKRETNA II — WYKLAD 1

§1. ALGORYTMY PRZEPLYWOWE
PODSTAWOWE POJECIA

DEFINICJA.
Grafem nazywamy kazda pare G = (V, E) taka, ze V jest zbiorem skon-
czonym, nazywanym zbiorem wierzchotkéw grafu G, oraz E jest podzbiorem
zbioru V' x V| nazywanym zbiorem krawedzi grafu G.

OZNACZENIE.
Jesli G jest grafem, to przez Vi oznaczamy zbiér jego wierzchotkéw, zas przez
E¢ zbidr jego krawedzi. Ponadto

E{ = Eg U {(u,v) : (v,u) € Eg}.

DEFINICJA.
Wierzchotkiem grafu G nazywamy kazdy element zbioru V.

DEFINICJA.
Krawedzig grafu G nazywamy kazdy element zbioru Fg.

DEFINICJA.
Siecig (przeplywowq) nazywamy kazda czworke I' = (G, ¢, s,t) taka, ze G
jest grafem, ¢ : Ef, — R, funkcja taka, ze c(a) > 0 dla wszystkich a € Eg
oraz c(a) = 0 dla wszystkich a € Ef, \ Eq, oraz s i t wierzchotkami grafu G,
nazywanymi Zrodtem i ujsciem sieci I'; odpowiednio, przy czym s # t.

DEFINICJA.
Niech I' = (G, ¢, s,t) bedzie siecia oraz a € Eg. Przepustowoscig krawedzi a
w sieci I' nazywamy liczbe c(a).

OZNACZENIE.
Niech V' bedzie zbiorem skonczonym oraz £ C V x V. Jedli f: E — R oraz
XY CV, to
FXY)= ) flry).

rzeX,yeY
(zy)eE

DEFINICJA.
Przeplywem w sieci (G, ¢, s,t) nazywamy kazda funkcje f : Ef — R taka, ze
spetnione sg nastepujace warunki:
(1) warunek ograniczenia przepustowosci, tzn. f(a) < c(a) dla wszystkich
a € E;
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(2) warunek skosnej symetrii, tzn. f(u,v) + f(v,u) = 0 dla wszystkich
(u,v) € Eg;

(3) warunek zachowania przeptywu, tzn. f(u,Vg) = 0 dla wszystkich u €
Ve \ {s,t}.

DEFINICJA.
Niech f bedzie przeplywem w sieci (G, ¢, s,t). Wartoscig |f| przeplywu f
nazywamy liczbe f(s, Vg).

DEFINICJA.
Przepltyw f w sieci I' nazywamy maksymalnym, jesli

|f| = max{|f’| : " jest przeptywem w sieci I'}.

PROBLEM (PROBLEM MAKSYMALNEGO PRZEPLYWU).
Dla danej sieci przeptywowej [' znalez¢é przeptyw maksymalny.

LEMAT 1.1.
Niech f bedzie przeptywem w sieci (G, ¢, s,t). Wtedy:
(1) f(X,X) =0 dla wszystkich X C Vg,
(2) f(X,Y)+ f(Y,X) =0 dla wszystkich X,Y C Vg,
f(X,Y)+ f(X,Z) — f(X,Y NZ) dla wszystkich X,Y,Z C Vg,
(4) |fI=f(Va ).

DowoD.
Cwiczenie. O]

SIECI REZYDUALNE

OZNACZENIE.
Dla grafu G oraz funkcji h : Ef — R, definiujemy graf Gj wzorem

Gh = (VG7 Eh),
gdzie
Ey :={a € E;, : h(a) > 0}.

DEFINICJA.
Sieciq rezydualng I'y przeplywu f w sieci I' = (G, ¢, s,t) nazywamy czworke
(Ge—g,c— f,s,1).
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UWAGA.
Sie¢ rezydualna jest siecig przeptywowa.

PRZYKLAD.
Jedli sie¢ oraz przepltyw sg opisane nastepujaco

12/12

LEMAT 1.2.
Niech f bedzie przeptywem w sieci I'. Jedli f’ jest przeptywem w sieci I'y, to
funkcja f + f’ jest przeptywem w sieci I' oraz |f + f'| = |f| + |f'].

Dowdp.
Cwiczenie. O

UWAGA.
Niech f bedzie przeplywem w sieci I'. Jedli f’ jest przeptywem w sieci I'y, to
(Cp)p = Tripr

SCIEZKI POWIEKSZAJACE

DEFINICJA.
Drogg (prostg) w grafie G nazywamy kazdy ciag (ug,...,u,), n € N, wierz-
chotkéw grafu G taki, ze (u;—;, u;) € Eg dla wszystkich i € [1,n] (oraz u; # u;
dla wszystkich i, j € [0,n], i # j, odpowiednio).
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DEFINICJA.
Niech p = (uy, ..., u,) bedzie droga w grafie. Poczgtkiem op drogi p nazywa-
my wierzchotek ug, zas koricem Tp drogi p nazywamy wierzchotek wu,,.

DEFINICJA.
Niech G bedzie grafem oraz p = (uy, . .., u,) bedzie droga w grafie G. Mowi-
my, ze krawed? (u,v) lezy na drodze p, jesli istnieje indeks i € [1,n] taki, ze
(wi—1,u;) = (u,v).

DEFINICJA.
Sciezkq w sieci (G, ¢, s,t) nazywamy kazda droge prosta p w grafie G taka,
ze op = s oraz Tp = L.

DEFINICJA.
Niech f bedzie przepltywem w sieci I'. Sciezkq powiekszajgcq dla przeptywu f
nazywamy kazdg sciezke w sieci I'y.

DEFINICJA.
Przepustowosciq Sciezki p w sieci (G, ¢, s,t) nazywamy liczbe

c(p) := min{c(a) : krawedZ a lezy na drodze p}.

PRZYKLAD.
Ciagi (s,v1,v2,v3,t) oraz (s,vq,vs3,t) sa jednymi Sciezkami powiekszajacymi
w poprzednim przyktadzie. Przepustowosé¢ obu $ciezek w sieci rezydualnej
jest réwna 4.

UWAGA.
Sciezke w sieci (G, ¢, s,t) mozna znalezé w czasie O(|Eg|) (stosujac przeszu-
kiwanie wgltab /wszerz).

DEFINICJA.
Niech p bedzie $ciezkg w sieci I' = (G, ¢, s,t). Przeplywem 6% w sieci I' zwig-
zanym ze Sciezkq p nazywamy funkcje Ef. — R zdefiniowang wzorem
c(p)  krawedz (u,v) lezy na Sciezce p,
6P (u,v) == < —c(p) krawedz (v,u) lezy na Sciezce p, (u,v) € Ef.
0 w przeciwnym wypadku,
UWAGA.

Jesli p jest Sciezka w sieci I, to funkcja of jest przeptywem w sieci I' takim,
ze |0p] = c(p).
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DEFINICJA.
Zmiang fE przeplywu f w sieci I' zwigzang ze Scieikq powiekszajgcg p nazy-
wamy funkcje f + 5111f.

WNIOSEK 1.3.
Jesli p jest Sciezka powiekszajaca dla przeptywu f w sieci T, to ff jest prze-
plywem w sieci I" takim, ze | fE| > |f].

PRZEKROJE W SIECI

DEFINICJA.
Przekrojem sieci (G, ¢, s,t) nazywamy kazda pare (S,T) taka, ze S,T C Vg,
SUT =Vg, SNT=0,seSiteT.

DEFINICJA.
Niech (S,T) bedzie przekrojem sieci (G, ¢, s,t). Przepustowosciq przekroju
(S, T) nazywamy liczbe ¢(S, T).

DEFINICJA.
Przekroj (S,T) sieci I' = (G, ¢, s,t) nazywamy minimalnym, jesli

c(S,T) = min{c(S",T") : (S',T") jest przekrojem sieci I'}.

DEFINICJA.
Niech I' = (G, ¢, s,t) bedzie siecia przeptywowa, f przeplywem w sieci T,
oraz (S, T) przekrojem sieci I'. Przeplywem netto przekroju (S, T) nazywamy
liczbe f(S,T).

PRZYKLAD.
W poprzednim przyktadzie dla przekroju ({s,vq,ve}, {vs, v4,t}) przepusto-
wosci wynosi 26, zas przeptyw netto 19.

LEMAT 1.4.
Niech (G, ¢, s,t) bedzie siecig przeptywowa, f przeplywem w sieci I', oraz
(S,T) przekrojem sieci I'. Wtedy f(S,T) = |f|.

Dowob.
Wiemy, ze f(S,S) = 0 na mocy Lematu 1.1 (1), zatem

f(S,T):f(S,Vg)—f(S,S) :f(S>VG>
= f(s,Va) + f(S\s,Va) = [f[+ f(S\s,Va).
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Poniewaz t ¢ S na mocy definicji przekroju, wiec warunek zachowania prze-
ptywu implikuje, ze f(S\ s, V) = 0, co konczy dowdd. ]

WNIOSEK 1.5.
Jesli f jest przeplywem w sieci (G, ¢, s,t), to |f| < ¢(S,T) dla dowolnego
przekroju (S, T) sieci (G, ¢, s,t).

TWIERDZENIE 1.6 (O MAKSYMALNYM PRZEPLYWIE I MINIMALNYM PRZEKRO-
Ju).
Dla przepltywu f w sieci I' = (G, ¢, s,t) nastepujace warunki sa réwnowaz-
ne.
(1) Przeplyw f jest maksymalny.
(2) Nie istnieja $ciezki powiekszajace dla przeptywu f.
(3) Istnieje przekrdj (S,T) sieci I' taki, ze |f| = ¢(S,T).

Dowob.
(1) = (2): Wynika natychmiast z Wniosku 1.3.

(2) = (3): Przypusémy, ze nie istnieja $ciezki powiekszajace dla przeptywu
f oraz zdefiniujmy zbiory S i T wzorami

S := {u € Vg : istnieje droga (prosta) p w grafie G._

taka, ze op = s i 7p=u}

oraz T := Vg \ S. Oczywiscie s € S. Ponadto z zalozen wynika, ze t € T,
zatem para (S,7T) jest przekrojem sieci I'. Zauwazmy, ze z definicji zbioru
S wynika, ze f(u,v) = c(u,v) dla wszystkich v € S i v € T takich, ze
(u,v) € Ef. Wykorzystujac Lemat 1.4 otrzymujemy zatem, ze

[f1 = f(5,T) = (S, T).
(3) = (1): Wynika natychmiast z Wniosku 1.5. O

ALGORYTM FORDA-FULKERSONA

ALGORYTM (ALGORYTM FORDA-FULKERSONA).
Dane: Sieé przepiywowa (G, c, s, t).
Wynik: Przeptyw maksymalny f w sieci (G, c, s, t).

f :=0;
while istnieje Sciezka powiekszajgca p dla przepiywu f do
begin
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m := min {c (a) - f (a) | krawedZz a lezy na Sciezce pl;
for kazda krawedz (u, v) lezaca na $ciezce p do
begin
f (u, v)J :=f (u, v) + m;
f (v, u) :=f (v, u) - m;
end;
end;
UWAGA.

JedliT' = (G, ¢, s,t) jest siecia przeptywowa taka, ze c¢(a) € N dla wszystkich
a € Eg, to ztozonosé¢ algorytmu Forda—Fulkersona wynosi O(|E¢| - | f]), gdzie
f jest przeptywem maksymalnym w sieci I'.

CWICZENIE.
Czy algorytm Forda—Fulkersona ma wtasno$é¢ stopu?

ALGORYTM EDMONDSA-KARPA

DEFINICJA.
Niech p = (uy, ..., u,) bedzie droga w grafie G. Diugoscig d(p) drogi p nazy-
wamy liczbe n.

DEFINICJA.
Niech u i v beda wierzchotkami grafu G. Odlegloscig miedzy wierzchotkams
u i v nazywamy liczbe dg(u,v) zdefiniowana wzorem

dg(u,v) := min{d(p) € N : p jest droga (prosta) grafie G

taka, ze op = u oraz Tp = v}.

UWAGA.
W powyzszej definicji stosujemy umowe min & := oo.

OZNACZENIE.
Dla grafu G oraz funkcji h: Ef — R, piszemy dp,(u,v) := dg, (u,v).

DEFINICJA.
Sciezke p w sieci (G, ¢, s,t) nazywamy minimalng, jesii d(p) = dg(s,t).

UWAGA.
Minimalna $ciezke w sieci (G, ¢, s,t) mozna znalezé¢ stosujac przeszukiwanie
wszerz. Ztozono$¢ tej metody postepowania wynosi O(|Eg|).
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ALGORYTM (ALGORYTM EDMONDSA-KARPA).
Dane: Sieé przepiywowa (G, c, s, t).
Wynik: Przeptyw maksymalny f w sieci (G, c, s, t).

f :=0;
while istnieje minimalna Sciezka powigkszajaca p
dla przeptywu f do

begin
m := min {c (a) - £ (a) | krawedZ a lezy na Sciezce pl};
for kazda krawedz (u, v) lezgca na Sciezce p do
begin
f (u, v) = f (u, v) + m;
f (v, u) :=f (v, u) - m;
end;
end;
LEMAT 1.7.

Niech p bedzie $ciezka minimalna w sieci I' = (G, ¢, s,t) oraz u € V. Wtedy
dc,(;lg(s,u) > dg(s,u). Ponadto, jesli istnieje wierzchotek v € Vi taki, ze
(v,u) € Ee_sp\Egid._s(s,0) = de_sp(s,u)—1, to de_gp(s,u) > dg(s,u)+2.

UWAGA.
Powyzszy lemat ma oczywiscie wersje dualna (dla odlegtoséci do ujscia sieci),
z ktorej takze bedziemy korzystac.

DowoD.
Niech h := ¢—0P. Oczywiscie mozemy zalozy¢, ze dp (s, u) < co. Udowodnimy
powyzszy lemat przez indukcje ze wzgledu na dj (s, u).

Jesli dy(s,u) =0, to u = s 1 teza jest oczywista.

Zatozmy teraz, ze dp(s,u) > 01ustalmy v € Vi taki, ze d(s,v) = dp(s,u)—1
oraz (v,u) € Ej. Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze dp(s,v) > dg(s,v).

Jedli (v,u) € Eg, to mamy ciag nieréwnosci
dg(s,u) <dg(s,v) +1 < dy(s,v) +1=dp(s,u),

ktory konczy dowod w tym przypadku.
Zalézmy teraz, ze (v,u) ¢ Eg. Poniewaz (v,u) € E}, oznacza to, ze krawedz
(u,v) lezy na $ciezce p. Z minimalnosci $ciezki p wynika zatem, ze

da(s,u) = dg(s,v) — 1 < dp(s,v) — 1 =dp(s,u) — 2,
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co konczy dowdd. O
DEFINICJA.

Pare ((fo, .-, fa): (Do, -, Pa-1)), n € N, zlozong z ciagu (fo, ..., fn) prze-

pltywéw w sieci I oraz ciagu (po,...,pn—1) Sciezek w sieci I' nazywamy do-

puszczalng, jesli p; jest minimalng $ciezkyg powiekszajaca dla przypltywu f;
takeg, ze fi+1 = (fz)%

TWIERDZENIE 1.8.
Jesli I' = (G, ¢, s,t) jest siecia przeplywowa, to n < |Vg| - |Eg| dla kazdej
pary dopuszczalnej ((fo,- .-, fn), (Poy- -+ Pn-1))-

DowoOD.
Dla kazdego indeksu i € [0,n — 1] ustalmy wierzchotki u;,v; € Vg takie, ze
krawedZ (u;, v;) lezy na $ciezce p; oraz (¢ — fi)(u;, v;) = (¢ — fi)(p;). Wiemy,
ze (u;,v;) € Ef dla kazdego indeksu ¢ € [0,n — 1]. Dla dowodu twierdzenia
wystarczy zatem pokazac, ze

Hie[0,n—1]: (u;,v;) =a}| < ——

dla kazdej krawedzi a € Ef.

Ustalmy krawedz (u,v) € Ef oraz niech
{i € [0,n—1]: (us,v;) = (u,v)} = {ip < -+ <'ip}-
Przez indukcje, ze wzgledu na j pokazemy, ze
dc,fij(s,u) >2-j

dla wszystkich indekséw j € [0, m], co zakoniczy dowdd, gdyz z minimalnosci
Sciezki p;,, wynika, ze u # t, a wigc de—y, (s,u) < |Vg| — 2.
Dla 5 = 0 powyzsza teza jest oczywista, zal6zmy zatem, ze j > 0. Dla uprosz-
czenia notacji definiujemy k := ;4 oraz | := i;. Z zalozenia indukcyjnego
wiemy, ze

deg (s,u) > 27 —2.

Ponadto z zatozen wynika, ze d._y, (s,v) = dc_y, (5, u)+1. Zauwazmy réwniez,
ze (u,v) & E._y,,,, zatem istnieje indeks ¢ € [k + 1,1 — 1] taki, ze (u,v) €
Ee g, \ Eey,. To oznacza, ze krawedz (v,u) lezy na na Sciezce p;, zatem
de—y,(s,u) = d._y,(s,v)+ 1. Stosujac teraz Lemat 1.7 oraz powyzsze réwnosci
uzyskujemy, ze
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dc*fz(57 u) > dcffi(sv u) = dcffz‘(sﬂj) +1
>de_g (s,0) +1=d_p(s,u)+2>2-7,

co konczy dowdd. O

UWAGA.
Niech T' = (G, ¢, s, t) bedzie siecig przeptywowa. Powyzsze twierdzenie impli-
kuje, ze ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu Edmondsa—Karpa wynosi O(|V¢| -
|Ec|?).

PRZEPEYWY BLOKUJACE

DEFINICJA.
Przeplywem blokujgcym w sieci I' = (G, ¢, s,t) nazywamy kazdy przeplyw
b # 0 w sieci I taki, ze spelnione sa nastepujace warunki:
(1) istnieje para dopuszczalna ((fo, .- ., fa), (Pos---,Pn-1)) taka, ze fo =0,
fn =0boraz d(p;) = dg(s,t) dla kazdego indeksu i € [0,n — 1],

(2) dla kazdej Sciezki minimalnej p w sieci I' istnieje krawedz a lezaca na
Sciezce p taka, ze c(a) = b(a).

ALGORYTM (DINICA ZNAJDOWANIA MAKSYMALNEGO PRZEPLYWU).
Dane: Sie¢ przeptywowa (G, c, s, t).
Wynik: Przeptyw maksymalny f w sieci (G, c, s, t).

f :=0;
while istnieje Sciezka powiekszajgca dla przepiywu f do
begin
znajdZz przepiyw blokujacy b w sieci rezydualnej;
f :=f + b;
end;
LEMAT 1.9.

Jedli b jest przeptywem blokujacym w sieci I' = (G, ¢, s,1), to d._p(s,t) >
dG(S, t).

DowOD.
Jesli d._p(s,t) = 00, to teza jest oczywista (warunek b # 0 implikuje, ze
da(s,t) < 00). Zalézmy zatem, ze d._p(s,t) < oo. Niech p bedzie $ciezka
minimalng w sieci I'.

Zatézmy najpierw, ze Sciezka p jest droga w grafie G. Wtedy oczywiscie
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d(p) > dg(s,t). Gdyby d(p) = da(s,t), to droga p bytaby $ciezka minimalng
w sieci I', zatem istnialaby krawedZ a lezaca na $ciezce p taka, ze c(a) = b(a).
Wtedy jednak a € E. 4, co prowadzi do sprzecznosci.

Zalézmy teraz, ze $ciezka p nie jest droga w sieci I'. Ustalmy takze pare
dopuszczalna ((fo, ..., fa), (Do, - -, Pn—1)) taka, ze fo =0, f, = boraz d(p;) =
de(s,t) dlakazdego i € [0, n—1]. Poniewaz Sciezka p jest droga w grafie G._y,
oraz nie jest droga w grafie G._y,, wiec istnieje indeks i € [1, n] taki, ze $ciezka
p jest droga w grafie G._y,, ale nie jest drogg w grafie G._y, ,. Z Lematu 1.7
wiemy oczywiscie, ze d(p) = de—y, (5,t) > de—y,(s,1).

Przypusémy najpierw, ze d(p) > d._,(s,t). Wtedy z Lematu 1.7 wynika, ze

de—p(s,t) = d(p) > de—y, (5, 1) > de—yy (5, 1) = d(s, 1),

co konczy dowod w tym przypadku.

Przypu$émy teraz, ze d(p) = d._y,(s,t). Wtedy droga p jest Sciezka mi-
nimalng w sieci I'y,. Ustalmy krawedz (u,v) lezaca na Sciezce p taka, ze
(u,v) & Ec_y, ,. Zauwazmy, ze d._y,(s,u) = d.—y,(s,v) — 1. Korzystajac za-
tem z Lematu 1.7 i jego dualnej wersji wiemy, ze d.—f,(s,v) > de—y,_,(s,v)+2
oraz d._y,(v,t) > d._y, ,(v,t). Stad otrzymujemy, ze

dc—b<87 t) = dc—fi(sv t) = dC_fi(S’ U) + dc_fi(v’ t)
2 dC*fz‘A (37 U) +2+ dcffiﬂ(vv t) 2 dC*fz‘fl(S? t) +22 dG(‘S? t)v

co konczy dowdd. O

WNIOSEK 1.10.

Niech (fo, ..., fn) bedzie ciagiem przepltywéw w sieci I' = (G, ¢, s,t) takim,
ze dla kazdego indeksu i € [1,n] istnieje przeptyw blokujacy b w sieci I'y, |
taki, ze f; = fi_1 +b. Wtedy n < |Vg| — 1.

DowoD.

Mozliwe wartosci d._y(s,t) dla przeptywu f w sieci I' nalezg do zbioru

11, Vel — 1] U {oc}. =

ZNAJDOWANIE PRZEPLYWU BLOKUJACEGO

DEFINICJA.

Grafem warstwowym dla sieci I = (G, ¢, s,t) nazywamy graf Gr := (Vg, Er),
gdzie
Er = {(u,v) € Eg : dg(u,t) = dg(v,t) + 1}.
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UWAGA.
Niech " = (G, ¢, s, t) bedzie siecia taka, ze dg(s,t) < oo. Jedli u € Vg, u # s,
oraz istnieje droga z wierzchotka s do wierzchotka u w grafie Gr, to istnieje
droga z wierzchotka u do wierzchotka t. Powyzsza wlasnos¢ implikuje, ze
droge z wierzchotka s do wierzchotka ¢t w grafie warstwowym mozemy znalezé

w czasie O(|Vg]).

UWAGA.
Graf warstwowy dla sieci (G, ¢, s,t) mozna znalezé stosujac przeszukiwanie
wszerz. Ztozono$¢ tej metody postepowania wynosi O(|Eg|).

DEFINICJA.
Przepustowosciq wierzchotka u € Vi w sieci (G, ¢, s,t) nazywamy liczbe ¢(u)
zdefiniowang nastepujaco

c(u) := min{c(Vg, u), c(u, Vo) }

ALGORYTM (DINICA ZNAJDOWANIA PRZEPLYWU BLOKUJACEGO).
Dane: Sie¢ przeptywowa (G, c, s, t).
Wynik: Przepiyw blokujacy b dla sieci (G, c, s, t).

b := 0;

V := zbidér krawedzi grafu G;

E := zbidér krawedzi grafu warstwowego dla sieci (G, c, s, t);

while istnieje droga p w grafie (V, E) z wierzchotka s do
wierzchotka t do

begin
m := min {c (a) | krawedz a lezy na Sciezce p};
for kazda krawedz (u, v) lezaca na $ciezce p do
begin
b (u, v)J :=b (u, v) + m;
b (v, u) :=b (v, u) - m;
c (u, v) :=c (u, v)J - m;
c (v, w) :=c (v, u) +m;
end;

for kazda krawedz (u, v) lezaca na Sciezce p do
if ¢ (u, v) = 0 then
begin
usuii krawedZz (u, v) ze zbioru E;
if ¢ (u) = 0 then
usuii rekurencyjnie ze zbioru V wierzchotek v oraz
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wczeSniejsze wierzchotki w, dla ktérych c (w) =0
(usuwajac tez sasiadujace krawedzie ze zbioru E);
end;
end;

UWAGA.
Rekurencyjna procedura usuwania wierzchotkéw o zerowej przepustowosci
ma na celu zachowanie wtasnosci, o ktérej mowa w uwadze po definicji grafu
warstowego.

UWAGA.
Niech (G, ¢, s,t) bedzie siecia przeptywowa. Ztozonosé obliczeniowa powyz-
szego algorytmu wynosi O(|Vg|-|Fg|). Stad ztozonos¢ algorytmu Dinica znaj-
dowania maksymalnego przeptywu wynosi O(|Vg|? - |Egl).

ALGORYTM TRZECH HINDUSOW

UWAGA.
Tytutowymi trzema Hindusami sg Malhort, Kumar i Maheshwari.

ALGORYTM (MKM ZNAJDOWANIA PRZEPLYWU BLOKUJACEGO).
Dane: Sieé przepiywowa (G, c, s, t).
Wynik: Przeptyw blokujacy b dla sieci (G, c, s, t).

b := 0;
V := zbidér wierzchotkéw grafu G;
E := zbidér krawedzi grafu warstwowego dla sieci (G, c, s, t);
for kazda krawedz (u, v) grafu G do
if (u, v) nie nalezy do zbioru E then
c (u, v) := 0;
while zbidr V jest niepusty do
begin
znajdz wierzchotek u o minimalnej przepustowosci;
przeslij c (u) jednostek z wierzchotka u do wierzchotka t
nasycajac kolejne krawedzie w zbiorze E;
cofnij ¢ (u) jednostek z wierzcholka u do wierzcholka s
nasycajac kolejne krawedzie w zbiorze E;
usun wierzchotek u ze zbioru V;
usunl krawedzie sasiadujace z wierzchotkiem u ze zbioru E;
end;



MATEMATYKA DYSKRETNA II — WYKLAD 14

UWAGA.
Niech (G, ¢, s,t) bedzie siecia przeptywowa. Ztozonosé obliczeniowa powyz-
szego algorytmu wynosi O(|Vg|?). Zatem zlozono$é¢ algorytmu Dinica znaj-
dowania maksymalnego przeplywu wykorzystujacego algorytm trzech Hin-
duséw do znajdowania przeplywu blokujacego wynosi O(|Vg|?).
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§2. WIECEJ KOMBINATORYKI
WIECEJ O SZEREGACH FORMALNYCH

ZALOZENIE.
Wszystkie rozwazane szeregi sa szeregami o wyrazach zespolonych.

DEFINICJA.
Moéwimy, ze szereg A = Y yaI™ jest granicq ciggu (Am)men szeregow
Am = D ey maT", m € N (piszemy lim,, .o Ay = A), jedli dla kazdego
indeksu n € N istnieje indeks M € N taki, ze a,,, = a, dla wszystkich
indekséw m > M.

PRZYKLAD.
Dla kazdego szeregu A = )
ZnE[O,m} anT”? m € N.

nen T mamy A = lim,, o Ay, gdzie A, 1=

LEMAT 2.1.
Jesli A := lim,, o Ay, oraz B := lim,, .o, B,, dla A,,, B,, € C[[T]], m € N,
to
lim (A, +B,) =A+B oraz lim (A, B, =A-B.
Dowép.
Cwiczenie. O
PRZYPOMNIENIE.

Niech ¢ : R — S bedzie homomorfizmem pierécieni oraz s € S. Wtedy
istnieje jedyny homomorfizm pierscieni ¢ : R[T] — S taki, ze ©|gp = ¢ oraz
(T) = s. Piszemy h(s) := 1(h) dla kazdego wielomianu h € R[T].

OZNACZENIE.
Jedli A= 3" ya,T", to A(0) := a.

LEMAT 2.2.
Niech A =3 _ya,T" oraz A, := ZnE[O,m] a, T m € N. Jedli B(0) =0 dla
B € CI[[T]], to istnieje lim,, oo An(B).

Dowdp.
Cwiczenie. O

OZNACZENIE.
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Niech A =3 a,T" oraz A, =3 1o @ 1™ m € N. Jesli B(0) = 0 dla
B € C[[T]], to
A(B) := lim A,,(B).

OZNACZENIE.
Jedli A=) ya,T", to

ldeg A := min{n € N : a, # 0}.

LEMAT 2.3.
Jesli A, € C[[T]], m € N, sa takie, ze lim,, . ldegA,, = oo, to istnieje
hmm_>oo Z’LE[O,m] Az

DowoOD.
Cwiczenie. 0

OZNACZENIE.
Jesli A, € C[[T]], m € N, sa takie, ze lim,,_, ldeg.A,, = 0o, to

LEMAT 2.4.
Jesli A, € C[[T]], m € N, sa takie, ze lim,, , ldeg(A,, —1) = 00, to istnieje
hnlmﬂoo HzG[O,m} Az

Dowdp.
Cwiczenie. O

OZNACZENIE.
Jesli A, € C[[T]], m € N, sa takie, ze lim,, ., ldeg(A,, — 1) = oo, to

DEFINICJA.

Pochodng szeregu A =" _ a, T" nazywamy szereg A’ zdefiniowany wzorem

neN
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LEMAT 2.5.
Jedli A = lim,, .o A, dla A, € C[[T]], m € N, to A" = lim,,, o A’

m*

DowoOD.
Cwiczenie. O

WNIOSEK 2.6.
Niech A, B € C[[T]].

(1) JesliC:=A+B,toC'=A"+ B
(2) JesiC:=A-B,toC'=A"-B+A-B.
(3) Jesli B(0) = 0 oraz C := A(B), to C' = A'(B) - B'.

Dowdp.
Cwiczenie. O

WNIOSEK 2.7.
Niech A,, € C[T], m € N, beda takie, ze lim,, ., ldeg.A,, = co. Jesli A :=
Yomen Am, to A'=3" GAL.

OZNACZENIE.
Jedli A(0) =1 dla A € CI[[T]], to
InA:=L(A-1),
gdzie
L (_1)n—1 n
neNL
LEMAT 2.8.

(1) Jesli A(0) =1 = B(0) dla A, B € C[[T]], to
In(A-B)=InA+1InB.
(2) Jesli A(0) =1 oraz B:=1n.A dla A € C[[T]], to
_A
=
(3) Niech A, € C[T], m € N, beda takie, ze A,,(0) = 1 dla kazdego m € N.
Jesli A = lim,,—.o0 A, to

B/

InA= lim InA,,.

m—0o0
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Dowob.
Cwiczenie. O

PoDzIALY

DEFINICJA.
Podziatem liczby n € N nazywamy kazdy ciag A = (A1, Ag, .. .) liczb catkowi-
tych nieujemnych taki, ze > A; = n oraz \; > A\ dla kazdego indeksu
1€ Ny,

1€NY

OZNACZENIE.
Jesli A jest podziatem liczby n € N, to piszemy A F n.

DEFINICJA.
Wysokoscig podziatu \ nazywamy liczbe h(\) zdefiniowana wzorem

h(A) := max{i € N: \; > 0}.

DEFINICJA.
Jesli A jest podziatem, to liczby Ay, ..., Ay\) nazywamy czesciami podziatu
A

UWAGA.
Kazdy ciag (A1, ..., An) liczb catkowitych nieujemnych takich, ze A\ > -+ >
An utozsamiamy z podziatem

(A1, M, 0,0,..).

DEFINICJA. B
Podziatem dualnym do podzialu A nazywamy ciag A zdefiniowany wzorem

Nio=[{jeN,: )\ >i}, ieN,.

UWAGA.
Podziaty przedstawia sie czesto graficznie w postaci tzw. diagramoéw Younga.
Diagram Younga podzialu A\ sktada si¢ lewostronnie wyréwnanych wierszy
ztozonych z kwadratéw jednostkowych, przy czym w wierszu ¢ znajduje sie
Ai kwadratéow. Np. diagram Younga podziatu (4,2,2,1) ma postacé

L]
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W tej interpretacji podziat dualny zlicza ilos¢ kwadratow w poszczegdlnych
kolumnach diagramu Younga. Stad wida¢, ze podziatem dualnym do podziatu

(4,2,2,1) jest podzial (4,3,1,1).

UWAGA.
Niech n € N. Jesli A F n, to

A=A ={j €N =}
dla kazdego indeksu i € N .

LEMAT 2.9.
Niech n € N. Jesli A F n, to

DowOD.
Korzystajac z poprzedniej uwagi otrzymujemy, ze

dii—dp) =) i l{feN =i} =) N =n,

1€NL 1€NL JjeENL
co konczy dowdd.

WNIOSEK 2.10. )
Niech n € N. Jedli A n, to A n.

DowoD. . .
7 poprzedniej uwagi wiemy, ze \; > \;11 dla kazdego ¢ € N,. Ponadto

wykorzystujac poprzedni lemat dostajemy, ze

TSP SRS IP ;LR

€N 1€ENy j€[i,00) JENL i€[l,5]
=Y J- N =Xa)=n O
JeNy

LEMAT 2.11. )
Niech n € N, A n, 4,57 € N. Wtedy \; > j wtedy i tylko wtedy, gdy A; > 7.

Dowdp.
Cwiczenie.
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WNIOSEK 2.12. N
JeslineNiAkbn,to A=A\

DowoOD.
Ustalmy ¢ € N. Wtedy

co konczy dowdd. O

OZNACZENIE.
Niech X C N;. Wtedy

Px = mex ST,

neN

gdzie dla liczby n € N definiujemy

Pn,x ‘= |Pn,X|

P, x :={A\Fn:\ € X dla wszystkich i € [1, h(\)]}.
Ponadto P := Py, oraz p, :=p,n, i P, := P,n, dlan e N.

UWAGA.
Powyzszy wniosek oznacza w szczegélnosci, ze dla kazdego n € N funkcja
P, — P,, A\ — )\, jest bijekcja.

LEMAT 2.13.
Niech n e N, i X C N, oraz

Py = {(li)iex : i € N dla kazdego indeksu i € X oraz Zz l; =n}.
iex
Weedy | P x| = pux-
Dowob.
Zauwazmy najpierw, ze zbior P, y jest réwnoliczny ze zbiorem
Py« = {(li)ien : l; € N dla kazdego indeksu i € N,
li = 0 dla kazdego indeksu i € N\ X oraz » i-l; =n}.

1€X
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Ponadto \; = S\iﬂ dla kazdego indeksu ¢ € Ny \ X oraz kazdego podziatu
A € P, x. Stad funkcja P, x — P,’ZC y dana wzorem

A= (5\@ - 5\i+1)ieN

jest dobrze okreslona bijekcja, co konczy dowdd. O

STWIERDZENIE 2.14.
Jesli X C Ny, to

1
Py= 1l 17—

meX

DowoD.
Poniewaz

1 n-m
1—1m =2 T

neN

wigc wspoétezynnik przy T" w szeregu ], o = Tm jest réwny mocy zbioru
|P,, x| z poprzedniego lematu, co koficzy dowdd. O

OZNACZENIE.
Dla liczby n € N, piszemy

= > d

de(l,n]
dn

WNIOSEK 2.15.
Dla kazdego n € N, mamy

DowOD.
7 poprzedniego stwierdzenia wynika, ze

P =— ) In(l-1Tm),
meNL
skad

e e e

meNL meN, jeN
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Ostatecznie
2D IDWILEEEE SRt
meNL jeNL neNL
Porownujac wspotezynniki powyzszych szeregow otrzymujemy teze. O
OZNACZENIE.

Dla liczby n € N definiujemy

Qn i ={AFn: X\ > \y1 dla wszystkich ¢ € [1,h(\) —

i g, = |Qn|. Ponadto

Q::an-T”.

neN

UWAGA.
Zauwazmy, ze

o= J[a+1m).

meNL

TWIERDZENIE 2.16.
Jesli X :=2-N+1, to p, x = ¢, dla kazdej liczby n € N.

DowoOD.
Wystarczy pokazaé, ze Q@ = Px. Zauwazmy jednak, ze

1—T12%m 1
Q= H(1+Tm): H 1_7m H 1—7Tm

meN, meNL meX

co konczy dowdd.

UWAGA.
W powyzszym dowodzie wykorzystujemy réwnosé

lim H —T*) =1,

i€[l,m]
2:4>m

bedaca konsekwencja roéwnosci

lim ldeg | J[ 1—7%)—1] =cc.
e ie[1,m]
2:4>m

1},
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OZNACZENIE.

DEFINICJA.
Wielomianem Gaussa dla liczb m € N i n € Z nazywamy szereg [T;:] zdefi-
niowany wzorem

(T)m
)= {metha nelom)
" 0 w przeciwnym wypadku.

LEMAT 2.17.
Niech me Nin € Z.

W [=1=[)

(3) Jeslim>0in>0,to [ =[""]+T"-["].

(4) Jedlin € [0,m], to ['] € C[T] oraz deg ["'] =n - (m —n).

(6) [ =)
DowOb.

Cwiczenie. [l
OZNACZENIE.

Niech k,1 € N. Jedli n € N, to
Pk, ) :={AFn: X\ <kih(\) <Il}
i py(k, 1) :=|P,(k,1)|. Ponadto

Gk 1) =Y palk,D)-T".

neN

TWIERDZENIE 2.18.

Jesli k, 1 € N, to G(k, 1) = [*1].

DowOp.
Dla dowodu powyzszego twierdzenia wystarczy pokazaé, ze G(k,l) = 1 jesli
k=01lubl = 0oraz Gk,1) = Gk —1,1) +T% - G(k,l — 1) jesli k,1 > 0.
Zauwazmy, ze jesli k=0 lub [ = 0, to

{(0,0,...)} n=0,
) n > 0,

P,(k,1) = {
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co dowodzi pierwszej czesci. Druga cze$é rownowazna jest temu, ze dla kazdej
liczby n € N mamy réwnosc¢

gdzie p,,_x(k,l—1) :=0dlan € [0, k—1]. W celu dowodu powyzszej réwnosci

rozwazmy funkcje f: P,(k—1,0) U P,_y(k,l — 1) — P,(k,l) dana wzorem
A A€ P,(k—1,1),
FO) = -
(kAL ) A€ Py ikl —1),

gdzie podobnie jak poprzednio P, _(k,l—1) = @ dlan € [0, k—1]. Zauwazmy,
ze funkcja f jest bijekcja — funkcja odwrotna g : P,(k,l) — P,(k — 1,1) U
P,_;(k,l — 1) dana jest wzorem

A M <k—1
g(\) = b= " A€ Py(k,1),
A Agy-) A=k,

co konczy dowdd. O

OZNACZENIE.

Dla liczby m € Z definujemy

UWAGA.

Jesli m € N, to

UWAGA.

Liczby w(m), m € Z, sa parami rozne.

OZNACZENIE.

Dla liczby n € N definiujemy
Q,={\€Q,:2]h(\)} i Qr={\eQ.:2th(N},

oraz g, == Q| 1 ¢ := |Qy].

TWIERDZENIE 2.19.

Niech n € N.
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(1) Jeslin & {w(m):m € Z}, to q, = q..
(2) Jesli n = w(m) dla pewnej liczby m € Z, to ¢, = ¢, + (—1)™.

DowOb.
Dla n = 0 teza wynika z bezposredniego sprawdzenia, zal6zmy zatem, ze
n > 0. Dla liczby m € N, definiujemy

N = 2m—1,...,m) i XN™M = (©2m,...,m+1).
Zauwazmy, ze

N e @ wtedy i tylko wtedy, gdy 2 | m oraz n = w(m),

N0 € Q" wtedy i tylko wtedy, gdy 21 m oraz n = w(m),

N e Q' wtedy i tylko wtedy, gdy 2 | m oraz n = w(—m),

N0 € Qpy wedy i tylko wtedy, gdy 2§ m oraz n = w(—m).

Niech L := {N0™ \"™) . m € N, }. Dla podziatu A € Q,, definiujemy

b(A) :=max{i € [I,h(N)] : Ny =X\ —i+ 1}

Definiujemy funkcje f: @, \ L — @, \ L wzorem

f()\) — ()\1 — 1, o 7)\b(>\) — 17)\b(/\)+1, .. ,)\h()\), b()\)) )\h(A) > b()\),
AL+ 1 Aay + L Ado)+1s - -5 Awy—1) Ay < O(A).

Zauwazmy, ze (f o f)(\) = A dla wszystkich podzialéw A € @, \ L, zatem
funkcja f jest bijekcja. Ponadto f(Q', \ L) = Q" \ L, co konczy dowoéd. [

WNIOSEK 2.20.
Jeslin € N, to

Pn = Z (_1)m+1 . (pn—w(m) +pn—w(—m)>7

meNL

gdzie p_j :=0dla k € N,.
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DowoD.
Zauwazmy, ze

(g —q)-Tr =[] a-1,

neN meN

zatem korzystajac ze Stwierdzenia 2.14 otrzymujemy, ze
P> (g, —q)-T"=1.
neN
7 drugiej strony poprzednie twierdzenie oznacza, ze

Sy —q) T =14 3 (—1) - () ),

neN meNL

Ostatecznie

Po(14 3 (-1 (T 4 7)) = 1,

meNL
Poréwnujac wspotezynniki przy T" dla n € N, otrzymujemy teze. O]

ZAGADNIENIA MINIMAKSOWE

DEFINICJA.
Lancuchem w zbiorze uporzadkowanym P nazywamy kazdy podzbiér L zbio-
ru P taki, ze a < b lub b < a dla wszystkich elementéw a,b € L.

DEFINICJA.
Lancuch L w zbiorze uporzadkowanym P nazywamy maksymalnym, jesli L =
L' dla kazdego tancucha L’ w zbiorze P takiego, ze L C L'.

DEFINICJA.
Antylaricuchem w zbiorze uporzadkowanym P nazywamy kazdy podzbiér A
zbioru P taki, ze a £ bi b £ a dla wszystkich elementéw a,b € A, a # b.

OZNACZENIE.
Dla zbioru czesciowo uporzadkowanego P definiujemy

Mp := max{|A| : A jest antytancuchem w zbiorze P}.

TWIERDZENIE 2.21 (DILWORTH).
Jesli P jest skonczonym zbiorem czesciowo uporzadkowanym, to
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Mp = min{m € N : istnieja tancuchy L, ..., L,,w zbiorze P
takie, ze P= | J L}
i1€[1,m]
DowoOD.
Zauwazmy najpierw, ze jesli P = Uie[l’m] L; dla tancuchow Ly, ..., L, w

zbiorze P oraz A jest antytancuchem w zbiorze P, to |[AN L;| < 1 dla kaz-
dego indeksu ¢ € [1,m], wiec |A| < m. Dla dowodu twierdzenia wystar-
czy zatem pokazac, ze istnieja tancuchy Lq, ..., Ly, w zbiorze P takie, ze
P = UiE[l,MP] L;. Fakt ten udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na |P].
Teza jest oczywiscie prawdziwa, gdy |P| = 0, zal6zmy zatem, ze |P| > 0.
Niech L bedzie tancuchem maksymalnym w zbiorze P i M := Mp\p. Jesli
M < Mp—1, to teza wynika bezposrednio z zatozenia indukcyjnego, zatozmy
zatem, ze M = Mp. Ustalmy antylancuch A w zbiorze P\ L taki, ze |A| = M.
Niech

St :={z € P :istnieje element a € A taki, ze a < x}

S™ :={x € P : istnieje element a € A taki, ze x < a}.

Poniewaz |A| = Mp, wigc STUS™ = P. Ponadto max S~ = Aimin ST = A.
Z maksymalno$ci tancucha L wynika, ze max L ¢ S~ oraz min L € ST, a wiec
w szczegdlnosdei |S™1,|ST| < |P|. Istotnie, gdyby max L € S, to istnialby
element a € A taki, ze max L < a. Poniewaz L N A = &, wiec zbiér L U {a}
bylby tancuchem takim, ze L C LU {a}, co jest niemozliwe.

7 zalozenia indukcyjnego istnieja taticuchy Ly, ..., Ly, i LT, ..., L, takie,
ze ST = Uiepn Li 157 = Uicpm L. Poniewaz |L; N Al = 1= |Lf N A|
dla kazdego indeksu i € [1, M], wiec mozemy bez straty ogdlnosci zatozyé,
ze Ly N A= L} N A dla kazdego indeksu i € [1, M]. Wtedy jednak

maxL; =L; NA=LNA=minL],

a wigc zbior L; := L; U L} jest taticuchem, dla kazdego indeksu i € [1, M].
Ponadto P = J;c; ag Li, co kofezy dowdd. O

TWIERDZENIE 2.22 (ERDOS—SZERKES).
Niech r,;s € N oraz a = (ay,...,a,¢.1) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych.
Wtedy albo istnieje stabo rosnacy podciag ciagu a dtugosci r + 1 lub istnieje
Scidle malejacy podciag ciagu a dlugosci s + 1.
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DowoD.
W zbiorze P := [1,r - s + 1] definiujemy relacje < wzorem: i < j wtedy i
tylko wtedy, gdy ¢ < j i a; < a;. Wtedy tancuchy w zbiorze P odpowiadaja
podciggom stabo rosngcym ciggu a, podczas gdy antytancuchy w zbiorze P
odpowiadaja podciggom malejacym. Jesli w ciggu a nie ma podciggu male-
jacego dtugosci s+ 1, to z poprzedniego twierdzenia wynika, ze zbiér P moze
by¢ pokryty s tancuchami. Jeden z tych tancuchéow musi mie¢ co najmniej
r + 1 elementéw, co konczy dowdd. O]

OZNACZENIE.
Dla zbioru czesciowo uporzadkowanego P definiujemy

Mp := max{|L| : L jest tancuchem w zbiorze P}.

TWIERDZENIE 2.23.
Jesli P jest skoniczonym zbiorem czesciowo uporzadkowanym, to

My = min{m € N : istniejg antytancuchy Ay, ..., A,, w zbiorze P

takie, ze P = U Ai}.

1€[1,m]

DowoD.
Podobnie jak w dowodzie twierdzenia Dilwortha zauwazmy, ze jesli P =
Uie[Lm] A; dla antytancuchéw Aq, ..., A,, w zbiorze P oraz L jest tancuchem
w zbiorze P, to |[LNA;| < 1 dla kazdego indeksu i € [1,m], wiec |L| < m. Dla
dowodu twierdzenia wystarczy zatem pokazac, ze istnieja antytancuchy Aj,
-y Appy, takie, ze P = Uie[LM;D] A;. Fakt ten udowodnimy przez indukcje ze
wzgledu na Mp.

Teza jest w oczywisty sposoéb prawdziwa, gdy Mp = 0, zalézmy zatem, ze

M} > 0 oraz niech A := max P. Oczywiscie zbiér A jest antytancuchem.
Ponadto M 1’3\ 4 = Mp — 1, wiec teza wynika z zalozenia indukcyjnego. O
OZNACZENIE.

Dla zbioru skonczonego X definiujemy
PX):={Y:Y CX}.
UWAGA.

Jesli X jest zbiorem skoniczonym, to zbiér P(X) jest czesciowo uporzadko-
wany przez relacje inkluzji.
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DEFINICJA.
Rodzing Spernera podzbioréw zbioru skonczonego X nazywamy kazdy anty-
laficuch w zbiorze P(X).

OZNACZENIE.
Dla zbioru skonczonego X definiujemy

S(X) :={o:[1,n] — X : funkcja o jest bijekcja},
gdzie n := | X|.

UWAGA.
Niech X bedzie zbiorem skoniczonym. Funkcja F : S(X) — P(X)"T! gdzie
n = |X|, dana dla o € §(X) wzorem

F(o):=(Cg,...,C7),

n

gdzie

07 = {o(1),....,0(0)}
dlai € [0, n], ustala bijekcje pomiedzy zbiorem S(X) oraz zbiorem tancuchéw
maksymalnych w zbiorze P(X). W szczegdlnodci, jesli A C X, to

{L : L jest tancuchem maksymalnym w zbiorze P(X) i A € L}|
= [A[l- ([ X] = |AD

TWIERDZENIE 2.24.
Jesli A jest rodzing Spernera podzbioréw zbioru skonczonego X, to

Zﬁfl'

AcA \|4|

Dowdp.
Niech

Ba:={L: L jest tanicuchem maksymalnym w zbiorze P(X) i A € L}

dla A € A. Zauwazmy, ze By N Bg = @ dla wszystkich zbioréw A, B € A
takich, ze A # B. Stad na mocy poprzedniej uwagi

U Ba| = Y 14 (1] = 4]

AeA AeA
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7, drugiej strony poprzednia uwaga implikuje rowniez, ze
‘ g BA‘ <X,
AeA

co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 2.25.
Jesli A jest rodzing Spernera podzbioréw zbioru skonczonego X, to

x|
Al < (HX\/2J>'
DowoD.

Wystarczy zauwazy¢, ze ('ﬁ") < (Ll)‘f)I(/IQJ) dla kazdego zbioru A € P(X). O

TEORIA RAMSEYA

OZNACZENIE.
Dla zbioru skonczonego X oraz liczby r € N, definiujemy

P.(X) ={AeP(X):|Al =r}.

DEFINICJA.
Niech X bedzie zbiorem skonczonym oraz r,t € N.. t-kolorowaniem r-
elementowych podzbioréw zbioru X nazywamy kazda funkcje P.(X) — [1,¢].

DEFINICJA.
Niech r,t,q1,...,q € Ny. Liczbg Ramseya R(q,...,q;r) nazywamy naj-
mniejsza liczbe N € N, taka, ze dla kazdego zbioru skonczonego X takiego,
ze | X| > N, oraz dla kazdego kolorowania f : P.(X) — [1,t] istnieja indeks
i € [1,t] oraz podzbiér Y C X takie, ze |Y| > ¢; oraz f(Z) =i dla kazdego
zbioru Z € P.(Y).

LEMAT 2.26.
Jeslit,qr,...,qs € N, to
Rlq, g5 ) =q+-+q—t+1
DowOD.
Zauwazmy, ze
gt tg—t+l=(@ -1+ +(@—-1)+1,

co natychmiast implikuje teze. ]
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LEMAT 2.27.
Jesli rit, q1,...,q € Ny sa takie, ze r > 1 i istnieje indeks i € [1,¢] taki, ze
g =1, to
R(qi,...,q;1) =1
DowOD.
Oczywiste. m

STWIERDZENIE 2.28.
Niech r,t,q1,...,q € Ny beda takie, ze r > 1 oraz ¢; > 1 dla wszystkich
€ [1,t]. Jesli

Qi =R(@1, -, ¢-1.0—1,¢1,...,q;7) <00

dla wszystkich indekséw ¢ € [1,1], to

R(gi, ... q7) S R(Q1,...,Qur — 1) + 1.

DowoOD.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze R(Qq,...,Qy;r — 1) < oo. Niech X
bedzie zbiorem skonczonym takim, ze

X[ > R(Q1,...,Qur —1) + 1.

Ustalmy kolorowanie f : P.(X) — [1,¢] oraz element € X. Niech X' :=
X \ {z} 1 zdefiniujmy kolorowanie f’: P,_1(X’') — [1,t] wzorem

(2" = f(Z'u{z})

dla Z' € P,_1(X’). Poniewaz | X'| > R(Q1,...,Q;r — 1), wiec istnieja pod-
zbior Y/ C X' oraz indeks i € [1,¢] takie, ze |Y'| > Q; oraz f'(Z') =i dla
wszystkich podzbioréw Z' € P,_1(Y’). Korzystajac z definicji liczby Q; wie-
my, ze istnieja podzbiér Y C Y’ oraz indeks j € [1,] takie, ze |Y| > g; — 6;;
oraz f(Z) = j dla wszystkich podzbioréw Z € P.(Y), gdzie

1 e

51;,]' = Z j.’

0 @# 7.
Jesli ¢ # j, to dowdd jest zakonczony. Jesli ¢ = j, to dla zbioru Y := Y U{z}
mamy |Y"| > ¢; oraz f(Z) =i dla wszystkich podzbioréow Z € P.(Y"). O
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TWIERDZENIE 2.29.
Jeslirt,q,...,q € Ny, to

R(qr,...,q51m) < 00.

DowOD.
Wynika natychmiast przez indukcje z powyzszego stwierdzenia i poprzedza-
jacych go lematow. O
OZNACZENIE.

Dla a,b € N, definiujemy
R(a,b) := R(a,b;2).

TWIERDZENIE 2.30.
Jesli a,b € N, to

DowOD.
Jesli a = 1 lub b = 1, to teza wynika natychmiast z Lematu 2.27, zat6zmy
zatem, ze a > 11 b > 1. Korzystajac ze Stwierdzenia 2.28, Lematu 2.26 i
zatozenia indukcyjnego otrzymujemy wtedy, ze

R(a,b;2) < R(R(a —1,b),R(a,b—1);1)+ 1= R(a — 1,b) + R(a,b— 1)

a+b—3 a+b—3 a+b—2
< + = :
- b—1 b—2 b—1
co konczy dowdd. O

TWIERDZENIE 2.31.
Jesli a,b € Ny, to R(a,b) > (a—1)-(b—1)+ 1.

DowoD.

Jeslia = 11ub b =1, to teza jest oczywista, zatozmy zatem, ze a > 110 > 1.
Dla X := [1,(a — 1) - (b — 1)] definiujemy kolorowanie f : Py(X) — [1,2]

Wzorem
L 5] =15)

2w przeciwnym wypadku.

SRz, y}) = {

JedliY € X i|Y| > a, to istniejg elementy x,y € Y takie, ze | 5| # | 5],
a wiec f({z,y}) = 2. Podobnie, gdy Y C X i |Y]| > b, to istnieja elementy
r,y €Y takie, ze v # y i |55] = | %], a wiee f({z,y}) = 1. ]

a—1
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TWIERDZENIE 2.32.
Niech n € Ny, n > 3. Jesli N > R(n,n;3), to dla kazdego zbioru S punktéow
na plaszezyznie, z ktérych zadne trzy nie sa wspotliniowe, takiego, ze |S| =
N, istnieje podzbior T' C S taki, ze |T'| = n i punkty nalezace do zbioru T'
sa wierzchotkami wielokata wypuktego.

DowOb.
Niech T bedzie zbiorem punktoéw na ptaszczyznie, z ktorych zadne trzy nie sa
wspotliniowe. Zauwazmy, ze punkty nalezace do zbioru T sa wierzchotkami
wielokata wypuktego wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych parami réznych
punktéow A, B,C, D € T punkt D nie lezy wewnatrz trojkata ABC'.

Ustalmy N > R(n,n;3) oraz zbiér S punktow na plaszezyznie, z ktérych zad-
ne trzy nie sa wspo6tliniowe, taki, ze |S| = N. Ustalmy bijekcje F': [1, N] — S
i rozwazmy kolorowanie f : Ps([1, N]) — [1,2] dane wzorem

1 trojkat F(i)F(j)F (k) jest dodatnio zorientowany,

A,k = {2 w przeciwnym wypadku,

dla 4,5,k € [1,N], i < j < k. Z zalozenia wiemy, ze istnieje podzbiér Y C
[1, N] oraz liczba i € [1,2] takie, ze |Y| = n oraz f(Z) = i dla kazdego
Z € P3(Y). Bez straty ogélnosci mozemy zaltozyé, ze i = 1. Pokazemy, ze
punkty nalezace do zbioru F(Y') sa wierzchotkami wielokata wypuktego.
Przypusémy, ze istnieja parami rézne liczby i,j,k,1 € Y takie, ze punkt
F(l) lezy wewnatrz trojkata F\(i)F(j)F(k), przy czym i < j < k. Poniewaz
f{i,4,1}) =1, wiec I & [i, j]. Podobnie, warunek f({j, k,}) = 1 implikuje,
ze | & [j,k]. Z drugiej strony, warunek f({i,k,l}) = 1 oznacza, ze | € [i, k],
co prowadzi do sprzecznoSci. O
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§3. ELEMENTY TEORII KODOWANIA
CIALA SKONCZONE

OZNACZENIE.
Jesli p € P, to definiujemy F, := Z/p.

STWIERDZENIE 3.1.
Jesli F jest ciatem skoriczonym, to istnieje wyznaczona jednoznacznie liczba
pierwsza p taka, ze istnieje homomorfizm F, — F.

DEFINICJA.
Liczbe p z powyzszego stwierdzenia nazywamy charakterystykq ciata F.

UWAGA.
Jesli ¢ : F — F’ jest homomorfizmem cial, to funkcja ¢ jest injekcja.

DowOD.
Istnieje jedyny homomorfizm pierscieni Z — F. Liczba p jest generatorem
jadra tego homomorfizmu. n

WNIOSEK 3.2.
Jesli F jest cialem skonczonym charakterystyki p, to istnieje liczba n € N
taka, ze |F| = p".

Dowdp.

Zauwazmy, ze cialo F jest przestrzenia liniowa nad cialem F,, zatem |F| =
’Fp|dim]]?p]F. n

DEFINICJA.
Jesli f € F[X], f # 0, to definiujemy

FX]/f:={g € F[X] : degg < deg f}.

W zbiorze F[X]/f wprowadzamy dzialania 4 i * nastepujaco: dziatanie +
jest zwyklym dodawaniem wielomianéw, natomiast dzialanie % definiujemy
wzorem

g * h := reszta z dzielenia wielomianu g - h przez wielomian f

dla wielomianéw g, h € F[X]/f.

UWAGA.



MATEMATYKA DYSKRETNA II — WYKLAD 35

Jesli F jest cialem skoticzonym i f € F[X], f # 0, to zbiér F[X]/f ma |F|dcs/
elementow.

LEMAT 3.3.
Jesli f € F[X], f # 0, to zbiér F[X|/f wraz z dziataniami + i * zdefiniowa-
nymi powyzej jest pierécieniem (przemiennym z jedynka).

Dowdp.
Cwiczenie. O

STWIERDZENIE 3.4.
Niech F bedzie ciatem. Jegli wielomian f € F[X] jest nierozktadalny, to
pierscien F[X]/f jest cialem.

DowOD.
Ustalmy wielomian g € F[X]/f, g # 0. Musimy pokazaé, ze istnieje wielo-
mian h € F[X]/f taki, ze g« h = 1. W tym celu wystarczy uzasadni¢, ze
funkcja F' : F[X]|/f — F[X]/f dana wzorem F'(h) := g * h dla wielomianu
h € F[X]/f jest surjekcja. Zauwazmy jednak, ze funkcja F jest endomor-
fizmem liniowym, wiec réwnowaznie wystarczy pokazaé, ze funkcja F' jest
injekcja, tzn. Ker F' = {0}. Przypusémy zatem, ze g * h = 0 dla wielomianu
h e F[X]/f. Wtedy f | g h, wiec f | h, zatem h = 0. O

STWIERDZENIE 3.5.
Niech p € P, m,n € Ny i m | n Jesli F jest cialem skonczonym o p™
elementach, to a?" = « dla kazdego elementu o € F.

DowOb.
Dowdd bedzie indukeyjny ze wzgledu na k := .
Zat6zmy najpierw, ze k = 1, tzn. n = m. Jesli a = 0, to teza jest oczywista.
Jesli a # 0, to z twierdzenia Lagrange’a zastosowanego dla grupy multipli-
katywnej ciata F wynika, ze o~ = 1, a wiec o = a.
Zatozmy teraz, ze k > 1. Wtedy korzystajac z zatozenia indukcyjnego dla
k — 1 oraz 1 otrzymujemy, ze

m

n m-k m-(k—1),,m
o =" = (o P =" =a,
co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 3.6.
Niech p € Pin € Ni. Jesli f € F,[X] jest wielomianem nierozkladalnym i
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deg f | n, to f | X"/ — X.

DowOD.
Niech m := deg f. Przypomnijmy tez, ze |F,[X]/f| = p™. Niech a bedzie
resztg z dzielenia wielomianu X przez wielomian f. Wtedy reszta z dzielenia
wielomianu X?" jest af". Ze Stwierdzenia 3.4 wiemy, ze pierscieni F,[X]/ f jest
cialem, zatem poprzednie stwierdzenie implikuje, ze f | a?" — «, co konczy
dowdd. O

WNIOSEK 3.7.
Jesli I jest ciatem skonczonym, to

XF— X =T[(X - ).

acF

DowOD.
7 poprzedniego stwierdzenia wiemy, ze X —a | Xl — X dla kazdego elementu
a € F. Stad
[[X-a) X" -X.
aclF
Poniewaz oba wielomiany sg unormowane i tego samego stopnia, wiec otrzy-
mujemy teze. 0

LEMAT 3.8.
Niech G bedzie skonczong grupa abelowa. Jesli

r:=max{|a| : a € G},

to " = 1 dla wszystkich elementow o € G.

DowOD.
Cwiczenie. O

WNIOSEK 3.9.
Jesli F jest cialem skonczonym, to grupa F* jest cykliczna.

DowOD.
Niech
r:=max{|a| : a € F,}.
Korzystajac z poprzedniego lematu wiemy, ze o = 1 dla kazdego elementu
a € F*, zatem

[[x-a0)x -1

aclF*
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Stad
|F*| = deg(H (X — a)) <deg(X"—1) =1r < |F7|
ackF*
co konczy dowdod. O
LEmAT 3.10.

Jesli F jest ciatem skoniczonym charakterystyki p, to
(0t B =a?" + "

dla wszystkich elementow «a, 3 € F oraz liczb n € N,

DowOD.
Cwiczenie. 0

LEMAT 3.11.
Jesline N, ikl eN, to

(n* —1,n' —1) =n® — 1,

DowoD.
Cwiczenie. O]

LEMAT 3.12.
Jedli F jest ciatem i k,1 € N, to

(XF—1, X' —1)=x®D 1,

Dowdp.
Cwiczenie. O

STWIERDZENIE 3.13.

Niech p € Pin € N;. Jesli f € F,[X] jest wielomianem nierozkladalnym i
flXP" — X, todegf|n.

DowOD.
Niech F := F,[X]/f. Poniewaz reszta z dzielenia wielomianu X?" przez wielo-
mian f jest rowna X, wiec Stwierdzenie 3.5 i Lemat 3.10 implikuja, ze reszta
z dzielenia wielomianu ¢*" przez wielomian f jest réwna reszcie z dzielenia
wielomianu g przez f dla kazdego wielomianu g € F,[X]. W konsekwencji
aP" = o dla kazdego elementu « € F, zatem Wniosek 3.7 implikuje, ze

X o X =T[(X —a) | X" - X.

a€clF
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Stad
(X X gy = x P
Korzystajac z Lematu 3.12 otrzymujemy wiec, ze
<pdegf o 1)pn o 1) :pdegf . 17

a wiec wykorzystujac Lemat 3.11 mamy, ze (deg f,n) = deg f, co konczy
dowod. 0

TWIERDZENIE 3.14.
Jesli p e Pin € Ny, to w pierdcieniu F,[X| mamy réwnosé

X" —-x=1[+

fer

gdzie F jest zbiorem nierozktadalnych wielomianéw unormowanych w pier-
Scieniu F,[X], ktorych stopnie dziela n.

DowOb.
7, Wniosku 3.6 i powyzszego stwierdzenia wynika, ze istnieje funkcja e : F —
N, taka, ze
XP" X = H fe(f)_
ferF
Gdyby istnial wielomian f € F taki, ze e(f) > 1, to f | (X?" — X)' = —1,
co jest niemozliwe. O]

TWIERDZENIE 3.15.
Jesli p € Pin € Ny, to istnieje wielomian nierozktadalny f € F,[X] stopnia
n.

DowOb.
Dla kazdej liczby m € N niech k,, bedzie liczba unormowanych wielomiandw
nierozktadalnych stopnia m w piescieniu F,[X] oraz K,, := m-k,. Poprzednie
twierdzenie implikuje, ze
> Ki=p"

llm
dla kazdej liczby m € N, W szczeg6lnosci

Kn:pn_ZKl

lln
I<n
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oraz K,, < p™ dla kazdej liczby m € N,. W konsekwencji

K,2p' =) p=p'— > p=p—@"-p=p>0
lln le[1l,n—1]
I<n

co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 3.16.
Jedli p € Pin € Ny, to istnieje cialo F takie, ze |K| = p".

DowoD.
Wystarczy skorzystaé¢ z poprzedniego twierdzenia oraz Stwierdzenia 3.4. [

TWIERDZENIE 3.17.
Jesli F i F" sg cialami skonczonymi takimi, ze |F| = |F'|, to ciata F i F’ sa
izomorficzne.

DowoOD.
Zalozmy, ze |F| = p" dla liczb p € P oraz n € N,. Wtedy ciala F i F/
maja charakterystyke p. Korzystajac ze Stwierdzenia 3.4 i Twierdzenia 3.15
bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze F = F,[X]/f, gdzie f € F,[X] jest
unormowanym wielomianem nierozktadalnym. Korzystajac z Wniosku 3.7 i
Twierdzenia 3.14 wiemy, ze w pierscieniu F'[X] ma miejsce réwnosé

[[o=x"-x=]][X-a),

geF a€cF’

gdzie F jest zbiorem unormowanych wielomianéw nierozktadalnych w pier-
Scieniu F,[X], ktorych stopien dzieli n. W szczegblnosci, istnieje element
a € F' taki, ze f(a) = 0. Wtedy funkcja F — F', g — g(a), jest homomorfi-

zmem cial. Poniewaz homomorfizmy ciat sa injekcjami oraz |F| = |F'| < oo,
wiec musi by¢ ona bijekcja, co konczy dowdod. O
OZNACZENIE.

Dla liczby ¢ € N, takiej, ze ¢ = p™ dla pewnych liczb p € P oraz n € N,
przez I, oznaczamy ustalone ciato o ¢ elementach.
KoDY LINIOWE

ZALOZENIE.
Do konca tego paragrafu F jest cialem skoniczonym oraz k € N
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DEFINICJA.
Kodem (liniowym) nad cialem F nazywamy kazda podprzestrzen liniowa
przestrzeni F¥.

PRZYKLAD.
Jesli
C:={z Pz + - + a1 =0},
to méwimy, ze kod C' powstaje z przestrzeni F5 przez dodanie bitu kontroli

parzystosci.

PRZYKLAD.
Kodem ISBN nazywamy kod

C:={recF}: Z i-x; =0}
i€[1,10]

W praktyce wykorzystujemy tylko te elementy x € C, dla ktérych x; € [0, 9]
dla wszystkich indekséw i € [1,9].

PRZYKELAD.
Jesli

to méwimy, ze kod C' powstaje przez k-krotne powtorzenie bitu.

DEFINICJA.
Wagq stowa x € F* nazywamy

w(x) = |{i € [1,k] : x; # 0}].

DEFINICJA.
Odlegtoscig Hamminga nazywamy funkcje d : F¥ x F¥ — N zdefiniowana
wzorem
d(z,y) = w(z —y)
dla z,y € F*.
LEMAT 3.18.

Odlegtos¢é Hamminga jest metryka.

DowoOD.
Cwiczenie. 0
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DEFINICJA.
Minimalng odlegtoscig kodu C' nazywamy

d(C) = min{d(z,y) : z,y € C, z # y}.

LEMAT 3.19.
Jedli C jest kodem, to

d(C) = min{w(z): x € C, x # 0}.

Dowép.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Niech ¢t € N;. Méwimy, ze kod C' wykrywa t bledow, jesli d(C') > t.

DEFINICJA.
Kulg o $rodku x € F* i promieniu v € N nazywamy zbior

K(z,r) = {y € F* . d(z,y) < r}.

DEFINICJA.
Niech t € N. Méwimy, ze kod C C F* korygugje t bledéw, jesli | K (z,t)NC| < 1
dla kazdego elementu z € F*.

STWIERDZENIE 3.20.
Kod C C F* koryguje Ld(C—Q)_lJ btedow.

Dowob.
Niech r := L%j Przypuéémy, ze istnieje element x € F* taki, ze | K (x,r)N
C| > 1 i ustalmy elementy 2/, 2" € C takie, ze 2’ # 2" oraz d(z,2') < r i
d(xz,z") < r. Wtedy

d(z',2") < d(2',z) + d(x,2") < 2r < d(C),

co prowadzi do sprzecznosci. O
DEFINICJA.
Zawartoscig informacyjng kodu C' C F*¥ nazywamy
dimp C'
RC = r .

k
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PRZYKLAD.
Jesli

C::{$6F32£1:I2:x37 Ty = Ty = Tg, x7:x8:x9}7
to d(C) = 3 oraz Rc = 3. Z drugiej strony, d(C") =31 Rer = 5 dla

TWIERDZENIE 3.21 (OGRANICZENIE HAMMINGA).
Jesli C' C F* jest kodem korygujacym ¢ bledéw, to

k
C| < d

B ZiE[O,t](q - 1)1(]:) 7

gdzie ¢ := |F|.

DowoOD.
Zauwazmy, ze

[k
K@= X a-v(})
1€[0,t]
dla kazdego elementu z € F*. Poniewaz K (z,t) N K (y,t) = @ dla wszystkich
elementéw x,y € C, x # y, wiec to konczy dowdd.

TWIERDZENIE 3.22.
Jedli C C F*, to
’O| < qkfd(C)+1

Y

gdzie q := |FF|.

DowoOD.

Wystarczy zauwazyé, ze funkcja o : C' — FF—d(C

)+l dana wzorem

Oé(.ZC) = (.1’1, e ;xk—d(C)—Q—l)

dla x € C, jest roznowarto$ciowa.

DEFINICJA.
Niech C' C F* bedzie kodem i [ := dimp C. Macierzq generujgcg kodu C
nazywamy kazda macierz G € M (F), ktérej wiersze tworza baze kodu C'
jako przestrzeni liniowej nad ciatem [F.
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DEFINICJA.
Niech C' C F* bedzie kodem i | := dimp C. Macierzqg kontroli parzystosci
kodu C nazywamy kazda macierz H € My« (F) taka, ze

C:={recF:H. 2" =0}

UWAGA.
Jesli G jest macierza generatoréow kodu C' C F* wymiaru [, to macierz H €
Mx—1yxk(F) jest macierza kontroli parzystosci kodu C wtedy i tylko wtedy,
gdy rk H =k —l oraz H - G* = 0.

TWIERDZENIE 3.23.
Niech | € Ni H € M (F). Jesli

C:={recF:H. 2" =0}
to

d(C) :=min{|I|: I C [1,k], I # @, kolumny H;, i € I,

macierzy H sa liniowo zalezne}.

Dowdp.
Niech

d :=min{|I|: I C[1,k], [ # @, kolumny H;, i € I,

macierzy H sa liniowo zalezne}.
Przypomnijmy réwniez, ze
d(C) =min{w(z) : z € C, x # 0}.

Udowodnimy najpierw, ze d(C) < d'. Ustalmy podzbiér I C [1, k]|, I # &,
taki, ze kolumny H;, i € I, macierzy H sa liniowo zalezne oraz |I| = d'.
Wtedy istnieje wektor M € F, X\ # 0, taki, ze H - \* = 0. Zdefiniujmy stowo
r € F* wzorem

A 1€,

€T; ‘=

0 w przeciwnym wypadku.
Wtedy H - 2" = 0, wiec € C. Ponadto = # 0 oraz w(z) = |I| = d', co
koniczy dowdd nieréwnosci d(C) < d'.
Pokazemy teraz, ze d(C') > d'. Ustalmy stowo x € C' takie, ze w(x) = d(C).
Wtedy dla zbioru I := {i € [1,k] : x; # 0} otrzymujemy, ze |I| = w(z) =
d(C) oraz kolumny H;, i € I, macierzy H sa liniowo zalezne. O]



MATEMATYKA DYSKRETNA II — WYKLAD 44

DEFINICJA.
Niech H bedzie macierza kontroli parzystosci kodu C' C F*. Syndromem sto-
wa y € F* nazywamy element Sy (y) € F*~!, gdzie | := dimyp C, zdefiniowany

wzorem
SH(Q) =H - ?Jtr-
LEMAT 3.24.
Niech C' C F* bedzie kodem z macierza kontroli parzystosci H. Jedli y € F¥
izel,to

d(xz,y) = min{d(z,y) : z € C}
wtedy i tylko wtedy, gdy = = y — e, gdzie element e € F* spelnia warunek

w(e) = min{w(f) : f € F*, Su(f) = Su(y)}-

DowoD.
Teza wynika z nastepujacej obserwacji: jegliy € F¥ oraz z € O, to Sc(y—=z) =
Se(y) oraz d(z,y) = w(y - 2).

ALGORYTM (DEKODOWANIA DLA KODOW LINIOWYCH).
I. Obliczenie wstepne.

Dane: kod C.

Dla kazdego stowa x wyliczamy syndrom S (x).
Dla kazdego syndromu s znajdujemy stowo e (s) takie, ze
w (e (s)) =min {w (x) : S (x) = s}.

II. Dekodowanie.
Dane: s%towo x.
return x - e (S (x));

KODY CYKLICZNE

DEFINICJA.
Kod C C F* nazywamy cyklicznym, jesli dla kazdego elementu (z1, ..., 1) €
F* speliony jest warunek:

(x1,...,2) € C wtedy 1 tylko wtedy, gdy (x,...,zx,21) € C.
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OZNACZENIE.
Definiujemy
Ry,(F) := F[X]/(X* —1).

Przypomnijmy, ze symbolem * oznaczamy mnozenie w pierécieniu Ry (F).

UWAGA.
Przestrzen liniowg F¥ mozemy utozsamié z pierécieniem Ry (F) poprzez izo-
morfizm liniowy dany wzorem

(iL‘l,...,.Tk) — Z ZT; kaz

1€[1,k]
W dalszym ciggu bedziemy bada¢ kody bedace podprzestrzeniami pierscienia

Ry (F). W szczegdlnosci, kod C' C Ry (F) nazywamy cyklicznym wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wielomianu f € Ry (F) spelniony jest warunek

f € C wtedy i tylko wtedy, gdy X « f € C.
Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze mamy réwnosé

Xx(a X b)) =X+ X oy

STWIERDZENIE 3.25.
Nastepujace warunki sa réwnowazne dla kodu C' C Ry (F).

(1) Kod C jest cykliczny.
(2) Jesli feC, to X *xfeC.
(3) Jesli feCige Ri(F),tog= feC.

DowOb.
Implikacja (1) = (2) jest oczywista, natomiast implikacji (2) = (3) dowodzi
sie przez prosta indukcje. Wreszcie, w dowodzie implikacji (3) = (1) wystar-
czy uzasadnié, ze jedli f € Ry(F) oraz X =« f € C, to f € C. Zauwazmy
jednak, ze w powyzszej sytuacji f = X*71 % (X % f), co konczy dowod. [

DEFINICJA.
Generatorem kodu cyklicznego C' nazywamy kazdy wielomian unormowany
g € C taki, ze
degg=min{deg f: f € Ci f #0}.

UWAGA.
Kazdy niezerowy kod cykliczny posiada generator.
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TWIERDZENIE 3.26.
Jedli g jest generatorem kodu cyklicznego C, to g | f dla kazdego wielomianu

fecC.

DowOD.
Ustalmy wielomian f € C'. Wiemy, ze istnieja wielomiany ¢,r € F[X] takie,
ze
f=q-9g+r i degr < degg.

Zauwazmy, ze r = f —qx g € C, co wobec definicji wielomianu g oznacza, ze
r=0. [

WNIOSEK 3.27.
Jedli g jest generatorem kodu cyklicznego C' C Ry (F), to

C={feRF):g|f}

DowOD.
Oczywiste. O

WNIOSEK 3.28.
Jesli g i ¢’ sa generatorami kodu cyklicznego, to g = ¢'.

DowOD.
Z poprzedniego stwierdzenia wiemy, ze g | ¢’ 1 ¢’ | g, zatem istnieje element
A € F taki, ze ¢ = A\ - ¢g. Poniewaz wielomiany ¢ i ¢’ sa unormowane, wiec
A =1, co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 3.29.
Jesli g jest generatorem kodu cyklicznego C' C Ry (F) wymiaru [, to degg =
k—1.

DowOb.
Powyzsze twierdzenie implikuje, ze odwzorowanie

{feF[X]:degf <k—degg}—C, fr[-g,
jest izomorfizmem przestrzeni liniowych. W szczegdlnosci
| =dimp C =k —degg,

co konczy dowdd. O
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WNIOSEK 3.30.
Jedli g € Ry(IF) jest generatorem kodu cyklicznego C' C Ry (F), to g | X* —1.

DowOD.
Wiemy, ze istnieja wielomiany ¢, € F[X] takie, ze

Xt 1l=q-g+r i degr < degg.

Zauwazmy, ze r = [ x g € C, gdzie f jest reszta z dzielenia wielomianu
—q przez wielomian X* — 1, co wobec definicji wielomianu g oznacza, zZe

r=0. O

TWIERDZENIE 3.31.
Niech g € Ri(F) bedzie wielomianem unormowanym takim, ze g | X* — 1.
Jesli

C:={feRTF):¢g]|f}

to zbiér C jest kodem cyklicznym oraz wielomian g jest generatorem kodu

C.

Dowob.
Wystarczy sprawdzi¢, korzystajac ze Stwierdzenia 3.25, ze jesli f € C, to X x
f € C. Z definicji mnozenia w pierscieniu Ry (F) wiemy, ze istnieje wielomian
q € F[X] taki, ze X - f =q- (X* —1) + X * f. Wtedy

gl X f-q- (X' =1)=Xxf,
co konczy dowdd. O

WNIOSEK 3.32.
Funkcja

{C' C Ry(F) : zbiér C jest niezerowym kodem cyklicznym }
— {g € Ry(F) : wielomian g jest unormowany i g | X* — 1}

dana wzorem
C +— generator kodu C'

jest bijekcja. Funkcja odwrotna dana jest wzorem

g—A{feR(F):g]f}
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DowoD.
Wynika natychmiast z powyzszych rozwazan. O]

LEMAT 3.33.
Niech g = go + - -+ + gr_; - X*7! bedzie generatorem kodu cyklicznego C' C
Ry (F) wymiaru [. Jesli

Get - go 0 -0
0o .

G = ' € My, (F),
: SO
O - 0 gy - 9o

to macierz G jest macierza generatoréow kodu C.

DowOD.
Zauwazmy, ze wiersze macierzy G nalezg do kodu C. Ponadto rk G = [, gdyz
gr—1 = 1, co konczy dowdd. [

TWIERDZENIE 3.34.
Niech g bedzie generatorem kodu cyklicznego C' C Ry (F) wymiaru [. Jesli

Xk —1
h = =ho+ -+ h - X,
to macierz
ho h;y 0 0
0
H = ) 0 - Mk—lxk(F)
0 -+ 0 hy - Iy
jest macierzg kontroli parzystosci kodu C'.
DowoD.
Zauwazmy, ze h; = 1, wiec tk H = k — [. Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze

H-G"™ =0, gdzie G jest macierzg generatoréw kodu C' opisang w poprzednim
lemacie. Zauwazmy jednak, ze jesli i € [1,k — 1] i j € [1,1], to wspbtczynnik
(H-G*); j jest rowny wspotezynnikowi przy X ¢=D+0=9 w wielomianie h-g =
Xk —1, co kotiezy dowdd, gdyz (k —1) + (j —i) € [1,k — 1]. O

DEFINICJA.
Jesli k= |F| — 1, d € [1,k] i (B jest generatorem grupy F*, to definiujemy,

C(d,B) :== {f € Ri(F) : f(3") = 0 dla wszystkich liczb i € [1,d — 1]}.
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Kody powyzszej postaci nazywamy kodami Reeda-Solomona.

UWAGA.
Kody Reeda-Solomona sa kodami cyklicznymi. Jesli k = |F| — 1, d € [1,k] i
3 jest generatorem grupy F*, to generatorem kodu C(d, 3) jest wielomian

I x-5).

1€(1,d—1]

TWIERDZENIE 3.35.
JeSli k = |F| — 1, d € [1,k] i 8 jest generatorem grupy F*, to

d(C(d,3)) = d.
DowoOD.
Niech
S e B 1
2(k=1) ., 2
H = 7 : B :
5(d—15~(k—1) . gd.—l 1
Zauwazmy, ze
C={zecF":H- 2™ =0}
Jesli iy, ..., 141 € [0,k — 1] sa parami rézne, to macierz utworzona z kolumn
Hy_;,, ..., Hy_;, , macierzy H ma postac
ﬂh ﬁh . ﬁid—1
/82~i1 /82-i2 . 62"id_1
Bl-Da g1 ... gA-1ia

wiec jej wyznacznik jest réwny

ﬁZje[l,dfu(ij—l) . H (ﬁiq_l _ ﬁip_l) 7£ 0.
p,q€(l,d—1]
p<q
Zatem kolumny H;,, ..., H;, | sa liniowo niezalezne. Oczywiscie, jesli I C
[1,k| oraz |I| = d, to kolumny H;, i € I, sa liniowo zalezne, wiec teza wynika
z Twierdzenia 3.23. O



