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Noracia

ZALOZENIE.
Przez caly wyktad zaktadamy, ze I, J, K i L sa zbiorami skonczonymi.

OZNACZENIE.
Bedziemy korzystac¢ z nastepujacych oznaczen dla zbioréw liczbowych:

e symbolem Q oznacza¢ bedziemy zbiér liczb wymiernych,

symbolem Q. oznaczac¢ bedziemy zbiér nieujemnych liczb wymiernych,

symbolem 7Z oznacza¢ bedziemy zbior liczb catkowitych,

symbolem N oznacza¢ bedziemy zbioér nieujemnych liczb catkowitych,
e symbolem N, oznacza¢ bedziemy zbiér dodatnich liczb catkowitych.

DEFINICJA.
I-WEKTOREM nazywamy kazda funkcje ze zbioru I o wartosciach w zbiorze
liczb wymiernych.

OZNACZENIE.
Jedli S jest podzbiorem zbioru liczby wymiernych, to przez S! oznaczamy
zbiér wszystkich I-wektoréw x takich, ze x(i) € S dla wszystkich i € I.

OZNACZENIE.
Jesli iy € 1, to definiujemy I-wektor e;, wzorem

. I i=1g .
eio(z) = . . ’ (ZGI)'
0 1 # 1o,
DEFINICJA.
Jesli I’ jest podzbiorem zbioru I, to definiujemy I-wektor e, ktéry nazywa-
my WEKTOREM CHARAKTERYSTYCZNYM PODZBIORU I/, wzorem

, 1 iel, ,
ep(i):= {O ig 1 (i eI).

OZNACZENIE.
Jesli = jest I-wektorem oraz I’ jest podzbiorem zbioru I, to definiujemy I’-
wektor z|p wzorem

x| (1) == x(7) (iel).



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

UMOWA.
Jesli x jest I-wektorem oraz zbior I jest podzbiorem zbioru J, to utozsamiamy
wektor z z J-wektorem y danym wzorem

. x(j) jel, .
= eJ).
y(J) { 0 el (J€J)
W szezegblnodei utozsamiamy przestrzent Q7 ze zbiorem {y € Q7 : y|,; = 0}.

OZNACZENIE.
Jesli A jest liczbg wymierng i x jest I-wektorem, to definiujemy I-wektor \-z
wzorem

AN-2)(2) == X x(4) (iel).

OZNACZENIE.
Jesli xy i xy sg [-wektorami, to definiujemy I wektor x; + xo wzorem

{21 4 22) (1) := 21(2) + 22(7) (i el).

OZNACZENIE.
Jesli zy jest I wektorem oraz X jest podzbiorem przestrzeni Qf, to definiu-
jemy zbioér xg + X wzorem

ro+ X ={zg+x:2€ X}

OZNACZENIE.
Jesli X, i X, s podzbiorami przestrzeni Qf, to definiujemy zbiér X; + X,
wzorem

X1+X2 = {I’l—f—ﬂfg LT €X1 il‘g € XQ}
DEFINICJA.

Niech z;, j € J, beda I-wektorami.

Moéwimy, ze WEKTORY z;, j € J, SA LINIOWO NIEZALEZNE, jesli dla dowol-
nych liczb wymiernych \;, j € J, z warunku

Z )\j Xy = 0
j€J
wynika, ze \; = 0 dla wszystkich j € J.

Jesli wektory z;, 7 € J, nie sg liniowo niezalezne, to méwimy, ze sg LINIOWO
ZALEZNE.
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UWAGA (KONSEKWENCJA TWIERDZENIA STEINITZA O WYMIANIE).
Niech z;, j € J, beda [-wektorami. Jesli wektory x;, j € J, sa liniowo
niezalezne, to |J| < |I].

DEFINICJA.
Jesli x 1y sa [-wektorami, to definiujemy liczbe wymierna (z,y), ktéra na-
zywamy ILOCZYNEM SKALARNYM WEKTOROW z 1 y, wzorem

(w,y) == (i) - y(i).
iel
UWAGA.
Niech z;, j € J, beda I-wektorami i oraz A;, j € J, sa liczbami wymiernymi.
Jesli wektory x;, j € J, sg liniowo niezalezne, to istnieje I-wektor y taki
(xj,y) = \; dla kazdego j € J.

OZNACZENIE.
Jesli x1 1 x9 sa I-wektorami, to piszemy x; < xy wtedy i tylko wtedy, gdy
x1(1) < wo(i) dla wszystkich i € 1.

DEFINICJA.
I x J-MACIERZA nazywamy kazda funkcje ze zbioru I x J do zbioru liczb
wymiernych.

OZNACZENIE.
Jedli S jest podzbiorem zbioru liczby wymiernych, to przez M, ;(S) oznacza-
my zbiér wszystkich I x J-macierzy A takich, ze A(i, ) € S dla wszystkich
ielijel.

OZNACZENIE.
Jesli A jest I x J-macierzg, I' C I i J" C J, to definiujemy I’ x J'-macierz
Ap y wzorem

AI’,J’(ivj) = A(Zvj) (Z S Ilv j € ‘],)

DEFINICJA.
Jesli A jest I x J-macierza, to definiujemy J x I-macierz A", ktéra nazywamy
MACIERZA TRANSPONOWANA MACIERZY A, wzorem

AT(5,0) = A(i,5)  (jeJ, iel).

DEFINICJA.
Jedli A jest I x J-macierza oraz i € I, to definiujemy J-wektor A(7), ktory
nazywamy i-TYM WIERSZEM MACIERZY A, wzorem

A()(j) == Al,5) (G € ).
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DEFINICJA.
Jedli A jest I x J-macierza oraz j € J, to I-wektor A" (j) nazywamy j-TA
KOLUMNA MACIERZY A.

OZNACZENIE.
Jedli \ jest liczbg wymierng i A jest I x J-macierza, to definiujemy I x J-
macierz A - A wzorem

(\-A)(i,§) = \-A(i,§) (el jel).

OZNACZENIE.
Jesli A jest I x J-macierza i x jest J-wektorem, to definiujemy I-wektor A -z
wzorem
(A-2)(i) =Y A(i,j)-=(j) (i€l
jeJ
OZNACZENIE.
Jesli Ay 1 Ay sa I x J-macierzami, to definiujemy [ x J-macierz A; + Ao
wzorem

(A1+A2)<Z7j) = Al(zaj)_}_AQ(@v]) (1€]a jEJ)

OZNACZENIE.
Jesli A jest I x J-macierza i B jest J x K-macierza, to definiujemy [ x K-
macierz A - B wzorem

(A-B)(i,k) := ZA(i,j) "B(j,k) (i€l keK).

OZNACZENIE.
Definiujemy [ x [-macierz Id; wzorem

1 Z‘1 = i27

1,19 € I).
0 i rtiy 02€D)

Id[(il, Zg) = {

DEFINICJA.
Niech A bedzie I x J-macierza. Macierz A nazywamy ODWRACALNA, jesli
istnieje J x I-macierz B taka, ze

A-B=1Id; 1 B-A=1d;.

UWAGA.
Jesli A jest I x J-macierza odwracalna, to |[I| = |J|.
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DEFINICJA.
Jesli A jest I x J-macierza odwracalna, to MACIERZA ODWROTNA DO MA-
CIERZY A nazywamy kazda J x [-macierz B taka, ze

A-B=1d; i B-A=1d;.

UWAGA.
Jesli A jest I x J-macierzg odwracalng oraz B i Bs s macierzami odwrot-
nymi do macierzy A, to By = Bs.

OZNACZENIE.
Jesli A jest I x J-macierza odwracalng, to przez A~! oznaczamy macierz
odwrotng do macierzy A.

DEFINICJA.
Jesli A jest I x J-macierza, to definiujemy liczbe rk A, ktora nazywamy RZE-
DEM MACIERZY A, wzorem

rk A := max{|I'| : I' C I i wektory A(i), i € I, sa liniowo niezalezne}.

UWAGA.
Jesli A jest I x J-macierza, to rk A = rk AT.

UWAGA.
Jedli A jest I x J-macierzg i B jest J x K-macierza, to

rk(A - B) < max{rk A, rk B}.

UWAGA.
Jesli A jest I x J-macierzg, to macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy,
gdy
[I| =1k A =|J|.
OZNACZENIE.

Przez S(I) oznaczam zbiér permutacji zbioru I.

OZNACZENIE.
Przez sign oznaczamy jedyna funkcje f: S(I) — {—1,1} taka, ze funkcja f
jest ,na” i

floro0z) = f(o1) - f(o2)

dla wszystkich permutacji oy, 09 € S(I).
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DEFINICJA.
Jesli A jest I x I-macierzg, to definiujemy liczbe det A, ktoérag nazywamy
WYZNACZNIKIEM MACIERZY A, wzorem

det A := Z (Signa : HA(@, O'(Z)))
oes(I) il

OZNACZENIE.
Jesli |I| = |J|, A jest I x J-macierza oraz o : I — J jest bijekcja, to
definiujemy liczbe det, A wzorem

det, A := det A,,
gdzie A, jest I x I-macierzg dang wzorem
Ag(il,ig) = A(il,U(i2>> (il,ig c I)

UWAGA.
Jesli |I| =|J|, A jest I x J-macierza oraz o1,09 : I — J sa bijekcjami, to

det,, A :=sign(oy o 0y) - det,, A.
W szczegdlnosci
| det,, Al := | det,, A|.

OZNACZENIE.
Jedli |[I] = |J| 1 A jest I x J-macierza, to definiujemy liczbe | det A| wzorem

|det A| = | det, A,

gdzie o : [ — J jest bijekcja.

UWAGA.
Jesli |I| = |J| i A jest I x J-macierza, to macierz A jest odwracalna wtedy i
tylko wtedy, gdy |det A| # 0.

UWAGA.
Jedli [I| =|J| i A € My, 7(Z), to macierz A jest odwracalna i A~' € M ;(Z)
wtedy i tylko wtedy, gdy | det A| = 1.

UWAGA.
Jesli [I] = |J|, A € My«;(Z) i I' jest podzbiorem zbioru I, to

ged(|det App| - J'C J1|J| = |I']) | | det Al.



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

1. PODSTAWOWE POJECIA I REZULTATY
1.1. PODSTAWOWE POJECIA

DEFINICJA.
Podzbiér V przestrzeni Q! nazywamy PODPRZESTRZENIA LINIOWA, jesli 0 €
Vil x4+ A a9y € V dla wszystkich wektoréw xy,x9 € V oraz liczb
wymiernych Ay i As.

LEMAT 1.1.
Jesli V jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni Q’, to

Z >\j * Ty eV
jeJ
dla wszystkich wektorow z; € V, j € J, oraz liczb wymiernych \;, j € J.

DowOD.
Cwiczenie. 0

LEMAT 1.2.
Jesli V,, v € I, I # @, sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni Q’, to
zbior (), V5, jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni Q.

DowOD.
Cwiczenie. O

vyel

WNIOSEK 1.3.
Jesli X jest podzbiorem przestrzeni Q7, to istnieje najmniejsza podprzestrzen
liniowa przestrzeni Q! zawierajaca zbiér X.

DowOD.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Jesli X jest podzbiorem zbioru Qf, to najmniejsza podprzestrzen liniows
przestrzeni Q! zawierajaca zbiér X, ktérg oznaczamy lin. hull X, nazywamy
PODPRZESTRZENIA LINIOWA GENEROWANA PRZEZ ZBIOR X.

STWIERDZENIE 1.4.
Jesli x;, j € J, sg I-wektorami, to
lin.hull{z; : j € J} = {Z Aj -z A € Q dla wszystkich 7 € J}.
jeJ

Dowdp.
Cwiczenie. O
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LEMAT 1.5.
Zalézmy, ze I-wektory x5, j € J, sg liniowo niezalezne. Jesli x jest I-wektorem
takim, ze wektory x, z;, j € J, sa liniowo zalezne, to istniejg liczby wymierne
Aj, j € J, takie, ze

r = E )\j 'l'j.
jeJ

DowOD.
Poniewaz wektory x, x;, j € J, sa liniowo zalezne, wigc istniejg liczby wy-
mierne u, p;, j € J, takie, ze

/L'I—FZ,U/]"JI]':O
jed
ip#0lub p; # 0 dla pewnego j € J. Jesli p =0, to
D=0,
jeJ

wiec p1; = 0 dla kazdego j € J, sprzecznos¢. Zatem p # 0, wiec

T = ——= - xj. [

DEFINICJA.
Niech V' bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni Q! i z;, j € J, I-wekto-
rami. Méwimy, ze WEKTORY x;, j € J, TWORZA BAZE PODPRZESTRZENI
V jesli z; € V dla wszystkich j € J, wektory z;, j € J, sa liniowo niezalezne
oraz dla kazdego wektora x € V wektory x, x;, j € J, sa liniowo zalezne.

DEFINICJA.
Jesli V' jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni Q!, to definiujemy liczbe
dim V| ktoéra nazywamy WYMIAREM PODPRZESTRZENI V', wzorem

dim V' := max{|J| : wektory z;, j € J, tworza baze podprzestrzeni V'}.

UWAGA.
Jesli V' jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni Q' i I-wektory z;, j € J,
tworza baze podprzestrzeni V', to dimV = |J|.

DowoOb.
Algebra liniowa. O



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

STWIERDZENIE 1.6.
Jesli V' jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni Q' oraz wektory x;, j € J,
tworza baze podprzestrzeni V', to

V =lin. hull{z; : j € J}.

DowOD.
Oczywiscie lin. hull{z; : j € J} C V. Z drugiej strony, ustalmy =z € V. Z
definicji bazy wynika, ze wektory x;, j € J, sa liniowo niezalezne, ale wektory
x, xj, j € J, sg liniowo zalezne. Korzystajgc z Lematu 1.5 wiemy, ze istniejg
liczby wymierne A;, j € J, takie, ze

xr = Z )‘j . l'j,
jeJ
co konczy dowdd na mocy Stwierdzenia 1.4. O]

WNIOSEK 1.7.
Podzbior V przestrzeni Q! jest podprzestrzenig liniows wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg I-wektory z;, j € J, takie, ze

V =lin. hul{z, : j € J}.

DowOD.
Oczywiscie jesli istniejg I-wektory z;, j € J, takie, ze

V =lin.hul{z, : j € J},

to zbiér V jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni Qf. Zalézmy teraz, ze
zbiér V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni Q7. Jesli wektory x;, j € J,
tworzg baze podprzestrzeni V', to

V =lin. hull{z; : j € J},
na mocy Stwierdzenia 1.6.

OZNACZENIE.
Jedli X jest podzbiorem przestrzeni Q7, to definiujemy podzbiér X+ prze-
strzeni Qf wzorem

X+ :={yeQ": (x,y) = 0 dla wszystkich wektoréw = € X}.

LEMAT 1.8.
Jesli X jest podzbiorem przestrzeni Qf, to zbiér Xt jest podprzestrzenia
liniowg, przestrzeni Q.
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DowoOD.
Cwiczenie. O

LEMAT 1.9.
Jedli zj, j € J, sa I-wektorami, to

(lin.hull{z; : j € J)* = ({z;: j € J}H*.

Dowép.
Niech

Vie=linhul{z;:j€J} i W:={x;:5€J}*

Oczywiscie V+ C W. Zalézmy teraz, ze y € W i ustalmy = € V. Ze Stwier-
dzenia 1.4 wiemy, Ze istniejg liczby wymierne \;, j € J, takie, ze

QZ’ZZA]"$]'.

jeJ
Wtedy
(z,y) = <Z/\j '$j7y> => N {xjy) =0
jet jeJ
7 dowolnosci wektora x wynika, ze y € V'*. O
LEMAT 1.10.

Jesli V jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni QI, to
(VH:=V.

DowOD.

Oczywiscie V' C (V1)+. Zalézmy teraz, ze x € (V)1 i ustalmy wektory
xj, 7 € J, tworzace baz¢ podprzestrzeni V. Jesli wektory z, z;, j € J, sa
linjowo niezalezne, to istnieje I-wektor y taki, ze (z,y) = 11 (xj,y) = 0
dla wszystkich j € J. Ze Stwierdzenia 1.6 i Lematu 1.9 wynika, ze y € V-,
wiec z € (V4)*, sprzecznoéé. Zatem wektory x, ;, j € J, sa liniowo zalezne.
Korzystajac z Lematu 1.5 otrzymujemy, ze istnieja liczby wymierne \;, j € J,
takie, ze

1::ZAj~:1:.

j€J

Stwierdzenie 1.4 implikuje, ze x € lin. hull{z; : j € J}. Poniewaz lin. hull{z; :
j € J} =V na mocy Stwierdzenie 1.6, wiec v € V.

10
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STWIERDZENIE 1.11.
Podzbiér V przestrzeni Q7 jest podprzestrzenia liniowa wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje J x [-macierz A taka, ze

V={reQ :A x=0}

UWAGA.
Jedli A jest J x [-macierza, to

(z€Q A 2=0}={A@):je D"

DOWOD (STWIERDZENIA).
Jesli

V={zecQ :A -2=0}

dla pewnej J x I-macierzy A, to V jest podprzestrzenig liniowa na mocy
Lematu 1.8.

Zatézmy zatem, ze V jest podprzestrzenia liniowa. Z Lematu 1.8 wiemy, ze
zbiér V*+ jest réwniez podprzestrzenig liniowa. Ustalmy wektory y;, j € J,
tworzace baze podprzestrzeni V4. Wtedy

V+ =lin. hull{y; : j € J}

na mocy Stwierdzenia 1.6. Stad korzystajac z Lematéw 1.10 i 1.9 otrzymu-
jemy, ze

V= (V= (g € I} s

STWIERDZENIE 1.12.
(1) Jesli xj, j € J, sa I-wektorami i

V= lin. hull{z; : j € J},
to dim V' = rk B, gdzie B jest J x I-macierza dang wzorem
B(j,i) == x;(1) (jeJ iel).
(2) Jesli A jest J x I-macierza i
Vi={zecQ :A 2=0}

to dimV = || — rk A.

11
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DowoOD.
Algebra liniowa. m

DEFINICJA.
Podzbiér H przestrzeni Q' nazywamy PODPRZESTRZENIA AFINICZNA jedli
A1+ Ag 19 € H dla wszystkich wektoréw x1, xo € H oraz liczb wymiernych
/\1 1 >\2 takich, ze )\1 + )\2 =1.

PRZYKLAD.
Jesli V jest podprzestrzenia liniows przestrzeni Qf, to V jest podprzestrzenia
afiniczng przestrzeni Q.

UWACGA.
Mozna pokazaé, ze podprzestrzen afiniczna podprzestrzeni Q7 jest podprze-
strzenig liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do niej wektor 0.

LEMAT 1.13.
Jesli H jest podprzestrzenia afiniczng przestrzeni Q, to

Z /\j RS H
jeJ

dla wszystkich wektorow x; € H, j € J, oraz liczb wymiernych A;, j € J,

takich, ze .., A = 1.

DowODb.
Udowodnimy teze przez indukcje ze wzgledu na |J|. Zauwazmy, ze |J| > 1.
Zalézmy najpierw, ze |J| = 11 ustalmy jo € J. Wtedy \j, = 1, wigc jesli
zj, € H,to ) 50, N -wj =5, € H.

Zalozmy teraz, ze |J| > 1. Poniewaz 3, ;A\; = 11 [J] > 1, wiec istnieje
Jo € J takie, ze \j, # 1. Ustalmy takie jo i niech J' := J \ {jo}. Poniewaz

A
Zl_)‘jO_L

jeJ

wiec

A\
2 1oy,
jeJ’

'IjEH
Jo

na mocy zatozenia indukcyjnego. Stad

i
Z/\j'mj:Ajoimjo_k(l_/\jO).Zl_J/\A '[EjEH. Il

jeJ jeJ’ 70
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LEMAT 1.14.
Jesli H,, v € I', T’ # &, sa podprzestrzeniami afinicznymi przestrzeni Q’, to
zbidér ~er 1y jest podprzestrzenia afiniczng przestrzeni QL.

DowOD.
Cwiczenie. O

WNIOSEK 1.15.
Jesli X jest podzbiorem przestrzeni Qf, to istnieje najmniejsza podprzestrzen
afiniczna przestrzeni Q! zawierajaca zbior X.

DowOD.
Cwiczenie. n

DEFINICJA.
Jesli X jest podzbiorem przestrzeni Q!, to najmniejszg podprzestrzen afi-
niczng przestrzeni Q7 zawierajaca zbiér X, ktéra oznaczamy aff. hull X, na-
zywamy PODPRZESTRZENIA AFINICZNA GENEROWANA PRZEZ ZBIOR X.

STWIERDZENIE 1.16.
Jesli x;, j € J, sg I-wektorami, to
aff. hull{z; : j € J}
= {Z)\j -z : \; € Q dla wszystkich j € J i Z)\j = 1}.

jed jedJ

DowOD.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Jesli H jest niepustg podprzestrzenia afiniczng przestrzeni Q7 to definiujemy
zbiér lin. space H, ktéry nazywamy PRZESTRZENIA LINIOWOSCI PODPRZE-
STRZENI H, wzorem

lin.space H := {y € Q" : 2 + y € H dla wszystkich wektoréw = € H}.

LEMAT 1.17.
Jesli V jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni Q, to

lin. space V = V.
DowOD.

Oczywisdcie V' C lin.space V. Z drugiej strony, jesli y € lin.spaceV, to y =
O+yeV,gdyz0eV. H

13
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LEMAT 1.18.
Jesli H jest niepusta podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Q!, to zbiér
lin. space H jest podprzestrzenia liniows przestrzeni Q.

DowOD.
Oczywidcie 0 € lin.space H. Ustalmy liczby wymierne A; i A i wektory
x1, o € lin.space H. Jesli x € H, to

z+ M+ A m) =N (zt+x)+ A (x+a2)+ (1= — A) -2
Poniewaz z,x + x1,x + x5 € H oraz

MAX+ (11— — ) =1,
wiec  + (A1 - 1 + A2 - 3) € H na mocy Lematu 1.13. Z dowolnosci wektora
x wynika, ze \; - 1 + A9 - 9 € lin. space H. O

LEMAT 1.19.
Jesli H jest podprzestrzenia afiniczng przestrzeni Q! oraz x;,zo € H, to
r1 — To € lin. space H.

DowOb.
Ustalmy wektor z € H. Wtedy

x4+ (ry—x9)=1-2+1- 214+ (—1) - 2.

Poniewaz x,z1,290 € Hil+ 1+ (—1) =1, wiec z + (21 — x2) € H na mocy

Lematu 1.13. Z dowolnosci wektora x wynika, ze x1 — x5 € lin.space H. [
WNIOSEK 1.20.

Jesli H jest podprzestrzenig afiniczng i xg € H, to

H = x4 + lin. space H.

DowOb.
7 definicji ¢ + lin.space H C H, podczas gdy z Lematu 1.19 wynika, ze
H C xy + lin. space H (doktadniej, (—zo) + H C lin. space H. O
DEFINICJA.

Jesli H jest podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Q!, to definiujemy liczbe
dim H, ktorag nazywamy WYMIAREM PODPRZESTRZENI H, wzorem

dim =4 " H=2,
dimlin.space H H # @.

14
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UWACGA.
Jesli V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni Q, to Lemat 1.17 implikuje,
ze wymiary podprzestrzeni V jako podprzestrzeni liniowej i podprzestrzeni
afinicznej sa takie same.

WNIOSEK 1.21.
Niech H bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni Q. Wtedy H jest pod-
przestrzenig afiniczng przestrzeni Qf wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja I-
wektor xy oraz podprzestrzen liniowa V przestrzeni Q' takie, ze

HI$0+V

DowOD.
[stnienie wektora zy oraz podprzestrzeni V' wynika natychmiast ze Wnio-
sku 1.20. Zatézmy teraz, ze H = zy + V dla pewnych I-wektora zy oraz
podprzestrzeni liniowej V. Pokazemy, ze H jest podprzestrzenig afiniczna.
Ustalmy wektory z1, xo € H oraz liczby wymierne \; i A takie, ze \;+Xy = 1.
Wtedy istnieja wektory y;,y, € V takie, ze

T1 =29+ WY1 1 T = To + Ya2-
Stad
A cx+ Ay -y =20+ (A1 - Y1+ Ao - Ya).

Poniewaz V' jest podprzestrzenig liniowa, wiec \; - y1 + Ao - yo € V. Stad
M X1+ XNy €x0+V =H. UJ

WNIOSEK 1.22.
Niech H bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni Q. Wtedy H jest pod-
przestrzenig afiniczng przestrzeni Qf wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja I-
wektory xo, y;, j € J, takie, ze

H = o+ lin. hull{y; : j € J}.

DowoOD.
Jedli istniejg I-wektory zo, y;, j € J, takie, ze

H =z + lin. hull{y; : j € J},

to zbiér H jest podprzestrzenia afiniczng przestrzeni Q! na mocy Wnio-
sku 1.21. Z drugiej strony, jesli zbiér H jest podprzestrzenia afiniczng prze-
strzeni Q!, to na mocy Wniosku 1.21 istniejg I-wektor x, oraz podprzestrzen
liniowa V przestrzeni Q' takie, ze

H:x0+V.

15
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Korzystajac ze Stwierdzenia 1.6 wiemy, ze istnieja /-wektory y;, j € J, takie,

ze
V =lin. hull{y; : j € J},
co konczy dowdd. O]
FAKT 1.23.

Niech H bedzie podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Q. Jesli
H=2y+V

dla I-wektora z, oraz podprzestrzeni liniowej V przestrzeni Q’, to
V' = lin. space H.

DowOD.
Pokazmy najpierw, ze V' C lin. space H. Zatézmy, ze x € V i ustalmy y € H.
Wtedy istnieje wektor z € V' taki, ze y = xo + 2. Stad

y+x=u1x9+ (x+2).

Poniewaz V' jest podprzestrzenig liniowa, wiec x + z € V. Stad y + x €
xo+V = H. 7 dowolnosci wektora y otrzymujemy, ze x € lin. space H.

Pokazemy teraz, ze lin. space H C V. Zatézmy, ze x € lin. space H. 7 definicji
przestrzeni liniowosci wynika, ze xg +v € H =20+ V, wiec x € V. O]

WNIOSEK 1.24.
Jesli xg, y;, j € J, sa [-wektorami i

H =z +lin. hull{y; : j € J},
to dim H = rk B, gdzie B jest J x I-macierza dang wzorem
B,i):=y;(i) (e iel).

DowOb.
7 definicji wiemy, ze dim H = dim lin. space H. Z Faktu 1.23 wynika, ze

lin. space H = lin. hull{y; : j € J},

zatem teza wynika ze Stwierdzenia 1.12(1). O

16
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LEMAT 1.25.
Jesli xg, y;, j € J, sa [-wektorami i

H :=zo+ lin.hull{y; : j € J},
to
H = aff. hull({zo} U{xo +y; : j € J}).

DowOD.
Przypomnijmy, ze zbiér H jest podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Q7 na
mocy Wniosku 1.22. Poniewaz xo € H oraz xo +y; € H dla kazdego j € J,
wiec

aff. hull{zo} U{zo+y; : j € J}) C H.

Zalozmy zatem, ze x € H. Ze Stwierdzenia 1.4 wiemy, ze istnieja liczby
wymierne A;, j € J, takie, ze

I:$0+Z/\j'yj.

jeJ
Wtedy
Tr = <1 — Z)\J>$D+Z>\J . (l’o“‘yj),
jeJ JjeJ

wiec z € aff. hull({zo} U {x¢ +y, : j € J}) na mocy Stwierdzenia 1.16. [

STWIERDZENIE 1.26.
Podzbioér H przestrzeni Q' jest podprzestrzenia afiniczng wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg [-wektory x;, j € J, takie, ze

H = aff. hull{z; : j € J}.

DowOb.
Oczywiscie, jesli H = aff. hull{z; : j € J} dla pewnych [-wektoréw z;, j € J,
to zbior H jest podprzestrzenig afiniczng. Zatézmy teraz, ze zbiér H jest
podprzestrzenia afiniczng. Jedli zbior H jest pusty, to teza jest oczywista
(J := ©), zalébzmy zatem, ze zbiér H jest niepusty. Z Wniosku 1.22 wiemy,
ze istniejg [-wektory xo, y;, j € J, takie, ze

H = xo+ lin. hull{y; : j € J}.
Korzystajac z Lematu 1.25 otrzymujemy wtedy, ze
H = aff. hull({zo} U{zo +y; : j € J}),

co konczy dowdd. O

17
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LEMAT 1.27.
Jesli x;, j € J, sg I-wektorami i

H = aff. hull{z; : j € J},
to

H =z, +lin. hull{z; —z; : 7€ J\ {jo}}
dla kazdego jo € J.

DowOD.
Ustalmy jo € J. Korzystajac z Wniosku 1.20 wystarczy udowodnié¢, ze

lin. hul{z; — z;, : j € J \ {Jjo}} = lin. space H.

Poniewaz zbiér lin. space H jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni Q! na
mocy Lematu 1.18, wiec dla dowodu inkluzji

lin. hull{z; — z;, : 7 € J\ {jo}} C lin. space H

wystarczy pokazaé, ze x; — x;, € lin.space H dla kazdego j € J \ {jo}. To
jest jednak prawda na mocy Lematu 1.19.

Na zakonczenie pokazemy, ze
lin. space H C lin. hull{a; —xj, : j € J\ {Jjo}}.

W tym celu ustalmy = € lin.space H. Z definicji wiemy, ze z;, + v € H,
zatem na mocy Stwierdzenia 1.16 istniejg liczby wymierne A;, j € J, takie,

ze
xjo—l-x:Z)\j-xj i Z)\jzl
jeJ jed
Wtedy
r= > N (=),
J€N\{jo}

a wiec z € lin. hull{z; — z;, : j € J\ {jo}} na mocy Stwierdzenia 1.4. O

STWIERDZENIE 1.28.
Jesli z;, j € J, sg I-wektorami i

H :=aff. hull{z, : j € J},

to dim H = rk B;, dla kazdego jo € J, gdzie By, jest (J \ {Jjo}) x I-macierza
dang wzorem

Bjo(j’i) = x](z) - xjo(i) (j € ‘]\ {j0}7 (S I)

18



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

DowoOD.
Ustalmy jp € J. Z Lematu 1.27 wiemy, ze

H =z, +lin.hul{z; —z;, : 5 € J\ {Jjo}}.
zatem teza wynika z Wniosku 1.24. [

LEMAT 1.29.
Jedli A jest J x [-macierza, b jest J-wektorem i

H:={recQ A z=0}
to podzbiér H jest podprzestrzenig afiniczna. Ponadto, jesli H # &, to
lin.space H = {x € Q" : A-2 = 0}.

DowoD.

Dla dowodu pierwszej czesci ustalmy wektory xq, xo € H oraz liczby wymier-
ne Ay i \g takie, ze Ay + Ay = 1. Wtedy

AN x4+ X x) =X (A-x)+ X (A-x9) =X b+ XNy- b=,

zatem podzbiér H jest podprzestrzenig afiniczng.

Dla dowodu réwnosci
lin.space H = {z € Q" : A- 2 =0}.

ustalmy najpierw [-wektor x taki, ze A-x = 0. Aby uzasadni¢, ze x €
lin. space H, ustalmy wektor y € H. Wtedy

A-(y+z)=A-y+A-2=b+0=0,

a wiec y + x € H. Z dowolnosci wektora y wynika, ze x € lin. space H.

Zatozmy teraz, ze x € lin.space H. Poniewaz H # &, wiec istnieje wektor
y € H. 7 definicji przestrzeni liniowosci y + z € H. Wtedy

Ay=A-(y+z)—A-xz=b—b=0,
co konczy dowdd. O]

STWIERDZENIE 1.30.
Podzbioér H przestrzeni Q' jest podprzestrzenia afiniczna wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg J x I-macierz A i J-wektor b takie, ze

H={zcQ :A -z=>0}

19



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

DowoOD.
Jesli

H={zcQ :A.-z=0b}

dla J x I-macierzy A i J-wektora b, to podzbiér H jest podprzestrzenia
afiniczng na mocy Lematu 1.29. Zalézmy zatem, ze podzbior H jest pod-
przestrzenig afiniczng. Jesli H = @, to teza jest oczywista. Zaldézmy zatem,
ze H # &. Wybierzmy wektor xq € H. Poniewaz zbior lin. space H jest pod-
przestrzenia liniowa na mocy Lematu 1.18, wiec na mocy Stwierdzenia 1.11
istnieje J x I-macierz A taka, ze

lin.space H = {z € Q" : A2 = 0}.
Pokazemy, ze
H={zcQ : A -z=>0}

gdzie b := A - xy.

Przypusémy najpierw, ze x € H. Poniewaz x — zy € lin.space H na mocy
Lematu 1.19, wiec

Ax=A - (x—x9)+A-20=0+b=0.
Zalézmy teraz, ze v € Q' i A-x = b. Wtedy
Alx —zg)=A-x—A-20=b—-0b=0,
wiec x — xg € lin. space H. Stad = 20 + (x — x¢) € H. ]

STWIERDZENIE 1.31.
Niech A bedzie J x I-macierzg, b jest J wektorem i

H:={recQ :A x=0b}
Jesli H # @, to dim H = |I| — rk A.

DowOD.
7 definicji
dim H = dim lin. space H.
Poniewaz
lin.space H = {x € Q" : A- 2 = 0}
na mocy Lematu 1.29, wiec teza wynika ze Stwierdzenia 1.12(2). H
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DEFINICJA.
Podzbior C' przestrzeni Q! nazywamy STOZKIEM (WYPUKEYM), jedli 0 € C
1A .21+ Ay - 1o € C dla wszystkich wektoréw 1, 9 € C' oraz nieujemnych
liczb wymiernych A; i As.

DEFINICJA.
Podzbiér C' przestrzeni Qf nazywamy STOZKIEM WIELOSCIENNYM, jesli ist-
nieje J x [-macierz A taka, ze

C={zcQ :A-z<0}.

LEMAT 1.32.
Jedli podzbiér C przestrzeni Q! jest stozkiem wielo$ciennym, to podzbiér C
jest stozkiem.

DowoOD.
Ustalmy J x [-macierz A taka, ze

C={zcQ :A-z<0}.

Poniewaz
A-0=0<0,

wiec 0 € C. Ustalmy wektory 1, x5 € C oraz liczby A1, A2 € Q4. Wtedy
A- Mz + A x) =X (Az)+ A (A-29) <A -0+ X-0=0,

wiec A\ - X1+ Ao - w9 € C.

PRZYKLAD.
Jesli V jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni Q!, to podzbiér V jest stoz-
kiem wielo$ciennym.

DowoOD.
Wynika ze Stwierdzenia 1.11. O]

LEMAT 1.33.
Jesli C jest stozkiem w przestrzeni Q’, to

Z )\j * Ly eC
j€J
dla wszystkich wektoréw x; € C, j € J, oraz nieujemnych liczb wymiernych

A, j €.
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DowoOD.
Cwiczenie. O

LEMAT 1.34.

Jesli C,, v € I', T # &, sa stozkami w przestrzeni Q', to zbior ()
stozkiem.

Ler Oy Jest

Dowép.
Cwiczenie.

WNIOSEK 1.35.
Jesli X jest podzbiorem przestrzeni Qf, to istnieje najmniejszy stozek w
przestrzeni Q! zawierajacy zbiér X.

Dowép.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Jesli X jest podzbiorem zbioru Qf, to najmniejszy stozek w przestrzeni Qf
zawierajacy zbior X, ktérg oznaczamy cone X, nazywamy STOZKIEM GENE-
ROWANYM PRZEZ ZBIOR X.

STWIERDZENIE 1.36.
Jesli z;, 5 € J, sg I-wektorami, to

cone{z; :j€ J} = {Z Aj -z Ay € Qg dla wszystkich j € J}.

jeJ

DowOD.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Podzbiér O przestrzeni Q! nazywamy WYPUKEYM, jesli Ay - 21 + Ay - 29 € O
dla wszystkich wektoréw x1,xo € C oraz nieujemnych liczb wymiernych A; i
Ao takich, ze A\ + Ay = 1.

DEFINICJA.
Podzbiér P przestrzeni Q! nazywamy WIELOSCIANEM, jedli istnieja J x I-
macierz A i J-wektor b takie, ze

P={zecQ':A -z <b}.

LEMAT 1.37.
Jesli podzbiér P przestrzeni Q7 jest wieloécianem, to podzbiér P jest wypu-
kty.
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DowoOD.
Ustalmy J x [-macierz A i J-wektor b takie, ze

P={zcQ' :A-2<b}
Ustalmy wektory ;1,22 € P oraz nieujemne liczby wymierne A; i Ay takie,
ze A\ + Ao = 1. Wtedy
A-M-xi+ X x) = - (A-z1)+ A (A-22) <A\ b+ X- b=,
wiec Ay -1+ Ao - 20 € P.
PRZYKELAD.

Jesli H jest podprzestrzenia afiniczng przestrzeni Q!, to podzbiér H jest
wieloscianem.

DoOwOD.
Wynika ze Stwierdzenia 1.30. O

FAKT 1.38.
Podzbiér C' przestrzeni Q! jest stozkiem wielo$ciennym wtedy i tylko wtedy,
gdy jest stozkiem i wieloscianem.

DowOD.
Oczywidcie, jesli podzbior C' jest stozkiem wielodciennym, to jest stozkiem i
wielo$cianem. Zatézmy zatem, ze podzbior C jest stozkiem i wielo$cianem.
Wybierzmy J x I-macierz A i J-wektor b takie, ze
C={recQ':A -x<b}

Poniewaz 0 € C, wigc b > 0. Gdyby istniatly 7 € J oraz wektor xqg € C
takie, ze (A(j),xo) > 0, to poniewaz A - xy € C dla kazdej nieujemnej liczby
wymiernej A, wiec

oo = lim (A~ (A(j), z)) = lim (A(j), A - zo) < b(j),

A—00 A—00

sprzecznosé. Stad
C={recQ':A.-2<0}
co konczy dowdd. O

LEMAT 1.39.
Jesli C jest podzbiorem wypuklym przestrzeni Q!, to

Z /\j "X € C
jeJ
dla wszystkich wektorow z; € C, j € J, oraz nieujemnych liczb wymiernych

Aj, j € J, takich, ze Z]EJ Aj =1
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DowOb.
Udowodnimy teze przez indukcje ze wzgledu na |J|. Zauwazmy, ze |J| > 1.
Zalézmy najpierw, ze |J| = 11 ustalmy jo € J. Wtedy \j, = 1, wigc jesli
15, €C,t0 ) o A -xj=w€C.
Zalozmy teraz, ze |J| > 1. Poniewaz >, ;A; = 11 [J] > 1, wiec istnieje
Jo € J takie, ze \;, < 1. Ustalmy takie jo i niech J' := J \ {jo}. Poniewaz

ljijo > 0 dla kazdego j € J' i

wiec

Aj
Zl—)\j '.Z'jEC

jEJ’ 0

na mocy zalozenia indukcyjnego. Stad

i
Z/\j'xj:Ajo'xjo_’_(l_/\jo)'Z1_])\j0'xjeo' L
jeJ jeJ’

LEMAT 1.40.

Jesli C,, v € I, T # @, sa podzbiorami wypuklymi przestrzeni Q’, to zbior
nwer C, jest wypukly.

Dow&D.
Cwiczenie. O

WNIOSEK 1.41.
Jedli X jest podzbiorem przestrzeni Q! to istnieje najmniejszy podzbior wy-
pukty przestrzeni Q! zawierajacy zbior X.

Dowép.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Jesli X jest podzbiorem przestrzeni Qf, to najmniejszy podzbiér wypukly
przestrzeni Q! zawierajaca zbiér X, ktoéra oznaczamy conv. hull X, nazywamy
ZBIOREM WYPUKEYM GENEROWANYM PRZEZ ZBIOR X.

STWIERDZENIE 1.42.
Jedli zj, j € J, sa I-wektorami, to
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conv. hull{z; : j € J}
— {Z A -z Ay € Qy dla wszystkich j € J i Z)\j — 1}.
7e jeJ
DowOD.

Cwiczenie. ]

DEFINICJA.
Podzbiér () przestrzeni Q! nazywamy POLYTOPEM, jeéli istniejg I-wektory
xj, j € J, takie, ze

Q) = conv. hull{z; : j € J}.

1.2. PODSTAWOWE TWIERDZENIE NIEROWNOSCI LINIOWYCH

LEMAT 1.43.
Niech x;, j € J, beda I-wektorami i x € cone{x; : j € J}. Jesli ¢ € Q' i
(c,z;) > 0 dla wszystkich j € J, to (c,z) > 0.

DowOb.

Na mocy Stwierdzenia 1.36 istnieja nieujemne liczby wymierne \;, j € J,
takie, ze

T = Z Aj - x.

jed

Wtedy

<c,x)zz>\j-<c,xj) > 0. O

jeJ

TWIERDZENIE 1.44 (PODSTAWOWE TWIERDZENIE NIEROWNOSCI LINIOWYCH).
Jesli x;, 7 € J, x sg I-wektorami, to doktadnie jeden z ponizszych warunkow
jest speliony:

(1) Istnieje podzbior J' zbioru J taki, ze wektory z;, j € J', sa liniowo
niezalezne i © € cone{z; : j € J'}.

(2) Istnieja I-wektor ¢ oraz podzbiér J' zbioru J takie ze
o (c,x) <0,
o (c,x;) > 0 dla wszystkich j € J,
o (c,z;) = 0 dla wszystkich j € J',
o |J'| =dimlin. hull({z} U {z; : j € J}) — 1,

e wektory z;, j € J', sa liniowo niezalezne.
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DowoOD.
Pokazemy najpierw, ze powyzsze warunki wzajemnie si¢ wykluczaja. Istotnie,
przypusémy, ze x € cone{z; : j € J}. Wtedy, jesli ¢ jest [-wektorem takim,
ze (c,x;) > 0 dla kazdego j € J, to (¢, z) > 0 na mocy Lematu 1.43.

Pokazemy teraz, ze spelniony jest co najmniej jeden z powyzszych warunkow.
Niech
V=lin. hull{z; : j € J}.

Jesli x € V., to Stwierdzenie 1.11 implikuje, ze istnieje [-wektor ¢ taki, ze
(c,z) < 0 oraz (c,x;) = 0 dla wszystkich j € J. Wybierajac zbiér J' tak, ze
wektory x;, j € J', tworza baze podprzestrzeni V', otrzymujemy, ze spelniony
jest warunek (2).

Zatozmy zatem, ze x € V. Zalézmy réwniez, ze zaden z powyzszych warun-
kéw nie jest spelniony. Pokazemy, ze to zatozenie prowadzi do sprzecznosci.

Ustalmy porzadek liniowy < w zbiorze J. Dla j, € J definiujemy
Jo ={j€eJ:j=<jo} i Jo ={j€J:j>jo}

Niech Jy bedzie dowolnym podzbiorem zbioru J takim, ze wektory z;, j € Jy,
tworza baze podprzestrzeni V.

Ustalmy n € N i przypusémy, ze podzbiér J, taki, ze wektory z;, 7 € J,,
tworza baze podprzestrzeni V', jest zdefiniowany. Na mocy Stwierdzen 1.6
i 1.4 istniejg liczby wymierne A, ;, j € J,, takie, ze

T = E )\n,j * L.
J€In

Poniewaz nie jest spetniony warunek (1), wiec na mocy Stwierdzenia 1.36
istnieje j € J, takie, ze \,; < 0. W szczegblnoSci, mozemy zdefiniowac
In € J, Wzorem

Jn =min{j € J,, : A\, ; < 0}.

Wybierzmy I-wektor ¢, taki, ze (c,,z;,) = 1, (cy, x;) = 0 dla wszystkich
J € Jn \ {Jn}. Zauwazmy, ze

() = > Ang e (e 85) = Anj < 0.

J€In

Poniewaz warunek (2) nie jest spelniony, wiec (¢,,z;) < 0 dla pewnego j €
Jn, zatem mozemy zdefiniowaé j/, € J wzorem

g =min{j € J : (c,, x;) < 0}
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Oczywiscie j & J,. Kladziemy J,,11 := (J, \ {4n}) U {J.}. Zauwazmy, ze
wektory x;, j € Jpy1, tworzg baze podprzestrzeni V', dzigki czemu mozemy
powyzszy proces kontynuowaé. Poniewaz |J,.1| = |J,|, wiec wystarczy po-
kaza¢, ze wektory x;, j € Jp41, sa liniowo niezalezne. Przypusémy zatem, ze
istniejg liczby wymierne p;, 7 € J,41, takie, ze

> wira;=0.

J€JIn+1
Wtedy
0=(en0) = (en D wiows) = Do my- lomy) = .
JE€Int1 J€JIn41
Stad

Y. wr=0.

jeanLl\{j;z}

Poniewaz J,41 \ {7} = Jn \ {yn} C J, oraz wektory z;, j € J,, sa liniowo
niezalezny, wiec p; = 0 dla kazdego j € J,11 \ {J,}-

Poniewaz istnieje tylko skonczenie wiele podzbioréw zbioru J, wiec istnieja
ni,ne € N takie, ze ny < ng i J,, = J,,. Wybierzmy ng € [n1,ny — 1] takie,
ze

() Jno = max{jn : n € [n1,n2 — 1]}.

Poniewaz J,, = Jy,, wi¢c istnieje mg € [n1,ng — 1] taki, ze j;, = jn,. Jesli
J € Jng N ings 10 Angj 2 0 (8dyz j < jng) 1 {Cmo, z5) 2 0 (gdyz j < jp,)- W
szczegblnosci,

Z /\TLOJ ’ <Cm07mj> > 0.

G€Ing ity
Nastepnie, Ay, j,, < 0 0raz (cmg, ¥j,,) < 0 (dYZ jny = Jp,); zatem
Aosng <cm0,xjn0> > 0.
Wreszcie, ze wzoru (x) wynika, ze
iy DV e © In 0 e © Ty N e
dla kazdego n € [ny,ng — 1], zatem réwnosé J,, = J,, implikuje, ze
Iny OV e = I O e
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dla kazdego n € [ny,ne — 1]. W szczegdlnoscei
Jno ﬂjrz = Jnl ﬂjrz = Jmo mj??g

Poniewaz j,, < jn, na mocy wzoru (x), wiec z wyboru wektora ¢,,, wynika,
7€ (Cmg, Tj) = 0 dla kazdego j € Jny N jnl = Jimg N Jnt € Jmg \ {Jme - Stad

Z Ang,j * <Cm07xj> = 0.

G€Ing iz,
W efekcie

0> <Cm07x> = <Cm0> § , )‘nod ’ .1'1>

G€Jng
= E : )‘nod ’ <Cmo7 $j> + )‘no,jno ’ <Cm0> 'IjnO)
F€Ing ity
+ E : )‘nOJ ’ <Cm07$j> >0,
7€ JIng i,

co prowadzi do sprzecznosci i konczy dowdd. O

WNIOSEK 1.45 (CARATHEODORY).
Jesli z;, j € J, sa [-wektorami i = € cone{x; : j € J}, to istnieje podzbior J'
zbioru J taki, ze wektory z;, j € J', sa liniowo niezalezne oraz x € cone{z; :
jeJ}.

DowOb.
Przypusémy, ze nie istnieje podzbior J' zbioru J taki, ze wektory x;, j € J',
sg liniowo niezalezne oraz = € cone{x; : j € J'}. Na mocy Twierdzenia 1.44
istnieje [-wektor ¢ taki, ze (c,z) < 0 oraz (c,z;) > 0 dla kazdego j € J.
Wtedy x & cone{z; : j € J} na mocy Lematu 1.43, sprzecznosé. O

1.3. STOZKI, WIELOSCIANY I POLYTOPY

LEMAT 1.46.
Niech A bedzie J x I-macierza i

Vi={reQ A -2=0}.
Jesli ¢ jest I-wektorem i (¢, z) = 0 dla kazdego wektora = € V| to

c € lin.hull{A(j) : j € J}.
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DowoOD.
Poniewaz

{reQ A 2=0={zeQ :A-2=0i(c,x) =0},
wiec

dim lin. hull{A(y) : j € J} = dimlin. hull({A(j) : j € J} U {c}).
na mocy Stwierdzenia 1.12(2). Wykorzystujac inkluzje

lin. hull{ A(5) : j € J} Clin.hull({A(j) : j € J} U{c})
otrzymujemy zatem, ze

lin. hull{A(5) : j € J} =lin. hull({A(j) : j € J} U{c}),

co konczy dowdd. O]

LEMAT 1.47.
Jesli z;, j € J, sa I-wektorami i C' := cone{z; : j € J}, to stozek C jest
wieloScienny.

Dowép.
Niech

Vo:=lin. hull{z; : j € J}.

Na mocy Stwierdzenia 1.11 istnieje K x I-macierz A taka, ze
V={reQ :A x=0}

Niech

J={JCJ:|J|=dimV -1

i wektory x;, j € J', sa liniowo niezalezne}.

Jesli J' € J, to I-wektor ¢ nazywamy J'-krytycznym, jesli (c,z;) = 0 dla
kazdego j € J' oraz istnieje j € J taki, ze (c,x;) # 0. Zauwazmy, ze dla
kazdego podzbioru J' € J istnieje wektor J'-krytyczny. Niech

Jo :={J" € J :istnieje J'-krytyczny I-wektor ¢ taki, ze
(c,z;) > 0 dla kazdego j € J}.
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Dla kazdego podzbioru J' € Jy ustalmy J'-krytyczny I-wektor cj taki, ze
(cyr,x;) > 0 dla kazdego j € J. Zauwazmy, ze

lin.hull{z; : j€ J} ={z € Q' : A-x2=0i (cp,z) =0}
dla kazdego J' € Jy. Istotnie, niech

Vi={zeQ :A-2=0i {cp,z) =0}
Oczywiscie

lin. hull{z; : j € J'} CV".

Z definicji wektora J'-krytycznego wynika, ze V' C V| wiec dim V' < dim V' —
1. Poniewaz

dimlin. hull{z; : j € J'} =dimV — 1,

wiec otrzymujemy teze.
Niech

C'={zecQ :A-2=01{cp,z) >0 dla kazdego podzbioru J' € J}.

Pokazemy, ze C' = C". Inkluzja C C C” jest oczywista na mocy Lematu 1.43.
Zalozmy teraz, ze v € QI \ C. Jedli & € V, to oczywiscie x ¢ C’. Zatézmy
zatem, ze x € V. Korzystajac z Wniosku 1.45 wiemy, ze x ¢ cone{z; : j € J'}
dla kazdego podzbioru J € J. Z Twierdzenia 1.44 wynika zatem, ze istnieja
I-wektor ¢ oraz podzbiér J' € J takie, ze (c,z) <0, (c,z;) > 0 dla kazdego
j € Joraz (c,z;) = 0 dla kazdego j € J'. Wtedy J' € Jy. Z Lematu 1.46
otrzymujemy, ze ¢ € lin. hull({c, } U {A(k) : k € K}). Ze Stwierdzenia 1.4
wynika, ze istniejg liczby wymierne A\, A\, k € K, takie, ze

c=Xcp+ ) M- Ak).
keK

Wybierzmy j € J taki, ze (cy,z;) > 0 (taki j istnieje, gdyz wektor ¢/ jest
J'-krytyczny). Poniewaz x; € V, wiec

0 < (e,my) = A~ (e, my) + Y M- (A(K), 25) = A~ (e, z),

keJ

skad A > 0. Z drugiej strony wykorzystujac zatozenie x € V' otrzymujemy, ze

0> (c,x) =X (e a)+ > e (A(k),z) = X (cp, ),

keJ

skad (¢, x) <0, a wiec x & C". O]
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WNIOSEK 1.48 (FARKAS/MINKOWSKI/WEYL).
Podzbiér C' przestrzeni Q! jest stozkiem wielo$ciennym wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg I-wektory z;, j € J, takie, ze

C = cone{z; : j € J}.

DowOD.
Z Lematu 1.47 wiemy, ze jesli istnieja [-wektory x;, j € J, takie, ze

C = cone{x; : j € J},

to stozek C' jest wieloscienny. Zalézmy zatem, ze zbior C' jest stozkiem wie-
lodciennym. Z definicji istnieje K x I-macierz A taka, ze

C={zecQ :A.-z<0}
7, Lematu 1.47 wiemy, ze istniejg I-wektory z;, j € J, takie, ze
cone{A(k) : k € K} ={x € Q" : (z;,7) <0 dla kazdego j € J}.

Pokazemy, ze C' = cone{z; : j € J}. Inkluzja cone{z; : j € J} C C wynika
natychmiast z Lematu 1.43. Zal6zmy teraz, ze y € Q' \ cone{z; : j € J}.
Korzystajac z Lematu 1.47 wiemy, ze istnieje I-wektor ¢ taki, ze (¢, z;) <0
dla kazdego j € J oraz (c,y) > 0. Pierwszy warunek implikuje, ze ¢ €
cone{A(k) : k € K}, wiec (c,z) < 0 dla wszystkich wektoréw = € C na
mocy Lematu 1.43. Poniewaz (c,y) > 0, wiec oznacza to, ze y € C, co
konczy dowdd. [

DEFINICJA.
Jedli P jest niepustym wieloécianem w przestrzeni Q7, to definiujemy pod-
zbiér char. cone P przestrzeni Q!, ktéry nazywamy STOZKIEM CHARAKTE-
RYSTYCZNYM WIELOSCIANU P, wzorem

char.cone P := {y € Q' : x +y € P dla wszystkich wektoréw = € P}.

UWAGA.
Jesli zbiér H jest niepusta podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Qf, to

char. cone H = lin. space H.

LEMAT 1.49.
Jesli P jest niepustym wieloécianem w przestrzeni Q! oraz y € char. cone P,
to n -y € char. cone P dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n.
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DowoOD.
Dowod bedzie indukeyjny ze wzgledu na n. Poniewaz x+0-y = x dla kazdego
wektora x € P, wiec dla n = 0 teza jest oczywista. Zatézmy zatem, ze n > 0
i ustalmy wektor = € P. Z zalozenia indukcyjnego x + (n — 1) - y € P, wiec

r+n-y=(@x+n—-1)-y)+yeP.

7 dowolnosci wektora x wynika, ze n -y € P. ]

FAakT 1.50.
Niech A bedzie J x [-macierzg, b J-wektorem i

P={recQ A z<b}
Jesli zbiér P jest niepusty, to
char.coneP = {y € Q" : A-y < 0}.

W szczegdlnosci, zbior char. cone P jest stozkiem wielosciennym.

Dowdp.
Niech

C:={yeQ':A-y<o0}.
Zat6zmy najpierw, ze y € C'i ustalmy x € P. Wtedy
A(x+y)=A-2+A-y<b+0=0,

wiec x +y € P. Z dowolnosci wektora x wynika, ze y € char. cone P.

Zal6ézmy teraz, ze y € char. cone P i wybierzmy wektor x € P. Z Lematu 1.49
wiemy, ze x +n -y € P dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, a wiec

A-(z+n-y)<b

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n. Stad

dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n, a wiec A -y < 0, co konczy dowdd.
O
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DEFINICJA.
Jesli P jest niepustym wielo$cianem w przestrzeni Q7, to definiujemy pod-
zbior Cp przestrzeni QF x Q, ktéry nazywamy STOZKIEM NAD WIELOSCIA-
NEM P, wzorem

Cp:= {(m,/\)EQIXQ:

A_OixEChar.coneplubA>01;xep}.

LEMAT 1.51.
Niech A bedzie J x [-macierzg, b J-wektorem i

P={recQ :A z<b}
Jesli wielo$cian P jest niepusty, to
Cop={(z,\) €Q' xQ:A-2—X-b<0i)>0}
W szczegdlnosci, zbior Cp jest stozkiem wielosciennym.

Dowdp.
Niech

C:={z,)N)eQ xQ:A-2—X-b<0iA\>0}.

Zalozmy najpierw, ze (x,\) € Cp. Jesli A = 0, to x € char. cone P, wiec
Axz—-—XANb=A-2<0

na mocy Faktu 1.50. Z drugiej strony, jesli A # 0, to A > 0 i % -x € P, wiec

A-x—)\-b:)\-<A-<§-x>>—)\-bgA-b—)\-bzo.

Zalozmy teraz, ze (z,\) € C. Jesli A =0, to
A-z=A-2—X-b<0,

wiec z € char. cone P na mocy Faktu 1.50. Zal6zmy zatem, ze A # 0. Wtedy

A>01
1 1 1
R — — . . < —. . =
A(A :c) LA <2 =b,
Zatemi-xeP. ]
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LEMAT 1.52.
Jesli P jest niepustym wieloécianem w przestrzeni Q7 oraz

Cp = cone{(z;,\;) : j € J}

dla wektoréw z; € Q', j € J, i liczb wymiernych \;, j € J, to

1
P = conv.hull{x xj] € J\Jo} + cone{z; : j € Jo},

J
gdzie
JoI:{jEJi/\j:O}.
DowoOD.
Niech

P = conv.hull{ xj:j € J\J@} + cone{z; : j € Jo}.

1
Aj
Zalozmy najpierw, ze x € P. Wtedy (z,1) € Cp, wiec ze Stwierdzenia 1.36
wiemy, ze istniejg nieujemne liczby wymierne p;, 7 € J, takie, ze

r=) peay i 1=3 A
jeJ JjeJ
Zauwazmy, ze \; > 0 dla kazdego j € J. Poniewaz

oA =1

j€J\Jo

1
r= ), /‘j'Aj'<)\—j'Ij>+Z/ﬁj'Ij7

jeJ\Jo j€Jo

wiec x € P’ na mocy Stwierdzen 1.36 i 1.42.

Zatézmy teraz, ze x € P'. Na mocy Stwierdzen 1.36 i 1.42 istniejg nieujemne
liczby wymierne p;, j € J, takie, ze

1
dow=1 i x= ZMj'(/\_j'xj>+Z,Uj'xj-

J€JI\Jo jeJ\Jo jeJ
Wtedy
1
T = Z (M;';) '%‘JrZMj'iEj
j€N\Jo J jeJ
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1= > (Mj')\ij)')\jJFZMj')\j,

jeJ\Jo jeJ
wiec (z,1) € Cp na mocy Stwierdzenia 1.36. O

WNIOSEK 1.53 (TWIERDZENIE O ROZKLADZIE DLA WIELOSCIANOW ).
Podzbior P przestrzeni Q! jest wieloécianem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
polytop @ i stozek wielo$cienny C' takie, ze P = Q + C.

DowOD.
Przypusémy najpierw, ze podzbior P jest wieloscianem. Jesli P = &, to
Q = @ a jako stozek C' mozemy wzigé¢ dowolny stozek w przestrzeni Qf.

Zatozmy zatem, ze P # @. 7 Lematu 1.51 wiemy, ze zbiér Cp jest stozkiem
wielosciennym. Z Wniosku 1.48 wiemy zatem, ze istnieja wektory (x;, \;) €
Q' x Q takie, ze

Cp = cone{(zj, ;) : j € J}.

Lemat 1.52 implikuje zatem, ze P = Q + C, gdzie

1

Q= Conv.hull{x x5 € J\JO} i C :=cone{x; : j € Jo}.
j

Poniewaz zbiér C jest stozkiem wielo$ciennym na mocy Wniosku 1.48, wiec

otrzymujemy pierwszg implikacje.

Przypusémy teraz, ze P = ) + C' dla pewnych polytopu () oraz stozka
wielosciennego C'. Jesli ) = &, to P = &, a wiec zbiér P jest wielo$cianem.
Zatozmy zatem, ze () # @. Z definicji polytopu oraz Wniosku 1.48 wynika,
ze istniejg [-wektory x;, 7 € J, 1y, k € K, takie, ze

Q) = conv. hull{z; : j € J} i C:=cone{y,: ke K}
Niech
C":=cone({(x;,1) : j € J}U{(w,0) : k € K}).

7 Whniosku 1.48 wiemy, ze istniejg macierz L x [-macierz A i L-wektor b
takie, ze

C'={(z,\) eQ' xQ:A-2—X-b<0i\>0}.
Niech
P ={reQ A x<b}
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Zauwazmy, ze wielo$cian P’ jest niepusty. Istotnie, wybierzmy jo € J (zbior
J jest niepusty, gdyz polytop @ jest niepusty). Z Lematu 1.51 wynika, ze
C'" = Cp:. Z Lematu 1.52 otrzymujemy, ze

P" = conv.hull{z; : j € J} + cone{y;, : k € K} = P,
co konczy dowdd. O

WNIOSEK 1.54 (TWIERDZENIE O SKONCZONEJ BAZIE DLA POLYTOPOW).
Podzbior Q przestrzeni Q! jest polytopem wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Q
jest ograniczonym wieloscianem.

DowoOD.
Zal6zmy najpierw, ze

Q = conv. hull{z; : j € J}
dla pewnych I-wektoréw z;, 7 € J, i ustalmy wektor x € (). Niech
N :=max{||z;| : j € J}.

Ze Stwierdzenia 1.42 wynika, ze istniejg nieujemne liczby wymierne \;, j € J,

takie, ze
.Z‘:Z)\jxj 1 ]_:Z/\J
jed jed
Wtedy
e <D oA llall <D A - N =N,
jeJ jed

zatem zbiér @ jest ograniczony. Ponadto @ = @ + {0}, wiec zbiér @ jest
wielodcianem na mocy Wniosku 1.53, gdyz zbiér {0} jest stozkiem wielo-
Sciennym.

Zatézmy teraz, ze zbiér @) jest ograniczonym wieloscianem. Jesli zbior @) jest
pusty, to zbidr () jest oczywiscie polytopem. Zatdézmy zatem, ze zbior () jest
niepusty. Z Wniosku 1.53 wiemy, ze istniejg polytop Q) i stozek wielo$cienny
C takie, ze Q = Q'+ C. Z zalozenia zbiér (' jest niepusty. Wybierzmy wektor
xg € . Jesli istnieje niezerowy [-wektor x taki, ze x € C, to xg+ A -z € Q
dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej A. Poniewaz

lzo + A~ xf| = A-lz]] = o],
wiec otrzymujemy sprzecznos¢ z zatozeniem ograniczonosci wieloscianu Q).

Stad C' = {0}, a wiec Q = @', zatem zbiér @ jest polytopem. ]
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1.4. LEMAT FARKASA

WNIOSEK 1.55 (LEMAT FARKSA).
Jesli A jest J x I-macierzg i b jest J-wektorem, to istnieje I-wektor x taki,
zex > 01A-x =0, wtedy i tylko wtedy, gdy (b,y) > 0 dla wszystkich
J-wektoréw y takich, ze AT -y > 0.

DowOb.
Zal6zmy najpierw, ze istnieje I-wektor x taki, ze ¢ > 01 A-z =b. Jesli y
jest J-wektorem takim, ze AT -y > 0, to

(by) = (A-z,y) = (x,AT - y) > 0.

Zatozmy teraz, ze nie istnieje I-wektor x taki, ze v > 01 A-x = b. Ze Stwier-
dzenia 1.36 wynika, ze b € cone{ AT (i) : i € I'}, zatem na mocy Wniosku 1.48
istnieje J-wektor y taki, ze (b,y) < 0 oraz (A" (i),y) > 0 dla kazdego i € I,
co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 1.56.
Jesli A jest J x I-macierzag i b jest J-wektorem, to istnieje [-wektor x taki,
ze A-x < b, wtedy i tylko wtedy, gdy (b,y) > 0 dla wszystkich J-wektoréw
y takich, ze y > 01 AT -y = 0.

DowOD.
Niech I; i I, beda dwiema kopiami zbioru I (w szczegdlnosci, mamy bijekcje
or: Iy = 1io0y: I, — I, ktére indukujg bijekcje oy : Q' — Q7 i 09 : Q2 —
Q') takimi, ze zbiory I, I, i J sa parami rozlaczne. Niech L := JU I} U I,.
Definiujemy J x L-macierz A’ wzorem

Id;(5,1) ledJ,
A1) = AG, (D)) leh, (e leL),
—A(j,02(0)) el

tzn.
A = [Id] A —A}.

Korzystajac z Wniosku 1.55 wystarczy pokazac, ze

(1) istnieje I-wektor z taki, ze A -z < b, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
L-wektor z taki, ze z > 01 A" -2 = b, oraz

(2) jesli y jest J-wektorem, to y > 01 AT -y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
ATy >0.
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Dla dowodu obserwacji (1) zauwazmy, ze jesli x jest I-wektorem takim, ze
A - x < b, to stosowny wektor z definiujemy wzorem

b(l) — (A(l),z(l)) e J,
z(1) == ¢ max{z(o1(1)),0} €I, (lelL),
max{—xz(o1(1)),0} 1€ I,

tzn. z = (b — A -z, max{x,0}, max{—z,0}). Z drugiej strony, jesli z jest L-
wektorem takim, ze z > 01 A’ - z = b, to stosowny wektor x definiujemy
wzorem

x = 01(z|n) — 02(2|1,),
W obu powyzszych dowodach wykorzystujemy, ze
A z=z;+A 01(2|n) — A-0a(2|1,)

dla kazdego L-wektora z.

Dla dowodu obserwacji (2) wystarczy zauwazy¢, ze

oA ln) =A" -y, (A7 y)lL) = -AT -y

ATyl =y
dla kazdego J-wektora y. [

WNIOSEK 1.57.
Jesli A jest J x I-macierzg i b jest J-wektorem, to istnieje I-wektor x taki,
zex >01A-x < b wtedy i tylko wtedy, gdy (b,y) > 0 dla wszystkich
J-wektoréw y takich, ze y > 01 AT -y > 0.

DowODb.
Bez straty ogodlnosci mozemy zatozy¢, ze zbiory I i J sa roztaczne. Niech
L := JUI. Definiujemy J x L-macierz A" wzorem

AG =YD TS e,
A(j, 1) lel,

tzn.
A=T[d, Al
Podobnie jak w dowodzie Wniosku 1.56 pokazujemy, ze
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(1) istnieje I-wektor z taki, ze x > 01 A-x < b, wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje L-wektor z taki, ze z > 01 A-z = b, oraz

(2) jesli y jest J-wektorem, to y > 01 AT -y > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
AIT . y 2 O,

zatem teza wynika z Wniosku 1.55. O]

1.5. DUALNOS¢ W PROGRAMOWANIU LINIOWYM

LEMAT 1.58.
Niech A bedzie J x [-macierza, b J-wektorem, ¢ I-wektorem,

P={recQ A z<b} i Q:={yeQ: AT y=c}.

Jesli
—oo < sup{(c,z) : x € P} < o0,
to QQ # @.
UMOWA.

Przez caty wyktad przyjmujemy, ze
sup ;= —o0 i inf @ := .

DowOD.
Poniewaz

sup{{c,z) : x € P} > —o0,

wiec P # &. Wybierzmy wektor xg € P. Korzystajac z Wniosku 1.55 wiemy,
ze jeSli Q = @, to istnieje I-wektor x; taki, ze (¢,z1) < 0 oraz A -z; > 0.
Wtedy xg — A - 21 € P dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej A oraz

lim (¢, xg — A - x1) = 00,

A—00

co prowadzi do sprzecznosci. O

LEMAT 1.59.
Niech A bedzie J x I-macierzg, b J-wektorem, ¢ I-wektorem,

P={zecQ :A -2<b} i Q={yeQ: AT .y=c}.
Jesli
—oo < inf{{y,b) : y € Q} < o0,

to P # @.
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DowoOD.
Poniewaz

inf{(y,b) :y € Q} < ¢

wiec @ # @. Wybierzmy wektor yy € ). Korzystajac z Wniosku 1.56 wiemy,
ze jesli P = @, to istnieje J-wektor y taki, ze (b,y) < Oorazy > 0i AT-y = 0.
Wtedy 1o + A - yo € @ dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej A\ oraz

lim (y + A - 2,b) = —o0,

A—00
co prowadzi do sprzecznosci. O
WNIOSEK 1.60 (TWIERDZENIE O DUALNOSCI DLA PROGRAMOWANIA LINIOWE-
GO).
Niech A bedzie J x [-macierza, b J-wektorem, ¢ I-wektorem,
P={recQ A x<b} i Q={yeQ]:AT y=c}.
Jesli P# @i Q # 9, to

max{(c,z) : x € P} = min{(y,b) : y € Q}.

DowOD.
Jesiz e Piy e Q, to

<C7‘T> = <AT 'y,l’> = <y,AJI> < <y7b>7

zatem

sup{(c,z) : x € P} <inf{(y,b) : y € Q}.

Aby dokoniczy¢ dowdd wystarczy zatem udowodnié, ze istnieja wektory z € P
iy € Q takie, ze (c,z) > (b,y).

Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze zbiory I oraz J sg parami roztaczne.
Niech I; i I, beda dwiema kopiami zbioru [ oraz J; i Jo bedg dwiema kopiami
zbioru J taki, ze zbiory Iy, I3, J; 1 Jy sa parami roztaczne. Mamy bijekcje
oy: L -1, 00: =1 7:J1—Jirn:J,— J, ktore indukuja bijekcje
o Q1 QLo : Q2 - Q7 - Q)i Jy — QF, odpowiednio.
Wybierzmy * ¢ [;Ul,UJyUJy. Niech L:=TUJ i K := [[UIL,UJ;UJyU{x}.
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Definiujemy K x L-macierz A" wzorem

A(l,o1(k)) keliilelJ,
—A(l,o0(k)) kelilel,
—1d;(n(k),l) ke Jiilel,
A1) :== ¢ A(ra(k), 1) ke dyilel, (ke K, lel),
—c(1) k=xilel,
b(l) k=xileJ,
\O w przeciwnym wypadku,
tzn.
0 AT
0 —AT
A=10 -—1Id;
A 0
—c b

Ponadto, definiujemy K-wektor ' wzorem

clon(k)) kel
, L —C<O'1(]€)) l{? < ]2,
e T A (ke K),
0 w przeciwnym wypadku,

b = (¢, —c,0,b0,0). Zauwazmy, ze istnieja wektory x € P iy € @ takie, ze
(c,x) > (b,y), wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje L-wektor z taki, ze A"-z < V.
Korzystajac z Wniosku 1.56 wystarczy zatem udowodnic, ze jesli s it sa I-
wektorami, s,t > 0, u i v sg J-wektorami, u,v > 0, A jest nieujemng liczbg
wymierng,

AT v =X c=0 i A-(s—t)—u+A-b=0,
to
(c,s —t)y + (b,v) > 0.

Ustalmy A, s, ¢, u i v jak wyzej. Jesli A > 0, to

- -(u—A-(s—mz—%.A-(s—t) i AT.o— e

1
A
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wiec
-(A-(s—t),v):—§-<s—t,AT-v)

(s—=t,A-¢c)=—(c,s — ).

(b,v) > —

N A e

Zalézmy teraz, ze A = 0 i wybierzmy wektory xzq € P i yy € (). Poniewaz

A(s—t)=u>0 i AT-v=0

wigc
(b,v) > (A - x0,0) = (w0, AT - 0) = (20,0) =
> —(yo, AT+ (s =) = —(A-yo,s = t) = —{¢c,;s — 1),
co konczy dowdd. O]
UWAGA.

7 Twierdzenia o dualnosci dla programowaniu liniowego wynika, ze jesli zbior
P jest niepustym wielo$cianem w przestrzeni Q! oraz c jest I-wektorem ta-
kim, ze

sup{{c,z) : © € P} < o0,
to istnieje wektor zy € P taki, ze
(¢, 29) = max{{c,x) : © € P}.

TWIERDZENIE 1.61.
Niech A, , bedzie J, x I,-macierza, p,q = 1,2, b, J,-wektorem, p = 1,2, ¢,
I,-wektorem, ¢ = 1, 2,

P .= {($1,I’2) S Qh X Qf :
A1,1 - T+ A1,2 ~ Xy < b1, A2,1 - T+ A2,2 c Lo = bz}

Q= {(y1,12) € QL x Q" :
AT ATy = AT, . ATy >
11" Y1t Ay Ya=0C1, Ao Y1+ Agg Y2 = c2}

(1) Jesi P£2iQ =2, to

sup{(c1,z1) + (ca, x2) : (w1, 29) € P} = 00.
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(2) Jesi P=2iQ + @, to

inf{(y1,01) + (Y2, b2) : (y1,42) € Q} = —o0.

(3) Jesi P#£ 2 1Q # @, to

max{(cy, 1) + (¢, xa) : (21, 29) € P}
= min{(y1, b1) + (y2,02) : (y1,92) € @}

DowOD.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, zbiory Iy, I, Ji i Jo sa parami roztacz-
ne. Ustalmy kopie J) zbioru J, rozlaczng ze zbiorami J; i Jy oraz bijekcje
7 Jb = Jy, ktéra indukuje bijekcje 7 : Q72 — Q”2. Niech L := I, U I, oraz
K :=1,U J; U JyUJ). Definiujemy L x L-macierz A wzorem

Iy (k1) k€D,

Ak, 1) = Apq(k,1) ked,lel, pqg=1,2,
| = A (r(k) D) ke Jy el q=1,2,
0 w przeciwnym wypadku,
(ke K, lel),
tzn.
0 —1dy,
Ain o Aig
A= , )
A1 Agp
—Ag1 —Azp
Wtedy

P={zcQ": A -z <b}

gdzie b jest K-wektorem zdefiniowanym wzorem

b, (k) ked,p=12,
b(k) = { ~ba(r(k)) k€ Jj, (k € K),
0 w przeciwnym wypadku,

tzn. b = (O, bl, bg, —bz) Niech

Q ={yeQf: A" y=c},
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gdzie ¢ jest L-wektorem zdefiniowanym wzorem

e):={e) 1el,p=12 (L),

tzn. ¢ = (Cl, Cg).

Korzystajac z Lematow 1.58 i 1.59 oraz Wniosku 1.60 wystarczy pokazac, ze

inf{(y,b) : y € Q'} = inf{{y1,01) + (y2,02) : (1, 92) € Q}.

W tym celu definiujemy funkcje F : Q¥ — Q7 x Q72 wzorem

F(y) == Wlnyln —7ly) (v e Q)

FLatwo sprawdzié, ze F(Q') = @ oraz

<y7 b> - <y|J17 b1> + <y|J2 - T(y|J§)7b2>

dla kazdego K-wektora y, co konczy dowdd. O]

FAKT 1.62.
Niech A, , bedzie J, x I,-macierza, p,q = 1,2, b, J,-wektorem, p = 1,2, ¢,
I,-wektorem, ¢ = 1,2,

P .= {(1'1,1'2) S QII X Q{ﬁ :
A171 - T+ A1,2 -9 < by, A2,1 - T+ A2,2 * Ty = bz}

Q= {(y1,12) € Q7 x Q”:
A}:1 "Y1 JrAQT,1 “Y2 = Cp, A1T,2 "hn +Ang "o > Co}.

Jedli (2], ) € Pi(yy,v5) € @, to nastepujace warunki sa rownowazne:

(1) (e1,2)) + (co, ) = max{{cy,x1) + {(co,x2) : (x1,22) € P} 1 (¥}, b1) +
(Y3, ba) = min{(y1, b1) + (y2, b2) : (y1,%2) € Q}.
(2) <Cl>$€l> + <627x/2> = <y/1> b1> + <yé7 b2>'

(3) Jeslii € Iy iah(i) >0, to
(Al - y1)(0) + (Azs - 95) (1) = ea(d).
Jesli j € J11y1(4) >0, to

(A - 2)) () + (A2 - 25)(4) = bi(j)-

44



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

Dowo.
(1) = (2): Z Twierdzenia 1.61 otrzymujemy, ze

(c1,2)) + {9, %) = max{{ci, 1) + {2, xa) : (21, 72) € P}
= min{(y1, b1) + (y2,b2) : (y1,92) € Q}
= <y£a b1> + <yéab2>

(2) = (1): Oczywiscie
(c1,27) + (e, 75) < sup{(er, x1) + (c2, w2) : (21, 22) € P}.
7 drugiej strony, korzystajac z Twierdzenia 1.61 otrzymujemy, ze

<Cl, [L’/1> + <02’ xl2> = <y1a bl> + <y;7 bQ)
> inf{(y1, b1) + (Y2, b2) : (y1,72) € Q}
= sup{{cy, 1) + (c2, ) : (x1,22) € P}.

Analogicznie pokazujemy, ze
(y1,01) + (Y3, b2) = min{(y1, b1) + (42, 2) : (y1,92) € Q}.
(2) = (3): Definiujemy Io-wektor ¢, wzorem
0,2 = AlT,2 : ?/i + A;F,Q : y;-
Zauwazmy, ze
<C/27 $/2> = <A1T,2 ’ yia $/2> + <A;F,2 ) yé,x/2> = <yi7 A1,2 : jU/2> + <yé7 A2,2 : $/2>
Podobnie
(c1, @) = (vh, Ay - o) + (Y, Ao - @)
W efekcie

(ch, y) + (e, ) = (Y, Avg -2y + Avg - ) + (Yh, Aoy - ) + Ag o - a5)
< (Y, b1) + (v, ba)-

Ustalmy i € I, takie, ze 25(z) > 0. Oczywiscie ¢, (i) > ¢o(7). Z drugiej strony

(c5(i) = ca(d)) - 25(i) < (¢ — 2, 2) = (ch, x3) — (2, 7))
= <C/2,95/2> + <C1,£L‘/1> - <y/17b1> - <y§vbQ> S 0
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wiee ch(i) < eo(i).
Analogicznie dowodzimy drugiej nieréwnosci.
(3) = (2). Definiujemy zbiory I} i J| wzorami
I = {i € Iy: a5(i) > 0} i Jy:={j€ Ji:y (i) > 0},
Wtedy

(c1, @) + (ca, wy) = (1, 27) + ((c2) |1 (25) |1y)

<y£7 b1> + <y;7b2> = <(y/1)|J{a (bl)|J{> + <y;a b2>

7 zalozenia

()i = (AL o) i - i+ (A32) 10 - U5
= ((A12) )" -y + ((A22) )" - 1

()l = (Ara) s - o) + (Av2) s g, - 5.
Stad

(c1,27) + ((c2)lny, (25)|13)
= <A1T1 "Y1, ) + <A2Tl Yo, )
+ (A2 n) ' - 91 (@)ln) + (A22) i)t - 0, (25)1g)
= <y1aA1,l '351) (y Azt >
+ Wi, (Ar2) o - (@5)]1g) + (Y, (A22) 1or - (25)11)
= ((y)logs (Ar)agn - 27) + (Yo, Aoy - 27)
+ (W), (Ar2) g - (@5) 1) + (Yas (A22) 1.1y - (2)]13)-

Podobnie

((y)lags (01)]p) + (v, b2)
= (YD), (Av) g - @) + (W) gy, (Are) g n - @5)
+ (yy, Aoy - 1) + (Y5, Ago - h)
= (WDl (Av) g - 2h) + () ars (Av2) s - (25)]1)
+ (Yo, A21 - 2h) + (Yss (A22) 1o r - (25)[1)-

Powyzsze rownosci koncza dowdd.
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WNIOSEK 1.63.
Niech A bedzie J x I-macierza, b J-wektorem, ¢ I-wektorem i
P={recQ A z<b}
Jesli xp € P,

(¢, x9) = max{{(c,x) : x € P}

Ji={j € J: (Aj), w0) = b(4)},

to istnieja nieujemne liczby wymierne \;, j € J', takie, ze

c=D N AG) i {ewo) =304 b0).

eJ’ jeJ’

DowéD.
Niech

Q:={yeQ]: AT . y=c}.
7 Twierdzenia 1.61 wynika, ze istnieje wektor yo € @) taki, ze
(¢, x0) = (Yo, b).

Z Faktu 1.62 wiemy, ze jesli j € J i yo(y) > 0, to j € J'. Zatem, jesli
zdefiniujemy liczby A;, j € J, wzorem

Aj = yo(d) (jelJ),

to

STNAG) =Y w() - AG) = AT ygo=c

jeJ! jeJ
DA b0) = D w0d) - b() = (o, b) = (e a). =
jeJ’ JjeJ
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1.6. ZASTOSOWANIE: MAKSYMALNY PRZEPLYW, MINIMALNY PRZEKROJ

OZNACZENIE.
Dla zbioru W wierzchotkéw w grafie skierowanym D = (V) A, s, t) definiujemy
zbiory krawedzi §~ (W) 1 6T (W) wzorami

S (W):={acA:s(a) g Wita) e W}

dT(W):={ae€ A:s(a) e Wit(a) g W}

W szczegdlnosei, dla wierzchotka v grafu D definiujemy zbiory = (v) i 67 (v)
wzorami

()= ({v}) i 6 (0) =" ({u}).

OZNACZENIE.
Jesli x jest I-wektorem i I’ jest podzbiorem zbioru I, to definiujemy liczbe
wymierng x(I") wzorem

a(I') = Zx(i).

DEFINICJA.
Jedli u i v sa réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V| A, s,t), to
PRZEPLYWEM Z WIERZCHOLKA u DO WIERZCHOLKA v (u—U—PRZEPLYWEM)
w grafie D nazywamy kazdy A-wektor z taki, ze > 0 i

(67 (w)) = z(0” (w))

dla kazdego wierzchotka w grafu D r6znego do u i v. WARTOSCIA przepltywu
x nazywamy liczbe

(67 (u)) = 2(07 (u)).

LEMAT 1.64.
Jedli u i v sa réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V, A, s,t) oraz
x jest u-v-przeptywem, to

2(67 () = x(07 (u)) = 2(6" (W) —z(d~ (W)

dla kazdego podzbioru W zbioru V takiego, ze u € Wiv & W.
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DowoOD.
Wystarczy zauwazy¢, ze

(0T (W) — (6= (W) = > (a(*(w)) = 2(5~ (w)). O
weW
UWACGA.
Powyzszy lemat implikuje w szczegolnosci, ze

2(67(u) — 2(67 (u) = 2(67 (v)) — 2(67(v)),

gdyz
0-(v)=0"(V\{v}) i d7(v)=0"(V\{v})
DEFINICJA.
Jedli u i v sa réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V| A, s,t), to
u-v-PRZEKROJEM nazywamy kazdy podzbiér C' zbioru A taki, ze dla kazdej

u-v-drogi (u,ay, ..., a,,v) istnieje ¢ € [1,n] takie, ze a; € C.

LEMAT 1.65.
Niech u i v beda réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V, A, s,t)
oraz niech ¢ bedzie A-wektorem takim, ze ¢ > 0. Jesli

Q :={(y,2) € Q} x Q" : y(a) > 2(s(a)) — 2(t(a))
dla kazdej strzatki a € A oraz z(u) = 11 z(v) = 0},

to
min{(c,y) : y € @} = min{c(C) : C jest u-v-przekrojem w grafie D}.
DowOD.
Ustalmy najpierw u-v-przekrdj C' i zdefiniujmy zbiér wierzchotkow W wzo-
rem

W :={w € V : istnieje u-w-droga w grafie D \ C'}.

Pokazemy, ze jeSli y := ec i z := ey, to (y,2) € Q i {¢,y) = ¢(C), co
zakonczy dowdd nieréwnosci

min{(c,y) : y € Q} < min{c(C) : C jest u-v-przekrojem w grafie D}.

Drugi z powyzszych warunkow jest oczywisty, wiec pozostaje sprawdzié, czy
(y,2) € Q. Oczywiscie y > 0, z(u) = 11 z(v) = 0 (w dowodzie tej ostat-
niej nieréwnosci wykorzystujemy, ze C' jest u-v-przekrojem). Ustalmy teraz
krawedz a grafu D. Jedli a € C, to tatwo wida¢, ze

yla) =12 2(s(a)) = 2(s(a)) — 2(t(a)).
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Zatozmy zatem, ze a ¢ C. Jedli w grafie D \ C istnieje u-z(s(a))-droga, to w
grafie D\ C istnicje takze u-z(t(a))-droga, wigc

yla) =0=1-1= z(s(a)) - 2(t(a)).
W przeciwnym wypadku,

yla) = 0= z(s(a)) = 2(s(a)) — 2(t(a)).
Dla dowodu nieréwnosci

min{(c,y) : y € Q} > min{c(C) : C jest u-v-przekrojem w grafie D}
wybierzmy wektory yo € Q4 i 29 € QV takie, ze (o, 20) € Q i

(c,y0) = min{{c,y) : (y,2) € Q}.
Niech

Pi={(z,M,\) €EQI xQxQ:z <
z(67 (w)) = z(6" (w)) dla kazdego wierzchotka w € V' \ {u, v},
Ay = 2(67 () — (67 (u) 1 Ay = 2(37(v)) — 2(7(v))}

i wybierzmy A-wektor xq oraz liczby wymierne X, i X takie, ze (zo, A, ) €
Pi

A, =max{\, : (x,\y, \y) € P}.
7 Twierdzenia 1.61 wiemy, ze
Au = (¢ o).
Definiujemy podzbiér C' zbioru A wzorem
C:={ae€A:z(s(a) > 11 z(t(a)) < 1}.
Zauwazmy, ze C' = 01t(W), gdzie
Wi=A{weV:zw) =1}

Poniewaz zg(u) = 11 29(v) = 0, wiec zbior C jest u-v-przekrojem oraz u € W

ivgW. Jedlia € C| to
yo(a) > 20(s(a)) — z0(t(a)) > 0,
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wiec zo(a) = ¢(a) na mocy Faktu 1.62. Z drugiej strony, jesli a € §— (W), to
yo(a) + z0(t(a)) — 20(s(a)) >0+ 1-1=0,

wiec z(a) = 0 na mocy Faktu 1.62. Zatem
¢(C) = 2o(C) = xo(37(W)) — wo(d~ (W)).

Korzystajac z Lematu 1.64 otrzymujemy, ze
o(C) = xo(d7 () — zo(0™ (u)) = A, = {c, %),

co konczy dowdd. O

TWIERDZENIE 1.66 (TWIERDZENIE O MAKSYMALNYM PRZEPLYWIE I MINIMAL-
NYM PRZEKROJU).
Niech u i v beda réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V, A, s, t).
Jesli ¢ jest A-wektorem takim, ze ¢ > 0, to

max{z(6*(u)) — 2(6~ (u)) : = jest u-v-przeptywem takim, ze x < c}
= min{c(C) : zbiér C jest u-v-przekrojem w grafie D}.

DowOb.
Zauwazmy, ze

max{z (6" (u)) — z(6~(u)) : = jest u-v-przeptywem takim, ze x < c}
= max{\, : (z,\,, \,) € P},
gdzie

Pi={(z, ), \) €EQI xQxQ:z <,
z(6” (w)) = z(6"(w)) dla kazdego wierzchotka w € V' \ {u, v},
Ay =2(67(w) —2(67 (u) 1 Ay = 2(67(v)) — 2(7(v)) }
7 Twierdzenia 1.61 wiemy, ze
max{A, : (z, Ay, \y) € P} = min{{c,y) : y € Q},
gdzie
Q= {(y.2) € @ x Q" : y(a) > 2(s(a)) — 2(t(a))
dla kazdej strzatki a € A oraz z(u) =11 z(v) = 0}.
Poniewaz
min{(c,y) : y € @} = min{c(C) : C jest u-v-przekrojem w grafie D}

na mocy Lematu 1.65, to konczy dowod. O
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2.  STRUKTURA WIELOSCIANOW
2.1. UKEADY ZREDUKOWANE

DEFINICJA.
Niech A bedzie J x [-macierza i niech b bedzie J-wektorem. Pare (A,b)
nazywamy ZREDUKOWANA, jesli

{1‘6@1:AJ/’['beL]/}?é{./EE@I:A'ZESI)}

dla kazdego wtasciwego podzbioru J' zbioru J.

OZNACZENIE.
Jedli A jest J x [-macierza, b jest J-wektorem i

P={zxcQ :A x<b}
to definiujemy podzbiory E(A,b) i F(A,b) zbioru J wzorami
E(Ab):={j e J:(A(j),z) =b(j) dla wszystkich wektoréw = € P}
oraz
F(A,b) :=J\ E(A,Db).

FAakT 2.1.
Niech A bedzie J x I-macierza, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ :A z<b}
Jesli FI(A,b) # @, to istnieje wektor x € P taki, ze
(A(j),z) < b(j)

dla kazdego indeksu j € F'(A,b).

DowOb.
Bezposrednio z definicji wynika, ze dla kazdego indeksu j € F(A,b) istnieje
wektor x; € P taki, ze (A(j), ;) < b(j). Wtedy teza zachodzi dla wektora x
zdefiniowanego wzorem

1
x'——|F(A,b)|. Z xj. O

JEF(AD)
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2.2. STOZEK CHARAKTERYSTYCZNY I WYMIAR

LEMAT 2.2.
Jesli P jest niepustym wielogcianem w przestrzeni Q/, to

char.cone P = {y € Q" : 2 + X\ -y € P dla wszystkich

wektoréw x € P oraz nieujemnych liczb wymiernych A}.

Dowép.
Niech

C:={yeQ':2+ X -y e P dla wszystkich
wektoréw x € P oraz nieujemnych liczb wymiernych A}.

Inkluzja C' C char. cone P jest oczywista. Dla dowodu inkluzji char. cone P C
C wybierzmy macierz J x I-macierz A i J-wektor b takie, ze

P={zcQ':A-2<b}

Ustalmy wektory y € char.cone P i x € P oraz nieujemng liczbe wymierna
A. Wiemy, ze A -z < b i (wobec Faktu 1.50) A -y < 0. Stad

A(r+Xy)=A-az+ - (A-2)<b+A-0=0,

zatem x + A -y € P. Z dowolnoéci wektora x i liczby A wynika, ze y € C. [J

FAakT 2.3.
Jesli P jest niepustym wielogcianem w przestrzeni Qf, to

char. cone P = {y € Q' : istnieje wektor = € P taki, ze
x + A -y € P dla wszystkich nieujemnych liczb wymiernych A}.

Dowdp.
Niech

C :={y € Q' : istnieje wektor z € P taki, ze
x + A -y € P dla wszystkich nieujemnych liczb wymiernych A}.

Inkluzja char. cone P C (' wynika natychmiast z Lematu 2.2.

Dla dowodu inkluzji C' C char. cone P wybierzmy J X I- macierz A i J-wektor
b takie, ze

P={recQ :A -2 <b}
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Jedli y € Q7 \ char.cone P, to korzystajac z Faktu 1.50 otrzymujemy, ze
istnieje indeks j € J taki, ze (A(j),y) > 0. Wtedy

lim (A(j),z + X y) = o0
A—00

dla kazdego wektora z € Qf. W szczegélnosci, dla kazdego wektora x € P
istnieje nieujemna liczba wymierna A taka, ze

(AG), x4+ A-y) > b(j).

Stad dla kazdego wektora x € P istnieje nieujemna liczba wymierna A taka,
zex+ Ny &P, zatem y & C. O

FAKT 2.4.
Niech P bedzie niepustym wielo$cianem w przestrzeni Q. Jedli P = Q + C
dla polytopu ) oraz stozka wielo$ciennego C, to C' = char. cone P.

DowOb.
Inkluzja C' C char. cone P jest oczywista. Dla dowodu inkluzji char. cone P C
C wybierzmy J x [-macierz A taka, ze

C’:{yEQ[:A-ySO},
i zalozmy, ze y € Q\C. Wtedy istnieje indeks j € J taki, ze (A(j),y) > 0. W

konsekwencji
() lim (AG), 2+ A-g) = oo
A—00

dla kazdego wektora x € P. Z drugiej strony, poniewaz zbiér @) jest polyto-
pem, wiec istnieje liczba wymierna § taka, ze (A(j),z) < § dla wszystkich
wektorow x € (). Wykorzystujac réwnosé P = @ + C otrzymujemy zatem,
ze (A(j),z) < B dla wszystkich wektoréw = € P. W polaczeniu z réwnoscia
(x) oznacza to, ze dla kazdego wektora x € P istnieje nieujemna liczba wy-
mierna \ taka, ze x + A -y € P. Wykorzystujac Fakt 2.3 otrzymujemy, ze
y & char. cone P. O

WNIOSEK 2.5.
Jesli C' jest stozkiem wielo$ciennym, to char.coneC = C.

DowOD.
Wiemy, ze C' = 0+ C' oraz zbior 0 jest polytopem, wiec teza wynika natych-
miast z Faktu 2.4. ]
FAKT 2.6.

Jesli P jest niepustym wielo$cianem, to wieloScian P jest polytopem wtedy
i tylko wtedy, gdy char. cone P = 0.
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DowOD.
Przypusémy najpierw, ze wieloscian P jest polytopem. Poniewaz P = P +0,
wiec char. cone P = (0 na mocy Faktu 2.4.
Zalbézmy teraz, ze char.cone P = 0. Z Wniosku 1.53 wiemy, ze P = Q + C
dla pewnych polytopu @) oraz stozka wielosciennego C'. Z Faktu 2.4 wynika,
ze C = char.cone P = 0, zatem P = @ + 0 = ), a wiec wieloécian P jest
polytopem. O

DEFINICJA.
Jedli P jest niepustym wielo$cianem, to definiujemy podzbidr lin. space P
przestrzeni Q, ktéry nazywamy PRZESTRZENIA LINIOWOSCI WIELOSCIANU
P, wzorem

lin. space P := char. cone P N (— char. cone P).

UWAGA.
Jesli H jest niepusta podprzestrzeniag afiniczna, to

char. cone H = — char. cone H.
DowOb.
7 Lematu 1.18 wynika, ze zbiér char. cone H jest podprzestrzenig liniowa, co
konczy dowdd. ]
FAKT 2.7.

Niech A bedzie J x [-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i
P={recQ A z<b}

Jesli P # @, to
lin.space P = {y € Q' : A-y = 0}.

W szczegolnosei, zbidr lin. space P jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni

Q.

DowOD.
Pierwsza cze$¢ wynika natychmiast z Faktu 1.50. Dla dowodu drugiej czesci
korzystamy ze Stwierdzenia 1.11. O

WNIOSEK 2.8.
Jedli P jest niepustym wieloécianem w przestrzeni Q7 to

lin.space P = {y € Q' : z + X -y € P dla wszystkich
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wektoréw x € P oraz liczb wymiernych A}
= {y € Q' : istnieje wektor x € P taki, ze
x4+ A -y € P dla wszystkich liczb wymiernych A}.

DowOD.
Powyzsze rownosci wynikaja natychmiast z Lematu 2.2 oraz Faktu 2.3, od-
powiednio. n
LEMAT 2.9.

Niech P bedzie wieloécianem w przestrzeni Q. Jedli V jest podprzestrzenia
liniowg, przestrzeni QY i PNV # @, to

lin. space(P N'V) = (lin. space P) N V.

DowOD.

Udowodnimy najpierw, ze lin. space(P N'V) C (lin.space P) N V. Zalézmy,
ze y € lin. space(P N V), i wybierzmy wektor x € PN V. Wtedy z + A -y €
PNV dla kazdej liczby wymiernej A na mocy Wniosku 2.8. W szczegdlnosci
y € lin. space P na mocy Wniosku 2.8. Ponadto y = (x +y) —x, wiecy € V,
gdyz x +y,x € V i zbior V jest podprzestrzenig liniows.

Zatézmy teraz, ze y € (lin.space P) NV, i ustalmy wektor x € PN V.
Poniewaz x € P iy € lin. space P, wiec x+vy,x —y € P. Ponadto, z warunku
x,y € V wynika, ze x +y,x —y € V. Ostatecznie, v +y,x —y € PNV, a
wiec y € lin. space(P NV). O

DEFINICJA.
Niepusty wieloscian P nazywamy OSTRYM, jesli lin. space P = 0.

STWIERDZENIE 2.10.
Niech A bedzie J x I-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={zecQ :A z<b}.
Jesli P # @, to wieloScian P jest ostry wtedy i tylko wtedy, gdy rk A = |1].

DowOD.
7 Faktu 2.7 wiemy, ze

lin.space P = {y € Q' : A-y = 0}.

Poniewaz, lin.space P = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dim lin. space P = 0,
wiee teza wynika ze Stwierdzenia 1.12(2). O
LEMAT 2.11.

Jedli P jest niepustym polytopem, to wieloscian P jest ostry.
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DowoOD.
7 Faktu 2.6 wiemy, ze char. cone P = 0, co konczy dowdd. [

LEMAT 2.12.
Jedli P jest niepustym wielo$cianem, to

lin. space(char. cone P) = lin. space P.

W szczegdlnosei, wieloscian P jest ostry wtedy i tylko wtedy, gdy stozek
char. cone P jest wielo$cianem ostrym.

DowOD.
Poniewaz zbidr char. cone P jest stozkiem wieloSciennym na mocy Faktu 1.50,
wiec
char. cone(char. cone P) = char. cone P,
na mocy Wniosku 2.5, co konczy dowdd. O
LEMAT 2.13.

Jesli P jest niepustym wieloscianem, to
P = PN (lin. space P)* + lin. space P.

Dowop.
Oczywiscie P N (lin. space P)*+ C P, wigc

P N (lin. space P)* + lin. space P C P.

7Z drugiej strony, jesli z € P, to istnieja wektory x; € (lin. space P)* i z, €
lin. space P takie, ze * = x1 4+ x5. Poniewaz x € P i x5 € lin. space P, wiec
r1=1x —x9 € P, co konczy dowdd. O

WNIOSEK 2.14.
Jedli P jest niepustym wieloscianem, to wielocian P N (lin. space P)L jest
ostry.

DowOb.
Zauwazmy, ze Lemat 2.13 implikuje, iz P N (lin. space P)+ # @. Korzystajac
z Lematu 2.9 mamy, ze

lin. space(P N (lin. space P)*) = (lin. space P) N (lin. space P)* = 0,

co konczy dowdd. O]

FAKT 2.15.
Niech P bedzie niepustym wieloécianem w przestrzeni Q.
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(1) Istnieja przestrzen liniowa V' oraz wieloscian ostry ) zwarty w przestrze-
ni V+ takie, ze P=Q + V.

(2) Jedli P = Q + V dla podprzestrzeni liniowej V przestrzeni Q! oraz
wieloscianu ostrego ) zwartego w przestrzeni V+, to

Q@ = P N (lin. space P)* i V' = lin. space P.

DowoOD.
(1) Niech

Q := P N (lin. space P)* i V := lin. space P.

Wtedy P = (Q+V na mocy Lematu 2.13. Ponadto zbiér V' jest podprzestrze-
nig liniowg przestrzeni Q! na mocy Faktu 2.7 oraz zbiér @ jest wieloscianem
ostrym na mocy Wniosku 2.14.

(2) Przypuéémy, ze P = Q + V dla podprzestrzeni liniowej V przestrzeni Qf
oraz wielogcianu ostrego QQ zawartego w V+.

Pokazemy najpierw, ze PN V+ = Q. Inkluzja Q@ C PN V™ jest oczywista.
Zalézmy zatem, ze x € PNV +. Wtedy istniejg wektory z; € Q iz, € V takie,
7e T = T + Ty. Poniewaz o = v — 21 i 2,21 € V*, wicc x5 € V4, gdyz zbior
V4 jest podprzestrzenig liniowa na mocy Lematu 1.8. Stad 2o € VNV + = 0,
a wiec r =1 € ).

Pokazemy teraz, ze lin.space P = V. Inkluzja V' C lin.space P wynika
natychmiast z rownosci P = @ + V. Z drugiej strony, zatézmy, ze y €
lin. space P. Wtedy istniejg wektory y; € V i yp € V4 takie, ze y = y1 + .
Jesliz € Qi) € Q,tox+\yp € VL. Jednoczesnie, iy, = y—1, € lin. space P,
wiec z + X -y, € P. Stad . + X - y» € PNV, wiee korzystajac z dowolnoéci
wektora x i liczby A wynika, ze 1, € lin. space Q = 0 na mocy Wniosku 2.8.
Ostatecznie y = y; € V, co konczy dowdd. O]

FAKT 2.16.
Jesli A jest J x [-macierza, b jest J-macierzg i

P:={zecQ A z<b},
to
aff. hull P = {x € Q" : Ap(aps - = blran}-

Dowdp.
Niech

H:={z¢ Q" : Apap),r T = blpan}
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Poniewaz zbiér H jest podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Qf na mocy
Stwierdzenia 1.30, wiec inkluzja aff. hull P C H jest oczywista. Zat6zmy
teraz, ze x € H. Jedli x € P, to oczywiscie x € aff. hull P. Zat6zmy zatem,
ze v ¢ P. To w szczegblnosci oznacza, ze F(A,b) # @, wiec z Faktu 2.1
wynika, ze istnieje wektor y € P taki, ze (A(j),y) < b(j) dla kazdego indeksu
Jj € F(A,b). Wtedy istnieje dodatnia liczba wymierna A taka, ze jesli

zi=Ax+(1—=A) -y,

to z € P. Istotnie, wystarczy, aby dla kazdego indeksu j € F(A,b) liczba A
speliata warunek

(A7), —y) - A < b(j) — (A7), ),
co jest mozliwe, gdyz
b(j) — (A(),y) >0

dla kazdego indeksu j € F'(A,b). Poniewaz

x—l z—l—(l—l)
_)\ )\ y>

wiec x € aff. hull P. O

DEFINICJA.
Jesli P jest wielo$cianem, to definiujemy liczbe dim P, ktora nazywamy wy-
MIAREM WIELOSCIANU P, wzorem

dim P = dim aff. hull P.

FAKT 2.17.
Niech A bedzie J x I-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ A z<b}
Jesli P # @, to
dim P = |]| —l"kAE(Ayb)J.

DowOD.
7 Faktu 2.16 wiemy, ze

aff. hull P = {x € Q" : Apap) = = b|pap}

zatem teza wynika natychmiast ze Stwierdzenia 1.31 (zauwazmy, ze zalozenie

P # @ implikuje, ze aff. hull P # @). ]
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2.3. SCIANY WIELOSCIANOW

DEFINICJA.
Jesli P jest wielogcianem w przestrzeni Q, to $CIANA WIELOSCIANU P nie-
pusty kazdy podzbiér F' przestrzeni Q! taki, ze

F={z € P:{c,z) =max{(c,2’) : 2’ € P}}
dla pewnego [-wektora c.

FakT 2.18.
Jesli F jest $ciang wieloécianu P w przestrzeni Q/, to zbiér F' jest wielocia-
nem w przestrzeni Q7.

DowOb.
Oczywiste. O]

LEMAT 2.19.
Jesli F' jest $ciang wieloScianu P, to lin. space F' C lin. space P.

DowOb.
Ustalmy wektor y € lin.space F'. Z Wniosku 2.8 wiemy, ze istnieje wektor
xo € F taki, ze xg + A -y € F dla kazdej liczby wymiernej A. Poniewaz
F C P, wiec korzystajac ponownie z Wniosku 2.8 otrzymujemy, ze y €
lin. space P. [

FAKT 2.20.
Jesli P jest wieloscianem ostrym, to kazda Sciana wieloscianu P jest wielo-
Scianem ostrym.

DowoOD.
Ustalmy Sciane F' wieloScianu P. Z Faktu 2.18 wiemy, ze zbior F' jest wielo-
Scianem. Z definicji zbioér F' jest niepusty. Wreszcie, z Lematu 2.19 wynika,
ze lin. space F' C lin. space P = {0}, co konczy dowdd. O

LEMAT 2.21.
Niech A bedzie J x I-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ :A x<b}
Jesli J' jest podzbiorem zbioru J oraz
F:={zxeP:Ap;-z=0r},
to

F={xeP:(cx)=74},
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gdzie

c:=) A@G) i =) b))

je jeJ
Ponadto, jesli F' # &, to
§ = max{(c,2') : ' € P}.

W szczegdlnosci, jesli F' # &, to zbiér F jest Sciana wieloscianu P.

DoOwOD.
Oczywistym jest, ze jesli x € P, to

(e,x) = (A@),x) <) b(j) =4.

jeJ jeJ’

Ponadto, jesli = € F', to podobny rachunek pokazuje, ze (¢, z) = §. Wreszcie,
jesli x € P\ F, to istnieje indeks j € J' taki, ze (A(j),z) < b(j), zatem
analogicznie jak powyzej pokazujemy, ze (c,x) < 6. O]

FAKT 2.22.
Niech A bedzie J x [-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ A z<b}

Jesli F jest niepustym podzbiorem przestrzeni Q!, to zbiér F jest éciana
wieloscianu P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbiér J' zbioru J taki, ze

F:{.Z'EPZAJ/’I'J):I)‘J/}.

DowOD.
Jesli istnieje podzbior J' zbioru J taki, ze

F:{IBEP:AL}/J'IL’:I)‘J/},

to z Lematu 2.21 natychmiast wynika, ze zbiér F' jest Sciana wieloscianu P.

Zalézmy zatem, ze zbior F' jest Sciang wieloscianu P. Wybierzmy [-wektor
c taki, ze

F={z€P:{c,z)=max{{c, ) : 2’ € P}}.
Niech
§:=max{(c,2):2’ € P} i Q:={yeQ]:A" y=c}.

61



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

Korzystajac z Wniosku 1.60 wiemy, ze istnieje wektor yo € @ taki, ze (yo, b) =
0, oraz niech

J'={j € J:y(j) >0}
7 Faktu 1.62 wynika natychmiast, ze
FC{xeP: Ay -x=>0|,}.
Z drugiej strony, jesli x jest I-wektorem takim, ze Ay -z = by, to

(c, ) = (A" - yo, ) = (yo, A x) = ((y0)| s, Ay 1 - @)
= ((wo)].7,bl.0) = (vo,b) =9,

a wiec
{QJGPZAJ/J'.I‘:I)‘J/}QF. ]

WNIOSEK 2.23.
Jesli F} 1 F, sg Scianami wieloScianu P i Fy N Fy # &, to zbiér Fi N Fy jest
Sciang wieloscianu P.

DowOD.
Wybierzmy J x I-macierz A oraz J-wektor b takie, ze

P={zrecQ':A -z <b}
7 Faktu 2.22 wiemy, ze istniejg podzbiory J; i Jy zbioru J takie, ze
Fi={zxeP:A;,;-x=0|;} 1 Fo={zeP:A;,;-x=>0l;}
Wtedy
PNFy={x € P:Ajpuni v=">blnun},

wiec zbioér F) N Fy jest Sciang wieloscianu P na mocy Faktu 2.22. m

WNIOSEK 2.24.
Jesli C jest stozkiem wieloéciennym w przestrzeni Q! oraz G jest éciang stozka
C, to istnieje I-wektor ¢ taki, ze

G={zxeC:{cx)=0} i max{(c,z) : x € C'} = 0.
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DowoOD.
Wybierzmy J x [-macierz A taka, ze

C={recQ':A-z<0}.
7 Faktu 2.22 wynika, ze istnieje podzbior J' zbioru J taki, ze
G:{ZL‘ECIAJ/’I-[E:O}.

Zatem teza wynika natychmiast z Lematu 2.21. O]

FAkT 2.25.
Jesli zbior C jest stozkiem wielo$ciennym w przestrzeni Q, to kazda $ciana
stozka C' jest stozkiem wieloSciennym.

DowOD.
Natychmiast z Wniosku 2.24. ]

WNIOSEK 2.26.
Niech A bedzie J x I-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ : A x<b}

Jesli F jest niepustym podzbiorem przestrzeni Qf, to zbiér F jest $ciang
wieloscianu P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbiér J’ zbioru F'(A,b)
taki, ze

F:{xEP:AJ/J-x:b\J/}.

DowoOD.
Jedli istnieje podzbior J' zbioru F(A,b) taki, ze

F:{xEP:AJ/,[‘x:b‘J/},

to zbiér F' jest Sciang wieloscianu P na mocy Faktu 2.22.

Zaloézmy teraz, ze zbidr F' jest Sciang wieloScianu P. 7 Faktu 2.22 wiemy, ze
istnieje podzbioér Jy zbioru J taki, ze

F={zxeP:Ajy;-z="0,}
Jesli J' := Jo N F(A,b), to J' C F(A,b) i

F={zxeP:Ap;-z=>|p},
gdyz (A(j),x) = b(j) dla kazdego wektora x € P oraz kazdego indeksu
jeJ\ F(AD).
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FakT 2.27.
Niech P bedzie wielo$cianem.

(1) Wieloscian P ma skoriczenie wiele $cian.

(2) Jedli F jest Sciana wielo$cianu P i F” jest podzbiorem zbioru F', to zbiér
F” jest $ciang wielo$cianu F' wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér F” jest Sciang
wieloscianu P.

DowOD.
Korzystajac z Faktu 2.22 dla kazdej Sciany F' wieloscianu P istnieje podzbior
Jr zbioru J taki, ze

F:{ZZ'GPIAJFJ'SC:HJF}.
Zauwazmy, ze wtedy

F:{JIG(@]IA'$§biAJF7['l’:b|JF}.

(1) Niech F bedzie zbiorem $cian wieloscianu P. Definiujemy funkcje @ :
F — P(J), gdzie P(J) jest zbiorem podzbioréw zbioru J, wzorem

Funkcja @ jest oczywiscie réznowartosciowa. Istotnie, jesli ®(F)) = P(Fy)
dla Scian Fy, Fy € F, to Jp, = Jp,, wiec

Fl:{xeP:AJF17I‘x:b’JF1}:{xEP:AJFZ,I'SC:b‘JFé}:FQ.

Poniewaz zbiér P(J) jest skonczony, wiec takze zbior F jest skonczony.

(2) Przypomnijmy, ze zbiér F' jest wieloScianem na mocy Faktu 2.18.
Zatézmy najpierw, ze zbior F” jest Sciang wieloscianu F'. Korzystajac z Le-
matu 2.26 wiemy, ze istnieje podzbior J' zbioru J \ Jg taki, ze

F/:{:CGF:AJ/’I':C:b‘]/}.
Wtedy
Fr={x € P:Apurr v=0bur}

wiec zbidr F' jest Sciang wieloscianu P na mocy Faktu 2.22.

Zatézmy teraz, ze zbiér F’ jest Sciang wielo$cianu P. Wybierzmy [-wektor ¢
taki, ze

(x) F' ={xeP:{cz)=07},
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gdzie
(#%) & := max{{c,z):z € P}.
Wtedy

Fl={zeF:{ca)=6 i 0=max{(c,z):zecF)}

co konczy dowdd.

Istotnie, inkluzja
F' C{z e F:{c,x)=4}

jest natychmiastowa konsekwencja inkluzji F” C F' i réwnosci (). Podobnie,
inkluzja F' C P i réwnos$¢ (x) implikuja, ze

{xeF:{cz)=46 CF.
Podobnie, nieréwnosé
max{(c,z) :x € F'} <94

wynika natychmiast z réwnosci (xx) i inkluzji F C P. Z drugiej strony,
poniewaz zbiér I’ jest $ciang wieloscianu P, wiec zbiér F’ jest niepusty,
zatem istnieje wektor zog € F'. Wtedy xy € F (gdyz F' C F) oraz (¢, zo) = ¢
(na mocy réwnosci (x)), wiec ze

0 <max{(c,x):xz € F}. O

2.4. SCIANY MAKSYMALNE

DEFINICJA.
Sciane F wieloscianu P nazywamy MAKSYMALNA, jesli F' # P oraz nie
istnieje $ciana F’ wieloécianu P taka, ze ' C F' C P.

LEMAT 2.28.
Niech A bedzie J x I-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={zcQ :A -z <b}.

Zatozmy, ze para (A, b) jest zredukowana.
(1) Jedli j € F(A,b), to

{r e P:(A(),x) =b(j)} # 2.
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(2) Jedli j, 5" € F(A,b)1j #j, to

{z € P:(A(j) x) =b(j)} £ {x € P: (A(j),z) = b(j")}.
DowoD.
Ustalmy indeks j € F(A,b). Wtedy F(A,b) # &, wiec z Faktu 2.1 wynika,
ze istnieje wektor z; € P taki, ze (A(j'),z1) < b(j) dla kazdego indeksu
j' € F(A,b). Niech J' := J \ {j}. Poniewaz para (A,b) jest zredukowana,
wigc istnieje wektor zo € QF taki, ze Ay - a9 < bly i (A(f), z2) > b(j).
Definiujemy liczbe A oraz I-wektor xy wzorami

A= b) = (AL, 21) i o= (1=A) 21+ X\,

(A7), 2) — (A7), 1)

Poniewaz

(A(4), 1) < b(j) < (A()), z2),

wiec 0 < A < 1. Stad tatwo wywnioskowad, ze Ay j-xo < by, gdyz Ay p-xq1 <
bly i Ay - a9 <b|y. Ponadto bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzic,
ze (A(j), z0) = b(j). W szczegblnosci,

o € {x € P: (A(j), x) = b(j)}.

Zatozmy teraz, ze j' € F(A,b) 15 # j. Wtedy (A(j'), z1) < b(j), wiec tatwo
widaé, ze (A(j'), o) < b(j), gdyz 1 — A > 0. W szczegdlnodei,

o & {x € P: (A(J), x) = b(j")}. O

TWIERDZENIE 2.29.
Niech A bedzie J x I-macierza, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ :A x<b}
Jedli para (A, b) jest zredukowana, to przyporzadkowanie
F(Ab) 3 j—=A{z e P:(A(j),z) =b(j)} S P

indukuje bijekcje pomiedzy zbiorem F(A,b) a zbiorem $cian maksymalnych
wieloscianu P.

DowOD.
Dla kazdego indeksu j € F(A,b) definiujemy zbiér F; C Q! wzorem

Fy:={z € P:(A(j), =) = b(j)}.
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Niech Fi.x bedzie zbiorem Scian maksymalnych wieloScianu P. Pokazemy
najpierw, ze jesli j € F(A,b), to Fj € Frax.

Ustalmy indeks j € F(A,b). Z Lematu 2.28(1) wynika, ze F; # @, wiec z
Whiosku 2.26 wynika, ze zbiér Fj jest Sciang wielo$cianu P. Ponadto, F; # P,
gdyz j & E(A,b). Przypu$émy teraz, ze istnieje Sciana F' wieloScianu P taka,
ze F; C F. 7Z Faktu 2.22 wiemy, ze istnieje podzbiér J' zbioru J taki, ze

F:{JIGPZAJ/,['JIIZ)‘J/}.

Zauwazmy, ze j € J', gdyz F' € F;. Zatem jesli istnieje indeks j' € J' taki, ze
j' € F(A,b), to j' # j, co prowadzi do sprzecznosci, gdyz F; € Fj na mocy
Lematu 2.28(2). Stad J' C E(A,b), a wigc F' = P.

Mozemy zatem zdefiniowaé funkcje @ : F/(A,b) — Fax Wzorem
(j):=F; (e F(AD).

Z Lematu 2.28(2) wynika, ze funkcja ® jest réznowartosciowa. Dla zakon-
czenia dowodu wystarczy wiec pokazac, ze dla kazdej $ciany maksymalnej F
wieloscianu P istnieje indeks j € F/(A,b) taki, ze F' = F.
Ustalmy Sciane maksymalng F wieloscianu P. Z Wniosku 2.26 wiemy, ze
istnieje podzbiér J' zbioru F(A,b) taki, ze

F:{xEPZAJ/’I'J):b‘J/}.

Oczywiscie J' # @ (gdyz F # P). Wybierzmy indeks j € J'. Wtedy F C Fj
i F; # P (gdyz j ¢ E(A,b)), wiec z maksymalnosci $ciany F' wynika, ze
F=F,. O

FakT 2.30.
Jedli F jest $ciang wlasciwg wieloécianu P w przestrzeni Qf, to istniejg $ciany
maksymalne Fj, k € K, K # &, wieloscianu P takie, ze

F:ﬂFk.

DowoOD.
Wybierzmy J x I-macierz A i J-wektor b takie, ze

P={zcQ' :A-2<b}

i para (A,b) jest zredukowana. Z Wniosku 2.26 wiemy, ze istnieje podzbiér
K zbioru F(A,b) taki, ze

F:{IBEPZAKJ'[E:MK}.
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Poniewaz F' jest Sciang wtasciwg, to K # @. Wtedy

F=()F,

gdzie
Fr:={x e P:(Ak),z) =b(k)} (k € K).

7 Twierdzenia 2.29 wiemy, ze zbiér Fj jest Sciang maksymalna wielo$cianu
P dla kazdego indeksu k € K, co konczy dowdd. m

FakT 2.31.

Wieloscian P w przestrzeni Q nie ma $cian wtasciwych wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér P jest przestrzenia afiniczna.

DowoOD.

Przypusémy najpierw, ze wieloScian P nie ma $cian wlasciwych i wybierzmy
pare zredukowana (A, b) taka, ze A jest J x [-macierza, b jest J-wektorem i

P={recQ':A -z <b}.

Poniewaz wieloscian P nie ma $cian wtasciwych, wiec nie ma on rowniez $cian
maksymalnych, zatem z Twierdzenia 2.29 wynika, ze F(A,b) = &. Wtedy
E(A,b) = J, zatem

P={recQ':A -z=0}

a wicc zbiér P jest podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Q! na mocy Stwier-
dzenia 1.30.

Zalézmy teraz, ze zbiér P jest podprzestrzenia afiniczng przestrzeni Q!. Ko-
rzystajac ze Stwierdzenia 1.30 wiemy, ze istnieje J x I-macierz A i J-wektor
b takie, ze

P={zcQ': A -z <b},

para (A,b) jest zredukowana i E(A,b) = J. Wtedy F(A,b) = &, wiec wielo-
Scian P nie ma $cian maksymalnych na mocy Twierdzenia 2.29. Korzystajac
dodatkowo z Faktu 2.30 otrzymujemy, ze wieloScian P nie ma $cian witadci-
wych. O]

LEMAT 2.32.

Niech A bedzie J x I-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ :A x<b}
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Jesli para (A, b) jest zredukowana, jo € F(A,b) i
Fi={z € P {A(j), z) = b))},
to
aff. hull F' = {z € Q' : ABApuijo)s " T = b’E(A,b)u{jo}}-

DowOb.
Lemat 2.28(2) implikuje, ze jesli j € J, to (A(j),x) = b(j) dla wszystkich
wektorow x € F wtedy i tylko wtedy, gdy 7 € E(A,b) U {jo}, zatem teza
wynika z Faktu 2.16.

FAKT 2.33.
Jesli F' jest $ciana maksymalna wieloscianu P, to dim /' = dim P — 1.

DowOD.
Wybierzmy J x I-macierz A oraz J-wektor b takie, ze

P:={recQ':A 2<0b}

i para (A,b) jest zredukowana. Na mocy Twierdzenia 2.29 istnieje indeks
Jo € F(A,b) taki, ze

F={x¢eP:(A(o),z) =0b(jo)}
Korzystajac z Lematu 2.32 wiemy, ze
aff. hull F' = {2 € Q" : Apanugions - & = bloanugior
zatem ze Stwierdzenia 1.31 wynika, ze
dim F' = dim aff. hull F' = || — rk Ag(ap)ujo}.1-
Poniewaz A(jo) ¢ lin. hull{A(j) : j € E(A,b)}, gdyz jo & E(A,b), wiec
tk Apapugoy,r = Tk Agap + 1.
Korzystajac z Faktu 2.17 otrzymujemy zatem, ze
dim F = |I| =tk Agap — 1 =dim P — 1. O
WNIOSEK 2.34.

Jesli F' jest $ciang wlasciwa wieloscianu P, to dim F' < dim P.
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DowoOD.
7 Faktu 2.30 wynika, ze istnieje $ciana maksymalna F’ wielo$cianu P taka,
ze FF C F'. Korzystajac z Faktu 2.33 otrzymujemy zatem, ze

dimF <dmF' =dimP — 1 < dim P. O

STWIERDZENIE 2.35.
Jesli F' jest ciang wieloscianu P wymiaru dim P — 2, to

#{F' C P: F' jest $ciang maksymalng wielo$cianu P i F' C F'} = 2.

W szczegolnoscei, Sciana F' jest przekrojem dwdch scian maksymalnych wie-
logcianu P.

DowOD.
Zauwazmy, ze druga czes¢ tezy wynika natychmiast z pierwszej i Faktu 2.30.

Wybierzmy J x [-macierz A oraz J-wektor b takie, ze
P={recQ A x<b}

i para (A, b) jest zredukowana. Dla kazdego indeksu j € F(A,b) definiujemy
sciang maksymalng F); wieloScianu P wzorem

Fy:={z € P:(A(j),z) =b(j)}.
Definiujemy podzbior Jy zbioru F'(A,b) wzorem
Jo:=1{j € F(Ab): F C F}}.

Korzystajac z Twierdzenia 2.29 wystarczy pokazaé, ze |Jo| = 2. Zauwazmy,
ze

F:ﬂFj

Jj€Jo

na mocy Faktu 2.30. Poniewaz dim F' = dim P — 2, wiec Fakt 2.33 implikuje,
ze |J0’ > 2.

Zanim udowodnimy, ze |Jo| < 2, pokazemy, ze jesli ji, 72 € Jo 1 j1 # Jja, to
() aff.hull FF = aff. hull F;, N aff. hull £}, .
Inkluzja

aff. hull F' C aff. hull F}, N aft. hull £,
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jest oczywista, gdyz F' C Fy i F' C F,. Przypomnijmy, ze na mocy Lema-
tu 2.32

(**) aff. huHFj = {l‘ € @I : AE(A,b)U{j},] T = b|E(A,b)U{j}}

dla kazdego indeksu j € F(A,b). Lemat 2.28(2) implikuje, ze podprze-
strzen aff. hull F;, N aff. hull F}, jest wlasciwg podprzestrzenig przestrzeni
aff. hull F;,. Korzystajac z Faktu 2.33 wynika wiec, Ze mamy nastepujacy
cigg nieréwnosci

dim P — 2 = dimaff. hull ' < dim(aff. hull F}, N aff. hull F},)
<dimaff. hull /j, — 1 =dim P — 2,

zatem
dim aff. hull ' = dim(aff. hull £, N aff. hull F},),
a wiec

aff. hull F' = aff. hull F;, N aff. hull F,.

Przypusémy teraz, ze |Jo| > 2 i wybierzmy parami rézne indeksy jo, 71, J2 €
Jo. Korzystajac z réwnosci (%) i inkluzji F© C Fy, F C F) oraz F C F,
otrzymujemy, ze

aff. hull £, N aff. hull F}, = aff. hull F/
C aff. hull F}, N aft. hull F}, N aff. hull F},
C aff. hull F}, Naff. hull F},,

wiec
aff. hull £, N aff. hull F, = aff. hull F; N aff. hull £, N aff. hull F},.

Korzystajac z réwnosci (x*) otrzymujemy wiec, ze istnieja liczby wymierne
/\jv ] - E(A, b) U {jl,jg} takie, Ze

AGo) = ). N-AG) i 0BG = ). A b)

JEE(Ab)U{j1,j2} JEE(Ab)U{j1,52}

Jesli )‘jl Z 01 )\j2 Z O, to

P = {x € @I : AJ\{j0}1I T < b|J\{j0}}a
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sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze para (A,b) jest zredukowana. Jesli A;, > 0 i
/\j2 < O, to

P={zeQ: Angys-v <bnpyt

ponownie sprzecznos¢. Analogicznie dochodzimy do sprzecznosci, gdy A;, <0
i Aj, > 0. Na zakonczenie zauwazmy, ze jesli A;, < 01X, <0,toj; € E(A,Db),
sprzecznosé, 1 dualnie, jesli A, <01\, <0, to jo € E(A,b), sprzecznosé. [

DEFINICJA.
Niech A bedzie J x [-macierza i niech b bedzie J-wektorem. Pare (A, b)
nazywamy NIEROWNOSCIOWO ZREDUKOWANA, jesli
{xE@IZAJ\{j}’['JJSb’J\{j}}%{$€@12A'$§b}
dla kazdego indeksu j € F(A,b).
LEMAT 2.36.
Niech A bedzie J x [-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i
P={recQ :A z<b}
Jedli para (A, b) jest nieréwnosciowo zredukowana, to przyporzadkowanie
F(Ab) 3 j—=A{z e P:(A(j),z) =b(j)} S P

indukuje bijekcje pomiedzy zbiorem F'(A,b) a zbiorem $cian maksymalnych
wieloscianu P.

DowOb.
Poniewaz para (A, b) jest nieréwnosciowo zredukowana, wiec istnieje podzbior
J' zbioru J taki, ze FI(A,b) C J', para (A 1,b|;) jest zredukowana oraz

P:{xe@I:AJ/Jme]J/}.

Poniewaz F(Ay 1,bly) = F(A,b)NJ = F(A,b), wigc teza wynika z Twier-
dzenia 2.29. ]

TWIERDZENIE 2.37.
Jesli A jest J x I-macierza i b jest J-wektorem, to para (A, b) jest nieréwno-
Sciowo zredukowana wtedy i tylko wtedy, gdy
(1) dla kazdego indeksu j € F(A,b) istnieje I-wektor x taki, ze A-z < bi
(A@), x) = b(7),
(2) dla dowolnych indekséw ji, 72 € F(A,b) takich, ze j; # ja, istnieje I-
wektor z taki, ze A-x < b, (A(j1), ) =0b(j1) 1 (A(J2), ) < b(Ja).
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DowoOD.
Definiujemy wielo$cian P w przestrzeni Qf wzorem

P={recQ :A x<b}
Dla kazdego indeksu j € J definiujemy podzbiér F; zbioru P wzorem
Fj:={z € P: (A(j), =) = b(j)}.

Musimy pokazaé, ze para (A,b) jest nieréwnosciowo zredukowana wtedy i
tylko wtedy, gdy F; # @ dla kazdego indeksu j € F(A,b) oraz F};, € Fj, dla
dowolnych indekséw ji, jo € F(A,b) takich, ze j; # ja.

Zalozmy najpierw, ze para (A, b) jest nieréwnosciowo zredukowana. Korzy-
stajac z Lematu 2.36 wiemy, ze jeSli j € F(A,b), to zbiér Fj jest Sciang
(maksymalng) wieloscianu P, a wiec w szczegdélnosci F; # @. Ustalmy teraz
indeksy ji1,jo € F(A,b) takie, ze j; # jo. Korzystajac ponownie z Lema-
tu 2.36 wiemy, ze zbiory F}, i I}, sg dwiema réznymi Scianami maksymalnymi
wielodcianu P, a wiec w szczegblnosci F;, € F,.

Zalézmy teraz, ze para (A,b) nie jest nieréwnosciowo zredukowana, i wy-
bierzmy podzbiér J' zbioru J taki, ze para (Ay 1,b|;) jest zredukowana.
Poniewaz para (A, b) nie jest nieréwnosciowo zredukowana, wiec istnieje in-
deks j; € F(A,b) taki, ze j; ¢ J'. Fakt 2.22 implikuje, ze F;, = @ lub zbiér
F}, jest Sciang wieloScianu P. W pierwszym przypadku dowdd jest zakonczo-
ny, natomiast w drugim przypadku wiemy, ze F}, # P, gdyz j; € F(A,b).
Korzystajac z Faktu 2.30 otrzymujemy, ze istnieje Sciana maksymalna F' wie-
loscianu P taka, ze [, C F. Korzystajac z Twierdzenia 2.29 otrzymujemy,
ze istnieje indeks jo € F((Ay1,blp0)) = J' N F(A,Db) taki, ze F' = Fj,, co
konczy dowdd, gdyz warunek j, € J' implikuje, ze j; # jo. m

WNIOSEK 2.38.
Niech A bedzie J x I-macierza, niech b bedzie J-wektorem i
P={recQ A z<b}

Jesli dim P = |I] i A(j) # 0 dla kazdego indeksu j € J, to para (A,b) jest
zredukowana wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) dla kazdego indeksu j € J istnieje x € P taki, ze (A(j),z) = b(j),

(2) dla dowolnych indekséw ji,j2 € J takich, ze j; # jo, istnieje wektor
x € P taki, ze (A(j1),z) = b(j1) 1 (A(J2), x) < b(ja).

DowOD.
Poniewaz dim P = |I| (a wigc w szczegdlnosci P # @), wiec rk Agap).r =
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0 na mocy Faktu 2.17. Poniewaz A(j) # 0 dla kazdego indeksu j € J,
wiec E(A,b) = @, zatem F(Ab) = J. W szczegblnosci, para (A,b) jest
zredukowana wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieréwnosciowo zredukowana,
zatem teza wynika natychmiast z Twierdzenia 2.37. ]

2.5. SCIANY MINIMALNE

DEFINICJA.
Sciane F' wieloScianu P nazywamy MINIMALNA, jesli nie istnieje Sciana F”
wielo$cianu P taka, ze F' C F.

FAKT 2.39.
Sciana I’ wieloScianu P jest minimalna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér F' jest
podprzestrzenia afiniczna.

DowOD.
Z Faktu 2.27(2) wynika, ze zbiér F jest Sciana minimalng wieloscianu P wte-
dy i tylko wtedy, gdy zbiér F' traktowany jako wieloscian (co jest mozliwe
dzieki Faktowi 2.18) nie ma $cian wlasciwych. Zatem teza wynika z Fak-
tu 2.31. O

TWIERDZENIE 2.40 (HOFFMAN/KRUSKAL).
Niech A bedzie J x I-macierza, niech b bedzie J-wektorem i

P={recQ A z<b}

Zbior F jest Sciang minimalng wieloscianu P wtedy i tylko wtedy, gdy F' # @,
F C P iistnieje podzbiér J’ zbioru J taki, ze

F:{L’L'E@]ZAJ/’['LU:MJ/}.

DowOD.
Jedli zbior F' spetnia powyzsze warunki, to jest $ciang minimalng wielo$cianu
P na mocy Faktow 2.22 1 2.39.
Zalozmy teraz, ze zbior F' jest $ciang minimalng wieloscianu P. Wtedy oczy-
widcie F' # @ i F C P. Ponadto, na mocy Faktu 2.22 istnieja podzbiory J' i
J" zbioru J takie, ze J'NJ" = @& i

F:{xEQIZAJ/J'.I:MJ/iAJ//7[‘$§b|JH}.

Wybierzmy podzbiory J' i J” tak, aby liczba |J”| byla najmniejsza mozliwa.
Korzystajac z Lematu 2.36 otrzymujemy wtedy, ze istnieje bijekcja pomiedzy
zbiorem J” a zbiorem $cian maksymalnych wielo$cianu F'. Poniewaz zbior
F jest Sciana minimalng wieloscianu P, wiec z Faktu 2.27(2) wynika, ze
wielo$cian F' nie ma Scian wtasciwych, a wiec takze Scian maksymalnych.
Stad J” = &, co konczy dowdd. O]
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WNIOSEK 2.41.
Jesli zbior G jest Sciang minimalna stozka wielodciennego C, to

G = lin. space C.

DowOb.
7 Twierdzenia 2.40 i Faktu 2.7 wynika natychmiast, ze lin.spaceC' C G. Z
drugiej strony, Fakt 2.22 implikuje, ze zbior lin. space C' jest $ciang stozka C,
co konczy dowdd wobec definicji Sciany minimalne;j. O

LEMAT 2.42.
Jesli F' jest $ciana wieloscianu P, to lin. space F' = lin. space P.

DowOD.
Wybierzmy J x [-macierz A oraz J-wektor b takie, ze

P={zecQ':A -z <b}.
7 Faktu 2.7 wiemy, ze
lin.space P = {y € Q" : A-y = 0}.

Z drugiej strony, z Faktu 2.22 wiemy, ze istnieje podzbiér J’ zbioru J taki,
V1S

F:{SCGQI:A'SL’SbiAJ/’I'SE:b‘J/}.
Korzystajac ponownie z Faktu 2.7 otrzymujemy, ze

lin.space F = {y € Q' : A-y=0i Ay -y=0},

co konczy dowdd. O
FAKT 2.43.

Jesli zbiér F jest $ciana minimalng wieloScianu P, to istnieje wektor z( taki,

7€

F = x4 + lin. space P.
W szczegolnosci dim F' = dim lin. space P.

DowoOD.
Wybierzmy wektor xy € F'. Korzystajac z Faktu 2.39 i Wniosku 1.20 wiemy,
ze

F = 2y + lin. space F.

Poniewaz lin. space F' = lin. space P na mocy Lematu 2.42, wiec otrzymujemy
teze. L]
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WNIOSEK 2.44.
Jesli P jest wielodcianem, to dla kazdej liczby catkowitej d takiej, ze

dim lin. space P < d < dim P,
istnieje Sciana F' wieloscianu P taka, ze dim F' = d.
DowOD.

Jedli d = dim P, to teza jest oczywista (bierzemy F' = P).

Przypu$émy zatem, ze d < dim P oraz zal6zmy, Ze istnieje Sciana F” wielo-
Scianu P taka, ze dim F’ = d + 1. Poniewaz d + 1 > d > lin. space P, wiec
Sciana F’ nie jest minimalna na mocy Faktu 2.43. Z Faktu 2.27(2) wynika
zatem, ze istniejg Sciany witasciwe, a wiec na mocy Faktu 2.30 takze Sciany
maksymalne, wielo$cianu F’. Wybierzmy $ciane maksymalng F wielo$cianu
F’. Wtedy zbiér F jest $ciang wieloScianu P na mocy Faktu 2.27(2) oraz

dmF =dimF —1=d
na mocy Faktu 2.33, co konczy dowdd. O]

DEFINICJA.
WIERZCHOLKIEM WIELOSCIANU P nazywamy kazdy wektor x € P taki, ze
zbiér {z} jest Sciana wieloScianu P.
FAKT 2.45.
(1) Wektor z jest wierzchotkiem wieloscianu P wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiér {x} jest $ciang minimalng wieloScianu P.

(2) Wieloscian P posiada wierzchotki wtedy i tylko wtedy, gdy jest ostry.

DowOD.
Pierwsza cze$¢ jest oczywista. Korzystajac z pierwszej czes¢ i Faktu 2.43
natychmiast otrzymujemy, ze wieloscian P posiada wierzchotki wtedy i tylko
wtedy, gdy | lin. space P| = 1, a wiec lin. space P = 0, tzn. wieloScian P jest
ostry. 0

UWAGA.
W przypadku, gdy Sciana minimalna sktada si¢ tylko z jednego punkty, be-
dziemy takze nazywac te¢ Sciane wierzchotkiem.

2.6. KRAWEDZIE 1 PROMIENIE EKSTREMALNE

FAKT 2.46.
Niech A bedzie J x I-macierzg, niech b bedzie J-wektorem i

P={zecQ :A x<b}
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Jesli F' jest Sciang wieloScianu P wymiaru dim lin. space P + 1, to istnieje
podzbiér J' zbioru J oraz indeksy ji,jo € J\ J' takie, ze tk Ay y =1tk A —1
i

F={zeQ Ay z=0bp, (A(ji), =) <b(ji) i (A(j2), z) < b(j2)}.

DowoD.
Poniewaz zbiér F' jest Sciang wieloscianu F', wiec z Faktu 2.22 wynika, ze
istnieja podzbiory J' i J” zbioru J takie, ze J'NJ" = & i

F:{xEQI:AJ/J*Z'IbL]/iAJ//J-be‘J//},

Wybierzmy podzbiory J' i J” tak, aby liczba 2 -|J"| + |J'| byta najmniejsza
mozliwa. Pokazemy, ze |J"| < 2.

Dla kazdego indeksu j € J” definiujemy zbiér F; wzorem
Fy:=A{z e F: {A(j),z) = b(j)}-

Z wybory zbioréw J' i J” oraz Twierdzenia 2.29 wynika, ze zbiory F}, j € J”,
sg parami réznymi Scianami maksymalnymi wieloscianu F'. W szczegdlnodci,
Fakt 2.33 implikuje, ze

dim F; = dim ' — 1 = dimlin. space P
dla kazdego indeksu j € J”. To z kolei oznacza, ze
(x) 1kApugyr=1kA
dla kazdego indeksu j € J”. Istotnie, jesli j € J”, to
aff. hull F; = {z € Q" : Apugyg - =blyugy}
na mocy Lematu 2.32. Podobnie,
lin.space P = {y € Q' : A-y =0}

na mocy Faktu 2.7. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.31 i Stwierdzenia 1.12(2)
otrzymujemy zatem, ze

|I| — rk A gy, = dimaff. hull F; = dim F;
= dim lin. space P = |I| — rk A.

Zauwazmy teraz, ze

(%) tkAy =1k A— 1.
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Istotnie z wyboru zbioréw J’ i J” i Faktu 2.17 wynika, ze
dim F = |I| —rk Ay,
a wiec korzystajac ponownie ze Stwierdzenia 1.12(2) otrzymujemy, ze

|[I| =tk Ay = dim F' = dimlin. space P + 1 = |I| —rtk A + 1.

Z réwnosci (%) 1 (#x) wynika w szczegdlnosci, ze jesli ji, jo € J”, to istnieja
liczby wymierne A, p;, j € J', takie, ze

A(j1) = X+ A(ja) + Z 1 - A(j)

iA#0.
Pokazemy, ze jesli A i p;, j € J', sa liczbami wymiernymi takimi, ze
(1) AG) =X AG2) + Y - AG),

jeJ’

to A < 0. Istotnie, przypusémy, ze A > 0 i wybierzmy wektory x; i zo takie,

ze v1 € Fj, \ Fj, 1z € Fj, \ Fj, (takie wektory istnieja, gdyz zbiory F}, i Fj,

sa réznymi Scianami maksymalnymi wieloScianu F'). Z Lematu 2.21 wiemy,
e (A(j1),ma) < b(j1). Korzystajac z przedstawienia (f) otrzymujemy zatem,

7€

(1) A-b(G2) + Dy - b(j) < b(j).

JeJ’

Z drugiej strony przedstawienie (fj) implikuje, ze

A A(]Q Z:u] 7

jeJ!
wiec
Z pj - b(7) < A-b(j2),

jedJ’

gdyz (A(j2), 1) < b(j2) na mocy Lematu 2.21 (w tym miejscu wykorzystu-
jemy zatozenie A > 0). Dodajac stronami nieréwnosci (1) i (f) otrzymujemy,
ze

b(51) + A - b(j2) <b(jr) +A-0(52),
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sprzecznosc.

Przypu$émy teraz, ze |J”| > 2 i wybierzmy parami rézne indeksy jo, j1, j2 €
J". Z weczesniejszych rozwazan wiemy, ze istniejg liczby wymierne Ay, Ao, f4q 5,
H2.5, JE J’, takie, ze \; < 0, Ay <0,

AG) = M- Aljo) + Y 1y - A)

jeJ”

A(j2) = A2 - Ajo) + Z pag - AQJ)-

jeJ”
Wtedy
. A . ; .
A(n) = 2 AG) + D (g — B2) - A()
A1 : A1
jeJ
i i—f > (), sprzecznosc. O

WNIOSEK 2.47.
Jedli F jest $ciang wielo$cianu P wymiaru dim lin. space P + 1, to

#{F': F' jest $ciang minimalng wielo$cianu P i F' C F'} < 2.

DowOb.
7 Faktu 2.46 i Twierdzenia 2.29 natychmiast wynika, ze

#{F': F' jest $ciang maksymalna wielo$cianu F'} < 2.

Wystarczy zatem pokazaé, ze zbiér F” jest $ciang minimalng wielogcianu P
taka, ze ' C F, wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér F’ jest Sciang maksymalng
wieloscianu F'. Zauwazmy jednak, ze Fakt 2.43 implikuje, ze Sciany minimalne
wieloscianu P sa to doktadnie Sciany wieloscianu P wymiaru dim lin. space P.
Podobnie z Faktu 2.33 i Wniosku 2.34 wynika, ze Sciany maksymalne wielo-
Scianu F' to Sciany wieloscianu F' wymiaru dim lin. space P. Poniewaz z Fak-
tu 2.27(2) wiemy, ze $ciany wieloscianu F' to $ciany wielo$cianu P zawarte w
zbiorze F, powyzsze obserwacje konczg dowdd. O]

DEFINICJA.
Sciany minimalne F} i F, wieloScianu P nazywamy SASIEDNIMI, jesli istnieje
Sciana F' wieloscianu P wymiaru dim lin. space P+1 taka, ze [} C F'i Fy, C F.

DEFINICJA.
ODCINKIEM nazywamy kazdy zbiér postaci conv. hull{zy, 25}, gdzie x1i xo
sg dwoma réznymi I-wektorami.
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DEFINICJA.
PORPROSTA nazywamy kazdy zbior postaci z+cone{v}, gdzie x i v sa dwoma
I-wektorami takimi, ze v # 0.

STWIERDZENIE 2.48.
Jesli P jest wieloscianem ostrym wymiaru 1, to zbior P jest albo odcinkiem
albo poétprosta.

DowOD.
Z Faktu 2.45(2) wynika, ze $ciany minimalne wieloscianu P sg wierzchotkami.
Wybierzmy wierzchotek zy wielo$cianu P. Poniewaz dim P = 1 > 0, wiec
P # {x¢}. Wybierzmy wektor x; € P taki, ze x1 # xo, i zdefiniujmy wektor
v Wzorem v := x; — To. Poniewaz

xo + lin. hull{v} = aff. hull{zg, z; } C aff. hull P
na mocy Stwierdzenia 1.16 i

dim(zo + lin. hull{v}) = 1 = dim P,
na mocy Wniosku 1.24, wiec

P C aff hull P = ¢ + lin. hull{v}.

Poniewaz xq jest wierzchotkiem wieloscianu P, wiec mozna wywnioskowac, ze
P C zq+ cone{v}. Z wypuklosci zbioru P wynika, ze jesli P # x¢+ cone{v},
to zbiér P jest odcinkiem. O]

WNIOSEK 2.49.
Jesli F' jest sciang wymiaru dim lin. space P + 1 wieloscianu P, to

F = @ + lin. space P,
gdzie zbior () jest odcinkiem lub potprosta.

DowOD.
Korzystajac z Lematu 2.42 wiemy, ze

lin. space F' = lin. space P.

Wykorzystujac teraz Faktu 2.15 otrzymujemy, ze istnieje wielo$cian ostry ()
taki, ze Q C (lin. space P)* i

F = @ + lin. space P.

Poniewaz dim F' = dim lin. space P + 1, wiec dim () = 1, zatem teza wynika
ze Stwierdzenia 2.48. O
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DEFINICJA.
Jesli F' jest $ciana wielo$cianu P i dim F' = 1, to Sciane F' nazywamy KRA-
WEDZIA, jesli zbiér F jest odcinkiem, lub PROMIENIEM (EKSTREMALNYM),
jesli zbiér F' jest potprosta.

2.7. PROMIENIE EKSTREMALNE STOZKOW OSTRYCH

DEFINICJA.
Sciane G stozka wielogciennego C' nazywamy MINIMALNA SCIANA WEASCI-
WA, jesli G # lin. space C' oraz nie istnieje Sciana G’ stozka G taka, ze G' C G
i G’ # lin. space C'.

LEMAT 2.50.
Sciana G stozka wielosciennego C' jest minimalna $ciana wtasciwag wtedy i
tylko wtedy, gdy dim G = dim lin. space C' + 1.

DowOD.

Zal6zmy najpierw, ze dim G = dimlin.spaceC' + 1 i przypu$émy, ze G’
jest Sciang stozka G taka, ze G' C G. Z Wniosku 2.34 wiemy, ze dimG <
dim lin. space C', wiec zbior G jest Sciana minimalng stozka C' na mocy Fak-
tu 2.43. Stad G = lin. space C' na mocy Wniosku 2.41.

Zatozmy teraz, ze dim G # dimlin.spaceC' + 1. Z Faktu 2.43 wiemy, ze
dim G > lin.space C. Jesli dim G = dimlin. space C, to $ciana G jest mi-
nimalna na mocy Fakt 2.43, wiec G = lin. space C' na mocy Wniosku 2.41.
Zatézmy zatem, ze dim G > dimlin.space C' + 1. Wtedy $ciana G nie jest
minimalna na mocy Faktu 2.43. Niech G’ bedzie $ciang maksymalng Sciany
G. Korzystajac z Faktu 2.33 otrzymujemy, ze

dim G’ = dim G — 1 > dim lin. space C,
wiec G' # lin. space C. H

FAKT 2.51.
Niech A bedzie J x I-macierzg i

C:={reQ A z<0}.

Jesli G jest $ciana stozka C' wymiaru dim lin. space C'+ 1, to istnieja podzbior
J' zbioru J oraz indeks jo € J \ J’' takie, ze tk Ay =1tk A—11

G:{.%'E@IiAJ/’['I‘:Oi<A(j0),l’> SO}

DowoOD.

Korzystajac z Faktu 2.46 wiemy, ze istniejg podzbior J’ zbioru J oraz indeksy
jOle S J\ Jl takie, Ze I'kAJ/’I = I‘kA— 1 1

G={recQ :Ap;-2=0,(A3o), ) <01 (A(j),r) <0)}.
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Poniewaz dim G = dim lin. space C' + 1, wiec z Faktow 2.33 i 2.43 wynika, ze
Sciany maksymalne stozka G sg $cianami minimalnymi stozka C'. Poniewaz
stozek C' ma doktadnie jedna $ciane minimalna na mocy Wniosku 2.41, wiec

korzystajac z Twierdzenia 2.29 mozemy zatozy¢, ze 71 = jo. ]
DEFINICJA.
Stozek wieloscienny C' nazywamy OSTRYM, jesli stozek C' jest wieloScianem
ostrym.
UWAGA.

Jesli stozek C' jest ostry, to jego jedyna $ciana minimalna jest zbior {0}.

DowoOD.
Natychmiast z Wniosku 2.41. [

LEMAT 2.52.
Jedli stozek C' jest ostry, to jego Scianami wymiaru 1 sg promienie ekstremal-
ne.

DowODb.
7 Wniosku 2.49 wiemy, ze Sciany wymiaru 1 stozka C' musza by¢ odcinkami
lub promieniami ekstremalnymi. Poniewaz Sciany stozka C' sa stozkami na
mocy Faktu 2.25, wiec $ciany wymiaru 1 stozka C' musza by¢ promieniami
ekstremalnymi. O

FAKT 2.53.
Niech Gy, | € L beda wszystkimi minimalnymi Scianami wlasciwymi stozka
wielosciennego C'. Jedli y; € Gy \ lin. space C' dla kazdego indeksu | € L, to

C = cone{y; : [ € L} + lin. space C.

DowOb.
Oczywiscie

cone{y, : L € L} + lin.space C' C C.

Dla dowodu inkluzji przeciwnej pokazemy, ze
G C cone{y; : | € L} + lin. space C

dla kazdej $ciany G stozka C'. Dowdd bedzie indukeyjny ze wzgledu na dim G.
Zauwazmy, ze dim GG > dim lin. space C' na mocy Faktu 2.43.

Zat6zmy najpierw, ze dim G = dim lin. space C'. Z Faktu 2.43 wiemy, ze zbior
G jest Sciana minimalna stozka G, wigc G = lin.space C' na mocy Wnio-
sku 2.41. W szczegolnosci,

G C cone{y; : [ € L} + lin. space C.
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Zatozmy teraz, ze dim G > dimlin.space C' i ustalmy wektor y € G. Wy-
bierzmy J x [-macierz A taka, ze

G={zcQ':A-2<0}

i para (A,0) jest zredukowana. Wybierzmy wreszcie indeks [y € L taki, ze
G, C G (taki indeks istnieje na mocy Lematu 2.50 i Wniosku 2.44).

Niech

J = {j € J: {A() my) < 0}

Zauwazmy, ze zbiér J' jest niepusty. Istotnie, w przeciwnym wypadku y,, €
lin. space G na mocy Faktu 2.7. Poniewaz lin. space G = lin. space C' na mocy
Lematu 2.42, to prowadzitoby do sprzecznosci z zatozeniem y;, ¢ lin. space C'.

Poniewaz J' # &, zatem mozemy zdefiniowaé liczbe p wzorem
po=max{\€Q:y— Ny, € G}.

Innymi stowy,

— win (AG)y)y .
= {<A<j>,yzo>"7€‘]}'

Oczywiscie > 0. Ponadto istnieje indeks jo € J' taki, ze y — u -y, € G,
gdzie

G ={x e G:{A(j),x) =0}.

7 Twierdzenia 2.29 i Faktu 2.33 wiemy, ze dim G’ = dim G — 1, zatem z
zatozenia indukcyjnego wynika, ze

G' C cone{y, : | € L} + lin.space C.

W szczegolnosci,

y=p-y,+y—p-y, €cone{y :l€ L} + G
C cone{y; : L € L} + lin.spaceC. [

2.8. ROZKLAD WIELOSCIANU

LEMAT 2.54.
Jesli F' jest $ciana wieloScianu P, to char. cone F' C char. cone P.
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DowOb.
Ustalmy wektor y € char. cone F'. Z Faktu 2.3 wiemy, ze istnieje wektor zy €
F taki, ze xo+ -y € F dla kazdej liczby wymiernej A € Q. . Poniewaz F' C P,
wiec korzystajac ponownie z Faktu 2.3 otrzymujemy, ze y € char. cone P. [

FAKT 2.55.
Zalozmy, ze P jest niepustym wieloScianem. Niech Fy, k € K, beda wszyst-
kimi $cianami minimalnymi wieloscianu P. Jesli x;, € F} dla kazdego k € K,

to
P = conv. hull{zy : k € K} 4 char. cone P.
Dowob.
Oczywiscie

conv. hull{zy : k € K} + char. cone P C P.

Dla dowodu inkluzji przeciwnej pokazemy, ze
F C conv. hull{zy, : k € K} + char. cone P

dla kazdej $ciany F' wieloscianu P. Dow6d bedzie indukeyjny ze wzgledu na
dim F'. Zauwazmy, ze dim £’ > dim lin. space P na mocy Faktu 2.43.

Zatézmy najpierw, ze dim F' = dimlin. space P. Wtedy zbior F' jest $cia-
na minimalng wieloscianu P na mocy Faktu 2.43. W szczegodlnosci, istnieje
indeks ky € K taki, ze ' = Fy,. Korzystajac ponownie z Faktu 2.43 otrzy-
mujemy, ze

F = xy, + lin. space P C conv. hull{zy : k € K} + char. cone P.

Zatézmy teraz, ze dim F' > dim lin. space P i ustalmy wektor zy € F'. Istnieje
indeks ky € K taki, ze Fy, C F. Jesli xg — z, € char. cone P, to

Ty = Ty, + (To — T,) € conv. hull{zy : k € K} + char. cone P.

Zatézmy zatem, ze xo—xy, ¢ char.cone P i wybierzmy macierz J x [-macierz
A oraz J-wektor b takie, ze

F={recQ' :A-x<b}

i para (A,b) jest zredukowana. Korzystajac z Lematu 2.54 wiemy, ze xy —
T, € char.cone I, zatem z Faktu 1.50 otrzymujemy, ze istnieje indeks j €
F(A,b) taki, ze

(A(j), xo — xp,) > 0.
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Niech
J ={jeJ:(Aj),ro— z1,) > 0}.

7 powyzszej obserwacji wiemy, ze J' # @, zatem mozemy zdefiniowaé liczbe
[L Wzorem

poi=max{\ € Q:xy, + X (xo—x1,) € F'}.

Innymi stowy,

. : b(j) _ <A(.])7xk0> . y
= ming (A()), %0 — r) g}

Zauwazmy, ze > 1, gdyz xo € F. Ponadto istnieje indeks jo € J' taki, ze
x € F', gdzie

Th = Ty + - (g — Ty i F:={zxeF:(A(o),z) =0b(jo)}

7 Twierdzenia 2.29 i Faktu 2.33 wiemy, ze dim F’ = dim F' — 1, zatem z
zatozenia indukcyjnego wynika, ze

F' C conv. hull{zy, : k € K} + char. cone P.
W szczegdlnosci,

xg € conv. hull{zy : k € K} + char. cone P.

Poniewaz
1 /
moZ;'xo‘f‘ (1——) Tke,
wiec
xo € conv. hull{zy, : k € K} + char. cone P. O

WNIOSEK 2.56.

Zalozmy, ze P jest niepustym wielo$cianem. Niech Fj, k € K bedg wszystki-
mi $cianami minimalnymi wielo$cianu P i niech Gj, [ € L, beda wszystkimi
minimalnymi $cianami wtasciwymi stozka char.cone P. Jesdli z;, € Fj dla
kazdego k € K iy, € G, \ lin. space P dla kazdego indeksu [ € L, to

P = conv. hull{zy : k € K} 4 cone{y; : | € L} + lin. space P.
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DowoOD.
Wynika natychmiast z Faktu 2.53 i Faktu 2.55 (zauwazmy, ze lin. space P =
lin. space C' na mocy Wniosku 2.5). [

WNIOSEK 2.57.
Zatozmy, ze P jest niepustym wieloScianem i

Q := PN (lin. space P)*.

Niech x, k € K, bedg wszystkimi wierzchotkami wieloscianu @) i niech G,
[ € L, bedg wszystkimi promieniami ekstremalnymi stozka char. cone ). Jesli
y € G\ {0} dla kazdego indeksu [ € L, to

P = conv. hull{zy : kK € K} 4+ cone{y; : | € L} + lin. space P.

DowOb.
7 Lematu 2.13 wiemy, ze

P = @ + lin. space P.

Ponadto z Wniosku 2.14 wynika, ze wieloscian () jest ostry. Z Faktu 2.45 i
Faktu 2.43 wynika zatem, ze Scianami minimalnymi wieloscianu () sa jego
wierzchotki. Podobnie, z Lematu 2.50 i Lematu 2.52 wynika, ze minimalny-
mi $cianami wlasciwymi stozka char. cone () sa jego promienie ekstremalne
(zauwazmy, ze na mocy Lematu 2.12 stozek @ jest ostry). Korzystajac z
Wnhniosku 2.56 otrzymujemy zatem, ze

Q) = conv. hull{zy : k € K} 4 cone{y, : | € L},

co konczy dowdd. O]

FAkT 2.58.
Niech P bedzie niepustym wielo$cianem w przestrzeni Q' i

Q := PN (lin. space P)*.
Jedli xp, k€ K iy, |l € L, sa [-wektorami takimi, ze
(1) P =conv.hull{zy : k € K} + cone{y; : [ € L} + lin. space P,

(2) 3 € (lin. space P)* dla kazdego indeksu k € K iy; € (lin. space P)* dla
kazdego indeksu [ € L,

(3) liczba | K|+ |L| jest minimalna,

to xx, k € K, sa wszystkimi parami ré6znymi wierzchotkami wielo$cianu @)
oraz cone{y;}, | € L, sa wszystkimi parami r6znymi promieniami ekstremal-
nymi stozka char. cone Q.
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Dowo.
Z warunkéow (1) i (2) oraz Faktu 2.15(2) wynika, ze

conv. hull{zy, : k € K} +cone{y, : l € L} = Q.

Stad dla kazdej $ciany F' wieloscianu () istnieje indeks k € K taki, ze xp € F.
W szczegblnosei, wérod wektoréw xi, k € K, znajduja si¢ wszystkie wierz-
chotki wieloscianu (). Ponadto korzystajac z Faktu 2.4 otrzymujemy, ze

cone{y; : | € L} = char. cone @,

a wiec dla kazdej Sciany G stozka char.cone () istnieje indeks [ € L taki,
ze y € G. W szczegblnosei, wéréd stozkéw cone{y;}, | € L, znajduja sie
wszystkie promienie ekstremalne stozka (). Wykorzystujac warunek (3) oraz
Wnhiosek 2.57 otrzymujemy teze. O

2.9. ZASTOSOWANIE: MACIERZE PODWOJNIE STOCHASTYCZNE

DEFINICJA.
J x I-macierz A nazywamy PODWOJNIE STOCHASTYCZNA wtedy i tylko wte-
dy, gdy spetione sg nastepujace warunki:

(1) A(j,7) > 0 dla wszystkich indeksow i € [ ij € J,
(2) > e A(, 1) = 1 dla kazdego indeksu i € 1,
(3) > ier A(4,7) = 1 dla kazdego indeksu j € I.
UWAGA.
Jesli A jest J x [-macierzg podwdjnie stochastyczna, to |J| = |I].

DowoD.
Mamy réwnosci

1= "1=> "D "AG,) =Y Y A@Gi) =Y _1=]J]. O

iel iel jeJ jeJ iel jet
OZNACZENIE.
Symbolem P; ; oznaczamy zbiér wszystkich J x I-macierzy podwéjnie sto-
chastycznych.
DEFINICJA.

J x I-macierz P nazywamy MACIERZA PERMUTACJI wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnione sa nast¢pujace warunki:

(1) P(j,i) € {0,1} dla wszystkich indekséw i € [ 1 j € J,
(2) dla kazdego indeksu ¢ € I istnieje dokladnie jeden indeks j € J taki, ze
P(j,1) =1,
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(3) dla kazdego indeksu j € J istnieje dokladnie jeden indeks i € T taki, ze
P(j,i) = 1.
UWAGA.
Kazda macierz permutacji jest macierza podwdjnie stochastyczng.

OZNACZENIE.
Symbolem P; ; oznaczamy zbiér wszystkich J x I-macierzy permutacji.

OZNACZENIE.
Symbolem B; ; oznaczamy zbiér bijekcji ze zbioru I do zbioru J.

OZNACZENIE.
Dla kazdej bijekcji o € Br,; definiujemy macierz P, wzorem

{1 jesli j = o (i),

P,(j,1) :== (1,7 € I).

0 w przeciwnym wypadku,

UWAGA.
Jedli zdefiniujemy funkcje ® : By ; — Pr; wzorem

(®(0)) :=F; (0 € Br.y),
to funkcja @ jest bijekcja.
TWIERDZENIE 2.59 (BIRKHOFF).
Py ; = conv. hull Py ;.

DowOD.
Zauwazmy, ze zbior P; jest wieloScianem. Ponadto char.coneP;; = {0}.
Istotnie, korzystajac z Faktu 1.50 wiemy, ze jesli A jest J x I-macierza,
to A € char.coneP;; wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg nastepujace
warunki:

(1) A(j,i) > 0 dla wszystkich indekséw i € I'ij € J,

(2) > ,es A7) = 0 dla kazdego indeksu i € I,

(3) Y icr A(4,7) = 0 dla kazdego indeksu j € 1.

Wobec Faktu 2.55 wystarczy zatem pokazac, ze zbiér P, jest zbiorem wierz-
chotkéw wieloScianu P; ;. Teze t¢ udowodnimy przez indukeje ze wzgledu na
|I|. Zauwazmy, ze jesli |I| = 1, to teza jest oczywista, zalézmy zatem, ze
17| > 1.

Pokazemy najpierw, ze macierz P, jest wierzchotkiem wieloscianu Py ; dla
kazdej bijekcji o € By ;. Zauwazmy, ze macierz P, jest jedynym rozwigzaniem
w przestrzeni J x [-macierzy uktadu réwnan

xj,izoa i€I7j€J,j7é0(i)7
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ij’i:]" iGI,

Jje€J

ij,izla jEJ,

co koncezy te czes¢ dowodu wobec Twierdzenia 2.40.

Zalézmy teraz, ze macierz A jest wierzchotkiem wieloscianu P ;. Niech
Z:={(j,1)eJxI:A(j,i) =0}

Na mocy Twierdzenia 2.40 macierz A jest jedynym rozwigzaniem w prze-
strzeni J x [-macierzy uktadu réwnan

ZL‘]‘Z':O, (j,i)GI,

)

ij,i:]ﬂ iGI,
ij,izlv jEJ

W szczegdlnosci oznacza to, ze
Z| = " =211 = 1) = 1] - (1] = 2) + 1.

Stad, istnieje indeks i € I taki, ze |Jo| = |J| — 1 (pamietajmy, ze |I| = |J|),
gdzie

Jo:={j€J:(j,i0) € L}.

Niech Iy := I\ {ip} i niech jo bedzie (jedynym) elementem zbioru J \ Jo.
Wtedy A(jo,i0) = 1 oraz A, ; = 0 dla wszystkich indeksow i € Iy 1 A(j, i) =
0 dla wszystkich indeksoéw j € Jy. Definiujemy Jy X Ip-macierz Ay wzorem

AO = A|JO7[0.
Wtedy Ay € Py, oraz Ay jest jedynym rozwigzaniem uktadu réwnan

zj; =0, (4,1) € Lo,

ZZL']"Z‘:L iE]O,

j€Jo

ZIj’i = 1, j S J(),

i€lg
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gdzie
IO =7N (JO X [0)

Korzystajac ponownie z Twierdzenia 2.40 otrzymujemy, ze macierz Ag jest
wierzchotkiem zbioru Py, j,, zatem istnieje bijekcja oy € By, j, taka, ze Ay =
P,,. Jesli zdefiniujemy funkcje o : I — J wzorem

. Jo jesli i = i, ,

o(i) ;== 1€ 1),
( ) {0’0(]) Jeéll 1€ ]0, ( )

to funkcja o jest bijekcja i A = P,. n

DEFINICJA.
SKOJARZENIEM w grafie G = (V| E,~) nazywamy kazdy podzbiér M C E
taki, ze |y(e)| = 2 dla kazdej krawedzie e € M oraz

Hee M:venr(e)} <1

dla kazdego wierzchotka v € V. Réwnowaznie, drugi warunek mozemy sfor-
mutowaé: y(ey) Ny(e2) = @ dla wszystkich krawedzi e;,es € M takich, ze
ey # ey). Skojarzenie M nazywamy DOSKONAELYM, jesli

Hee M:veqy(e)} =1

dla kazdego wierzchotka v € V.

LEMAT 2.60.
Jedli graf G = (V, E,v) posiada skojarzenie doskonale, to liczba |V jest
parzysta.

DowOD.
Niech M bedzie skojarzeniem doskonatym w grafie V. Wtedy

2. M=) = ) ) = V. =

ee M eeM

LEMAT 2.61.
Niech G = (V, E,~) bedzie grafem dwudzielnym z klasami koloréw V; i Va.
Niech o € By, v, bedzie bijekcja taka, ze {v,o(v)} € y(F) dla kazdego wierz-
chotka v € V}. Jedli e, € E 1 y(e,) = {v,0(v)} dla kazdego wierzchotka
v € Vi, to zbidr M jest skojarzeniem doskonalym w grafie GG, gdzie

M :={e, :v e Vi}.
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Dowo.
Oczywiscie |y(e,)| = 2 dla kazdego wierzchotka v € V;. Jesli v € V4, to

{ee M :ve~y(e)} ={e}.
Podobnie, jesli v € V3, to
{6 eEM:ve ’)/(6)} = {eg—l(v)}. ]

WNIOSEK 2.62.
Jedli G = (V, E,~) jest nietrywialnym regularnym grafem dwudzielnym, to
graf G posiada skojarzenie doskonate.

DowOD.
Niech Vi i V5 beda klasami kolorow w grafie G. Definiujemy V5 x Vi-macierz
A wzorem
e€ FE:v(e)={v,v
A(vg,v1) 1= # ”y(d) {on, 02} (v1 € V1, vy € V),

gdzie d jest stopniem regularnosci grafu G. Wtedy macierz A jest podwdjnie
stochastyczna, zatem z Twierdzenia 2.59 wiemy, ze istnieja nieujemne liczby
wymierne Ap, P € Py, y,, takie, ze

A= Y Xp-P i > =1
PEPy, vy PePy, vy

Wybierzmy bijekcje o € By, .y, taka, ze \p, > 0. Wtedy A(o(v),v) > 0
dla kazdego wierzchotka v € Vi, zatem dla kazdego wierzchotka v € V; ist-
nieje krawedz e € E taka, ze y(e) = {v,0(v)}. Korzystajac z Lematu 2.61
otrzymujemy, ze istnieje skojarzenie doskonate w grafie G. O]

DEFINICJA.
POLYTOPEM SKOJARZEN DOSKONALYCH w grafie G = (V, E, ) nazywamy
zbiér P(G) zdefiniowany wzorem

P(G) := conv. hull{e,, :
zbiér M jest skojarzeniem doskonatym w grafie G'}.

OZNACZENIE.
Niech G = (V, E,v) bedzie grafem. Dla podzbioru W C V' definiujemy zbior
(W) C E wzorem

W) ={ec E:vle)NW £ iy(e)nN(V\W)# o}
Ponadto, jesli v wierzchotkiem grafu G, to piszemy

d(v) :=0({v}).
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UWAGA.

Jedli G = (V, E,~) jest grafem i W C V| to

S(W) = 6(V \ W).

OZNACZENIE.

Jesli x jest I-wektorem oraz I’ C I, to definiujemy liczbe x(I’) wzorem

w(I') = (v,ep) = Y _ x(i).

WNIOSEK 2.63.

Jesli G = (V, E,~) jest grafem dwudzielnym, to

P(G) = {x € Q¥ : 2(6(v)) = 1 dla kazdego wierzchotka v € V}.

DowoD.

Niech V; i V5 bedg klasami kolorow w grafie G.
Definiujemy podzbiér P C QF wzorem

P :={r € QY : 2(5(v)) = 1 dla kazdego wierzchotka v € V'}.

Oczywiscie P(G) C P. Dla dowodu inkluzji P C P(G) ustalmy wektor x €
P. Wtedy

Vil=) 1= a(8(v)) = z(E).

veVy veVy

Podobnie pokazujemy, ze z(F) = |V3|, a wiec w szczegdlnoscei [Vi| = |Vsl.
Przez indukcje na

#{ee€ E:x(e) >0}

pokazemy, ze x € P(G). Zauwazmy, ze x # 0. Wybierzmy krawedZ ey € E
taka, ze

z(eg) = min{z(e) : e € Eiz(e) > 0}.

Niech w; € V] i wy € V3 beda wierzchotkami takimi, ze vy(eg) = {wq, wa}.

Jesli z(eg) = 1, to xz(e) = 1 dla kazdej krawedzie e takiej, ze x(e) > 0, wigc
xr = ey, gdzie

M :={ee E:z(e) > 0}.
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Korzystajac z zalozenia x € P(G) tatwo otrzymujemy, ze zbiér M jest sko-
jarzeniem doskonalym w grafie G.

Zalozmy zatem, ze x(ey) < 1. Definiujemy V5 x Vi-macierz A wzorem

A(vg,vq) := Z z(e) (v €Wy, vpeV).
eckE
v(e)={v1,v2}

Wtedy macierz A jest podwdjnie stochastyczna, zatem z Twierdzenia 2.59
wiemy, ze istniejg nieujemne liczby wymierne Ap, P € Py, y,, takie, ze

A= Y Xp-P i > =1

PG’PVDV2 PG'PVLV2
Niech
By:={0 € By, : Ap, > 010(w)=ws}.

Oczywiscie By # @. Korzystajac z Lematu 2.61 wiemy, ze dla kazdej permu-
tacji o € By istnieje skojarzenie doskonate M, w grafie G takie, ze eg € M,,
z(e) > 0 dla kazdej krawedzie e € M oraz

1(Ms) = {{v,0(v)} : v € Vi}.

Definiujemy E-wektor &’ wzorem

Ce e (T T ),

g€By

gdzie
A= Z )\po.
oc€By

Wtedy =’/ € P oraz
#{le€e E:2'(e) >0} < #{e € E: z(e) > 0},

gdyz 2'(eg) = 0. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze istnieja skojarzenia
doskonate M;, i € I, w grafie G oraz nieujemne liczby wymierne \;, v € I,
takie, ze

el i€l
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Wtedy

( Z)\p eM+1—ZE60 Z/\ - €,

g€Boy i€l

oraz
60 Z)\P‘T 1—.1' 60)) Z)\Z:L
o€By el

co konczy dowod. O

2.10.ZASTOSOWANIE: POLYTOP SKOJARZEN

PRZYKLAD.
Niech G = (V, E) bedzie nastepujacym grafem prostym

e ————— @ o ————— O
\./ \./
Zauwazmy, ze P(G) = @. Z drugiej strony,
{$€Qf : Zx(e) = 1} # @.
eck
vee
TWIERDZENIE 2.64 (EDMONDS).
Jesli G = (V, E,~) jest grafem, to
P(G) = {z € QY : 2(0(v)) = 1 dla kazdego wierzchotka v € V/,
z(6(W)) > 1 dla kazdego podzbioru W C V

takiego, ze liczba |W| jest nieparzysta, oraz
z(e) = 0 dla kazdej petli e € E}.

DowOD.
Bez straty ogodlnosci mozemy zatozy¢, ze w grafie G' nie ma petli. Dla grafu
G definiujemy zbiér P(G') C QF wzorem
P(G) = {z € Q¥ : 2(6(v)) = 1 dla kazdego wierzchotka v € V i
z(6(W)) > 1 dla kazdego podzbioru W C V
takiego, ze liczba |W| jest nieparzysta}.

Oczywiscie P(G) C P'(G). Inkluzje P'(G) C P(G) udowodnimy przez induk-
cje ze wzgledu na |G| := |V|+|E|. Poniewaz char. cone P'(G) = {0} na mocy
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Faktu 1.50, wiec korzystajac z Faktu 2.55 wystarczy pokazaé, ze © € P(G)
dla kazdego wierzchotka x polytopu P’'(G). Ustalmy zatem wierzchotek x
polytopu P'(G). Zauwazmy, ze liczba |V jest parzysta. Istotnie, 6(V) = &,
wiec z(d(V)) = 0.

1°. Zal6zmy, ze graf G nie jest spdjny, a wiec istniejg podzbiory V', V" C V
takie, ze V! £ @ A V" V =V'uV" V' NV"=21 F=FE UFE", gdzie

E':={ecE:~ve)CV'} 1 E':={ecFE:v() V"L

Definiujemy grafy G’ i G” wzorami G' := (V' E',v')1 G" .= (V" E",v"),
gdzie

V() :=q()  (e€E)

V()= (eeE).

Jesli o' = z|p 1 2" = x|pr, to oczywiscie 2’ € P'(G') i 2" € P'(G"), a
wiec ' € P(G') i 2” € P(G") na mocy zaltozenia indukcyjnego. W szczegdl-
nosci, jesli M’ 1 M” sg zbiorami skojarzen doskonalych w grafach G’ i G”,
odpowiednio, to istniejg nieujemne liczby wymierne Ay, M’ € M’ i puym,
M" e M", takie, ze

Sowet i Y e
M'e M’ M"eM’
oraz
.'L’/: Z >\M’ e 1 l'”: Z Hpgrr - €pgrr .
M'e M’ M"emM’
Wtedy
xr = Z Z (>\M’ . ILLMN) s enruMT
MleM/ M//GM//
Poniewaz zbior M'UM" jest skojarzeniem doskonalym w grafie G' dla dowol-
nych skojarzen M’ € M’ i M" € M", to kohczy dowdéd w tym przypadku.

2°. Zalbézmy, ze istnieje krawedz e € F taka, ze x(e) = 0. Definiujemy graf G’
wzorem G’ := (V' E',~"), V' .=V E = E\{e} i+ :=7|p. JeSli 2’ := z|p,
to 2’ € P'(G'), a wiec 2’ € P(G’) na mocy zatozenia indukcyjnego. Poniewaz
kazde skojarzenie doskonale w grafie G’ jest skojarzeniem doskonalym w
grafie G, stad natychmiast wynika, ze € P(G).
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3°. Zatbézmy, ze istnieje wierzchotek v € V' taki, ze §(v) = {e}. Wtedy z(e) =
1. Niech v(e) = {v,u}. Jesli (u) # {e}, to istnieje krawedz ¢ € E taka, ze
z(e') = 0, zatem teza wynika z punktu 2°. Zaltézmy zatem, ze 0(u) = {e}.
Jesli V' # {u,v}, to graf G nie jest spéjny i korzystamy z punktu 1°. W
przeciwnym wypadku, zbior M := {e} jest skojarzeniem doskonatym w grafie
Gizx=ey € PG).

4°. Zatézmy, ze |E| < |V|. Korzystajac z punktu 3° mozemy zalozy¢, ze
0(v)] > 2

dla kazdego wierzchotka v € V. Wtedy

2B =) [6(v)] =2 V],

veV
a wiee |E| = |V| oraz
6(v)[ =2

dla kazdego wierzchotka v € V. Jesli graf G nie jest spdjny, to teza wynika z
punktu 1°. Zatézmy zatem, ze graf G jest spojny. Wtedy graf G jest cyklem,

a wiec istnieje ciag (vg, e1,v1, ..., €n, vy) taki, ze
=V,
® Uy, ..., v, sg parami roznymi wierzchotkami grafu G i vy = vy,
® e, ..., €, sa parami réznymi krawedziami grafu G i v(e;) = {v;_1,v;}

dla kazdego indeksu i € [1,n],

Jesli A := z(eq), to przez prosta indukcje pokazujemy, ze

A jeslii=1 (mod 2),
z(e;) = o
1—X jeslii=0 (mod 2),

dla kazdego indeksu i € [1,n] (w szczegblnosci, 0 < A < 1). Niech

M :={e:ie[l,n]ii=1 (mod2)}

M":={e;:ie[l,n]ii=0 (mod 2)}.
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Wtedy zbiory M’ i M" sa skojarzeniami doskonalymi w grafie G (przypo-
mnijmy, ze 2 | n) oraz

r=A-ey + (1 =N -eyn.

5°. Zalézmy, ze |E| > |V|. Korzystajac z punktu 2° mozemy zalozyé¢, ze
z(e) > 0 dla kazdej krawedzi e € E. Poniewaz wektor x jest wierzchotkiem
polytopu P'(G), wiec z Twierdzenia 2.40 wynika, ze istnieje zbiér W C V
taki, ze liczby |W| i |U| sa wieksze od 1 i nieparzyste oraz xz(5(W)) = 1,
gdzie U := V' \ W. Definiujemy grafy G’ i G” wzorami G’ := (V' E',7) i
G = (V//7 E//,’}/”), odzie

Vi=wu{u} 1 V':=Uu{w*},
dla u*, w* €V,

E' :={ee E:v() CW}U{{w,u"}:
w € W i istnieje wierzchotek u € U taki, ze {w,u} € v(E)}

E":={ee E:v(e) CU}U{{u,w*}:
w € U 1 istnieje wierzchotek w € W taki, ze {u,w} € v(E)},

oraz
jeslie € F,
Yie) = g 1) ISTeS (ccm)
e w przeciwnym wypadku,
i
e w przeciwnym wypadku,

Innymi stowy, grafy G’ i G” powstaja przez Sciggniecie zbiorow U i W do
punktu, odpowiednio. Wreszcie definiujemy odwzorowania 7’ : Q¥ — QF
oraz 7" : QF — QF" wzorami

y(e) jeslie € E,
('(y)(e) = q y(6(w) N6(W)) jesli e = {w, u"}
dla pewnego wierzchotka w € W
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(y € QF, e € E')

y(e) jeslie € E,
("(w))(e) = qu(d(u) N6(U))  jesli e = {u, w"}

dla pewnego wierzchotka v € U

(y € QF, ec E").

Niech 2’ := 7'(x) oraz 2" := 7"(x). Wtedy o’ € P'(G') i 2" € P'(G").
Korzystajac z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze istnieja dodatnia licz-
ba catkowita N oraz skojarzenia doskonate Mj, ..., My i M{, ..., Mg w
grafach G’ i G”, odpowiednio, takie, N - z € N¥ oraz

1 1
!/ - . / 1 " = —_— "
X —‘ E N eMi 1 T . E N eMZ_ .
i€[1,N] i€[1,N]

Dla zakonczenia dowodu wystarczy zatem pokazaé¢ nastepujacy fakt.

LEMAT.
Niech z € QF, 2/ := 7'(2) i 2 := 7"(2). Jedli istnieja dodatnia liczba calko-
wita N oraz skojarzenia doskonate M7, ..., My i My, ..., My w grafach G’

i G”, odpowiednio, takie, ze N - 2 € N¥ oraz

Z,: Z%GM; i Z”: Z%-GMZ(/,

1€[1,N] 1€[1,N]
to istnieja skojarzenia doskonale My, ..., My w grafie G takie, ze
1
1€[1,N]

Powyzszy fakt udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na N.

Ustalmy wierzchotek w € W taki, ze {w,u*} € M}y. Wtedy 2/ ({w,u*}) > 0,
zatem istnieja wierzchotek u € U oraz krawedz e € F takie, ze y(e) = {w, u}
i z(e) > 0. Poniewaz z zalozenia N -z € N¥, wicc z(e) > +. Ponadto
2"({w*,u}) > 0, zatem istnieje indeks ¢ € [1, N] taki, ze {w*,u} € M.
Bez straty ogoélnosci mozemy przyjac, ze ¢ = N. Definiujemy zbior M C E
wzorem

M :={e}U(MyNE)U(MyNE).
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Wtedy zbior M jest skojarzeniem doskonalym w grafie G. Jesli N = 1,
to z = eyp. W przeciwnym wypadku, jesli zdefiniujemy wektory vy, v’ i y”
wzorami

=5y (o ew)
y—N—]_ < NeMJ

v =7'(y) iy :=7"(y), to (N —1)-y e NF oraz

Yy = Z ﬁ'eM; i Y= Z Nl_l'eM;'>

i€[1,N—1] 1€[1,N—1]

zatem teza wynika z zalozenia indukcyjnego. ]

DEFINICJA.
POLYTOPEM SKOJARZEN w grafie G = (V, E,v) nazywamy zbiér Q(G) zde-
finiowany wzorem

Q(G) := conv. hull{e,, : zbiér M jest skojarzeniem w grafie G'}.

OZNACZENIE.
Niech G = (V, E,~) bedzie grafem. Dla podzbioru W C V' definiujemy zbi6r
(W) C E wzorem

(WY :={ec E:v(e) CW}.

WNIOSEK 2.65.
Jesli G = (V, E,~) jest grafem, to

Q(G) = {z € QF : 2(6(v)) < 1 dla kazdego wierzchotka v € V,
1
z((W)) < 5 (|W] — 1) dla kazdego podzbioru
W C V takiego, ze liczba || jest nieparzysta}.

DowOD.
Definiujemy wieloécian @ € Q¥ wzorem

Q = {z € QY : 2(6(v)) <1 dla kazdego wierzchotka v € V,
1
x((W)) < . (|[W|—1) dla kazdego podzbioru
W C V takiego, ze liczba |W| jest nieparzysta}.

Zauwazmy, ze jesli z € @) i e jest krawedzig w grafie E taka, ze |y(e)| = 1, to
z(e) = 0. Istotnie, jesli y(e) = {v} dla wierzchotka v € V', to e € ({v}), wiec

0 < a(e) < e({{v}) < 5 - (1—1)=0.

DN | —
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Oczywiscie Q(G) € Q. Dla dowodu inkluzji @ C Q(G) ustalmy wektor
x € Q. Dla podzbioréw W C V i F C FE definiujemy zbiory W’ i W” oraz
F'i F” wzorami

Wi={:veWwW} 1 W' ={":veW}
oraz

E ={e:ecF} i E':={:ecF}.
Definiujemy graf G wzorem G := (V, E,#), gdzie

‘7 — V/ va//7 E — E,UE”U {{U’,U”} = ‘/}7

(v(e)) jesli e = €' dla pewnej krawedzi e € E,

F(€) :== < (v(e))” jesli € = " dla pewnej krawedzi e € E,
{v/;,v"}  jesli € = {v/,v"} dla pewnego wierzchotka v € V,
(€ E).
Definiujemy wektor z € QE wzorem
z(e) jesli € = ¢’ dla pewnej krawedzi e € E,
z(e) jesli € = ¢” dla pewnej krawedzi e € E,

z(€) = 1—2(0(v)) jedli é = {v,v*}

dla pewnego wierzchotka v € V,

(e e k).

Twierdzenie 2.64 implikuje, ze & € P(G). Istotnie, ustalmy wierzchotek v €
V. Wtedy

0(v") = (6(v))" U {v, 0"}
Stad
#(6()) = 2(6(v)) + (1 — 2(5(v))) = 1.

Podobnie, ustalmy podzbiory W, U C V takie, ze liczba |W| + |U| jest nie-
parzysta. Poniewaz

W[+ Ul = [WANU[+[U\W][+2- WU,
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wiec bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze liczba |W \ U| jest nieparzysta.
Wtedy mamy, ze

oW uU") = Y #)+ > #0") +z(6(W)) + x(3(U))

veW\U veU\W
> [WA\U| = Y 2(5(v) +z(8(W)) + 2(5(V))
veW\U

= [WA\U|=2-2(W\U)) —z(6(W\U))
+2(6(W)) + 2(5(U))
> [WAU[ = (W\U[-1)=1,
gdyz S(W\ U) C 5(W) U S(U).

Poniewaz 7 € P(G), wiec istnieja skojarzenia doskonate M;, i € I, w grafie
GG oraz nieujemne liczby wymierne \;, ¢ € I, takie, ze

F=) Ncey i Y AN=L1
iel iel
Dla kazdego indeksu i € I definiujemy podzbiér M; C E wzorem
M,L'I:{€EEZ€/€MZ'}.
Wtedy zbior M; jest skojarzeniem w grafie G dla kazdego indeksu ¢ € I oraz
T = Z i e,
iel
co konczy dowdd. O

OZNACZENIE.
Dla dodatniej liczby dodatniej n przez K, oznaczamy GRAF PELNY O n-
WIERZCHOLKACH, tzn. K, := (V,,, E,), gdzie

V, :=[1,n] i E, ={{i,j}:i,5€[l,n]ii#j}.

OZNACZENIE.
Jedli n jest dodatnig liczba catkowita i z € Q», to dla liczb i,j € [1,n]
definiujemy liczbe z(i, j) wzorem

(i) = {x({@j}) josli i # 5.

0 jesli i = j.
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TWIERDZENIE 2.66.
Jesli n jest liczbg catkowity taka, ze m > 4, to zbiér FF C QFr jest $ciang
maksymalna wieloscianu Q(K,,) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden
z nastepujacych warunkow:

(1) istnieja liczby 4, j € [1,n] takie, ze i < j i
F={z€Q(K,):x(i,j) = 0},
(2) istnieje liczba i € [1,n] taki, ze

F= {x €QK): Y (i) = 1},

JE[L,n]

(3) istnieje podzbiér W C [1,n] taki, ze liczba |W| jest nieparzysta i wicksza
od 1 oraz

F= {g; €QK): Y a(ij) = W~ 1}.
ijeEW
DowOD.
Korzystajac z Wniosku 2.65 wiemy, ze

Q(K,) = {x € Q" : x(i,§) > 0 dla wszystkich liczb i,j € [1, 7]
takich, ze v < j,
Z x(i,j) < 1 dla kazdej liczby i € [1,n], oraz

jeln]

Z z(i,7) < |W| —1 dla kazdego

ijEW
podzbioru W C [1, n] takiego, ze takiego, ze
liczba |W| jest nieparzysta i |W| > 1}.

Zauwazmy, ze 0 € Q(K,) oraz e dla kazdej krawedzi e grafu K,, wiec
Stwierdzenie 1.28 implikuje, ze dim Q(K,,) = |E,|.

Jedlii,j € [1,n] i1 < j, to definiujemy podzbiér F{; ;) C Q(G) wzorem
F(z',j) = {LC € Q(Kn> : ili'(’l,j) = O}

Podobnie, jesli i € [1,n], to definiujemy podzbiér F; C Q(G) wzorem

Fy = {g; €QK,): Y alij) =1}

JE[L,n]
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Wreszcie, jesli W C [1,n] oraz liczba |[W| jest nieparzysta i |W| > 1, to
definiujemy podzbiér Fyy C Q(G) wzorem

F = {a: €QK,): Y alinj) = W] —1}.
i,jeEW
Niech

K ={(i,7) :4,j € [Ln] 1i <j}U[L,n]
U{W C [1,n] : liczba |W| jest nieparzysta i wicksza od 1}.
Latwo pokazac¢, ze jesli ki, ks € K i ky # ks, to istnieje skojarzenie M w

grafie K, takie, ze ey € Fy, i ey & Fy,. Zatem teza wynika z Wniosku 2.38
i Twierdzenia 2.29. O
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3. BIEGUNOWOSC ORAZ WIELOSCIANY BLOKUJACE I ANTYBLOKUJACE
3.1. BIEGUNOWOSC

DEFINICJA.
Dla podzbioru X przestrzeni Q! takiego, ze 0 € X, definiujemy zZBIOR BIE-
GUNOWY X* wzorem

X*:={2€Q": (z,2) <1 dla wszystkich wektoréw = € X}.

LEMmAT 3.1.
Niech z;, j € J, 1 yx, k € K, bedg [-wektorami. Jesli

P :=conv. hull({0} U {z; : j € J}) + cone{yy : k € K},
to

P*={z€Q": (zxj,2) <1 dla wszystkich j € J oraz
(yg, z) < 0 dla wszystkich k € K}.

DowODb.
Definiujemy podzbiér @) przestrzeni Q7 wzorem

Q:={2€Q: (x;,2) <1 dla wszystkich j € J oraz
(Yg, z) < 0 dla wszystkich k € K}.
Pokazemy najpierw, ze () C P*. W tym celu ustalmy wektory z € Q iz € P.

Korzystajac ze Stwierdzen 1.36 i 1.42 wiemy, ze istniejg nieujemne liczby
wymierne A, \;, j € J, ux, k € K, takie, ze

)\+Z)\3:1 i :r::z}\jxj—i—z,ukyk
jeJ jedJ keK
Wtedy
(za)=(z,2) =) N (@p2)+ D e (e 2) D A =1-A< 1
jeJ keK jeJ

7 dowolnosci wektora x wynika, ze z € P*.

Udowodnimy teraz, ze P* C (. Ustalmy wektor z € P*. Z definicji zbioru
P* wiemy, ze (x;,z) < 1 dla kazdego j € J. Ustalmy teraz k € K. Wtedy
A -y, € P dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej A\, zatem

Ak, 2) = (N, 2) <1

dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej A. Powyzszy warunek natychmiast
implikuje, ze (yx, z) < 0, co konczy dowdd. O
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WNIOSEK 3.2.
Jesli P jest wieloScianem w przestrzeni Qf i 0 € P, to zbiér P* jest wielo-
Scianem i 0 € P*.

DowOD.
Korzystajac z Wniosku 1.53 wiemy, ze istnieja polytop () oraz stozek wielo-
scienny C' takie, ze P = @) + C'. Z definicji polytopu wiemy, ze

Q = conv. hull{z; : j € J}

dla pewnych I-wektoréow z;, j € J. Ponadto, korzystajac z Wniosku 1.48
wiemy, ze

C =cone{y; : k € K}

dla pewnych [-wektorow yi, k € K. Korzystajac dodatkowo z zalozenia
0 € P otrzymujemy zatem, ze

P = conv. hull({0} U {x; : j € J}) + cone{y; : k € K},

a wiec teza wynika z Lematu 3.1. O

TWIERDZENIE 3.3.
Jesli P jest wieloécianem w przestrzeni Q7 i 0 € P, to P** = P.

DowOD.
Latwo zauwazy¢, ze P C P**.

Ustalmy teraz I-wektor x i przypusémy, ze x ¢ P. Wtedy istniejg [-wektor
a i liczba wymierna b takie, ze (a, ) > b oraz (a,y) < b dla kazdego wektora
y € P. Poniewaz 0 € P, wiec b > 0. Jesli b > 0, to%-aEP*i

<%-a,x> > 1,

wiec x & P**. Jedli b = 0, to A-a € P* dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej

A, ale
lim (A - a,z) = (a,z) - lim Aoo,
A—00 A—o0
wiec rOwniez otrzymujemy, ze © & P**. n

WNIOSEK 3.4.
Niech P bedzie wieloscianem w przestrzeni Q7 takim ze 0 € P. Jesli x jest
I-wektorem, to © € P wtedy i tylko wtedy, gdy (z,z) < 1 dla wszystkich
wektorow z € P*.
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DowoOD.
Wynika natychmiast z rownosci P = P**. O]

WNIOSEK 3.5.
Niech z;, j € J, 1 yi, k € K, beda I-wektorami. Jesli

P:={2€Q": (z;,2) <1 dla wszystkich j € J oraz
(yr, z) <0 dla wszystkich k € K},

to
P* := conv. hull({0} U {z; : j € J}) + cone{y; : k € K}.

DowoOD.
Definiujemy podzbiér @) przestrzeni Q7 wzorem

Q = conv. hull({0} U{xz; : j € J}) + cone{y; : k € K}.

Korzystajac z Lematu 3.1 wiemy, ze Q* = P. Stad

na mocy Twierdzenia 3.3 (przypomnijmy, ze zbiér @) jest wieloScianem na
mocy Wnioskow 1.53 oraz 1.48). O
LEMAT 3.6.

Jesli yp, k € K, i 2,1 € L, sa [-wektorami, to
cone{yy : k € K} +lin.hull{z; : l € L}
=cone({yr : k€ K} U{z,—2 :1l€ L}).

DowOD.
Natychmiast z Stwierdzen 1.4 i 1.36. O]

WNIOSEK 3.7.
Jesli P jest wieloécianem w przestrzeni Q7 takim, ze 0 € P, to

dim P* = |I| — dim lin. space P.

DowOD.
Niech V := lin.space P oraz Q := P N V+. Korzystajac z Wniosku 2.57
wiemy, ze istniejg [-wektory x;, 7 € J, yx, k € K, takie, ze

P =conv.hul{z; : j € J} +cone{y, : k€ K} +V
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oraz y,, € V \ {0} dla kazdego k € K. Ponadto na mocy Stwierdzenia 1.6
istnieja wektory z;, [ € L, takie, ze

V =lin.hull{z : [ € L}.
Korzystajac z Lematu 3.6 oraz zatozenia 0 € P otrzymujemy, ze
P = conv. hull({0} U{z, : j € J})
+cone({yr : k€ K} U{z,—2 :1€L}).
7 Lematu 3.1 wiemy, ze

P*={z€Q": (x;,2) <1 dla wszystkich j € J,
(g, z) < 0 dla wszystkich k € K oraz
(z1,2) = 0 dla wszystkich [ € L}.

Zauwazmy, ze 0 € P* oraz (x;,0) = 0 < 1 dla kazdego j € J. Przypu$émy
teraz, ze istnieje k € K takie, ze (yy,2) = 0 dla kazdego wektora z € P*.
Wtedy vy, € lin. space P**, zatem korzystajac z Twierdzenia 3.3 otrzymujemy,
ze yr, € V. Ostatecznie y, € V N V+ = {0}, co prowadzi do sprzecznoéci z
zatozeniem y;, # 0. Korzystajac z Faktu 2.17 otrzymujemy zatem, ze

dim P* = |I| — 1tk A,
gdzie A jest L x [-macierzg dang wzorem
A(l,7) == z(i) (lelL,iel).

Korzystajac ze Stwierdzenia 1.12(1) wiemy jednak, ze rk A = dim V', co kon-
czy dowdd. O]

WNIOSEK 3.8.
Niech z;, j € J, 1 yx, k € K, bedg [-wektorami. Jesli

P :=conv.hull{z; : j € J} + cone{y; : k € K}
ijo S J, to
dim P =tk A,

gdzie A jest ((J\ {jo}) U K) x I-macierza dang wzorem

o Jm(@) =) e T\ {jo}, . .
A(l, 1) == {yl(z) le K. (le(J\{j}H) UK, iel).
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DowoOD.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze xj, = 0. Korzystajac z Twierdze-
nia 3.3 wiemy, ze

dim P = dim P**,
zatem z Wniosku 3.7 wynika, ze
dim P = |I| — dimlin. space P*.
Korzystajac z Lematu 3.1 wiemy, ze
P ={zcQ':A-2<b},

gdzie b jest ((J\ {jo}) U K)-wektorem danym wzorem

b(i) = {é ETMh e u)

Fakt 2.7 implikuje, ze
lin.space P* = {z € Q' : A- 2z = 0},
a wiec
dim lin. space P* = |I| —1k A
na mocy Stwierdzenia 1.12(2). Ostatecznie
dim P = |I| — dim lin. space P* = |I| — (|I| —rtk A) = rk A. O

DEFINICJA.
Moéwimy, ze wektor x jest PUNKTEM WEWNETRZNYM wielo$cianu P wtedy i
tylko wtedy, gdy x € P i wektor x nie nalezy do zadnej $ciany maksymalnej
wieloscianu P.

UWAGA.
Korzystajac z Faktu 2.30 otrzymujemy, ze wektor x jest punktem wewnetrz-
nym wieloscianu P wtedy i tylko wtedy, gdy x € P i wektor x nie nalezy do
zadnej Sciany wtasciwej wieloscianu P.

WNIOSEK 3.9.
Jesli P jest wieloécianem w przestrzeni Q7 takim, ze 0 € P, to wieloscian P
jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy wektor 0 jest punktem wewnetrz-
nym wieloscianu P* i dim P* = |[].
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DowoOD.

Zatézmy najpierw, ze wieloscian P jest ograniczony. Korzystajac z Wnio-
sku 1.54 wiemy, ze istniejg [-wektory z;, j € J, takie, ze

P = conv. hull({0} U {z; : j € J}).
Wtedy
P*={2€Q": (z;,2) <1 dla wszystkich j € J}

na mocy Lematu 3.1, wiec 0 jest punktem wewnetrznym wieloScianu P* na
mocy Faktu 2.22. Ponadto

dim P* = |I| — dim lin. space P = |I|

na mocy Wniosku 3.7, gdyz lin.space P = {0} (jako ze wieloScian P jest
ograniczony).

Zalozmy teraz, ze wektor 0 jest punktem wewnetrznym wieloscianu P* oraz
dim P* = |I|. Poniewaz 0 € P*, wiec istnieja I-wektory z;, j € J, yx, k € K,
takie, ze

P*={z€Q": (z;,2) <1 dla wszystkich j € J oraz
(Yk, z) < 0 dla wszystkich k € K}.

Poniewaz dim P* = |I|, wiec korzystajac z Faktu 2.17 i Twierdzenia 2.29
mozemy zatozy¢, ze zbidr

{z € P : (yp,2) = 0}

jest $ciang maksymalng wieloscianu P dla kazdego k € K. Poniewaz wektor
0 jest punktem wewnetrznym wieloscianu P*, wiec K = @. Wtedy

P =P = conv. hull{0} U{z; : j € J})

na mocy Twierdzenia 3.3 i Wniosku 3.5, wiec wieloscian P jest ograniczony.
O

FakT 3.10.

Jesli C jest stozkiem wielo$ciennym w przestrzeni Q’, to

C* ={z€Q": (x, 2) <0 dla wszystkich wektoréw = € C}.
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DowOD.
Definiujemy podzbiér C” przestrzeni Q! wzorem

C':={z€Q": (x, 2) <0 dla wszystkich wektoréw = € C}.

Oczywiscie C" C C*. Z drugiej strony, ustalmy wektor z € C* iz € C. Wtedy
1 1

1
=~ . (\- < -
(0.2) =3 Doz < 5o 1=1
dla kazdej dodatniej liczby wymiernej A, gdyz A - x € C. W szczegdlnodci,
(x,z) < 0. Z dowolnosci wektora = wynika zatem, ze z € C’, co konczy
dowod. O]

—_

3.2. WIELOSCIANY BLOKUJACE

OZNACZENIE.
Jesli X jest podzbiorem przestrzeni Qf, to definiujemy zbiér X' wzorem

X" = conv. hull X + Q”.

DEFINICJA.
Méwimy, ze wieloScian P w przestrzeni Q! jest TYPU BLOKUJACEGO, jedli
P C QL oraz speliony jest warunek: jesli y jest I-wektorem oraz istnieje
wektor x € P taki, ze x <y, toy € P.

LEmMAT 3.11.
Jesli P jest niepustym wieloécianem typu blokujacego w przestrzeni Q/, to

char. cone P = @i

DowOD.
Bezposrednio z definicji wynika, ze Q! C char.cone P. Z drugiej strony,
zalozmy, ze y € Q' \ Q! , i wybierzmy wektor x € P. Wtedy istnieje dodatnia
liczba wymierna X taka, ze z + A -y & Q1. W szczegblnodel, x + Xy € P, co
oznacza, wobec Lematu 2.2, ze y ¢ char. cone P. O

FAKT 3.12.
Wieloécian P w przestrzeni Q! jest typu blokujacego wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja wektory ¢; € QL, j € J, takie, ze

P={cj:jeJ}

DowOD.
Oczywiscie, jesli

P={c:jeJ}
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dla pewnych I-wektoréw ¢; € QL, j € J, to wielodcian P jest typu blokuja-
cego.

Zatézmy teraz, ze wieloscian P jest typu blokujacego. Z Wniosku 1.53 wiemy,
ze istnieja polytop ) oraz stozek wieloscienny C' takie, ze P = ) + C.
Bezposrednio z definicji polytopu otrzymujemy, ze istniejg /-wektory c;, j €
J, takie, ze

Q) = conv. hull{¢; : j € J}.

Poniewaz P C Q, wiec ¢; > 0 dla kazdego j € J. Korzystajac z Faktu 2.4
wiemy, ze C' = char. cone P. Korzystajac dodatkowo z Lematu 3.11 otrzymu-
jemy, ze C' = QL a wiec ostatecznie

P=Q+C=conv.hull{c; : j € J} + QL = {¢; : j € J}". O

FAakT 3.13.
Wieloscian P w przestrzeni Q' jest typu blokujacego wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg wektory dj, € er, k € K, takie, ze

P={zeQ : (dy,z)>1 dla wszystkich k € K}.

DowOD.
Latwo zauwazy¢, ze jesli istnieja wektory dy € er, k € K, takie, ze

P={z e Q! : (dy,z) > 1 dla wszystkich k € K},

to wieloScian P jest typu blokujacego.

Zatézmy teraz, ze wieloScian P jest typu blokujacego. Jesli P = &, to
P={zeQl:(0,z)>1},

wiec mozemy zatem zatozy¢, ze P # &. Wybierzmy J x [-macierz A i J-
wektor b takie, ze

P={zeQl:A z>b}
oraz
P#{l’é@i:AJ/J'l'Zb|J/}

dla kazdego podzbioru J' C J. Pokazemy, ze A(j,i) > 0 dla wszystkich ¢ € 1
ij e J,oraz b(j) > 0 dla kazdego j € J, co zakonczy dowdd.
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Przypu$émy najpierw, ze istnieja ¢ € I i j € J takie, ze A(j,i) < 0. Wy-
bierzmy wektor x € P. Wtedy istnieje dodatnia liczba wymierna A\ taka,
7€

(AG),x+ A ei) <b(5),
gdyz
(AG),z+A-ei) = (A(J), x) + A (A()), €i) = (A(j), ) + A~ A(j,4).

W szczegblnosci, x+ A-e; € P, a wiec e; € char. cone P na mocy Lematu 2.2,
co stoi w sprzecznosci z Lematem 3.11.

Przypu$émy teraz, ze istnieje j € J taki, ze b(j) < 0. Wtedy
{z € QL : (A(),2) 2 0(j)} = QL
a wiec
P:{xEQi:AJ/J'be‘J/},
gdzie J' := J \ {j}, sprzecznos¢ z zalozeniem. O

DEFINICJA.
Jedli P jest wielo$cianem typu blokujacego w przestrzeni Qi, to WIELOSCIA-
NEM BLOKUJACYM wielodcianu P nazywamy zbiér B(P) dany wzorem

B(P) :={z € QL : (z,2) > 1 dla wszystkich wektoréw = € P}.

LEMAT 3.14.
Jesli ¢; € QL, j € J, to

B({c;:j€ J}) ={2€ QL : (c;,z) > 1 dla wszystkich j € J}.

DowOD.
Definiujemy wieloécian P w przestrzeni Q wzorem

P :={2€Q : (c;,z) > 1 dla wszystkich j € J}.

Zatozmy najpierw, ze z € P. Jedli x € {c¢; : j € J}!, to korzystajac ze
Stwierdzenia 1.42 wiemy, ze istnieja nieujemne liczby wymierne A;, j € J, i
wektor y € QL takie, ze

jed jedJ
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Wtedy
(z,1) = Z)\j Az, ¢) +{(z,y) > Z/\j = 1.
jed jeJ
Z dowolnosci wektora x wynika, ze z € B(P).
Z drugiej strony, jesli z € B({c; : j € J}1), to oczywiscie z > 0 oraz {(c;, -z) <
1 dla kazdego j € J, co konczy dowdd. O]

TWIERDZENIE 3.15.
Jedli P jest wieloscianem typu blokujacego w przestrzeni er, to zbior B(P)
jest wieloscianem typu blokujacego oraz B(B(P)) = P.

DowOb.
Korzystajac z Faktu 3.12 wiemy, ze istniejg wektory ¢; € QL, j € J, takie,
ze P ={c;:j € J}'. Lemat 3.14 implikuje zatem, ze

B(P)={z € Q. : {¢j,z) > 1 dla wszystkich j € J},
a wiec zbior B(P) jest wielodcianem typu blokujacego na mocy Faktu 3.13.
Dla dowodu drugiej czesci, zauwazmy, ze oczywiscie P C B(B(P)).

Ustalmy teraz wektor z € Q) i przypudémy, ze x ¢ P. Korzystajac z Fak-
tu 3.13 wiemy, ze istnieje wektor d € QL taki, ze (d, z) < 1 oraz (d,y) > 1 dla
kazdego wektora y € P. Wtedy d € B(P), zatem x ¢ B(B(P)), co konczy
dowdd. O

WNIOSEK 3.16.
Niech P bedzie wieloécianem typu blokujacego w przestrzeni Q. Jedli x jest
I-wektorem, to x € P wtedy i tylko wtedy, gdy = > 01 (z,2) > 1 dla
wszystkich wektorow z € B(P).

DowOb.
Zauwazmy, ze

{z € Qi : (z,2) > 1 dla wszystkich wektoréw z € B(P)} = B(B(P),
wiec teza wynika natychmiast z Twierdzenia 3.15. [

WNIOSEK 3.17.
Jeslid, € QL , k € K, to

B({z € QL : (dy, 2) > 1 dla wszystkich k € K}) = {dy, : k € K},

DowOb.
Definiujemy wielo$cian P w przestrzeni Qf wzorem

P:={z€ QL : (dy,z) > 1 dla wszystkich k € K}.
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Korzystajac z Lematu 3.14 wiemy, ze P = B({c; : j € J}1). Stad
B(P) = BB({e; 1 j € JW) = {; :j € JY!
na mocy Twierdzenia 3.15 (i Faktu 3.12). [

FAakT 3.18.
JeélichQi,jEJ,idkler,kEK,to

{c;:j€ Y ={xeQl: (dy,x) > 1 dla wszystkich k € K}
wtedy i tylko wtedy, gdy
{dy k€ K}'={z € QL : (c;,z) > 1 dla wszystkich j € J}.

DowOD.
Definiujemy wielosciany P i Q w przestrzeni Q! wzorami

P :={r € QL : (dy,x) > 1 dla wszystkich k € K}

Q = {r € Q. : (¢j, ) > 1 dla wszystkich j € J}.

Pokazemy, ze jesli {c; : j € J}T = P, to {dy : k € K}' = Q. Dowdd przeciw-
nej implikacji jest analogiczny.
Zalozmy zatem, ze {c; : j € J} = P. Wtedy

{c;:j €I} =B({dp: k€ K}T)

na mocy Lematu 3.14. Korzystajac z Twierdzenia 3.15 otrzymujemy zatem,
7€

{d, : k€ K}' = B(B({dy : k€ K}")) = B({c; : j € J}").

Poniewaz B({c; : j € J}') = Q na mocy Lematu 3.14, to koniczy dowéd. [

LEMAT 3.19.
Niech ¢;, j € J, bedg I-wektorami takimi, ze ¢; > 0 dla kazdego j € J. Jesli
P jest wieloscianem typu blokujacego, to P = {c¢; : j € J} wtedy i tylko
wtedy, gdy

min{(w, ¢;) : j € J} = min{(w, z) : x € P}

dla kazdego wektora w € QL.
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DowOb.
Korzystajac ze Stwierdzenia 1.42 tatwo zauwazy¢, ze
(*) min{(w,¢;):j € J} =min{(w,z) 1z € {c; : j € J}}
dla kazdego wektora w € Q. W szczegdlnosei, jesli P = {c¢; : j € J}T, to
min{(w, ¢;) : j € J} = min{(w,z) : v € P}

dla kazdego wektora w € QZ.

Zaloézmy teraz, ze
min{(w, ¢;) : j € J} = min{(w,z) : v € P}

dla kazdego wektora w € QL. Korzystajac z Faktu 3.13 wiemy, ze istnieja
wektory dy € er, k € K, takie, ze

P={zeQ : (d,z)>1 dla wszystkich k € K}.

Pokazemy najpierw, ze {c; : j € J}1 € P. W tym celu wystarczy pokazac,
ze jesliy € {c; : j € J}T, to (di,y) > 1 dla kazdego k € K. Ustalmy zatem
k € K. Korzystajac z réwnosci () otrzymujemy, ze

(d,y) > min{(dy, c;) : j € J}.
Wykorzystujac nasze zalozenie, wiemy, ze

min{(dy, c;) : j € J} = min{(dy,z) : x € P}.
Wreszcie z postaci zbioru P mamy, ze

min{(dy,z) : x € P} > 1,

co koncezy te czes¢ dowodu.

Pokazemy teraz, ze P C {c; : j € J}T. Korzystajac z Faktu 1.50 otrzymuje-
my, ze

char. cone P = {z € Q% : (d,z) > 0 dla kazdego k € K} = Q'
a wiec w szczegolnosci lin. space P = 0. Wniosek 2.57 implikuje zatem, ze

dla udowodnienia inkluzji P C {c; : j € J}' wystarczy pokazaé, ze y € {c; :
j € J}T dla kazdego wierzchotka y wieloscianu P.
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Ustalmy zatem wierzchotek y wieloscianu P. Korzystajac z Faktu 2.22 oraz
Lematu 2.21 wiemy, ze istnieje wektor w € QL taki, ze

() (w,y) < (w,x)
dla kazdego wektora = € P\ {y}. W szczegdlnosci,
(w,y) = min{{w, x) : © € P}.
Z naszego zalozenia wynika zatem, ze istnieje jo € J taki, ze (w, y) = (w, ¢;,).

Poniewaz c;, € P na mocy pierwszej czedci dowodu, wiec warunek () im-
plikuje, ze y = c¢;,. W szczegélnosei, y € {c¢; : j € J}. H

FAakT 3.20.
Jesli C € MJX[<@+) iDe MKX](Q+), to

min{(w,C(4)) : j € J} = max{y(K) :y € Q¥ i D" - y < w}
dla kazdego wektora w € Qi wtedy i tylko wtedy, gdy
min{(l, D(k)) : k € K} =max{z(J) : 2 € QL i C" - 2 <}

dla kazdego wektora [ € Q.

DowOD.
Dla kazdego wektora w € er definiujemy liczbe wymierng cv,, wzorem

a, = max{y(K) :y € Q¥ i D" -y < w}.

Podobnie, dla kazdego wektora [ € Q! definiujemy liczbe wymierna (5, wzo-
rem

Bri=max{z(J):2€ QL iCT 2 <1}

Korzystajac z Twierdzenia 1.61 otrzymujemy, ze
oy = min{(w,z) 12 € QL i D -z > ey}

dla kazdego wektora w € @fr Zatem Lemat 3.19 implikuje, ze
a, = min{{w,C(j)) : j € J}

dla kazdego wektora w € Qi wtedy i tylko wtedy, gdy

(x) {z€eQL:D-z>ex}={C>j):je J}.
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Analogicznie pokazujemy, ze

B = min{ (1, D(k)) : k € K}
dla kazdego wektora [ € Q! wtedy i tylko wtedy, gdy
(xx) {zx€eQL:C-x>e;}={Dk): ke K},

skad wynika teza, gdyz warunki (x) i (s*) sa rownowazne na mocy Faktu 3.18.
]

LEMAT 3.21.
Jesli C € MJX](Q+) iDe MKX[(Q+)7 to

min{{w, C(j)) : j € J} = max{y(K) :y € Q¥ i DT -y < w}
dla kazdego wektora w € Q! wtedy i tylko wtedy, gdy

min{(w, C(j)) : j € J} = max{y(K) : y € Q¥ i D" -y < w}
dla kazdego wektora w € NZ.

DowOD.
Oczywiscie, jesli

min{(w,C(j)) : j € J} = max{y(K) :y € Q¥ i DT - y < w}
dla kazdego wektora w € QL to
min{(w,C(4)) : j € J} = max{y(K) :y € Q¥ i D" - y < w}

dla kazdego wektora w € N'.

Zaloézmy teraz, ze
min{(w,C(4)) : j € J} = max{y(K) :y € Q¥ i D" - y < w}

dla kazdego wektora w € N' i ustalmy wektor w € QL. Wtedy istnieje
dodatnia liczba catkowita \ taka, ze A - w € N/, zatem

min{(w, C(j)) : j € J}
~min{(\-w,C(j)) : j € J}

(K):yeQYiD" - y< A -w}

B

Q

»
—~
<

Pl R

max{\-2(K):z€ QY iD" - (A-2) <X w}
=max{y(K):y € Q¥ i DT -y < w},

co konczy dowdd. O
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TWIERDZENIE 3.22 (LEHMAN’S LENGTH-WIDTH INEQUALITY).

Jedli P i Q sg wielo$cianami typu blokujacego w przestrzeni Q7, to Q = B(P)
wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sa nastepujace warunki:

(1) (z,z) > 1 dla wszystkich wektoréw z € P iz € Q,
(2) jesli l,w € QL, to
min{(l,z) : x € P} - min{(w, z) : z € Q} < (l,w).

UWAGA.

W tym podrozdziale zaktadamy, ze min & = oo oraz 0 - oo = 0.

DowoD.

Zat6zmy najpierw, ze Q) = B(P). Wtedy oczywiscie (x, z) > 1 dla wszystkich
wektoréw x € P i z € Q. Ustalmy wektory [,w € Q! i zdefiniujmy liczby
i f wzorami

«a :=min{(l,z) : z € P} i fri=min{{w,z2): 2z € Q}.
Oczywiscie « > 01 8 > 0. Jesli « =0 lub g =0, to
a-f=0<(l,w),
zaldézmy zatem, ze o > 01 > 0. Wtedy a < o0 i 8 < oo. Istotnie, gdyby
a=00,t0 P=g,wiecOe@Qifp=0. ZauwaZmy,Zeé-lEB(P):Qi
% -w € B(Q), skad
1 1

(Lwy=a-p-(o-lgw)>a 5 1=ap,
co konczy dowod w tym przypadku.

Zatézmy teraz, ze warunki (1) i (2) sa spelnione. Z warunku (1) natychmiast
wynika, ze Q C B(P). Ustalmy wektor y € B(P). Wtedy, korzystajac z
warunku (2), otrzymujemy, ze

(v,y) = (y,v) > min{(y,z) : x € P} -min{({v,2) : 2€Q} >1-1=1

dla kazdego wektora v € B(Q). W szczegblnosci, y € () na mocy Wnio-
sku 3.16, co konczy dowod. [

LEMAT 3.23.

Jedli P i (Q sa wielo$cianami typu blokujacego w przestrzeni Qf, to
min{(l,z) : x € P} -min{{w, 2) : z € Q} < ([, w)

dla wszystkich wektoréw I, w € QL wtedy i tylko wtedy, gdy
min{(l,z) : x € P} - min{{w, 2) : z € Q} < ([, w)

dla wszystkich wektoréw [, w € NI,
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DowoOD.
Cwiczenie. O

WNIOSEK 3.24.
Jedli P i Q sg wielo$cianami typu blokujacego w przestrzeni Qf, to Q = B(P)
wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sa nastepujace warunki:

(1) (z,z) > 1 dla wszystkich wektoréw =z € Pi z € Q,
(2) jesli L,w € N, to
min{(l,z) : x € P} -min{(w, 2) : z € Q} < ([, w).

DowOD.
Wynika natychmiast z Twierdzenia 3.22 i Lematu 3.23. [

FAKT 3.25.
Jeélicje@fr,jEJ,idkEer,k:EK,to
B({ey:j € ) = {dp: ke K}
wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sa nastepujace warunki:
(1) (c¢j,dg) > 1 dla wszystkich j € Jik € K,
(2) jesli l,w € N’ to
min{(l,¢;) : j € J} - min{(w, dy) : k € K} < (l,w).
DowOD.
Korzystajac ze Stwierdzenia 1.42 tatwo zauwazy¢, ze (c;, dy) > 1 dla wszyst-
kich j € J ik € K wtedy i tylko wtedy, gdy (z,z) > 1 dla wszystkich
wektoréw x € {¢; : j € J}T 1z € {dy : k € K}!. Ponadto, rowniez ze Stwier-
dzenia 1.42 wynika, ze

min{(l,¢;) : j € J} = min{{l,z) 1z € {¢; : j € J}}

min{(w, dg) : dp € K} = min{(w, 2) : 2z € {dy : k € K}'},
dla wszystkich wektoréw [, w € N/, zatem teza wynika z Wniosku 3.24. [

3.3. ZASTOSOWANIE: MAKSYMALNY PRZEPEYW I MINIMALNY PRZEKROJ

LEMAT 3.26.
Jesli w i v sa réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V, A, s,t), to

(67 (u) — (67 (u) < 2(C)

dla kazdego u-v-przeptywu x w grafie D i kazdego u-v-przekroju C' w grafie
D.
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DowoOD.
Niech W bedzie zbiorem tych wierzchotkow w w grafie D, dla ktorych istnieje
u-w droga w grafie (V, A\ C, s|a\c,t|ac). Wtedy v € W iv & W, zatem
korzystajac z Lematu 1.64 otrzymujemy, ze

2(07(w) — 2(67 () = x(67(W)) — (6~ (W)).
Poniewaz 67 (W) C C, wiec otrzymujemy teze. ]

OZNACZENIE.
Jesli o0 = (u,aq,...,a,,v) jest droga w grafie skierowanym D = (V, A, s,t),
to definiujemy A-wektor e, wzorem

Ponadto, jesli x jest A-wektorem, to definiujemy liczbe x(o) wzorem

z(o) == (x,e,) = Z z(ap).

pE[l,n]
LEMAT 3.27.

Niech u i v beda réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V, A, s,t)
oraz w € Qﬁ. Jesli

P={zecQ}:

wektor x jest u-v-przeptywem w grafie D takim, ze x < w}

Q= {yEQf:Zy(U)'eaéw},

oceP

gdzie P jest zbiorem wszystkich prostych u-v-drog w grafie D, to
max{z(6*(u)) —z(6 (u)) : z € P} = max{y(P) : y € Q}

max{z(0"(u)) — 2(0"(u)) : £ € PNN"} = max{y(P) : y € Q "N}

DowOb.
Zauwazmy, ze wektor e, jest u-v-przeptywem dla kazdej u-v-drogi o. Zatem
funkcja F': Q — P, dana wzorem

Fly):==) yl0)-e, (yeQ),

oceP
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jest poprawnie okreslona. Zauwazmy, ze
es (07 (u)) —e, (07 (u) =1

dla kazdej u-v-drogi o, wiec

F(y)(6" () = F(y)(6~(w)) = Y y(o) = y(P)

o€P

dla kazdego wektora y € (). Dla zakonczenia dowodu wystarczy zatem po-
kazaé, ze dla kazdego przepltywu x € P takiego, ze x(6(u)) — z(0~(u)) > 0,
istnieje wektor y € @ taki, ze

2(67(u)) = x(0(u)) = y(P).

Ponadto, jesli x € N4, to y € N”. Powyzszy fakt udowodnimy przez indukcje
ze wzgledu na |P)|.

Ustalmy przeptyw x € P taki, ze x(6"(u)) — (6~ (u)) > 0.

Zat6zmy najpierw, ze |P| = 0. Wtedy zbiér & jest u-v-przekrojem w grafie
D, zatem

2(6"(u)) = x(d" (u)) < 2(2) =0
na mocy Lematu 3.26. Ostatecznie,

2(67(u)) = x(0(u)) = 0= 0(P).

Zat6zmy teraz, ze |P| > 01 wybierzmy prosta u-v-droge o = (u, ay, . .., ap,v).
Wybierzmy p € [1,n] takie, ze

v(ay) = minfa(a,) : g € [1,n]}.
Definiujemy zbiér A’ i graf D’ wzorami
A=A\ {a,} i D=V, A s|a,t|a).

Ponadto, definiujemy A’-wektory a2’ i w’ wzorami

= (r—x(ay)-e)|a 1 wW:i=(w—x(a,)- e)|a.

Jesli P’ jest zbiorem wszystkich u-v-drég w grafie D', to P’ C P, zatem z
zalozenia indukeyjnego wiemy, ze istnieje wektor y' € Q%' taki, ze

7(0%(u) = 2'(67 (u)) = o/ (P").
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Z y(1) e, <w'.

Ponadto y' € N”', jedli x € N4, Jedli zdefiniujemy P-wektor y wzorem

y(r) T€P,
y(r) :==q z(a,) T=o0, (1 € P),
0 w przeciwnym wypadku,
toye@i
z(07(w) — 2(6™ () = y(P),
co konczy dowdd. O

TWIERDZENIE 3.28 (TWIERDZENIE O MAKSYMALNYM PRZEPLYWIE 1 MINIMAL-
NYM PRZEKROJU).
Niech u i v beda réznymi wierzchotkami grafu skierowanego D = (V, A, s, t)
iwe Qjﬁ. Jesli

P={zecQ}:
wektor x jest u-v-przeptywem w grafie D takim, ze x < w}
to
max{z(6"(u)) — z(6~(u)) : x € P}
= min{w(C) : C jest u-v-przekrojem w grafie D}.
DowOD.

Korzystajac z Lematu 3.27 wiemy, ze
max{z(6"(u)) — x(6~(u)) : x € P} = max{y(P) : y € Q},

gdzie

Q= {ye@ﬁ:Zy(O)-eaéw},

ceP

a P jest zbiorem wszystkich prostych u-v-drog w grafie D. Wystarczy zatem
pokazac, ze

max{y(P) : y € Q} = min{w(C) : C jest u-v-przekrojem w grafie D}.
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W tym celu wystarczy, korzystajac z Faktu 3.20 i Lematu 3.21, udowodnic¢,
ze a; = f3; dla kazdego wektora [ € N4, gdzie

«; :=min{l(0) : 0 € P} i fr:=max{z(C) : z € R},

przy czym
R, = {z GQi : Zz(C) e < l},
cec

a C jest zbiorem wszystkich u-v-przekrojow w grafie D. Ustalmy zatem wektor
| € N4

Udowodnimy najpierw nieréwnos¢ a; > ;. W tym celu ustalmy prosta u-v-
droge 0 = (u,ay,...,a,,v) i zdefiniujmy zbiory Cy, ..., C, wzorami

C,={CeC:a,cC} (p € [1,n]).

Wtedy C = }Cp. Ponadto, jesli z € Qi p € [1,n], to

pE(l,n

2(Cp) = Z 2(C) - ec(ap).

cec

Stad

z2(C) < Z 2(Cp) = Z ZZ(C)'QC(G;D) < Z l(ap) = 1(0)

p€E[l,n] p€[l,n] CeC p€E[l,n]
dla kazdego wektora z € R;. Z dowolno$ci drogi o wynika, ze

By =max{z(C): z € R} <min{l(o) : 0 € P} = .

Dla dowodu nieréwnosci «; < 5; zdefiniujmy dla kazdego wierzchotka w € V'
liczbe d,, € N wzorem

dy = min{l(0) : o jest u-w-droga}.
Dla kazdego p € [1, oy] definiujemy zbiér C), wzorem
Cp={acA:0<p—dy <(a)}.

Zauwazmy, ze zbiér C, jest u-v-przekrojem dla kazdego p € [1, o], zatem
mozemy zdefiniowaé funkcje ® : [1, oy] — C wzorem

o(p):=C,  (pelal).
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Jesli zdefiniujemy wektor z € QS wzorem
20)=1271(CO)]  (CEe0),

to

=Y @ HO) = [971(C)] = |1, ]| = .

cecC

Ponadto, jeslip € [1,aq] ia € Cp, top € [dy +1,d, + ()], @ wiec (podobnie
jak powyzej) otrzymujemy, ze

Y C0)ecla) =) |07(O)-ecla) =) > e

ceC cec CeCped—1(0)
= Z ec,(a) ={pel,a]:aeC} <la)
pe[lval]
dla kazdej strzalki a € A, zatem z € R;, co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 3.29.
Niech w i v beda wierzchotkami grafu skierowanego D = (V, A, s,t). Jesli
P oznacza zbiér wszystkich prostych u-v-drog, zas C zbioér wszystkich u-v-
przekrojow w grafie D, to

B({e,: 0 € P} ={ec:C e}

DowoOD.
Zalézmy najpierw, ze u = v. Wtedy (u,v) € P iC = @. Poniewaz e, ) = 0,
wiec
{e,:0 € P} =
skad

B{e,:0 € P =@ ={ec:CecC}"

Zaltozmy teraz, ze u # wv. Korzystajac z Faktu 3.25 wystarczy pokazac,
ze

(1) (e, ,ec) > 1 dla wszystkich u-v-drég o i u-v-przekrojéow C € C,

(2) jesli l,w € Q%, to

min{l(co) : 0 € P} - min{w(C) : C € C} < (I, w).

124



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE
Warunek (1) wynika natychmiast z definicji u-v-przekroju, gdyz jesli o =
(u,aq,...,a,,v) jest u-v-droga oraz C' C A, to
(€r,ec) ={p€[l,n]:a, € C}.

Dla dowodu warunku (2) ustalmy wektory [, w € Q4. Zauwazmy, ze na mocy
Twierdzenia 3.28 i Lematu 3.27 mamy, ze

min{w(C) : C € C} = max{y(P) : y € Q},

gdzie

Q= {yE@f:Zy(a)-eagw}.

oc€eP

Ponadto, jesli zdefiniujemy liczbe @ wzorem

a :=min{l(o) : 0 € P},

to
a-y(P) = a-yo) <D (o) -ylo) = (e, y(o)
ocP o€P o€P
=Y ylo) ey = (1.3 ylo) e, ) < (L)
o€P ocP
dla kazdego wektora y € (), co konczy dowdd. O]

3.4. WIELOSCIANY ANTYBLOKUJACE

OZNACZENIE.
Jesli X C QL, to definiujemy zbiér X+ wzorem

{y € Qi : istnieje wektor z € conv. hull X taki, ze y < x}
Xt i= X #£0,
{0} X=0.

Ponadto, jesli M C I, to definiujemy zbior X}V[ wzorem
X}w = Xty @Jf .

LEMAT 3.30.
Jesli X C Qi, to zbiér X* jest wypukty.
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DowoOD.
Jesli X = @, to teza jest oczywista. Zalézmy zatem, ze X # @ i ustalmy
wektory v, y2 € XV oraz nieujemne liczby wymierne \; i Ay takie, ze \;+X\o =
1. Z definicji zbioru X+ wiemy, ze istniejg wektory 1, x5 € conv. hull X takie,
ze yp < x11ys < x9. Wtedy

Ay Ay <A 4 A - @,

Ponadto, z wypuktosci zbioru conv. hull X wynika, ze A\ - 1 + Ay - 25 €
conv. hull X. Korzystajac ponownie z definicji zbioru X+ otrzymujemy, ze
Ay + X - ye € XY, co konezy dowdd. O

LEmMmAT 3.31.
Jesliz; € QL,je J, iJ+#a, to

{z;:j€J} =conv.hull{x;|, :j€JiLCI}.

DowOD.
Oczywiscie

conv. hull{z;|, :j € JILC I} C{w;:j€ J}

Dla dowodu inkluzji przeciwnej zdefiniujmy dla kazdego wektora y € {z; :
j € J} liczbe d(y) wzorem

dly) == min{#{i € T 2(i) # y(i)}

x € conv. hul{z; : j € J} iy <z}
Przez indukcje na liczbe d(y) pokazemy, ze
y € conv. hull{z;|, :je JiL CI}

dla kazdego wektora y € {z; : j € J}*.

Ustalmy zatem wektor y € {z; : j € J}+. Jedlid(y) = 0, to y € conv. hull{z; :
J € J}, a wigc réwniez y € conv. hull{xz;|, : j € Ji L C I'}. Zalbézmy zatem,
ze d(y) > 0, 1 wybierzmy wektor x € conv. hull{z; : j € J} taki, ze y <z i

#{i € I a(i) #y()} = d(y).
Wybierzmy ig € I takie, ze y(ig) < x(ip), i zdefiniujmy wektor z wzorem

z =y + (z(io) — y(io)) - €ip-
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Zauwazmy, ze 0 < z < z, wiec z € {x; : j € J}*. Ponadto,

{iel:2()# 20} c{iel:2@)#y@)},

wiec d(z) < d(y), zatem z € conv.hull{z;|, : z; € X i L C I} na mocy
zatozenia indukcyjnego. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.42 otrzymujemy, ze
rowniez

2| ngioy € conv. hull{z;|, : z; € X i L C I}.
Wreszcie,

~ay >t -5 e

co konczy dowdd. O]

DEFINICJA.
Méwimy, ze wieloécian P w przestrzeni Q! jest TYPU ANTYBLOKUJACEGO,
jesli0 € P, P C er oraz speliony jest warunek: jesli y € Qi oraz istnieje
wektor x € P taki, ze y < x,toy € P.

LEMAT 3.32.
Jedli P jest wielo$cianem typu antyblokujacego w przestrzeni Q!, to istnieje
podzbior M C I taki, ze

char. cone P = Qf.

DowOD.
Wiemy, ze 0 € P, wiec zbior P jest niepusty. Poniewaz P C er, wiec takze
char. cone P C Q% (poréwnaj dowodu Lematu 3.11). Zdefiniujmy podzbiér
M C [ wzorem

M := {i € I : istnieje wektor y € char. cone P taki, ze y(i) > 0}.

Pokazemy, ze char.cone P = QY. Oczywiscie char. cone P C QY. Z drugiej
strony, dla kazdego i € M istnieje wektor y; € char. cone P taki, ze y;(i) > 0.
Wtedy, dla dowolnych wektora x € Qi\f oraz liczby A € Q4 mamy

0+)\-ZL‘:/\-$§Z)\- z(0) -yi:0+z)" x((lz))yz

icM yi(7) e Y

Zauwazmy, ze 0+ ./ A ;Z(—(ZZ)) -y; € P, poniewaz 0 € P iy; € char.cone P
dla kazdego i € M. Poniewaz wieloscian P jest typu antyblokujacego, wiec

0+ \-x € P. Stad x € char. cone P na mocy Faktu 2.3. O
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FAKT 3.33.
Wieloécian P w przestrzeni Q! jest typu antyblokujacego wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja wektory ¢; € QL, j € J, oraz podzbiér M C I takie, ze
PI{CjIjGJ}}L\/[.
DowOb.
Oczywiscie, jesli
P={c:jeJ}y

dla pewnych wektoréow c; € er, j € J, J # &, oraz podzbioru M C I, to
wielo$cian P jest typu antyblokujacego.

Zatézmy teraz, ze wieloscian P jest typu antyblokujacego. Z Wniosku 1.53
wiemy, ze istnieja polytop @) oraz stozek wieloscienny C' takie, ze P = Q4 C.
Bezpos$rednio z definicji polytopu otrzymujemy, ze istnieja I-wektory c;, j €
J, takie, ze

Q) = conv. hull{¢; : j € J}.

Poniewaz P # @, wiec Q) # @, zatem J # &. Poniewaz P C QL wiec ¢; > 0
dla kazdego j € J. Korzystajac z Faktu 2.4 wiemy, ze C' = char. cone P.

Korzystajac dodatkowo z Lematu 3.32 otrzymujemy, ze istnieje podzbior
M C I taki, ze C' = QY. Stad

P:Q—|—C:conv.hull{cj:jEJ}—i—@y
g{cj:jEJ}¢+Qf={Cjij€J}%m

7 drugiej strony, poniewaz wieloscian P jest typu antyblokujacego, wiec
¢jlr € P dla wszystkich j € J i podzbioréw L C I. W szczegdlnosci, ko-
rzystajac z Lematu 3.31 otrzymujemy, ze

{c;:jeJ}CP
Poniewaz QY = char. cone P, wiec
{c;:je T}y ={c;:j€ T} +QY C P+ char.cone P = P,
co konczy dowdd. O

FakT 3.34.

Wieloscian P w przestrzeni @i jest typu antyblokujacego wtedy i tylko wte-
dy, gdy istniejg wektory dj € er, k € K, oraz podzbior N C I takie, ze

P={zeQ : (d,z) <1 dlawszystkich k € K i z|y = 0}.
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DowOD.
Latwo sprawdzi¢, ze jesli istnieja d, € QL, k € K, oraz podzbior N C [
takie, ze

P={z € Q! : (dy,z) <1 dlawszystkich k € K i z|y = 0}.

to wieloscian P jest typu antyblokujacego.

Zatézmy teraz, ze wieloscian P jest typu antyblokujacego. Istnieja J x I-
macierz A 1 J-wektor b takie, ze

P={zeQl:A z<b}

Poniewaz 0 € P, wiec b > 0. Definiujemy J x [-macierz A" wzorem
A'(4,1) = max{0, A(j,7)} (iel, jel).

Oczywiscie
{xE@i:A"xgb}gP.

7, drugiej strony, ustalmy wektor x € P oraz indeks j € J. Definiujemy
I-wektor y wzorem

Lo A <o, .
y<z>.—{. o GeD

Wtedy 0 <y <z, wiec y € P, gdyz wielodcian P jest typu antyblokujacego.
Stad

(AG),x) =Y AG0)-2(i)= Y A(1) - 2()

e AG>0
_ Z A(j, ) - y(3) ZZA(j,i)-y(i) = (A()),y) <b(5).

A(j,4)>0
7 dowolnosci wektora x oraz indeksu j wynika, ze

P={zeQl : A x<b}.

Z powyzszego rozumowania wynika, ze istnieja wektory ¢ € QL, I € L,
dr € QL, k € K, takie, ze

P={zeQ :(q,z) <0dlakazdego!l € Li
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(di,z) <1 dla kazdego k € K}.

Definiujemy podzbiér N C I wzorem

N = J{ieI:al)>o0}.

leL

Wtedy
P ={zeQ : (d,z) <1 dlawszystkich k € K i 2|y = 0}. O

DEFINICJA.
Jedli P jest wielo$cianem typu antyblokujacego w przestrzeni Q!, to WIE-
LOSCIANEM ANTYBLOKUJACY wieloscianu P nazywamy zbiér A(P) dany
wzorem

A(P) :={z € QL : (z,2) <1 dla wszystkich wektoréw = € P}.

LEMAT 3.35.
Jeélicje@i,jej,ngI,to

A{e; € J¥y)
= {2 € QL : (¢j,2) <1 dla wszystkich j € J i 2[5 = 0}.

DowoD.
Jeli J = @, to {¢;:j € J}y, = QM i

A{e; € T =@,
Zatozmy zatem, ze J # &. Z Lematu 3.31 wiemy, ze
{¢;:j €Y, =conv.hull{z;|,:j€JiL CI}+conele;:ie M}

Korzystajac z Lematu 3.1 otrzymujemy zatem, ze

A{cjjedyy) ={2€Ql : 2[y =0
oraz (cj|r,2) < 1 dla wszystkich j € J i podzbioréw L C I}.
Zauwazmy jednak, ze jesli j€ J, LC iz € er, to
(¢jl, 2) < (¢, 2)

co konczy dowdd. O
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TWIERDZENIE 3.36.
Jesli P jest wielodcianem typu antyblokujacego w przestrzeni Qf, to zbiér
A(P) jest wieloscianem typu antyblokujacego i A(A(P)) = P.

DowOD.
Z Faktu 3.33 wiemy, ze istniejg wektory c; € er takie, ze
P={c;:je ]},
Korzystajac z Lematu 3.35 otrzymujemy zatem, ze
A(P) = {2 € QL : (¢j, 2) <1 dla wszystkich j € J i z[p = 0}.

Korzystajac z Faktu 3.34 wnioskujemy, ze zbiér A(P) jest wielo$cianem typu
antyblokujacego.

Dla dowodu drugiej czesci zauwazmy, ze oczywiscie P C A(A(P)).

Dla dowodu inkluzji przeciwnej wybierzmy, korzystajac z Faktu 3.34, wektory
dr € QL, k € K, oraz podzbiér N C [ takie, ze

P={z € Q! : (dy,z) <1 dlawszystkich k € K i z|y = 0}.

Pokazemy najpierw, ze jesli z € A(A(P)), to xz|xy = 0. Istotnie, ustalmy
1 € N. Wtedy

(Y, A-e) =A-y(i) =0

dla kazdego wektora y € P i kazdej nieujemnej liczby wymiernej \. Stad

A - e € A(P) dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej A, zatem jesli z €

A(A(P)), to
1

. 1
x(z):X~<)\~ei,x>§X'

1

A

—_

dla kazdej dodatniej liczby wymiernej A. Ostatecznie z(i) = 0.

Ustalmy teraz wektor = € Q! taki, ze x|y = 0, i przypusémy, ze z & P.
Wtedy istnicje & € K takie, ze (dg,x) > 1. Poniewaz d € A(P), wigc
x & A(A(P)), co konezy dowdd. O

WNIOSEK 3.37.
Niech P bedzie wielo$cianem typu antyblokujacego w przestrzeni Q. Jesli =
jest I-wektorem, to z € P wtedy i tylko wtedy, gdy z > 01 (z,z) < 1 dla
wszystkich wektorow z € A(P).
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DowoOD.
Zauwazmy, ze

{z € Qi : (z,2) <1 dla wszystkich wektoréw z € A(P)} = A(A(P),
wiec teza wynika natychmiast z Twierdzenia 3.36. [

WNIOSEK 3.38.
Jeslid, € QL ke K, NCIi

P={z € Q! : (d,z) <1 dlawszystkich k € K i z|y = 0},
to
A(P) = {dy: k€ K},

DowOD.
Korzystajac z Lematu 3.35 wiemy, ze

A({dy - k€ K}§,) =P.
Stad
AP) = A(A{dy - k € K}y)) = {d : k € K}y
na mocy Twierdzenia 3.36 (i Faktu 3.33), co konczy dowdd. O

FAakT 3.39.
Jeslic;eQL,jeJ, d,eQl, ke K, to

{c;:j€ P ={2xeQl : (d,z) <1 dla wszystkich k € K}
wtedy i tylko wtedy, gdy
{dp: k€ K} = {z € QL : (¢j,z) <1 dla wszystkich j € J}.

DowoD.
Jesli

{cj:j ey ={zeQl: (d,x) <1 dlawszystkich k € K}
to
{e; 15 € Y = A({dy : k € K})
na mocy Lematu 3.35. Stad
{dv k€ K} = A(A({dy : k € K})) = A({c; 1 j € T})
na mocy Twierdzenia 3.36. Korzystajac z Lematu 3.35 wiemy wreszcie, ze
A{cj:je J}) ={z € QL : {¢;,z) <1 dla wszystkich j € J}.

Przeciwna implikacje dowodzimy analogicznie. ]
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WNIOSEK 3.40.
Jesli P i @ sa wielo$cianami typu antyblokujacego, to P = ) wtedy i tylko
wtedy, gdy A(P) = A(Q).

DowOD.
Oczywiscie, jesli P = @, to A(P) = A(Q). Z drugiej strony, jesli A(P) =
A(Q), to korzystajac dwukrotnie z Twierdzenia 3.36 otrzymujemy, ze

P = A(A(P)) = A(A(Q)) = Q- O

LEMAT 3.41.
JeSlic,eQL,jeJ, deQl, ke K, i

Q= {x € QL : (dy,z) <1 dla wszystkich k € K},
to

Q={c:je
wtedy i tylko wtedy, gdy

max{{w, ;) : j € J} = max{(w, ) : v € Q)
dla kazdego wektora w € Q.

UWAGA.
W tym podrozdziale przyjmujemy, ze max & = 0.

DowoOD.
Korzystajac ze Stwierdzenia 1.42 otrzymujemy, ze

(*)  max{{w,c;):j € J} =max{(w,r) :x € {c;: j € J}'}
dla kazdego wektora w € QL. W szczegélnosci, jesli Q = {¢; : j € J}*, to
max{(w,¢;) : j € J} = max{{w,z) : x € Q}

dla kazdego wektora w € Q.
7, drugiej strony, jesli

max{(w,¢;) : j € J} = max{(w,z) : © € Q},

dla kazdego wektora w € Q*, to, korzystajac ponownie z réwnosci (*), otrzy-
mujemy, ze

A({ej 5 € J}) = AQ),

wiec teza wynika z Wniosku 3.40. O
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FAkT 3.42.
Jeslic; e QL,je J,dy € QL, k € K, to

max{(w,c;) 1 j € J} = min{y(K) ry e Qi Zy(k:) cdy > w}
keK
dla kazdego wektora w € Qi wtedy i tylko wtedy, gdy
max{(l,dy) : k€ K} = min{z(J) 12€Qf i Zz(j) ¢ > l}
jed
dla kazdego wektora | € Q.

DowOb.
Korzystajac z Twierdzenia 1.61 otrzymujemy, ze

min{y( ye(@ 1Zy dkzw}

keK
= max{(w,z) : z € QL i (dy,z) <1 dla kazdego k € K}

dla kazdego wektora w € Q! . Korzystajac dodatkowo z Lematu 3.41 otrzy-
mujemy zatem, ze

max{(w,¢;) 1 j € J} = min{y(K) ry € QF i Zy(k;) dy > w}

keK
dla kazdego wektora w € QI wtedy i tylko wtedy, gdy
{c;:j e} ={reQ :(dy,r) <1 dlakazdego k € K}.

Analogicznie pokazujemy, ze

max{(l,dg) : k€ K} = min{z(J) 12 €Qf i Zz(j) e > l}

jed
dla kazdego wektora [ € er wtedy i tylko wtedy, gdy
{dp: k€ K} ={2€Q : (¢;,2) <1 dlakazdego j € J},
zatem teza wynika z Faktu 3.39. [

LEMAT 3.43.
Jeslic;eQL,jeJ, d,eQl, ke K, to

max{(w,c;) :j € J} = min{y(K) ry e Qi Zy(k‘)-dk > w}

keK
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dla kazdego wektora w € Q! wtedy i tylko wtedy, gdy

max{(w,c;) 1 j € J} = min{y(K) ry e Qi Zy(k:) dy > w}

dla kazdego wektora w € N/,

DowoOD.
Analogiczny do dowodu Lematu 3.21. O

TWIERDZENIE 3.44 (LEHMAN’S LENGTH-WIDTH INEQUALITY).
Jesli P i Q sa wieloécianami typu antyblokujacego w przestrzeni Q7, to Q =
A(P) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace warunki:

(1) (z,z) <1 dla wszystkich wektoréw = € P iz € Q,
(2) jeslil,w € QL, to
max{(l,x) : x € P} - max{(w, z) : z € Q} > (I, w).

UWAGA.
W tym podrozdziale zaktadamy, ze 0 - co = oo.

DowOD.
Zalézmy najpierw, ze Q = A(P). Wtedy oczywiscie (z, z) < 1 dla wszystkich
wektoréw z € P iz € Q. Ustalmy teraz wektory l,w € Q) i zdefiniujmy
liczby « i 8 wzorami
a :=max{(l,x) : x € P} i fri=max{(w,z):ze€Q}.
Oczywiscie « > 01 8> 0. Je$li @« = oo lub = o0, to

a-f=o00>(l,w),

zalézmy zatem, ze o < 00 1 f < 00.

Przypusémy najpierw, ze o = 0 i niech
M:={iel:l(i)>0}.
Wtedy

P C{zeQl : x|y =0},
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na mocy Wniosku 3.38. Poniewaz 5 < oo, wiec w|y = 0. Stad
(lLw)=0=a-p.

Zalézmy zatem, ze a > 01 3 > 0. Wtedy é le A(P)=Q i % ‘w € AQ),
skad

1 1
(bwy=a-p-( Ly w)<a b l=ap,
co konczy dowdd jednej implikacji.

Zatézmy teraz, ze warunki (1) i (2) sa spelnione. Z warunku (1) natych-
miast wynika, ze Q C A(P). Ustalmy teraz y € A(P). Wtedy, korzystajac z
warunku (2), otrzymujemy dla kazdego wektora v € A(Q), ze

(v,y) = (y,v) < max{(y,z) :x € P} -max{(v,2) : 2 € Q} <1-1=1,

zatem y € () na mocy Wniosku 3.37. [

LEMAT 3.45.
Jesli P i Q sa wielogcianami typu antyblokujacego w przestrzeni Q’, to

max{(l,z) : x € P} -max{(w, z) : z € Q} > (l,w)
dla wszystkich wektoréw [, w € er wtedy i tylko wtedy, gdy
max{(l,z) : x € P} -max{(w, z) : z € Q} > (l,w)

dla wszystkich wektoréw [, w € NI,

Dowép.
Cwiczenie. O

FAKT 3.46.
Jeslic;eQL,jeJ, d,eQl, ke K, to

Al{c;:je J¥) ={d, ke K}

wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sg nastepujace warunki:
(1) (cj,dik) <1 dla wszystkich j € Jike K,
(2) jesli L,w € N’ to

max{(l,c;) : j € J} - max{{w,dy) : k € K} > (l,w).
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DowOD.
Korzystajac ze Stwierdzenia 1.42, otrzymujemy, ze (c;, dx) < 1 dla wszystkich
je Jike K wtedy i tylko wtedy, gdy (z, z) < 1 dla wszystkich wektoréw
v €{c;:jEJIize {ds: ke K} Ponadto, korzystajac ponownie ze
Stwierdzenia 1.42, mamy, ze

max{(l,c;) : j € J} = max{(l,z) : v € {¢c; : j € J}'}

max{(w,d;,) : k € K} = max{(w, 2) : z € {d}, : k € K}*}

dla wszystkich wektoréw [, w € N, co koticzy dowéd wobec Lematu 3.45 i
Twierdzenia 3.44. [

3.5. ZASTOSOWANIE: SKOJARZENIA I KOLOROWANIA KRAWEDZI

DEFINICJA.
KOLOROWANIEM KRAWEDZI grafu G = (V| E,~) nazywamy kazda funkcje
¢ F — N taka, ze f(e) # f(€¢') dla wszystkich krawedzi e, ¢’ € E takich, ze
e£eiv(e)Ny(e) # 2.

DEFINICJA.

KRAWEDZIOWA LICZBA CHROMATYCZNA grafu G = (V) E,~) nazywamy
liczbe x(G) zdefiniowana wzorem

X(G) := min{|p(E)| : ¢ jest kolorowaniem krawedzi grafu G}.

LEMAT 3.47.
Niech G = (V, E,~y) bedzie grafem bez petli. Jedli M jest zbiorem wszystkich
skojarzen w grafie G, to

X(G) = min{y(/\/l) cy e MM Z y(M) - ey > eE}.
MeM
DowOD.
Udowodnimy najpierw, ze
M(G) = min{y(M) 1y € N1 Y y(i)-ens, > en ).
MeM

W tym celu ustalmy kolorowanie ¢ : E — N krawedzi grafu G. Dla kazdej
liczby p € ¢(E) definiujemy podzbiér M, zbioru E wzorem

Mp = ¢_1(p)'
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Wtedy zbiory M,, p € ¢(F), sa skojarzeniami w grafie G. Definiujemy wektor
y € NM wzorem

y(M) :=#{p € ¢(E) : My = M} (M € M).
Wtedy oczywiscie
y(M) = [o(E)].

Ponadto, jesli e jest krawedzia w grafie E' i p := ¢(e), to istnieje skojarzenie

M’ takie, ze M, = M'. Wtedy y(M') > 11iee M', wiec

D y(M)-en(e) > y(M')-epr(e) >1-1=1.
Mem
7 dowolnosci kolorowania ¢ wynika zatem, ze

WG = min{y(M) :y € N1 3 y(i)-en, 2 e ).

MeM

Dla dowodu nieréwnoéci przeciwnej ustalmy wektor y € NM taki, ze
() > y(M)-en >ep

MeM
Definiujemy podzbiér M’ zbioru M wzorem

M ={M e M :y(M) > 0}.
Niech m bedzie liczbg elementéw zbioru M’ i wybierzmy bijekcje o : [1,m] —
M'. Dla kazdego p € [1, m] definiujemy skojarzenie M, wzorem

M,=ocp)\ | o).

qe[Lp*l]

Definiujemy funkcje ¢ : £ — N wzorem

¢ = Z J e

jeft,m]
Warunek (x) implikuje, ze
U Mm=E
pE(L,m]

Ponadto, zbiory My, ..., M, sa parami roztaczne. Stad wynika, ze funkcja ¢
jest kolorowaniem i ¢(E) C [1,m]. W szczegblnosci,

[(E)| <m < y(M),

co konczy dowdd. O
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DEFINICJA.
Niech G = (V, E, ) bedzie grafem bez petli. Niech M bedzie zbiorem wszyst-
kich skojarzen w grafie G. ULAMKOWA KRAWEDZIOWA LICZBA CHROMA-
TYCZNA grafu G nazywamy liczbe x*(G) zdefiniowana wzorem

X'(G) = min{y(/\/l) yeQY ) y(M) ey > eE}-
MeM

OZNACZENIE.
Jesli G = (V, E,~) jest grafem i U jest podzbiorem zbioru V, to definiujemy
zbiér (U) wzorem

(Uy:={e€ E:v(e) CU}.

FAKT 3.48.
Jesli G = (V, E,~) jest grafem bez petli, to

U
Y'(G) = max{max{|5(v)| NS V},max{% UCViU|l > 2}}
L.
DowOD.
Niech M bedzie zbiorem wszystkich skojarzen w grafie G. Z Twierdzenia 1.61
wiemy, ze
X" (G) = max{z(E) : x € P},

gdzie

P :={r € QY : (ex,z) <1 dla kazdego skojarzenia M € M}.
Korzystajac w Wniosku 3.38 otrzymujemy, ze
A(P) ={ey: M € M}*.

Zauwazmy, ze jesli M jest skojarzeniem w grafie G i L jest podzbiorem zbioru
krawedzi grafu G, to eys|, = epny, oraz zbiér MNL jest skojarzeniem w grafie
G, zatem

A(P) = conv. hull{ey : M € M}

na mocy Lematu 3.31. Wniosek 2.65 implikuje zatem, ze jesli z jest E-
wektorem, to z € A(P) wtedy i tylko wtedy, gdy z € Q¥,

2(6(v)) <1
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dla kazdego wierzchotka v € V' i

() < L3 -0

dla kazdego podzbioru U zbioru V' takiego, ze |U| > 2. Korzystajac z Twier-
dzenia 3.36 i Wniosku 3.38 mamy, ze

P = A(A(P))
1

= conv. hull({eg(v) v e VY, {m
2

cewy U CVilU]>2}).

W szczegdlnosci,

max{z(F):x € P}

_ max{max{ya(v)y ve V},max{ L%KU'?]'H UCVi|Ul> 2}}

na mocy Stwierdzenia 1.42, co konczy dowdd. n
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4. WSTEP DO PROGRAMOWANIA CALKOWITOLICZBOWEGO
4.1. OTOCZKA CALKOWITA

DEFINICJA.
Jesli P jest podzbiorem przestrzeni Q, to OTOCZKA CALKOWITA ZBIORU P
nazywamy zbiér P zdefiniowany wzorem

Py := conv. hull(P N Z").

UWAGA.
Jesli zbiér P jest ograniczony, to zbior P; jest wieloScianem.

FAKT 4.1.
Jedli C jest stozkiem wieloéciennym w przestrzeni Qf, to C; = C.

DowOD.
Oczywiscie C; C C. 7Z drugiej strony, ustalmy wektor z € C'. Wtedy istnieje
liczba A € N, taka, ze \ -z € Z!. Oczywiscie, A - € C. Ponadto

xz%-x—%(l—%)ﬂ,

zatem x € conv. hull(C' N Z!) = Cf, co koticzy dowdd. O

FAKT 4.2.
Jesli P jest wielo§cianem w przestrzeni Q' to istnieja wektory x; € Z7, j € J,
iy, € Z', k € K, takie, ze

PmZI:{Z)\j.xj+zuk-yk:)\jENdlakaZdegojEJ,

JjeJ keK
i € N dla kazdego k € K, 1Y\ = 1}.
JjeJ

DowOb.
7 Wniosku 1.53 wiemy, ze istnieja polytop @ i stozek wieloscienny C' takie,
ze P =@ + C. Korzystajac z Wniosku 1.48 wiemy, ze istniejg [-wektory yy,
k € K, takie, ze

C = cone{yy : k € K}.

Bez straty ogélnoéci mozemy zatozyé, ze vy, € Z! dla kazdego k € K. Defi-
niujemy zbiory S i T wzorami

S = {Zuk-yk:uk€Q+iuk<1dlaka2deg0k’€K}
keK

141



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

T:=(Q+9)NZ.

Zbior X jest skonczony, gdyz zbior () + S jest ograniczony. Pokazemy, ze
PNZ =P,

gdzie zbiér P’ zdefiniowany jest wzorem

P = {Z)\t-t—kz,uk-yk:)\IGNdlakaZdegoxeX,

teT keK

je € N dla kazdego k € K1Y A, = 1}.

teT

Inkluzja P’ C PNZ! jest oczywista. Dla dowodu inkluzji przeciwnej ustalmy
wektor z € PNZ'. Wtedy istnieja wektory y € Q i 2z € C takie, ze x = y+ 2.
Korzystajac ze Stwierdzenia 1.36 wiemy, ze istnieja liczby u, € Q. , k € K,
takie, ze

Z:ZMk'yk-

keK
Dla kazdego k € K definiujemy liczbe A\ wzorem
Ao = g — |-
Jesli

Vi=yE > e 1 2= [k

keK keK
to
Y =r—-2¢c(Q+S)NZ =T.
Ponadto
x=y+z:y’+z’:Z(5t7y/-t+ZL)\kJ Yk
teT keK
a wiec x € P’, co konczy dowdd. ]
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LEMAT 4.3.
Niech P bedzie wieloscianem w przestrzeni Q7. Jedli z; € Z7, j € J, J # @,
Yk € ZI, ke K,i

PmZI:{Z)\j-xj+zuk-yk:)\jENdlakaZdegojEJ,

jeJ ke K
i € N dla kazdego k € K, i Z)\j = 1},
JjeJ
to
char. cone P = cone{y; : k € K}.
Dowo.

Wybierzmy jo € J. Definiujemy
C :=cone{y, : k € K}.
Najpierw pokazemy, ze C' C char. cone P, tzn. y; € char. cone P dla kazdego

ke K. W tym celu ustalmy £ € K i nieujemng liczbe wymierng A\. Wiemy,
ze istnieje dodatnia liczba catkowita p taka, ze p- A € N. Wtedy

1 1
xj0+>\-yk:;-(:)sjo+u-)\-yk)~l—(1—;)-mjo.

Korzystajac z wypuklosci zbioru P otrzymujemy zatem, ze x;, + A -y, €
P. Wobec dowolnosci liczby A oznacza to, na mocy Faktu 2.3, ze y, €
char. cone P.

Ustalmy teraz wektor y € char. cone P. Istnieje dodatnia liczba catkowita pu
taka, ze p -y € Z'. Wtedy

Tjo+A-p-y€ePNZ

dla kazdej dodatniej liczby catkowitej A. Ustalmy I-wektor a taki, ze (a, yx) <
0 dla kazdego k € K. Wtedy istnieje liczba wymierna § taka, ze (a,z) <
dla kazdego wektora x € P NZ!. W szczegdlnosei,

<a’7xj0+>\':u'y> Sﬁ
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej \. Stad

(a,y) < —— - (8- (a,2;,))

=3
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej A. W konsekwencji, (a,y) < 0. Z do-
wolnosci wektora a i Twierdzenia 1.44 wynika, ze y € C. ]
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LEMAT 4.4.
Jesli X jest zbiorem w przestrzeni Q7 to

conv. hull X = U conv. hull X’
X'CX
| X' |<o0

DowOb.
Dla dowodu powyzszej rownosci wystarczy pokazaé, ze

X C U conv. hull X’,

X'CX
[ X' |<o0

oraz, ze zbiér | J x'cx conv. hull X’ jest wypukly. Pierwszy warunek jest oczy-
| X' |<o0
wisty, dla dowodu drugiego ustalmy wektory =1, 25 € |J x'cx conv.hull X’
| X'|<o0
oraz nieujemne liczby wymierne Ay i Ay takie, ze A\; + Ay = 1. Wtedy istnieja

podzbiory skonczone X; i Xy zbioru X takie, ze
z1 € conv. hull X3 i 9 € conv. hull X5.

Wtedy zbior X7 U X5 jest skoficzony oraz xq,z2 € conv. hull(X; U X5). W
konsekwencji,

A1+ 21+ Ay - g € conv. hull(X; U X5) C U conv. hull X’

X'CX
| X' <00

co konczy dowdd. O
LEMAT 4.5.
Jesli P i Q sa wielogcianami w przestrzeni Q7 to

Pr+Qr C(P+Q)r.

DowOb.
Ustalmy wektory € Py iy € Q. Z Lematu 4.4 wiemy, ze istnieja pod-
zbiory skoticzone S C PNZ! i T C Q NZ!' takie, ze x € conv.hullS i
y € conv. hullT. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.42, wiemy, ze istnieja nie-
ujemne liczby wymierne s, s € S, i uy, t € T, takie, ze

'x:Z)\SS 1 y:ZMtt7

ses teT
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oraz

=1 i > m=1

seS teT
Wtedy
x+yzz>\s-ut-(s+t) i Z)‘S'“tzl'
s€s ses
teT teT

Poniewaz z, +vy; € (P+Q)NZ! dla wszystkich wektoréw s € Sit € T, wigc
teza wynika z Lematu 1.39. O]

TWIERDZENIE 4.6.
Jedli P jest wielo$cianem w przestrzeni Qf, to zbiér P; jest wielo$cianem.
Ponadto, jesli zbiér Pr jest niepusty, to

char. cone P; = char. cone P.

DowOD.
Teza jest oczywista, gdy P; = @, wiec mozemy bez straty ogolnosci zatozyc,
ze Py # @. Korzystajac z Faktu 4.2, wiemy, ze istnieja wektory z; € Z!,
jeJ, iy, €7, k € K, takie, ze

PmZI:{Z)\j-xj+zuk-yk:)\jENdlakaZdegojEJ,

jeJ keK

. € N dla kazdego kGK,iZ)\j = 1}.

jed

Poniewaz P; # &, wiec J # &. Definiujemy zbiory ) i C' wzorami

Q) :=conv. hull{z; : j € J} i C:=cone{y,: ke K}
Pokazemy, ze P = Q + C.

Poniewaz
PNZ'CQ+C

oraz zbior Q) + C' jest wypukly, wiec inkluzja
PrCQ@Q+C

jest oczywista. Z drugiej strony, z wypuktosci zbioru P; wynika, ze @ C
P;. Ponadto, korzystajac z Faktu 4.1, wiemy, ze C7 = C. Stad, korzystajac
dodatkowo z Lematu 4.5, otrzymujemy, ze

Q+C=Q+CCP+CC(P+C) C P
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7 réwnosci Pr = @ + C oraz Wniosku 1.53 natychmiast wynika, ze zbior
Py jest wielo$cianem. Ponadto, Fakt 2.4 implikuje, ze char.cone P, = C.
Korzystajac dodatkowo z Lematu 4.3 wiemy, ze C' = char. cone P, co konczy

dowdd. O

4.2. WIELOSCIANY CALKOWITE

LEMAT 4.7.
Niech P bedzie niepustym wieloécianem w przestrzeni Q. Jesli ¢ jest I-
wektorem, to

max{(c,z) :x € P} <
wtedy i tylko wtedy, gdy (c,y) < 0 dla kazdego wektora y € char. cone P.

DowOD.
Zat6zmy najpierw, ze

a:=max{(c,z) :x € P} <0

i ustalmy wektor y € char. cone P. Wybierzmy wektor o € P. Korzystajac z
Lematu 2.2, wiemy, ze xo+ A -y € P dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej
A, zatem

A (e, y) < a— (e, xg)

dla kazdej nieujemnej liczby wymiernej A. Stad natychmiast otrzymujemy,
ze {(c,y) < 0.

Zalozmy teraz, ze (c,y) < 0 dla kazdego wektora y € char. cone P. Z Wnio-
sku 1.53 wiemy, ze istnieja polytop @ i stozek wieloscienny C' takie, ze
P = @Q + C. Korzystajac dodatkowo z Faktu 2.4, otrzymujemy, ze C' =
char. cone P. Poniewaz zbiér () jest ograniczony, wiec

f:=max{(c,z) : z € Q} < 0.

Ustalmy wektor x € P. Korzystajac z powyzszych rozwazan, wiemy, ze ist-
nieja wektory z € @ i y € char. cone P takie, ze x = z + y. Wtedy

(c,x) =(c,z) + (c,y) < B+0=0,
co konczy dowdd. O]

LEMAT 4.8.
Niech P bedzie wieloécianem w przestrzeni Q. Jeéli ¢ jest I-wektorem i
wieloscian P; jest niepusty, to

max{(c,z) : x € P} < 00
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wtedy i tylko wtedy, gdy
max{(c,r) : v € PNZ'} < cc.

DowoOD.
7 Lematu 4.4 i Stwierdzenia 1.42 wiemy, ze

max{(c,r) : v € PNZ'} = max{{c,z) : v € P;}.

Poniewaz char.cone P = char. cone P; na mocy Twierdzenia 4.6, wigc teza
wynika z Lematu 4.7. [

DEFINICJA.
Wieloscian P nazywamy CAEKOWITYM, jesli P = Pj.

FAKT 4.9.
Dla wieloécianu P w przestrzeni Q! nastepujace warunki sg réwnowazne:

(1) Wieloscian P jest catkowity.
(2) Dla kazdego I-wektora c takiego, ze
max{(c,z) : x € P} < o0,
istnieje wektor y € P N Z! taki, ze
(c,y) = max{{c,z) : x € P}.

(3) Kazda Sciana wieloscianu P zawiera wektor o wspotrzednych catkowi-
tych.

(4) Kazda $ciana minimalna wielodcianu P zawiera wektor o wspolrzednych
catkowitych.

DowoD.
(1) = (2): Zatézmy, ze P = Py i ustalmy I-wektor ¢ taki, ze

max{(c,z) : x € P} < 0.
Wtedy
max{(c,r) : v € PNZ'} = max{{(c,z) : v € P}
= max{(c,z) : x € P}.

(2) = (1): Zatézmy, ze P # P. Bez starty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
P; # @. Poniewaz zbiér P; jest wieloscianem na mocy Twierdzenia 4.6, to
istniejg wektory y € P oraz ¢ € Q! oraz liczba wymierna 3 takie, ze

(c,y) > B
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oraz

(c,x) <p
dla kazdego wektora x € P;. Z Lematu 4.8 wynika, ze
max{(c,x) : x € P} < c0.
Ponadto,
(c,x) < B < {c,y) <max{(c,z):z € P}
dla kazdego wektora x € PN Z!.
(2) <= (3): Wynika natychmiast z definicji $ciany.
(3) <= (4): Oczywiste, gdyz kazda $ciana zawiera Sciane minimalna. [
4.3. BAzy HILBERTA

DEFINICJA.
Niech C' bedzie stozkiem wielosciennym w przestrzeni Q. Skonczony zbioér
X C Z' nazywamy (CALKOWITA) BAZA HILBERTA STOZKA C jedli X C C
oraz dla kazdego wektora y € C'NZ! istniejg nieujemne liczby catkowite A,
r € X, takie, ze

y:Z)\x-x.

UWAGA.
Jesli zbiér X jest bazg Hilberta stozka wielosciennego C'; to C' = cone X.

TWIERDZENIE 4.10.

Jedli C jest stozkiem wielo$ciennym w przestrzeni Q7 to istnieje baza Hil-
berta X stozka C.

DowOD.
Korzystajac z Faktu 4.2 wiemy, ze istnieja wektory z; € Z!, j € J, yx € Z7,
k € K, takie, ze

Cnz' = {3 Nz + 3wyt Ay € N dla kaidego j € J,

jeJ keK

jr € N dla kazdego k € K, 1)), = 1}.
jeJ

Dla udowodnienia, ze zbioér

{z;:jeJ}U{ys: k € K}
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jest bazg Hilberta stozka C', wystarczy pokazac, ze y € C' dla kazdego k € K.
Korzystajac z Wniosku 2.5 i Lematu 4.3 wiemy, ze

C' = char. coneC' = cone{y; : k € K},
co konczy dowdd. O

TWIERDZENIE 4.11.
Niech C bedzie ostrym stozkiem wielo$ciennym w przestrzeni Q. Jedli X, i
X5 sa minimalnymi bazami Hilberta stozka C', to X; = Xo.

DowOD.
Definiujemy zbiér H wzorem

H:={x e CNZ":2+#0inie istnieja
wektory 1, x5 € C N Z takie, ze 11 # 0 # 1912 = x1 + 29},

Zauwazmy, ze jesli zbior X jest bazg Hilberta stozka C', to H C X. Wystarczy
zatem pokazac, ze zbior H jest bazg Hilberta stozka C.

Poniewaz stozek C' posiada baze Hiberta na mocy Twierdzenia 4.10, wiec z
powyzszej obserwacji wynika, ze zbior H jest skonczony. Oczywiscie H C C.
Wybierzmy I-wektor a taki, ze (a,y) > 0 dla kazdego wektora y € C taki, ze
y # 0 (taki wektor a istnieje, gdyz stozek C' jest ostry). Bez straty ogdlnosci
mozemy zaltozyé, ze a € Z!. Przez indukcje ze wzgledu na (a,y) pokazemy,
ze dla kazdego wektora y € C N Z! istnieja nieujemne liczby calkowite A,
r € H, takie, ze

y:Z)\w-x.

zeX

Jedli (a,y) =0, to y = 01 teza jest oczywista. Podobnie, teza jest oczywista,
gdy y € H. Zalézmy zatem, ze y € C NZL, (a,y) > 01y & H. Z definicji
zbioru H wynika, ze istnieja wektory v,y € C N Z! takie, ze y = y; + 1o
iy # 0 # yo. Wtedy (a,y1) < (a,y) 1 {a,y2) < {(a,y), zatem z zalozenia
indukcyjnego istnieja nieujemne liczby catkowite A\, i p,, x € H, takie, ze

xeH zeH
Wtedy
Y= Z(/\z +:u:v) " T,
xeH
co konczy dowdd. O
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4.4. TWIERDZENIE DOIGNONA

TWIERDZENIE 4.12.
Niech A bedzie J x I-macierzg i b J-wektorem. Jesli

{reZ' A 2<b} =0,
to istnieje podzbiér J' C J taki, ze |J/| < 2!!li
{{L‘EZIIAJ/J':L‘S[)L]/}:@.

DowOb.
Przypuéémy, ze |J| > 2, ale dla kazdego j € .J istnieje wektor x; € 71 taki,
ze

Angn.r - mi < bl

. Wtedy oczywiscie (A(j), z;) > b(j) dla kazdego j € J. Definiujemy zbiér Z
wzorem

7 = conv. hull{z; : j € J}NZ".
Ponadto, dla kazdego j € J definiujemy zbiér Z; wzorem
Z;:=1{z € Z: (A(j), =) > b(j)}.
Wtedy z; € Z; dla kazdego j € J. Ponadto
z=J2z,
jeJ
gdyz {r € Z' : A- 2 < b} = @. Niech
I':={ceQ’:cj) € {{A(j),2) : z € Z;} dla kazdego j € I}.
Dla kazdych wektora ¢ € I' oraz j € J definiujemy zbior Z7 wzorem
Zi ={z € Z;: (A(),2) =z c(j)}-
Niech

Mi={cer:z=Jz}
jedJ

Zauwazmy, ze zbiér I jest niepusty. Istotnie, jesli zdefiniujemy J-wektor ¢
wzorem

c(j) = min{(A(j), 2) : 2 € Z;} (€ J),
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to Z§ = Z; dla kazdego j € J, a wigc c € I.
Wybierzmy wektor ¢ € I taki, ze
d(J) = max{c(]) ic€ F'}.
Z wyboru wektora ¢’ wynika, ze istnieja wektory z; € Z, j € J, takie, ze
(AG).z)=c() 1 z¢l]Z
Jj'ed
J'#3
dla kazdego j € J. W szczegdlnodci,
(A(F"), zjr) < e(d')
dla wszystkich j', j” € J takich, ze j' # j”. Poniewaz |J| > 2!/l wicc istnieja
indeksy j/, 5" € J takie, ze j' # j" i 2 € Z!, gdzie

1
Z = 5( i+ 2.

Wtedy jednak z € Z oraz z ¢ Z]‘?’ dla kazdego indeksu j € J, co prowadzi do
Sprzecznosci. O

WNIOSEK 4.13.
Niech A bedzie J x I-macierza, b J-wektorem i ¢ I-wektorem. Jesli

—oco <max{{c,z) v €Z' i A -1 < b} < oo,
to istnieje podzbiér J' C J taki, ze |J'| < 2!!! oraz
max{(c,x) v € Z'i A -z < b}
=max{(c,z) 12 €Z' 1 Ap-x <b|p}.

DowOD.
Definiujemy liczbe pu wzorem

po=max{{c,z) :x € Z'i A-x <b}.
7 definicji liczby p wynika, ze
{xEZI:A-bei (¢, ) Z,u—k%}:@
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n. Poniewaz

{reZ' A x<b}#0,
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wiec z Twierdzenia 4.12 wynika, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n
istnieje podzbiér J, C J taki, ze |.J,| < 211 i

{mGZI:AJnJ-beL]n i(c,z) Zu—l—%} =g.

Poniewaz zbiér J jest skonczony, wiec istnieje podzbiér J' C J taki, ze
#{neN:J,=J}=oc.

Wtedy
{xeZ  Ap;-x<blyile,r)>u} =2,

co konczy dowdd. O]
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5. PODSTAWOWE WEASNOSCI MACIERZY CAEKOWICIE UNIMODULARNYCH
5.1. MACIERZE CALKOWICIE UNIMODULARNE

DEFINICJA.
J X I-macierz A nazywamy CALKOWICIE UNIMODULARNA, jesli

| det AI’,J’| c {O, 1}
dla wszystkich podzbioréw I' C I'i J' C J takich, ze |I'| = |.J'|.

UWAGA.
Jesli J x I-macierz A jest catkowicie unimodularna, to

A(]a Z) < {_17 07 1}
dla wszystkich i € 17 € J. W szczegdlnosci, A € My, /(Z).

TWIERDZENIE 5.1.
Jesli

P={zcQ A 2<b}

dla J x I-macierzy catkowicie unimodularnej A oraz wektora b € Z”7, to
wieloscian P jest catkowity.

DowOb.
Niech F' bedzie Sciana minimalng wieloScianu P. Na mocy Twierdzenia 2.40
istnieje podzbior J' C J taki, ze

F:{we@liAJ/J'l'Ipr}.

Poniewaz F # @&, wiec mozemy zalozy¢, ze rk Ay = |J'|. Stad istnieje
podzbiér I' C I taki, ze

|JI’ = |[/| i |detAJ/7[/’ 7A 0.

Poniewaz macierz A jest calkowicie unimodularna, wiec | det Ay | = 1, skad
A7l € Mpyy(Z). Stad, jedli

-1
xr = AJ’,I’ . b|J/7

to x € Z" C Z'. Ponadto = € F, co koficzy dowéd na mocy Faktu 4.9. [0

LEMAT 5.2.
Niech A bedzie J x [-macierza catkowicie unimodularna. Jesli e, € {£1},
ke K,ee{£l},le L, toJ x (K x JUL x I)-macierz A’ dana wzorem
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€k jesli m = (k, j) dla pewnego k € K,
A'(4,m) = e - A(j,i) jeslim = (I,i) dlapewnych [ € Lii€ I,
0 w przeciwnym wypadku,

(jeJ me KxJULXI)

(tzn. A" := [+ g,-Id; --- .-+ g-A --:]), jest calkowicie unimodu-
larna.

DowoOD.
Ustalmy podzbiory M C K x JULxIiJ C J. Jedli istnieja k', k" € K oraz
j € J takie, ze k" # K" i (K',7),(K",j) € M, to |det A’ ;| = 0. Podobnie,
jesli istnieja I',1” € L oraz i € [ takie, ze I" # 1" i (I';1),(I",i) € M, to
|det A, | = 0. Zalézmy zatem, ze zadna z powyzszych sytuacji nie ma
miejsca. Definiujemy podzbiér J” zbioru J wzorem

J":={j € J:istnieje k € K takie, ze (k,j) € M}.

Jesli J" € J', to ponownie |det A’ /| = 0. W przeciwnym wypadku definiu-
jemy podzbiér I’ zbioru I wzorem

I':={i €I :istnieje | € L takie, ze (I,i) € M}.
Wtedy
| det A%y ol = | det Ayn v /| € {0, 1},
co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 5.3.
Jesli J x I-macierz A jest calkowicie unimodularna, b € Z7 i ¢ € Z!, to

max{(c,z) :x € Z' i A-2 <b} =min{(b,y) :y € N i AT .y = ¢}.
o ile
{reQ:A 2<b}#£0 i {yGQi:AT-y:c}#Q.

DowoOD.
Definiujemy wielosciany P wzorami

P={recQ' :A 2<0b} i Q={yeQ]: AT .y=c}.

Korzystajac z Twierdzenie 5.1 (oraz Lematu 5.2 w przypadku wielogcianu
Q), wiemy, ze wielosciany P i @) sa calkowite. Wykorzystujac dodatkowo
Fakt 4.9 wiemy zatem, ze

max{(c,r) :x € Z' i A-z <b} = max{(c,z) : x € P}

154



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

min{(b,y) : y € N” i AT .y =c} =min{(b,y) : y € Q}.

Poniewaz
max{{c,z) : x € P} = min{(b,y) : y € Q}
na mocy Wniosku 1.60, wiec otrzymujemy teze. ]
DEFINICJA.

Macierz A € M, ;(Z) nazywamy UNIMODULARNA, jesli
NWD(|det Ay p| - J" C Ji|J|=I"]) € {0,1}
dla kazdego podzbioru I’ C I takiego, 0 < |I'| < |I|.

LEMAT 5.4.
Jesli rtk A = |J| dla macierzy A € M(Z), to macierz A jest unimodularna
wtedy i tylko wtedy, gdy

|d€tAJ7[/’ € {O, 1}
dla kazdego podzbioru I’ C I takiego, ze |I'| = |J|.

DowOD.
Zal6zmy najpierw, ze macierz A jest unimodularna i ustalmy podzbior I’ C [
taki, ze |I'| = |J|. Wtedy

|d€tAJ7[/’ = NWD(\detAJ/,p\ : J/ g Ji ’J” = ‘[/D € {0, 1}
Zalézmy teraz, ze
|det Ay | € {0,1}

dla kazdego podzbioru I"” C I takiego, ze |I"| = |.J| i ustalmy podzbior I’ C I
taki, ze 0 < |I'| < |I|. Zalézmy, ze

NWD(|det Ay p|:J' CJi|J|=|I']) #0.

Wtedy wektory AT (i), i € I, sa liniowo niezalezne. Poniewaz tk A = |J|,
wiec istnieje podzbiér 1" C [ taki, ze I’ C I”, |I"| = |J] i |det Ay | # O.
Wtedy |det A | = 1. Poniewaz

NWD(IdetAJ/J/| . Jl g Ji |<],| = |]/|) | |detz4‘]’[//|7
wiec

NWD(|det Ay p|:J' C JilJ|=|I])=1. 0
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LEMAT 5.5.
Macierz A € M4 ;(Z) jest catkowicie unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz A" € My, yur)(Z) dana wzorem

1 jesli k = 4,
A4, k) == < A(j,9) jeslik e,
0 w przeciwnym wypadku,

(jeJ keJuUl)
(tzn. A’ = [IdJ A]), jest unimodularna.

DowOb.
Zatozmy najpierw, ze macierz A jest calkowicie unimodularna. Korzystajac
z Lematu 5.2, wiemy, ze macierz A’ jest catkowicie unimodularna, a wiec tym
bardziej macierz A’ jest unimodularna.

Zalézmy teraz, ze macierz A’ jest unimodularna. Aby pokazaé, ze macierz A
jest calkowicie unimodularna ustalmy podzbiory I’ C I oraz J' C J takie,
ze |I'| = |J'|. Wtedy, korzystajac z Lematu 5.4 (pamietajmy, ze tk A’ = |J|),
otrzymujemy, ze

| det AJ/7[/| = | det A{]7(J\J’)UI’| S {0, 1},
co konczy dowdd.

TWIERDZENIE 5.6.
Niech A € M;«;(Z) bedzie macierza rzedu |J|. Wtedy macierz A jest uni-
modularna wtedy i tylko wtedy, gdy wielo$cian

{reQl:A z=0}
jest calkowity dla kazdego wektora b € Z!.

DowOD.
Zalézmy najpierw, ze macierz A jest unimodularna i ustalmy wektor b € Z!.
Definiujemy wielo$cian P wzorem

P:={reQl:A z=0}

Bez straty ogodlnosci mozemy zatozy¢, ze P # &. Korzystajac z Faktu 2.7,
wiemy, ze lin. space P = {0}. Wykorzystujac dodatkowo Fakt 2.43, otrzymu-
jemy zatem, ze $ciany minimalne wieloScianu P sg wierzchotkami. Ustalmy
wierzchotek z wieloscianu P. Korzystajac z Twierdzenia 2.40, wiemy, ze ist-
nieje podzbior I’ C [ taki, ze

{(2y={2ecQ :ap=0iA-x=0}
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Poniewaz rk A = |J|, wiec bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze |I'| =
\I| — |J|. Wtedy

{Z} = {I S QI\II : AJ’[\[/ T = b}

Z Twierdzenia Cramera wynika, ze | det A\ /| # 0. Poniewaz macierz A jest
unimodularna i rk A = |J|, wiec |det A; /| = 1 na mocy Lematu 5.4. Stad

A;}\F € Mp,s(Z). Poniewaz, z = A;’}\I, b, wiec z € Z'N' C 7!, zatem

wieloscian P jest calkowity na mocy Faktu 4.9.

Zal6ézmy teraz, ze wieloScian
{reQl:A - z=0}

jest catkowity dla kazdego wektora b € Z!. Aby udowodnié¢, ze macierz A jest
unimodularna, wystarczy, korzystajac z Lematu 5.4, pokazaé, ze | det A; | €
{0,1} dla kazdego podzbioru I’ zbioru I takiego, ze |I'| = |J|. Ustalmy zatem
podzbiér I’ zbioru I taki, ze |I'| = |J|. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢,
ze | det Ay | # 0. Aby udowodnié, ze |det Ay /| = 1, wystarczy pokazaé, ze

Al}/ E MI/XJ(Z);
a wiec ze
A;}/ ° ej E le
dla kazdego j € J. Ustalmy j € J. Wybierzmy wektor y € Z!" taki, ze
AjLej+yeQl.
Definiujemy wektory b € Z7 i z € Q! wzorami
b::ej—kAJ,p-y 1 ZI:A;’}/'ej—}‘y.
Wtedy wektor z jest wierzchotkiem wieloscianu
{reQ A z=1b}

na mocy Twierdzenia 2.40. Stad z € Z’ na mocy Faktu 4.9, co koficzy dowdd.
O

WNIOSEK 5.7 (HOFFMAN/KRUSKAL).
Macierz A € M (Z) jest catkowicie unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy
wieloscian

{zeQ A -2 <b}

jest calkowity dla kazdego wektora b € Z7.

157



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE

DowoOD.

Dla wektora b € Z! definiujemy wielosciany P i @, wzorami
Pp={zeQl:A-2<b} i @Q:={:eQ:4 2=0b}

gdzie macierz A" € My (jun(Z) dana jest wzorem

1 jesli k = 5,
A'(4,k) == A(j,9) jeslik €1,
0 w przeciwnym wypadku,

(jed ke JUl)

(tzn. A" = [Idj A]) Korzystajac z Lematu 5.5 wiemy, ze macierz A jest
caltkowicie unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A’ jest unimodu-
larna. Dalej, poniewaz rk A" = |.J|, wiec z Twierdzenia 5.6 wynika, ze macierz
A’ jest calkowicie unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy wielo$cian (), jest
catkowity dla kazdego wektora b € Z”. Dla zakonczenia dowodu wystarczy
zatem pokazaé, ze jedli b € Z7, to wieloscian Q, jest calkowity wtedy i tylko
wtedy, gdy wieloscian P, jest calkowity.

Ustalmy zatem wektor b € Z”. Definiujemy funkcje F : P, — Q) wzorem
Flz)=0b—-—A-2z)+=x (x € By).

Wtedy funkcja F' jest bijekcja — funkcja odwrotna G : @, — P, dana jest
wzorem

G(z) = z|; (z € Q).

Ponadto, F(P,NZ') = Q, N Z’°L. Stad natychmiast wynika, ze F/((P);) =
(Qp)1- W szczegdlnodci, P, = (B,); wtedy i tylko wtedy, gdy Qp = (@)1, cO
konczy dowdd. [

WNIOSEK 5.8.

Macierz A € M ;4 (Z) jest catkowicie unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy
wieloscian

{reQ:c<zx<dia<A-z<b}

jest calkowity dla wszystkich wektoréw a,b € Z” i c,d € Z'.

DowoD.

Definiujemy macierz A" € My {1,2})x1(Z) wzorem
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1 jesli k =1,
T jesli k = (j,p) dla pewnych j € Jip e {1,2},
0 w przeciwnym wypadku,

Gel keldx{1,2})

(tzn. A’ = [Id; —A A]T).

Zauwazmy najpierw, korzystajac z Lematu 5.2, ze macierz A jest catkowicie
unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A’ jest calkowicie unimodu-
larna. Dalej, z Wniosku 5.7 wynika, ze macierz A’ jest catkowicie unimodu-
larna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wektoréw a,b € Z” i c,d € Z!
catkowity jest wieloScian P’(a, b, ¢, d) dany wzorem

P'la,be,d) :={x e QL : A"z <V},

gdzie wektor b € Z/Y/*{12} dany jest wzorem

d(k) — c(k) jesli k € I,
V(k):=< a(j) — (A(j),c) k= (j,1) dla pewnego j € J,
b(j) — (A(j), ) k= (j,2) dla pewnego j € J,

(ke Jx {1,2}),

(tzn. b := (d —c,a— A-¢c,b— A-c). Wreszcie, jesli dla wektoréw a,b € Z7 i
c,d € 7! zdefiniujemy wieloécian P(a, b, ¢, d) wzorem

P(a,b,c,d) ::{xGQI:chgdiaSA-be},

to poniewaz wieloscian P(a, b, ¢, d) jest przesunieciem o wektor ¢ wieloscianu
P'(a,b,c,d), wiec wieloscian P(a, b, c,d) jest catkowity wtedy i tylko wtedy,
gdy wielodcian P’'(a, b, c,d) jest calkowity. O

WNIOSEK 5.9.
Macierz A € M (Z) jest catkowicie unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy

max{(c,r) :x € N'i A2 <b} =min{(b,y) :y e N' i AT .y > ¢}
dla wszystkich wektoréw b € Z”7 i ¢ € Z! takich, ze

{reQl:A2<b}#£02 i {yeQl: AT -y>c} # 0.
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DowoOD.
Zal6zmy najpierw, ze macierz A jest catkowicie unimodularna. Ustalmy wek-
tory b € Z7 i c € Z! takie, ze

{xEQi:A-be}#@ i {yEQi:AT-yzc};&@.
Zdefiniujmy wielosciany P i () wzorami
P={zeQ :A-z<b} i Q::{yEQi:AT-ch}.

Korzystajac z Wniosku 5.7 wiemy, ze wielosciany P i () sa catkowite. W
szczegblnosci,

max{(c,z) : v € P} = max{{c,r) : 2 € N' i A-x < b}

min{(b,y) : y € Q} = min{(b,y) : y € N/ 1 AT -y > ¢},

co konczy dowodd wobec Twierdzenia 1.61.

Zalozmy teraz, ze

max{{c,z) 7 € N1 A-2 < b} =min{(b,y) : y e N/ i AT .y > ¢}
dla wszystkich wektoréw b € Z”7 i c € Z! takich, ze

{reQ A 2<b}#£02 i {yeQL: A" -y=c} #2.

Aby udowodnié¢, ze macierz A jest catkowicie unimodularna, wystarczy, ko-
rzystajac z Wniosku 5.7, pokazac, ze wieloscian

{xEQi:A-xﬁb}

jest catkowity dla kazdego wektora b € Z!. Ustalmy zatem wektor b € Z! i
zdefiniujmy wieloScian P wzorem

P:={reQl A z<b}

Jedli wielo$cian P jest pusty, to oczywiscie P = Py. Zatézmy zatem, ze wielo-
Scian P jest niepusty. Korzystajac z Faktu 2.7 wiemy, ze lin. space P = {0},
zatem Sciany minimalne wieloscianu P sg wierzchotkami na mocy Faktu 2.43.
Ustalmy wierzcholek z wieloécianu P. Z definicji istnieje wektor ¢ € Z! taki,
ze

(%) (¢, 2) > (c,x)
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dla wszystkich wektoréow = € P takich, ze x # z. W szczegdlnosci
(c,2) > max{(c,z) 1z € PNN.}.
7 drugiej strony, korzystajac z Twierdzenia 1.61 i zatozenia otrzymujemy, ze

(¢, z) =max{{(c,z) : x € P}
=min{(h,y) : y € QL1 AT -y > ¢}
<min{(b,y) :y € N i AT .y > ¢}
= max{(c,z) : x € PNN'}.

Ostatecznie
(c,z) = max{{c,z) : 2 € PNN'},

a wigc z € Z! na mocy (x). Wobec Faktu 4.9 oznacza to, ze wieloScian P jest
catkowity, co konczy dowod. O

5.2. CHARAKTERYZACJE MACIERZY CALKOWICIE UNIMODULARNYCH

LEMAT 5.10.
Jedli macierz A € M. /(Z) jest catkowicie unimodularna, to dla kazdego
podzbioru [ zbioru [ istnieja zbiory I; i Ip takie, ze [y = L UL, [ NI, =&
1

A- (eh - eIz) S {_1707 1}J

DowOb.
Ustalmy podzbioér Iy zbioru [ i zdefiniujmy wieloscian P wzorem

1 1
P={recQ :0<z<eyi L§~A-e10j <A-x< (§-A~e10)]}.
Wnhiosek 5.8 implikuje, ze wielo$cian P jest catkowity. Zauwazmy, ze wie-
loscian P jest niepusty, gdyz % ey, € P. Wybierzmy 2 € PN Z!. Wtedy
x € {0,1}. Definiujemy zbiory I; i I, wzorami
I :={iely:z(i) =0} i L={iely:z(i) =1}

W szczegolnoscl, v = ey, i er, +ey, = ey,. Oczywiscie, [y = LUl i 1N, = .
Ponadto,

A'(B[l—GIQ)IA'e[0—2‘A'Q?.
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Stad

1
A-(eh—eIQ)SA-eIO—Q-Li-A-eIOJ

1
A-(en —en)2A e, —2-[5 - A-egl,
wiec
A- (e, —ep) e {-1,0,1}. O

LEMAT 5.11.
Niech A € M, ;({—1,0,1}) i |Z] = |J|. Jesli |det Ay 1] € {0,1} dla wszyst-
kich podzbioréw J' C J i I' C I takich, ze |I'| = |J|, to

|det Aj]=0  lub  2¢{|det A
lub
A-e;=0 (mod 2) i AT e; =0 (mod 2).

Dowop.
Jedli wektory AT (4), i € I, sa liniowo niezalezne nad ciatem Fo, to 2 1 | det A,
zal6zmy zatem, ze istnieje niepusty podzbior I’ zbioru I taki, ze

A-ep =0 (mod 2).
Witedy istnieje takze niepusty podzbior J' zbioru J taki, ze
AT ep =0 (mod 2).

Jesi I' =11 J = J, to dowdd jest zakonczony. Zatézmy zatem, ze I' # 1.
Wtedy 2 | |det Ay» | dla kazdego podzbioru J” zbioru J takiego, ze |J"| =
\I'|. Z zatozen wynika, ze wtedy |det Ay» /| = 0 dla kazdego podzbioru J”
zbioru J takiego, ze |J”| = |I'|, co implikuje, ze |det A|] = 0. Analogicznie
pokazujemy, ze jesli J' # J, to |det A| = 0. O

LEMAT 5.12.
Niech A € My, ;({—1,0,1}) i |I| = |J|. Jedli |det Ay ;| # 2 dla wszystkich
podzbiorow J' C J i I' C I takich, ze |I'| = |.J'|, to

|det A| € {0,1}.
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DowoOD.

Teze udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na |I]. Jesli |I| = 1, to teza jest
oczywista, wiec zatézmy, ze |I| > 1,1 wybierzmy i € I. Jedli A(j,40) = 0 dla
wszystkich j € J, to |det A| = 0, zal6zmy zatem, ze istnieje jo € J takie, ze
A(jo,1o) # 0. Definiujemy I" := I'\ {ip} 1 J' := J\ {Jjo}. Definiujemy macierz
J' x I'-macierz A" wzorem

A(jo, 1)

—— el jelJ).
Aljo. 7o) ( jed)

Zauwazmy, ze
| det Af]//’]u| = | det AJllu{jO},[//U{i0}|

dla wszystkich podzbioréw I” C I"i J” C J'. W szczegdlnosci,
| det Ai]//71//| §£ 2

dla wszystkich podzbiorow [” C I'i J” C J'. Ponadto,
A, i) <2

dla wszystkich ¢ € I'ij € J'. Liacznie z wezesniejszg obserwacja oznacza to, ze
A€ Myyr({—1,0,1}). Korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzymujemy
zatem, ze

|det A| = |det A'| € {0,1},

co konczy dowdd. O

TWIERDZENIE 5.13.

Dla macierzy A € M,;({—1,0,1}) nastepujace warunki sa réwnowazne.
(1) Macierz A jest catkowicie unimodularna.
(2) Wielo$cian

{reQ A 2 <b}

jest catkowity dla kazdego wektora b € Z7.
(3) Wieloscian

{xEQl:chgdiagA-ang}

jest calkowity dla wszystkich wektoréw a,b € Z” i c,d € Z'.

163



PROGRAMOWANIE LINIOWE I CALKOWITOLICZBOWE
(4) Dla kazdego podzbioru Iy zbioru I istnieja podzbiory I; i I takie, ze
Io=LUL, LNL=ai
A- (eh - eI2) < {_]—7 0, 1}J

(5) Jesli I jest podzbiorem zbioru I, J’ jest podzbiorem zbioru J, |I'| = |.J'|
1

AJ/’]/ e = 0 (mod 2),

to |det AJ’,I’| = 0.
(6) Jesli I' jest podzbiorem zbioru I, J' jest podzbiorem zbioru J, |I'| = |.J'|,

Ayp-ep =0 (mod 2 i AL, .e;y=0 (mod2),
: I
to
<eJ/,AJ/7[/ -e[/> =0 (mod 4)
(7) Jesli I’ jest podzbiorem zbioru I, J’ jest podzbiorem zbioru J i |I'| = |.J'|,

to |detAJ/J/| 7& 2.

(1) < (2): Wynika z Wniosku 5.7.
(1) <= (3): Wynika z Wniosku 5.8.
(1) = (4): Wynika z Lematu 5.10.
(4) = (5): Ustalmy podzbiory I’ C i J" C J takie, ze |I'| = |J'| i

App-ep =0 (mod 2).

Warunek (4) implikuje, ze istnieje wektor 2 € {—1, 1} taki, ze
App-ze{-1,0,1}""

Poniewaz x = e; (mod 2), wiec
App-x=App-ep =0 (mod 2).

Ostatecznie, Ay o - x = 0. Poniewaz = # 0, wigc |det Ay p| = 0.
(4) = (6): Ustalmy podzbiory I’ C i J' C J takie, ze |I'| = |J'| i

App-ep =0 (mod 2 i A% ey =0 (mod 2).
, J I
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Warunek (4) implikuje, ze istnieja podzbiory I; i Iy zbioru I takie, ze I’ =
LUL, L NL=oi

Ayp- (e, —ep) € {—1,0,1}".
Poniewaz ey = e, + e, = e, — e, (mod 2), wiec

App-(e, —en)=App-ep =0 (mod 2).
Ostatecznie, Ay - (e, —er,) = 0, a wiec

AJ’,I’ e = AJ’,I’ “€p,.
Stad

AJ’,I’ e = AJ’,I’ -ern + AJ’,I’ e, =2- AJ’,I’ “€er -
W konsekwencji,

<eJ’7 AJ’,I’ : ell>

ey, Ay p-ep)=2-
=2- (A}, -ey,en) =0 (mod 4),

gdyz AJ, ;-ep =0 (mod 2).
(5) = (1): Przez indukcje ze wzgledu na |I’| udowodnimy, ze
|det Ay | € {0,1}

dla wszystkich podzbioréw I’ C I'iJ" C J takich, ze |I'| = |J'|. Jesli |I'] =1,
to teza jest oczywista, zat6zmy zatem, ze |I'| > 1. Korzystajac z zalozenia
indukcyjnego, Lematu 5.11 i warunku (5) otrzymujemy, ze

|d€tAJ/J/|:O lub QHdetAJ/J/|.

W szezegblnoscei, | det Ay /| # 2, a wiee teza wynika z zatozenia indukeyjnego
i Lematu 5.12.

(6) = (1): Przez indukcje ze wzgledu na |I’| udowodnimy, ze
| det AJ/7]/| c {O, 1}

dla wszystkich podzbioréw I’ C I'iJ" C J takich, ze |I'| = |J'|. Jesli |I'] =1,
to teza jest oczywista, zatézmy zatem, ze |I’| > 1. Korzystajac z zalozenia
indukcyjnego i Lematu 5.11 otrzymujemy, ze

| det AJ/7[/| =0 lub 2 ’f | det AJ/71/|
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lub
App-ep =0 (mod 2) i AL p-ep=0 (mod2).

W pierwszych dwoch przypadkach teza wynika z Lematu 5.12 podobnie jak
wyzej, zalozmy zatem, ze

App-ep =0 (mod 2) i A}’p ey =0 (mod 2).
Wybierzmy jo € J' i zdefiniujmy zbiér J” wzorem
J" =TI\ {jo}

Z zalozenia indukcyjnego macierz A~ jest calkowicie unimodularna, wiec
na mocy Lematu 5.10 istnieje wektor = € {—1,1} taki, ze

Az e {-1,0,1}"".
Poniewaz
App-ep =0 (mod 2) i z=ep (mod?2),
wiec Ayv p - x = 0. Wybierzmy ¢y € I’ i zdefiniujmy zbiér I” wzorem
I" .= I'"\ {io}.
Zdefiniujmy macierz A" € My /(Z) wzorem
g {0 e
A(g,1) jesli i # 1o,

Wtedy |det A'| = |det A, ;|. Z drugiej strony,

(el jel).

A'(j,i0) =0
dla wszystkich j € J”, wiec
|det A'| = |A'(Jo, 40)| - | det Ayw gn],
zatem
|det A'| =0  lub  |det A'| = |A'(jo, io)|

na mocy zatozenia indukcyjnego. W pierwszym przypadku dowdd jest zakon-
czony, w drugim otrzymujemy, ze

|det Ay p| = |A' (o, i0)| = [{er, A" (i0))| = [{er, Ay 1 - )]
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= [(AJ ;- ey, x)| = [(AL - ey ep)| (mod 4),
gdyz
r=ep (mod 2) i AL p-ep =0 (mod2).

W szczegblnosci, wykorzystujac warunek (6), otrzymujemy, ze |det A ;| #
2, a wiec teza wynika z zatozenia indukcyjnego i Lematu 5.12.

(1) = (7): Oczywiste.
(7) = (1): Wynika z Lematu 5.12. O

TWIERDZENIE 5.14.

Macierz A € M4 ;(Z) jest catkowicie unimodularna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnej dodatniej liczby caltkowitej k i dowolnych wektoréw b € Z7 i
y € NI takich, ze

A-y<k-b,
istnieja wektory z1,...,x, € N’ takie, ze
Az, <D
dla kazdego p € [1, k] oraz
y = Z Tp.
pE[L,K]

DowOD.
Zat6zmy najpierw, ze powyzszy warunek jest spelniony. Ustalmy wektor b €
Z” i zdefiniujmy wieloécian P wzorem

P:={reQl:A z<b}.

Ustalmy wektor z € P. Wtedy istnieje dodatnia liczba catkowita k taka, ze
k -z € N'. Ponadto

A-(k-z)<k-b,
zatem z zalozenia istnieja wektory zi, ...,z € P NN/ takie, ze
k-x= Z Tp,
pE[l,k]
zatem
1
pe[l,k}
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Korzystajac z Lematu 1.39, otrzymujemy, ze x € P;. Z dowolnosci wektora
x wynika, ze wielodcian P jest calkowity, a wiec macierz A jest catkowicie
unimodularna na mocy Wniosku 5.7.

Zatozmy teraz, ze macierz A jest catkowicie unimodularna i ustalmy wektor
b € Z'. Przez indukcje ze wzgledu na k pokazemy, ze dla dowolnej dodatniej
liczby catkowitej k oraz dowolnego wektora y € N’ takich, ze A-y < k- b,
istnieja wektory z1,...,z, € N takie, ze A -z, < b dla kazdego p € [1, k]

oraz
Yy = E Tp.
pE[1,k]

Dla £ = 1 teza jest oczywista, zatézmy zatem, ze k > 1, i zdefiniujmy
wielo$cian P wzorem

P::{xEQI:nggyiA-y—(k:—l)-bSA-be}.

Poniewaz macierz A jest catkowicie unimodularna wiec wieloscian P jest
catkowity na mocy Wniosku 5.8. Ponadto + -y € P, wiec wieloscian P jest
niepusty. W szczegélnosci, P N N #£ &. Wyblerzmy wektor x, € P N NZ,
Wtedy A -z, < b. Ponadto y —a, € NN 1 A (y —ay) < (k—1) - b, zatem
na mocy zalozenia indukcyjnego istnieja wektory zi, ..., x,_1 € N/ takie, ze
A -z, <bdla kazdego p € [1,k — 1] oraz

yom= 3
pe(l,k—1]
co konczy dowdd. O
TWIERDZENIE 5.15.

Dla J x I-macierzy A takiej, ze rk A = |J|, nastepujace warunki sa réwno-
wazne.

(1) AJ} A € My,«(Z) dla kazdego podzbioru I, zbioru I takiego, ze
o] = 1] 1 |det Ay | # 0.

(2) Macierz A J} - A jest catkowicie unimodularna dla kazdego podzbioru I
zbioru [ takiego, ze |Iy| = |I] 1 |det A, | # 0.

(3) Istnieje podzbiér Iy C I taki, ze |Io] = |J|, |det Ass,| # 0 1 macierz
Aj}o - A jest catkowicie unimodularna.

DowoOD.
W dowodzie bedziemy korzystaé z nastepujacej obserwacji: jesli Iy C I, |Io| =
’J|, |detAJ7]0| 7é 01

A = A;}O A,
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to
. !
A =Asr Apr

dla kazdego podzbioru I” zbioru I.

(1) = (2): Ustalmy podzbiér Iy zbioru I taki, ze |Iy| = |J|1i|det A, | # 0.
Definiujemy Iy x [-macierz A" wzorem

g1
A=A - A
Ustalmy podzbiory Iy C Iy i I' C I takie, ze |I1| = [I'| i |det A} .| # 0.
Definiujemy podzbiér I, wzorem
12 = IO \ ]1.
Z warunku | det Ay, p/| # 0 wynika, ze I' N I, = @. W szczegdlnosci,
|detAIO [/U]2’ ‘detAI I/’ #O
Z réwnosci
Ajron = Asn - Al o
wynika zatem, ze |det Ay | # 0. Stad z warunku (1) otrzymujemy, ze
Allgvll’ub A= A;,}’Ulz A€ M(I/UIQ)XI(Z)'
W szczegdlnosei,
I'ur
Al]olf’ufg ej € Z 2
dla kaZdego 1 € Iy, a wiec A’I;}I,UIQ € M(run)xr,(Z). Stad

(2) = (3): Oczywiste wobec warunku rk A = |J|.

(3) = (1): Wybierzmy podzbiér I, zbioru [ taki, ze |Iy| = |J|, |det Ay | # 0
i macierz A’ := A J} A jest catkowicie unimodularna. Nastepnie, ustalmy
podzbiér I zbioru I taki, ze |Ij| = |J| oraz |det A | # 0. Z réwnosci

Ajry = At - Al
wynika, ze [det A | # 0 oraz
A=A AL

Io, 1)

A 1

21}
Poniewaz macierz A’ jest calkowicie unimodularna, wiec
—1 !/
AL I - A" € My« 1(Z),

co konczy dowdd. O
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LEMAT 5.16.
Jesli [I] = |J| 1 A € My (Z) jest macierza rzedu ||, to |det Ay 7| = 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy

NWD(A - y) = NWD(y)
dla kazdego wektora y € Z?.

DowOb.
Zalézmy najpierw, ze macierz A jest unimodularna i ustalmy wektor y € Z!.
Wtedy oczywiscie NWD(y) | k, gdzie

k:=NWD(A-vy).
Jedlik = 0,t0o A-y =0, awiecy =01 NWD(y) = 0. Jesli k£ # 0, to

wykorzystujac réwnosé¢ |det A| = 1, otrzymujemy, ze

1 1
%y:A71<EAy>GZI7

zatem k | NWD(y).

Zatézmy teraz, ze
NWD(A - y) = NWD(y)

dla kazdego wektora y € Z!. Aby pokazaé, ze macierz A jest unimodularna,
wystarczy pokazac, ze

Ail -ej c ZI

dla kazdego j € J. Ustalmy j € J. Istnieje dodatnia liczba catkowita k taka,
7€

k-A_l-ej e 7'

Jesliy :=k-A"' e to
A-y=kFk-e;j,

zatem, wykorzystujac zalozenie, otrzymujemy, ze
k=NWD(k-e;) = NWD(k- A" -e;).

W szczegdlnosci,

A’l'ej: ‘(k‘Ail'ej)EZI,

El e

co konczy dowdd. O
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STWIERDZENIE 5.17.
Dla macierzy A € M, ;(Z) nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) Macierz A jest catkowicie unimodularna.

(2) Jesi I' € 1,0 C J, |I'| = |J'| i|det Ay | #0, to
NWD(AJ/J/ . y) =1

dla kazdego wektora y € {—1,0,1} takiego, ze y # 0.
(3) Jeli I' C 1, J' C J, |I'| = |J'| i | det Ay | # 0, to

NWD(AJ/J/ . ep) =1.

DowoD.
(1) = (2): Zalézmy, ze macierz A jest catkowicie unimodularna. Ustalmy
podzbiory I' C 11 J" C J takie, ze |I'| = |J'| i |det Ay /| # 0. Poniewaz
macierz A jest catkowicie unimodularna, wigc |det Ay | = 1. Korzystajac z
Lematu 5.16 otrzymujemy warunek (2).
(2) = (3): Oczywiste.
(3) = (1): Zauwazmy najpierw, ze A(j,i) € {—1,0, 1} dla wszystkich i € T
ij e J. Istotnie, jeslii € I, 7 € J1i A(j,i1) #0, to

1 =NWD(Ay g - €1) = NWD(A(j, i) = [A(j, 7).

Ustalmy teraz podzbiory I’ C I'iJ' C J takie, ze [I'| = |J'| i |det Ay | # 0.
Poniewaz NWD(A - ep) = 1, wiec istnieje j € J' takie, ze

2 )f A(j) €.
Z dowolnosci podzbioréw I’ i J' wynika, ze macierz A spelnia warunek (5) z
Twierdzenia 5.13, a wiec jest catkowicie unimodularna. O]
PRZYKLAD.
Jesli
10 1 0
11 -1 0
A=lo 1 1
01 1

to macierz A nie jest catkowicie unimodularna, ale det A # 0 i
NWD(A-y) =1

dla kazdego wektora y € {—1,0,1}* takiego, ze y # 0.
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