Spis tresci

1 Podstawowe definicje 4
1.1 Grafy. . ..o o 4
1.2 Przyktady graféow . . . . . . ..o 12

1.2.1 Grafy pusteipetne . . . . .. ..o 12
1.2.2  Grafy dwudzielne . . . . . . ... ... 13
123 Sciezkiicykle . . . . .. ... 15
1.2.4  Grafy krawedziowe . . . . . . .. ... 18

2 Wielomian charakterystyczny grafu 20
2.1 Podstawowe definicje . . . . . . .. ... 20
2.2 Spektra wybranych grafow . . . .. .. o000 25
2.3 Warto$ci wlasne macierzy symetrycznych . . . . . . .. .. .. 37
2.4 Interpretacja wspotczynnikéw wielomianu charakterystycznego 41
2.5 Wielomiany charakterystyczne drzew . . . . . . .. .. .. .. 47
2.6 Promien spektralny grafu nieskierowanego . . . . . .. .. .. 49

2.6.1 Przeplatanie . . . . . ... ..o 49
2.6.2 Ograniczenia . . . . . . ... ... oL 52
2.6.3 Grafy o promieniu spektralnym nie wigkszym niz 2 . . 57

3 Grafy silnie regularne 64
3.1 Parametry . . . . ... 64
3.2 Wartosci whasne . . . . . . . ..o 68
3.3 Inne wtasnosci graféw silnie regularnych . . . . . . . ... . 74
3.4 Grafy pochodzace od kwadratow tacinskich . . . . . . . .. .. 80
3.5 Mate grafy silnie regularne . . . . . . ... ..o 86
3.6 Lokalne wartosci wtasne . . . . .. .. ... ... ... 88
3.7 Jedyno$¢ matych grafow silnie regularnych . . . . . . ... .. 93
3.8 Ograniczenia Kreina . . . . .. ... ... ... ... ... 102
3.9 Czworokaty uogélnione . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 110



Oznaczenia

Jedli K jest niepustym zbiorem, to elementy przestrzeni CX traktujemy ja-
ko wektory kolumnowe, tzn. traktujemy je jako K x {x}-macierze, gdzie *
jest ustalonym obiektem (w szczegdlnosci, skalary utozsamiamy z {*} x {x}-
macierzami). Ponadto, jesli K i L sa niepustymi podzbiorami takimi, ze
K C L, to przestrzeni C¥ utozsamiamy z podzbiorem przestrzeni C*, gdzie
wektor v € CKX utozsamiamy z wektorem w € C* danym wzorem

) jeslile K
wit) = YO ISHEE R
0 jesli 1 ¢ K,
7Z drugiej strony, jesli v € CF| to definiujemy wektor v|x € CK wzorem
v|g(k) :=v(k) (k € K)

(innymi stowy, wektor v| jest ograniczeniem wektora v do zbioru K). Jesli
K jest niepustym zbiorem i v € C¥, to definiujemy wektor v € C¥ wzorem

v(k) :=v(k) (k € K).
Jesli K jest niepustym zbiorem skonczonym, to:

e przez O oznaczamy wektor w przestrzeni CX dany wzorem

Ok(k):=0 (k € K);

e przez 1y oznaczamy wektor w przestrzeni CX dany wzorem
1g(k):=1 (k € K);

w szczegoOlnosei, jesli k € K, to 1 := 1y, oznacza k-ty wektor stan-
dardowej bazy przestrzeni CX;

e przez Iy oznaczamy K X K-macierz dang wzorem

1 jedli k =1,

ke K).
0 jesli kb #1, ( )

IK(]{?, l) = {
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Jesli K 1 L sa niepustymi zbiorami skonczonymi, to
e przez Qg oznaczamy K X L-macierz dang wzorem

Ox(k,1):=0 (ke K, lel)

e przez Ji oznaczamy K X L-macierz dang wzorem

Jr (k1) =1 (ke K, le€lL).

Jesli A jest K x L-macierza, K’ C K i L' C L, to A|gixp jest K’ x L'-
macierzg dang wzorem

Algrxr (k1) == Ak,l) (ke K',1eL).

Jeslip : K — L jest funkcja, K’ C K, L' C Li¢(K’) C L', to definiujemy
funkcje ¢|%, : K' — L' wzorem

Bl (k) = o(k) (ke K').

Jesli K jest zbiorem, to przez Gk oznaczamy grupe permutacji zbioru K.



Rozdziat 1

Podstawowe definicje

1.1 Grafy

Rozpoczniemy od podstawowych definicji dla naszego wyktadu.
Grafem skierowanym D nazywamy kazda trojke D = (Vp, Ep,pp) taka,
ze:

e V/p jest skonczonym niepustym zbiorem, ktérego elementy nazywamy
wierzchotkami grafu D,

e Ep jest skonczonym zbiorem, ktérego elementy nazywamy krawedziami
grafu D,

e pp: Ep — Vp x Vp jest funkcja, ktérg nazywamy odwzorowaniem
incydencyi.

Jesli 7wy, my: Vp X Vp — Vp sa naturalnymi rzutowaniami (tzn. m (u,v) = u
i mo(u,v) = v dla wszystkich wierzchotkéw w i v grafu D), to definiujemy
funkcje sp,tp: Ep — Vp wzorami

Sp :=m; O Pp i tp := 9 O Pp.

Jedli e jest krawedzig grafu D i pp(e) = (u,v), to méwimy, ze wierzcholek u
jest poczgtkiem a wierzchotek v koncem krawedzi e. Jesli u = v, to krawedz
e nazywamy petlg.

Grafy skierowane przedstawiamy zwykle za pomocg rysunkéw, w ktorych
wierzchotki reprezentowane sa przez punkty, zas krawedzie przez strzalki,
ktorych poczatki i konce pokrywaja si¢ z poczatkami i koncami odpowiednich
krawedzi. Na przyktad, jesli

VD = {1727374}7 ED = {a7b7 ¢ d’e’f}

4
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oraz

(1.1) \ C b d/

Oczywistym jest, ze dany graf mozna narysowaé na wiele sposobow. Z
drugiej strony, jesli dla dwoch réznych graféw mozemy wykonadé identyczne
rysunki, to grafy te powinnismy tez traktowaé jako identyczne. Ten efekt
osiggamy poprzez wprowadzenie pojecia izomorfizmu grafow.

LIzomorfizmem graféw skierowanych C'i D nazywamy kazda bijekcje ¢: Vo —|f}
Vp taka, ze

#{e € Ec : po(e) = (u,0)} = #{f € Ep : po(f) = (¢(u), 6(v))}

dla wszystkich wierzchotkéw u i v grafu C'. Oczywiscie, jesli ¢ jest izomorfi-
zmem graféw C i D, to ¢! jest izomorfizmem graféw D i C. Jedli istnieje
izomorfizm grafow C'i D, to grafy C'i D nazywamy izomorficznymi i pisze-
my C' ~ D. Automorfizmem grafu skierowanego D nazywamy kazdy izomor-
fizm grafu D ze soba. Zbioér automorfizméw grafu D oznaczamy symbolem
Aut(D). Zbiér automorfizméw grafu D tworzy grupe.

Podgrafem grafu skierowanego D nazywamy kazdy graf skierowany C
taki, ze Vo C Vp, Ec C Ep oraz po = p;d%%xvc. Na przyktad, nastepujacy
graf

(12) C b et .

jest podgrafem grafu z rysunku (1.1). Zauwazmy, ze aby zdefiniowaé¢ pod-
graf C' grafu D wystarczy zdefiniowa¢ zbiory Vi i E¢, ktére musza spetniaé
warunek pp(E¢) C Ve x V.
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Jedli D jest grafem skierowanym i U C V), to przez (U) p oznaczamy pod-
graf indukowany przez zbior U: jest to podgraf, ktorego zbiorem wierzchot-
kow jest zbiér U oraz ktérego krawedziami sa wszystkie krawedzie, ktérych
poczatek i koniec znajduja sie w zbiorze U. Formalnie,

UxU

Vi, =U.  Ep,=pp(UxU) 1 pwy,=poley, -

Na przyktad, podgraf grafu z rysunku (1.1) indukowany przez wierzchotki 1,
21 3 jest postaci

(1.3) C%C

Podgraf, ktory jest indukowany przez pewny zbiér wierzchotkéw, nazywamy
silnym podgrafem.

Jesli zbior W jest wlasciwym podzbiorem zbioru wierzchotkéw grafu skie-
rowanego D, to definiujemy graf D\ W wzorem D\ W := (Vp\ W)p. Innymi
stowy, graf D \ W powstaje przez usuniecie z grafu D wierzchotkow nale-
zacych do zbioru W oraz wszystkich krawedzi, ktérych konce lub poczatki
naleza do zbioru W. W szczegdlnosci, jesli W = {v} dla pewnego wierzchotka
v € Vg, to piszemy réwniez D — v zamiast D \ {v}. Podobnie, jedli e € E,
to D —e:= (Vp, Ep \ {e},pp|ep\(e}), @ wiec graf D — e powstaje z grafu D
przez usuniecie krawedzi e.

Aby zdefiniowaé¢ grafy nieskierowane potrzebujemy dodatkowego ozna-
czenia. Jesli X jest zbiorem oraz n jest liczba naturalna, to przez P, (X)
oznaczamy rodzine wszystkich n-elementowych podzbioréw zbioru X.

Grafem nieskierowanym G nazywamy kazda trojke G = (Vig, Fq, pa) ta-
ka, ze:

e 1 jest skonczonym niepustym zbiorem, ktorego elementy nazywamy

wierzchotkami grafu G,

e [g jest skonczonym zbiorem, ktérego elementy nazywamy krawedziami
grafu G,

o pg: Eg — P1(Ve) UPso(Vi) jest funkcja, ktora nazywamy odwzorowa-
niem incydencyi.

Jesli e jest krawedzia grafu G i pg(e) = {u,v} (jesh pg(e) € Pi(Ve), to
u = v), to mowimy, ze wierzchotki u i v sa koncami krawedzi e. Jesli u = v
(tzn. pa(e) € P1(Vg)), to krawedz e nazywamy petlg.



ROZDZIAL 1. PODSTAWOWE DEFINICJE 7

Jesli bedziemy uzywac stowa graf bez dodatkowego przymiotnika, bedzie
to oznaczato, ze mamy do czynienia z grafem, ktory moze by¢ skierowany
lub nieskierowany.

Podobnie jak w przypadku grafow skierowanych, réwniez grafy nieskie-
rowane bedziemy przedstawia¢ za pomoca rysunkéw. Ponownie wierzchotki
reprezentowane sg przez punkty, zas krawedzie przez tuki taczace konce od-
powiednich krawedzi. Na przyktad, jesli

VG = {1327374}7 EG = {a’b7 Cy d’ 67f}
oraz

pg(a) = {1}7 pc(b) = {17 2}’ pg(C) = {273}’
y4e d) = {37 2}7 pG(€> = {274}7 pG(f) = {274}7

to odpowiedni rysunek ma postaé

Podobnie jak dla graféw skierowanych, takze dla graféw nieskierowanych
definiujemy pojecia izomorfizmu i podgrafu (oraz pojecia pochodne). Sfor-
mutowanie stosowanych definicji pozostawiamy Czytelnikowi.

Niech G bedzie grafem nieskierowanym. Wierzchotki w i w grafu G na-
zywamy sgsiednimi, je$li u # w oraz istnieje krawedZ e grafu G taka, ze
pa(e) = {u,w}. W powyzszej sytuacji méwimy réwniez, ze wierzchotek w
jest sgsiadem wierzchotka u w grafie G (i na odwrdt). Jesli v jest wierz-
chotkiem grafu G, to przez Ng(v) oznaczamy zbiér wierzchotkéw grafu G
sasiednich z wierzchotkiem v. Jesli v jest wierzchotkiem grafu G, to krawedz
e nazywamy incydentng z wierzchotkiem v, jesli v € pg(e). Podobnie, dwie
krawedzie e i f nazywamy incydentnymi, jesli pc(e) Npa(f) # @. Liczbe kra-
wedzi incydentnych z wierzchotkiem v nazywamy stopniem wierzchotka v i
oznaczamy deg. v. Jesli deg, v = 0, to wierzchotek v nazywamy izolowanym.
Graf G nazywamy regularnym stopnia k (w skrocie, k-reqularnym), k € N,
jesli deg v = k dla kazdego wierzchotka v € V.

Mamy nastepujaca prosta obserwacje.
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Stwierdzenie 1.1.1. Jesli G jest grafem nieskierowanym bez petli, to

S degg(v) =2+ Eel. O

veVa

Dowdd. Policzymy na dwa sposoby liczbe par (e, v) takich, ze e jest krawedzia
grafu G i v € pg(e). Poniewaz graf nie ma petli, wiec liczba takich par jest
rébwna 2 - |Eg|. Z drugiej strony, dla kazdego wierzchotka v € Vi mamy
doktadnie deg,(v) krawedzi e € Eg takich, ze v € pg(e). O

Graf X nazywamy prostym, jesli funkcja px jest roznowartosciowa. In-
nymi stowy, graf skierowany jest prosty jesli nie istniejg dwie krawedzie o
tym samym poczatku i tym samym koncu. Natomiast graf nieskierowany
jest prosty, jesli w kazdym wierzchotku mamy co najwyzej jedna petle oraz
dla dowolnych wierzchotkéw istnieje co najwyzej jedna krawedz taczaca te
wierzchotki. Zauwazmy, ze grafy z rysunkéw (1.1) i (1.4) nie sa proste. Przy-
ktadu skierowanych graféw prostych dostarczaja nam rysunki (1.2) i (1.3).
Jesli graf X jest prosty, to bedziemy zwykle utozsamiaé¢ zbiér Ex ze zbiorem
px(Fx) oraz zaktadaé, ze funkcja px jest naturalnym wlozeniem.

Jesli G jest prostym grafem nieskierowanym bez petli, to definiujemy
dopelnienie G grafu G usuwajac istniejgce krawedzie oraz taczac krawedziami
wierzchotki, ktére nie bylty sasiednie w grafie G. Innymi stowy,

V@ = Vg, E@ = PQ(VG) \ EG

pale) ==e (e € Eg)

(w powyzszym wzorach zaktadamy, ze, zgodnie z wezedniejsza umowa, funk-
cja pe jest naturalnym wilozeniem). Zauwazmy, ze dopelnienie dopelnienia
jest wyjéciowym grafem, tzn. G = G. Ponadto, jesli graf G jest k-regularny,
to graf G jest (n — k — 1)-regularny, gdzie n := V.

Niech X bedzie grafem. Méwimy, ze graf X jest sumg graféw Y i Z (co
zapisujemy, X = Y U Z), jedli istnieja podzbiory U i W zbioru Vg takie,
zeY = (U)x, Z = (W)x i Ex = Ey UFEjy (tzn. kazda strzalka taczy dwa
wierzchotki nalezace do zbioru U lub dwa wierzchotki nalezace do zbioru W).
Jedli dodatkowo UNW = & (a wiec réwniez Fy NEy; = &), to méwimy, ze X
jest suma roztgczng graféw Y i Z oraz piszemy X = Y 1UZ. Dla przyktadu graf
z rysunku 1.4 jest suma (ktora nie jest roztaczna) podgraféw generowanych
przez zbiory {1,2} i {2,3,4}. Natomiast graf

(1.5) o o °
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jest suma roztaczng grafow
e ——— o0 1 o -

Graf nazywamy spdjnym, jesli nie moze by¢ przedstawiony w postaci sumy
roztacznej dwoch graféw. Oczywiscie graf z rysunku (1.5) nie jest spdjny.
Przyklady graféw spéjnych przedstawiaja rysunki (1.1) i (1.4). Dla kazdego
grafu X istnieja jednoznaczenie (z dokladnoscia do kolejnosci) wyznaczone
grafy spojne Y7, ..., Y, takie, ze

X=Y1U...UuY,.

Grafy Yy, ..., Y, nazywamy skiadowym: grafu X. Liczbe sktadowych grafu
X bedziemy oznaczaé przez k(X).

W przypadku grafow nieskierowanych spojnosé grafu mozna wyrazié¢ réw-
niez za pomocy istnienia droég w grafie. Drogq z wierzchotka u do wierzchotka
w (u-w-drogq) w grafie nieskierowanym G nazywamy ciag o = (eq,...,e,),
n € N, , krawedzi grafu G taki, ze istnieja wierzchotki vy, ..., v, 1 takie,
ze pa(e;) = {vi—1,v;} dla kazdego i € [1,n|, gdzie vy := u i v, := w. Licz-
be n nazywamy dlugoscig drogi o (i oznaczamy symbolem ¢(0)), zas ciag
(vo, - .., vy) Sladem drogi o. Dla kazdego wierzchotka v definiujemy réwniez
droge trywialng w wierzchotku v, ktéra oznaczamy symbolem 1,. Diugosé
¢(1,) drogi 1, wynosi 0, a jej slad to ciag (v). Droge dodatniej dtugosci
nazywamy obiegiem, jesli jej poczatek i koniec pokrywaja sie.

Jesli u i w sa wierzchotkami grafu nieskierowanego G, to przez distq (u, w)
bedziemy oznacza¢ dtugosé najkréotszej drogi z u do w. Jesli taka droga nie
istnieje, to distg(u, w) := oo. Liczbe distg(u, w) nazywamy odlegloscig z v do
w. Srednicg diam G grafu G nazywamy najwiekszg z liczb distg(u, w), gdzie
u 1 w przebiegaja wierzchotki grafu G. Mamy nastepujacy zwiazek miedzy
srednicg a spojnoscig grafu G.

Stwierdzenie 1.1.2. Graf mieskierowany G jest spojny wtedy i tylko wtedy,
gdy diam G < oo, tzn. dla dowolnych wierzchotkow v i w grafu G istnieje
droga z u do w.

Dowadd. Zatdézmy najpierw, ze graf G nie jest spojny. Wtedy istnieja niepuste
podzbiory U i W zbioru wierzchotkéw takie, ze G = (U)cU(W ). Wybierzmy
wierzchotek u € U. Przez indukcje na distg(u,v) pokazemy, ze jesli v € Vg
i distg(u,v) < 0o, to v € U. W szczegdlnosei, jesli wybierzemy wierzchotek
w € W, to otrzymamy distg(u, w) = oo.

Jedli distg(u, v) = 0, to v = u, wiec teza jest oczywista. Jesli distg(u, v) >
0, to istnieje wierzchotek w € Vi taki, ze distg(u,w) = distg(u,v) — 1. W
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szczegolnosei, istnieje krawedz e € Eg taka, ze pg(e) = {u, w}. Z zalozenia
indukeyjnego, w € U. Poniewaz pg(e) C U lub pg(e) C W, wiec otrzymuje-
my stad, ze u € U.

Zatozmy teraz, ze diam G = co. Wybierzmy wierzchotek v € V. Niech

U:={ue€ Vg :distg(v,u) < oo}

W= {w € Vg : distg(v, w) = oo}.

Wtedy U # @ (poniewaz u € U), W # @& (poniewaz diam G = oo) oraz
UNW =@ iUUW = Vg(oczywiste). Aby pokazaé, ze G = (U)c U (W)g (co
zakonczy dowdd), wystarczy pokazaé, ze nie istnieje krawedz e € E¢ taka, ze
pa(e) L Uipg(e) € W. Przypu$émy, ze jest przeciwnie, tzn. istnieje krawedz
e € Eg taka, ze pg(e) = {u,w}, gdzie u € U i w € W. Wtedy z nieréwnosci
trojkata otrzymujemy, ze

distg (v, w) < distg(v,u) + 1 < o0,
Sprzecznose. O

Spojnos¢ grafu narzuca ograniczenia na liczbe wierzchotkow. Mamy na-
stepujacy fakt.

Stwierdzenie 1.1.3. Jesli G jest grafem spojnym, to istnieje podzbior E' C
Eq taki, ze |E'| = |Vg| — 1 oraz graf (Va, E',pe|er) jest spdjny. W szczegdl-
nosci, |Eq| > |Va| — 1.

Dowdd. Tez¢ udowodnimy przez indukcje na |V |+|Egl. Jesli |V |+|Eg| = 1,
to |[Va| =11 |Eg| =0, wiec teza jest oczywista.

Zatézmy teraz, ze |Vg| + |Eg| > 1. Ze spdjnosci grafu G wynika, ze
Eq # @. Wybierzmy krawedz e € Eg i niech G’ := G — e. Jedli graf G’ jest
spojny, to teze otrzymujemy przez indukcje. Zatézmy zatem, ze graf G’ nie
jest spojny. Wtedy pg(e) = {u,w} dla réznych wierzchotkéw u i w grafu G.
Niech

U :={v € Vg : istnieje droga z u do v}

W :={v € Vg : istnieje droga z w do v}.
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Ze spéjnodci grafu G wynika, ze Vg = U U W. Ponadto grafy (U)g i (W)ga
sq spojne. Z zatozenia indukcyjnego istniejg podzbiory Ky C Eyy, i Ea C
E(W}g takie) ze |E1| = |U| - 17 |E2| = |W| — 1 oraz grafy (U7 Elap(U)glEl) 1
(W, Ey, powy | B,) 58 spojne. Wtedy teza zachodzi dla zbioru E' := Ey U E, U

{e}. O

Minimalne grafy spéjne nazywamy drzewami, tzn. graf nieskierowany G
nazywamy drzewem, jesli jest spojny i |Eq| = |Vg| — 1. W Stwierdzeniu 1.2.2
podamy inng charakteryzacje drzew.

Dla grafu skierowanego D stowarzyszony graf nieskierowany D otrzymy-
wany jest przez ,zapomnienie” orientacji strzatek. Formalnie

E = (VDa EDJ ﬂ- OpD)a
gdzie m: Vp x Vp — P1(Vp) U Po(Vp) jest funkcja zdefiniowana wzorem
7(u,v) := {u,v} (u,v € Vp).

Na przyktad graf przedstawiony na rysunku (1.4) jest grafem nieskierowanym
stowarzyszonym z grafem z rysunku (1.1). Jesli graf nieskierowany G jest
stowarzyszony z grafem skierowanym D, to méwimy rowniez, ze graf D jest
ukierunkowaniem grafu G.

Operacja sumy (roztacznej) taczy grafy bez dodawania nowych krawe-
dzi. Opiszemy operacje, w ktérym taczymy sumowane grafy dodatkowymi
krawedziami. Niech G i H beda dwoma grafami nieskierowanymi takimi, ze
VenNVy =@ = EqgN Ey. Zlgezeniem G + H grafow G i H nazywamy graf
otrzymany z sumy roztacznej G U H graféw G i H przez dodanie krawe-
dzi taczacych kazdy wierzchotek grafu G z kazdym wierzchotkiem grafu H.
Formalnie,

Varg = Ve U Vy, Eaig = EGUEHU{{u,w} IUEVGiU)GVH}

pe(e) jeslie € Eg,
pa+u(e) =< prle) jesli e € Ey, (e € Egrn).
e w przeciwnym wypadku,

Dla przyktadu, graf

1 2
[ ] ([ ]
[ ([ ]
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jest ztaczeniem grafow

o — o 1 ° o -
1 2 3 4

Podzbiér U zbioru wierzchotkéow grafu nieskierowanego G' nazywamy nie-
zaleznym, jesli zadne dwa wierzchotki ze zbioru U nie sa sasiednie. Przez a(G)
oznaczamy najwiekszg liczbe elementéw niezaleznego zbioru wierzchotkow w
grafie G. Z drugiej strony, przez x(G) oznaczamy minimalng liczbe k € Ny
taka, ze istnieja zbiory niezalezne Uy, ..., Uy takie, ze Vg = Uy U --- U Uy.
Liczbe x(G) nazywamy liczbg chromatyczng grafu G, gdyz jest to minimalna
liczba koloréow, ktora jest potrzebna do pokolorowania wierzchotkow grafu G
w taki sposob, ze zadne dwa wierzchotki pokolorowane tym samym kolorem
nie sa sasiednie.

1.2 Przyklady graféw

W tym podrozdziale przedstawimy kilka podstawowych klas graféw, ktore
beda sie¢ pojawia¢ w naszej pracy.

1.2.1 Grafy puste i pelne

Niech V' bedzie niepustym zbiorem skonczonym. Przez Ny bedziemy ozna-
czac graf nieskierowany o zbiorze wierzchotkow V' i bez krawedzi, ktéry be-
dziemy nazywacé grafem pustym. Innymi stowy,

Vv, =V oraz Ey., = @.

\4

7 drugiej strony, przez Ky bedziemy oznacza¢ graf nieskierowany o zbiorze
wierzchotkéw V| w ktorym kazde dwa wierzchotki potaczone sa krawedzia.
Formalnie,

VK = ‘/, EKV = PQ(V)

\%4

Pi(€) i=e (e € Ek,).

Graf Ky nazywamy grafem petnym. Oczywiscie, jesli zbiory U i W sa dwoma
zbiorami skonczonymi, to Ny ~ Ny wtedy i tylko wtedy, gdy Ky ~ K,
co ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy |U| = |W|. Zauwazmy, ze Ky = Ny
i, w konsekwencji, Ny = Ky . Ponadto, gdy zbiory U i W sa roztaczne, to
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Kyow = Ky + Kw. Jedli n jest dodatnig liczbg catkowita, to definiujemy
N, = Npy i K, := K. Ponizszy rysunek przedstawia graf pelny o 5

wierzchotkach.
®
AN

Zauwazmy, ze jesli U jest podzbiorem zbioru wierzchotkéw grafu nieskiero-
wanego G, to zbiér U jest niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy (U)e = Ny.

1.2.2 Grafy dwudzielne

Wazna klasa graféw, ktore pojawiaja sie miedzy innymi przy badaniu skoja-
rzen (np. w kontekscie twierdzenia Halla o malzenstwach) sa grafy dwudziel-
ne. Graf nieskierowany G nazywamy dwudzielnym, jesli istnieja podzbiory U
i W zbioru wierzchotkow takie, ze Vg = UUW, UNW = & oraz kazda kra-
wedz taczy wierzchotek nalezacy do zbioru U z wierzchotkiem nalezacym do
zbioru W. Przyktad grafu dwudzielnego przedstawia nastepujacy rysunek:

[ ] \ [ ]
[ ] \ [ ] [
Bedziemy potrzebowad nastepujacej charakteryzacji graféw dwudzielnych.}j

Stwierdzenie 1.2.1. Graf nieskierowany G jest dwudzielny wtedy i tylko
wtedy, gdy nie zawiera obiegow nieparzystej diugosci.

Dowadd. Zatézmy najpierw, ze graf G jest dwudzielny. Wybierzmy podzbiory
Ui W zbioru Vg takie, ze Vo = UUW, UNW = & oraz kazda krawedz taczy
wierzchotek nalezacy do zbioru U z wierzchotkiem nalezacym do zbioru W.
Ustalmy réwniez wierzchotek v grafu GG oraz obieg o w grafie G o poczatki
i koncu w wierzchotku v. Bez straty og6lnosci mozemy zatozy¢, ze v € U.
Jedli (vg,v1,...,vy) jest Sladem drogi o, to przez indukcje pokazujemy, ze
jesli ¢ € [0,m], to v; € U wtedy i tylko wtedy, gdy i jest liczba parzysta. W
szczegolnosci, m jest liczba parzysta, gdyz v, = v € U.

Zatozmy teraz, ze graf GG nie zawiera obiegéw nieparzystej dtugosci. Ponie-
waz wystarczy pokazac, ze kazda sktadowa grafu G jest grafem dwudzielnym,
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wiec bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze graf G jest spojny. Wybierzmy
wierzchotek v grafu V' i zdefiniujmy zbiory U i W wzorami:

U :={u eV :distg(v,u) jest liczba parzysta},

W= {w €V : distg(v, w) jest liczba nieparzysta}.

Oczywiscie U N W = @. Poniewaz graf G jest spdjny, wiecc U U W = Vg
(korzystamy tutaj ze Stwierdzenia 1.1.2). Dla zakonczenia dowodu wystarczy
zatem pokazacé, ze kazda krawedz w grafie G taczy wierzchotek ze zbioru U
z wierzchotkiem ze zbioru W. Przypuéémy, ze istnieje krawedz e w grafie
G taka, ze pg(e) C U. Jesli pg(e) = {u/,u"}, to istnieja drogi (e, ..., €),)
i(ef,...;e') oz v dou iu’, odpowiednio, takie, ze m i n sg liczbami

rn

parzystymi. Wtedy droga

/ / " "
(€l ye,een ... €])

jest obiegiem nieparzystej dtugosci w grafie G, co prowadzi do sprzecznosci.
Podobnie dochodzimy do sprzeczno$ci, gdy istnieje krawedz e w grafie GG
taczaca dwa wierzchotki ze zbioru W, co konczy dowdd. O]

Niech U i W beda niepustymi roztacznymi zbiorami skonczonymi. Przez
Ky w oznaczamy graf nieskierowany o zbiorze wierzchotkéow UUW | w ktérym
dla dowolnych wierzchotkéw v € U i w € W istnieje doktadnie jedna krawedz
taczaca te wierzchotki oraz nie ma innych krawedzi. Formalnie,

Vigw =UUV, By =UxW,

iy, (u,w) = {u, w} (we U, weW).
Zauwazmy, ze Kyw = Ny + Ny . Grat Ky jest grafem dwudzielnym, ktory
nazywamy pefnym grafem dwudzielnym. Jesli U', W', U” i W” sa niepusty-
mi zbiorami skonczonymi, to Ky ywr ~ Kyrwr wtedy i tylko wtedy, gdy
{10, 7} = {JU"], (W[} (tzm. [U'] = [U"] 1 [W'] = [W"] Tub U] = [W"] i
W’ = |U"|). Jesli p i ¢ sa dodatnimi liczbami catkowitymi, to
Kypg 1= Kp) o1+
Ponizszy rysunek przedstawia graf K 3.
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1.2.3 Sciezki i cykle

Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowity. Przez P, oznacza¢ bedziemy
sciezke diugosci n — 1, tzn. graf zdefiniowany wzorami

Ve, , = [1,n], Ep, ., ={{pp+1}:pel,n—1]},

anfl(e) =€ (BEEPnfl)

Podobnie definiujemy cykl C,, dtugosci n wzorami

Ve, :==[1,n], Ec, ={{p,p+1}:ie[l,n—1]}U{eo},
i
e jesli e # ey,
e) = ec€ Eg,).
pc,(€) {{TM 1 jesli e = ep, ( )

Oznaczenie ostatniej krawedzi przez ey zamiast {n,1} jest konieczne, aby
odrézni¢ krawedzie {1,2} i {2, 1} w przypadku n = 2. Zauwazmy, ze Py = Ny,
P, = K, i C3 = K. Sciezke i cykl dlugosci 5 przedstawiaja nastepujace
rysunki:

./.\.7
N/

odpowiednio. Ogélnie, graf nieskierowany G bedziemy nazywaé $ciezkq (cy-
klem nieskierowanym), jesli jest izomorficzny z grafem P,y (C,, odpowied-
nio), dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n.

Stwierdzenie 1.2.2. Graf spojny G jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy
graf G nie zawiera podgrafu, ktory jest cyklem nieskierowanym.

Dowdod. Zatézmy najpierw, ze graf G zawiera cykl nieskierowany H. Wy-
bierzmy e € V. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.1.2, pokazujemy, ze wtedy
graf G — e jest spojny. Stad otrzymujemy, na mocy Stwierdzenia 1.1.3, ze

|Ea|l > |Ea—c| > |Va| — 1,

a wiec graf GG nie jest drzewem.
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Zalézmy teraz, ze graf G nie jest drzewem, a wiec |Eg| > |Vo| — 1. Ze
Stwierdzenia 1.1.3 wynika, ze istnieje krawedz e grafu G taka, ze graf G—e jest
spojny. Niech pg(e) = {u,w} dla u,w € Vi. Niech o = (eq,...,en) bedzie
najkrotsza u-w-droga w grafie G — e oraz niech ciag (u = v, v1, ..., Uy = W)
bedzie sladem drogi o. Wtedy v; # v; jesli i, j € [0,m] i ¢ # j. Stad wynika,
ze podgraf H taki, ze

Vi = {vo, ..., 0m} i Ey:={ee1...,en}
jest cyklem nieskierowanym. O]

Wykorzystujac Stwierdzenie 1.2.2, mozemy udowodnié¢ nastepujaca pro-
sta obserwacje.

Stwierdzenie 1.2.3. Jesli graf G jest drzewem takim, ze |Vg| > 1, to istnieje
wierzchotek v € Vi taki, Ze degg(v) = 1.

Dowaod. Stwierdzenie 1.2.2 implikuje w szczegélnosci, ze w grafie G nie ma
petli. Ze Stwierdzenia 1.1.1 wiemy wtedy, ze

Z deg,(v) =2 |Vg| — 2,

veVa

zatem istnieje wierzcholek v € Vi taki, ze deg,(v) < 2. Poniewaz graf G jest
spojny i |Vg| > 1, wiec degq(v) > 0, co konezy dowdd. O]

Omoéwimy teraz zwigzek pomiedzy cyklami i obiegami, ktory wykorzysta-
my do zmodyfikowania charakteryzacji graféw dwudzielnych przedstawionej
w Stwierdzeniu 1.2.1.

Stwierdzenie 1.2.4. Graf nieskierowany G zawiera podgraf, ktory jest cy-
klem nieskierowanym nieparzystej dtugosci, wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera
obieg nieparzyste] diugosci.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze graf nieskierowany G zawiera podgraf H, ktory
jest cyklem nieskierowanym. 7 definicji cyklu nieskierowanego wynika, ze
istniejg parami rozne wierzchotki vy, ..., v, oraz parami rozne krawedzie ey,
..., ey grafu G takie, ze

Vo =A{vi,...,om}, Eqc=A{e1,....en}

oraz pg(e;) = {vi—1,v;} dla kazdego i € [1,m], gdzie vy := vp,. Wtedy droga
o = (e1,...,6y,) jest obiegiem w grafie H. Zauwazmy réwniez, ze m jest
wspoélng dlugoscia cyklu H oraz obiegu o. W szczegdlnodci, jesli dtugosé
cyklu H jest nieparzysta, to dtugos¢ obiegu o tez jest nieparzysta.
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Zalézmy teraz, ze w grafie G istnieje obieg o = (e, ..., e,,) nieparzystej
dhugosci. Przez indukcje ze wzgledu na m pokazemy, ze w grafie GG istnieje
podgraf H, ktéry jest cyklem nieparzystej dtugosci. Niech (vg,v1,...,vm)
bedzie sladem drogi o. Poniewaz o jest obiegiem, wiec vg = v,,.

Jesli wierzchotki vy, ..., v, oraz krawedzie eq, ..., e, sa parami rozne,
to definiujemy podgraf H wzorami

Vi i={v1,...,0m} i Ey:={e1,...,en}

Wtedy H jest cyklem dtugosci m, co konczy dowdd w tym przypadku.
Zalozmy teraz, ze istnieja indeksy 4, j € [1,m] takie, ze i < j oraz v; = v;.
Niech ¢’ := (e1,...,€;,€j11,...,€m) 1 0" = (€+1,...,€;). Wtedy o’ i 0" sa
obiegami w grafie G dtugosci mniejszej niz m. Ponadto, dtugosé¢ jednego z
obiegéw o’ i ¢” jest nieparzysta. Zatem teze twierdzenia otrzymujemy przez

indukcje.

Zalt6ézmy na zakonczenie, ze wierzchotki vy, ..., v, sa parami rozne, ale
istniejg indeksy 7,5 € [1,m] takie, ze i < j oraz e; = e;. Wtedy {v,_1,v;} =
{v;j_1,v;}. Poniewaz wierzchotki vy, ..., v, sa parami rézne oraz vy = U,
oznacza to, ze 1 =j — 1,1 —1 =01 j = m, skad wynika, ze m = 2, co jest
niemozliwe, gdyz m jest liczbg nieparzysta. O

Wykorzystujac Stwierdzenie 1.2.1, otrzymujemy natychmiast nastepujacy
wniosek.

Whniosek 1.2.5. Graf nieskierowany G jest dwudzielny wtedy i tylko wte-
dy, gdy nie zawiera podgrafu, ktory jest izomorficzny z cyklem nieparzystej
dtugosci. [

Graf Nyoy + C, nazywamy kolem z n szprychami i oznaczamy W,,. Poniz-
szy rysunek przedstawia koto z 5 szprychami.

IN

\/\/

Ponownie, niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Przez @, bedziemy
oznaczaé n-wymiarowy szescian, tzn.

VQn = {07 1}[1771]7 EQn = {{V7V + 1i} HAAS VQn> (&S [1,71], V(Z) - 0}’

po,.(e) :=e (e € Eg,).
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W naszych rozwazaniach bedziemy réwniez potrzebowaé¢ cykli skierowa-
nych. Permutacje zbioru V nazywamy cykliczng, jesli jej rzad (jako elemen-
tu grupy symetrycznej) jest réwny |V| (dopuszczamy tutaj mozliwosé, ze
V| = 110 = Idy).. Niech A bedzie V x V. Typowym przykladem per-
mutacji cyklicznej jest permutacja (1,2,...,n) zbioru [1,n]. Niech o bedzie
permutacja cykliczng niepustego zbioru skonczonego V' Definiujemy graf C_”U,
ktory nazywamy cyklem skierowanym stowarzyszonym z permutacjq o, Wzo-
rami:

Ve =V, Eg ={(v,0(v)):veV}

pa, (e) =e (e € Eg ).

W szczegdlnosci, jesli n jest dodatnia liczbg catkowita, to definiujemy C, =
6(172,...,71), gdzie (1,2,...,n) jest ,standardowa’ permutacja cykliczng zbioru
[1,n]. Graf R nazywamy réwniez skierowanym grafem cyklicznym dtugosci
n. Oczywiscie cykl C,, jest (izomorficzny z) grafem mesklerowanym stowa-
rzyszonym z grafem C,. Ponizszy rysunek przedstawia graf C,.

./.\.
\

1.2.4 Grafy krawedziowe

Ogodlng metode konstrukeji graféw z danego grafu dostarczajg nam grafy kra-
wedziowe. Niech G bedzie prostym grafem nieskierowanym bez petli. Przez
L(G) oznaczamy prosty graf nieskierowany bez petli, ktérego wierzchotkami
sa krawedzie grafu G oraz dwie krawedzie grafu G sa sasiednie w grafie L(G)
wtedy i tylko wtedy, gdy sa incydentne w grafie G. Innymi stowy, graf L(G)
dany jest wzorami

Vi) = Ea, Ere ={(e,f) e, f € Eg, e # [ ipale) Npa(f) # D}

puey(a) =a (o€ Eyg).
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Graf L(G) nazywamy grafem krawedziowym grafu G. Dla przyktadu, jesli
graf GG jest postaci

/ AN

[ ] ()

N /

to graf L(G) jest postaci

o — "o

V2N

W przysztosci przydatna bedzie nastepujaca obserwacja.

Stwierdzenie 1.2.6. Jesli G jest prostym grafem nieskierowanym bez petli,
ktory jest k-reqularny, to graf L(G) jest (2 -k — 2)-reqularny.

Dowdd. Ustalmy krawedz e grafu G. Wtedy pg(e) = {u,w} dla pewnych
wierzchotkéw u i w grafu G takich, ze u # w (gdyz graf G nie ma petli).
Poniewaz graf G jest prosty i k-regularny, wiec istnieje k —1 krawedzi f grafu
G takich, ze f # e i pa(f) Npa(e) = {u}. Podobnie, istnieje k — 1 krawedzi
f grafu G takich, ze f # e i pg(f) Npc(e) = {w}. Oczywidcie powyzsze
zbiory krawedzi sg roztaczne oraz kazda krawedz incydentna z krawedzig e
jest jednej z powyzszych postaci. O



Rozdziatl 2

Wielomian charakterystyczny
grafu

Celem tego rozdziatu bedzie przedstawienie podstawowych informacji na te-
mat wielomianéw charakterystycznych grafow.

2.1 Podstawowe definicje

Nastepujace definicje beda odgrywaly kluczowg role w naszym wyktadzie.
Niech D bedzie grafem skierowanym. Macierzq sqsiedztwa grafu D nazy-
wamy Vp X Vp-macierz Ap zdefiniowang wzorem:

Ap(u,v) :=#{e € Ep : pp(e) = (u,v)} (u,v € Vp).

Wielomian charakterystyczny macierzy Ap nazywamy wielomianem charak-
terystycznym grafu D i oznaczamy Pp.
Jesli D jest grafem z rysunku (1.1), to

1
0
0
0000

—_ O =
o = O
O NN O

Ap =

(oczywiscie numeracja wierszy i kolumn jest identyczna z numeracja wierz-
chotkow) i
Pp=t"—# -+t

Mamy nastepujace oczywiste wtasnosci wielomianu charakterystycznego.

Stwierdzenie 2.1.1. Jesli D jest grafem skierowanym, to Pp jest wielomia-
nem unormowanym stopnia |Vp|. Jesli X jest pierwiastkiem wymiernym, to
A€ Z.

20
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Dowad. Pierwsza czes¢ wynika natychmiast z wlasnosci wielomianéw cha-
rakterystycznych macierzy. Druga czes¢ wynika z whasnosci wielomianéw o
wspotezynnikach catkowitych (dowdd zostawiamy jako proste ¢wiczenie). [

Mamy analogiczne definicje dla graféw nieskierowanych.
Niech G bedzie grafem nieskierowanym. Macierzq sgsiedztwa grafu G na-
zywamy Vg X Vg-macierz Ag zdefiniowana wzorem:

Ag(u,v) :=#{e € Ep : pp(e) ={u,v}} (u,v € Vp).

Wielomian charakterystyczny macierzy Ag nazywamy wielomianem charak-
terystycznym grafu G i oznaczamy Pg.

Zauwazmy, ze macierz sgsiedztwa grafu nieskierowanego jest symetryczna.
Jedli G jest grafem z rysunku (1.4), to

Ag =

OO = =
NN O~
O O N O
O O N O

Po=t* — 3 — 9% + 8t.

Ponadto, jesli V' jest niepustym zbiorem skonczonym, to
ANV = OV><V oraz AKV = JV><V - [V-

Wreszcie, jesli U i W sa niepustymi zbiorami skoniczonymi, to w postaci
blokowej mamy

A _ | Ouxv Jusw
Kuw Jwxv Owxw |

Ogoélniej, jesli G i H sa grafami nieskierowanymi takimi, ze Vo NVy = @ =
EG Nk H, to

AG H= AG ‘]VC;XVH
‘=
_JVHXVG Ag

7, drugiej strony, )
Acur = Ag OVZ ZVH

_OVH X YG

Odpowiednik Stwierdzenia 2.1.1 dla graféw nieskierowanych ma nastepu-
jaca postac.
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Stwierdzenie 2.1.2. Jesli G jest grafem nieskierowanym, to Pg jest wielo-
mianem unormowanym stopnia |Vg|. Jesli A jest pierwiastkiem wymiernym,
to A € Z. Ponadto wszystkie pierwiastki wielomianu Pg sq rzeczywiste oraz
istnieje baza ortonormalna przestrzeni RVe zlozona z wektoréw wtasnych ma-
cierzy Ag.

Dowaéd. Dowdd pierwszej czesci jest identyczny jak dowodd Stwierdzenia 2.1.1.
Druga czes¢ jest konsekwencjg faktu, ze macierz Ag jest symetryczna. O

Podamy teraz interpretacje wspotczynnikéw poteg macierzy symetrycz-
nych.

Stwierdzenie 2.1.3. Jesli X jest grafem, u,w € Vx i k € N, to A% (u,w)
jest liczbg u-w-drég diugosci k w grafie X.

Dowaod. Jesli k = 01 k = 1, to teza jest oczywista. Gdy k& > 1, to mamy
nastepujacy indukcyjny wzor

ag(u, w) = Z ag—1(u,v) - ar(v,w),

veEVG

gdziedlal € Niz,y € Vx ai(x,y) oznacza liczbe z-y-drog dtugosci | w grafie
X. 7 drugiej strony,

A (u,w) = Z AR, v) - Ax (v, w),

veVa
wiec teza wynika przez prosta indukcje. O]

Macierz sasiedztwa grafu mozemy wykorzysta¢ do badania, czy dwa gra-
fy sa izomorficzne. Mamy bowiem nastepujaca obserwacje (przypomnijmy,
ze macierzqg permutacyi nazywamy macierz, ktéra ma w kazdym wierszy i w
kazdej kolumnie doktadnie jedna jedynke, a wszystkie pozostate jej wspot-
czynniki sg réwne 0).

Stwierdzenie 2.1.4. Niech X 1Y bedg grafami (tego samego typu, tzn. oba
grafy sq skierowane lub oba grafy sq nieskierowane). Wtedy grafy X Y sq
1zomorficzne wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje Vy X Vx-macierz permutacji B
taka, zZe

Ay -B=DB- Ax.

Dowdd. Zauwazmy, ze Vy X Vx-macierze permutacji odpowiadaja bijekcjom
pomiedzy Vx a Viy: istotnie, jesli B jest Vi x Vx-macierza permutacji, to
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stosowna bijekcja ¢ : Vx — V3 dana jest poprzez warunek: jesli z € Vy i
Yy < L@q to

¢(x) = y wtedy i tylko wtedy, gdy B(y,z) = 1.
Funkcja odwrotng ¢! do funkcji ¢ jest funkcja wyznaczona przez macierz
B~L.
Dla ustalenia uwagi zatézmy teraz, ze grafy X i Y sa skierowane. Niech
B i ¢ beda odpowiadajacymi sobie macierza permutacji i bijekcja. Wtedy

warunek

Ay -B=B-Ax
jest réwnowazny warunkowi: dla dowolnych wierzchotkéw u i v grafu X
#{e € Eq :px(e) = (u,v)} = #{f € Eq : py(f) = (¢(u), ¢(v))}.

Istotnie,
#{e € Eq : px(e) = (u,v)} = Ax(u,v)

oraz

#{f € Ec:py(f) = (¢(u), ¢(v))
= Ay(¢(u), 6(v)) = (B~ - Ay - B)(u,v).

—

To konczy dowdd. [

Zauwazmy, ze wielomian unormowany jest wyznaczony jednoznacznie przezjl
swoje pierwiastki i ich krotnosci. Powyzsza obserwacja motywuje nastepujace
definicje.

Niech X bedzie grafem (skierowanym lub nie). Wartosci i wektory wla-
sne macierzy Ax nazywamy wartoSciami i wektorami wiasnymi grafu X,
odpowiednio. Przez spektrum Spec X grafu X rozumiemy zbior jego wartosci
wtasnych wraz z informacja o ich krotnosci. Spektrum grafu X zapisujemy w
postaci macierzy, ktérej pierwszy wiersz zawiera pierwiastki wielomianu Px
a drugi ich krotnosci, odpowiednio.

Jesli D jest grafem z rysunku (1.1), to

-1 0 1
SpecD:(1 1 2).

Zauwazmy, ze jesli graf G jest nieskierowany, to ze Stwierdzenia 2.1.2
wynika, ze wszystkie wartosci wlasne grafu G sa rzeczywiste.
Odnotujmy teraz kilka prostych wlasnosci spektrum grafow.
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Stwierdzenie 2.1.5. Jesli graf X jest sumq roztaczng grafow Y @ Z, to
Px = Py - Py,

rOWnowaznie

Spec X = SpecY U Spec Z.

Dowad. Teza wynika natychmiast z rownosci:

AX _ |: AY OVyXVZ‘| . D

Ov,xvy Az
Stwierdzenie 2.1.6. Niech \{, ..., \, bedqg wszystkimi wartosciami wiasny-
mi grafu X (liczonymi wraz z krotnosciami, a wiec w szczegdlnoscin = |Vy|).
Wtedy
A+ ...+ N\ =#{e € Ex : e jest petlg}.
Dowaéd. Mamy, ze
)\1—|—...—|—)\n:tI'AX,

skad natychmiast wynika teza. O

Przy dodatkowych zatozeniach mamy podobny wynik dla sumy kwadra-
tow wartosci wlasnych.

Stwierdzenie 2.1.7. Niech G bedzie prostym grafem nieskierowanym bez pe-
thi. Jesli A1, ..., A s@ wszystkimi wartosciami wlasnymi grafu G (liczonymi
wraz z krotnoSciami, a wiec w szczegolnosci n = |Vgl), to

M4+ A =2 |Egl.

Dowaod. Wiadomo, ze
M4+ A =tr(AL).
Wykorzystujac Stwierdzenia 2.1.3 i nasze zatozenia, tatwo mozna zauwazy¢,

ze A% (v,v) = degg v dla kazdego wierzchotka v € Vi, zatem teza wynika ze
Stwierdzenia 1.1.1. O

Na zakonczenie tego podrozdziatu przedstawimy zwigzek miedzy liczba
wartosci wiasnych grafu G i jego $rednica.

Stwierdzenie 2.1.8. Jesli G jest nieskierowanym grafem spojnym i d =
diam G, to graf G ma co naymniej d + 1 réoznych wartosci wtasnych.

Dowdéd. Niech V bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni Vi; X Vg-macierzy
o wspoétezynnikach rzeczywistych generowana przez potegi macierzy Ag. Wte-li
dy dimV = k, gdzie k jest liczba wartosci wtasnych. Z drugiej strony, ma-
cierze Iy, Ag, ..., A% sa liniowo niezalezne. Istotnie, dla kazdego p € [0, d]
istniejg wierzchotki u,v € Vi takie, ze najkrotsza u-v-droga ma diugosé [.
Stwierdzenia 2.1.3 implikuje, ze wtedy Af(u,v) # 0, ale AL (u,v) = 0 dla
kazdego g € [0,p — 1]. To konczy dowdd. O
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2.2 Spektra wybranych graféw

Opiszemy teraz spektrum dla niektérych klas graféw opisanych w podroz-
dziale 1.2. Rozpoczniemy od graféw pustych.

Stwierdzenie 2.2.1. (1) Jesli n jest dodatnig liczbg catkowitq, to

0
Spec N,, = <n) )

(2) Jesli G jest grafem nieskierowanym takim, Ze

0
SpecG = (n)

dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n, to G ~ N,,.

Dowdd. (1) Teza wynika natychmiast z tego, ze Ay, = Ovy vy -

(2) Zalézmy, ze
0
Spec G = <n)

dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n. Oczywiscie n = |Vg|. Ponadto
rk Ag = 0, wiec
Ag =0vxy = Ay,

Stad natychmiast wynika, ze
G~ NVG ~ Nn,

gdzie dla dowodu pierwszego izomorfizmu mozna skorzystaé¢ ze Stwierdze-
nia 2.1.4. O

Kolejnym naszym celem bedzie opis spektrum grafu pelego.

Stwierdzenie 2.2.2. (1) Jesli n jest dodatnig liczbg catkowitq, to
-1 n-1
SpecKn—(n_1 1 )
(2) Jesli G jest nieskierowanym grafem takim, Ze

-1 n-1
SpecG:(n_1 1 )

dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n, to G ~ K,,.
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Dowdd. (1) Definiujemy macierz B wzorem
B .= AKn + IVKn'

Wtedy B = Jv;. vy, , zatem

0 n
Spec B = (n—l 1),

gdyzrk B =1 oraz B-1y, = n-1ly, . Powyzszy wzor natychmiast implikuje

teze.
-1 n-1
Spec G = (n 1 1 )

(2) Zalézmy, ze
dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n. Oczywiscie n = |Vg|. Korzystajac
ze Stwierdzenia 2.1.6, wiemy, ze w grafie G nie ma petli. Zdefiniujmy macierz

B wzorem
B:=As+ IVG'

Wtedy B jest macierza symetryczna rzedu 1 taka, ze B(u,u) = 1 dla kaz-
dego wierzchotka u grafu G. W szczegdlnosci, jesli u i v sa dwoma réznymi
wierzchotkami grafu G, to

0 = det Bl{yu}xfur} = B(u,u) - B(v,v) — B(u,v) - B(v,u) = 1 — (B(u,v))*.

Poniewaz B(u,v) > 0, wigc B(u,v) = 1. Ostatecznie B = Jy,._ v, Wiee
Ag = Ak, skad
G~ Ky, ~ K,. O

Naszym kolejnym celem bedzie opisanie spektrum petnych graféw dwu-
dzielnych. W tym celu sformutujemy ogélne wtasnosci, ktore beda przydatne
takze przy badaniu innych klas graféw.

Twierdzenie 2.2.3. Niech G bedzie grafem k-regularnym, k € N.

(1) Wektor 1y, jest wektorem wlasnym grafu G odpowiadajgcym wartosci
wlasnej k.

(2) Krotnosé liczby k jako wartosci wlasnej grafu G jest réwna liczbie skta-
dowych grafu G.

(3) Jesli \ jest wartoscig wtasng grafu G, to |\ < k.
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Dowdd. (1) Latwo sprawdzié, ze
Ag' 1VG =k- 1VG'

(2) Korzystajac ze Stwierdzenia 2.1.5, wystarczy pokazaé, ze jesli graf G
jest spojny, to k jest jednokrotna wartoscig wtasng grafu G. Jesli dodatkowo
k =0, to G jest grafem pustym i teza wynika ze Stwierdzenia 2.2.1. Zalézmy
zatem, ze graf G jest spojny i k& > 0. Ustalmy wektor wtasny v odpowiadajacy
wartosci wtasnej k i wybierzmy wierzchotek v taki, ze

v(v) = max{v(u):u € Vg}.

Przez indukcje ze wzgledu distg(v, u) pokazemy, ze v(u) = v(v) dla kazdego
wierzchotka u grafu G. W konsekwencji, v = v(v) - 1y, co zakonczy dowdd.

Ustalmy zatem wierzchotek u grafu G. Jesli distg(v,u) = 0, to u = v,
wigc oczywiscie v(u) = v(u). Zalézmy zatem, ze distg(v,u) > 0. Z zalozenia
indukcyjnego istnieje wierzcholek w grafu G sgsiadujacy z wierzchotkiem wu
taki, ze v(w) = v(v). Wtedy

kev() =k v(w) = (k- v)(w) = (Ag - v)(w)
= Y @) S vl (k- v,
ecEg

pa(e)={zw}

co konczy dowod.
(3) Wybierzmy wektor wlasny v grafu G odpowiadajacy wartosci wlasnej
A oraz wierzchotek v grafu G taki, ze

lv(v)| = max{|v(u)| : u € Vg}.

Wtedy |v(v)| > 0. Ponadto,

Al V@) = - V)] = 1(Ag- @ =] > v

ecEqg
pc(e)={v,u}
< Y MWl <k-v)l,
ecFEq
pc(e)={vu}
skad wynika teza. O]

Jako pierwszy wniosek opiszemy zwigzek pomiedzy spektrum grafu regu-
larnego i jego dopetnienia.
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Whiosek 2.2.4. Jesli G jest grafem k-regularnym takim, Ze

P =(t— k) Tt~ M),

to
n—1

Pe=(t—(n—k—1)-JJ¢t—(=x~-1)).

=1

Dowdd. Zauwazmy, ze n jest liczbg wierzchotkow grafu G. Wiemy, ze istnieja
liniowo niezalezne wektory vy, ..., v, takie, ze

: tr
AG'Vi:)\i'Vz' 1 Vi']'VG:O

dla kazdego i € [1,n — 1]. Wiemy tez, ze graf G jest (n — k — 1)-regularny,
zatem na mocy Twierdzenia 2.2.3 liczba n—k—1 jest wartoscig wlasng grafu
G, ktorej odpowiada wektor 1y,. Ponadto Az = Jy,xv, — Ac — Ivxvg, Wiec

dla kazdego i € [1,n — 1], co konczy dowdd. O

Wykorzystujac Twierdzenie 2.2.3, mozemy sformutowaé¢ ogdlna regute,
pozwalajaca wyznaczy¢ spektrum ztaczenia dwoch grafow regularnych.

Twierdzenie 2.2.5. Jesli G 1 H sq grafami k- 1 [-reqularnymi, odpowiednio,

to
Pe Py
P, =(t=X)-(t—XAy)- C—
G+H ( ) ( -‘r) t—k t— la
gdzie
(k+0) £/ (k—1)2+4-m-n
)\:i: = y
2
n = |Vg| i m:=|Vg|.
Dowaod. Zauwazmy, ze
Acan = { Ac JVGxVH]
JVHXVG AH

7, Twierdzenia 2.2.3 wiemy, ze wektory 1y, i 1y,, s wektorami wlasnymi gra-
fow G i H, odpowiednio, ktérych wartosci wtasne sg rowne k i [, odpowiednio.
Zatem istnieja wektory wtasne uy, ..., u,_; oraz wy, ..., w,,_; graféow G
i H, odpowiednio, takie, ze wektory 1y, uy, ..., u,—; oraz 1y, wy, ...,
W,,_1 tworza bazy przestrzeni RV¢ i RV, odpowiednio, oraz 1‘T/G ‘u, =01
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1y, -wy = 0 dla wszystkich p € [I,n—1] i ¢ € [1,m — 1]. Wtedy wektory uy,
oy Up_q, Wi, ..., Wy (traktowane jako elementy przestrzeni RVeVVir) sq
wektorami wlasnymi grafu G + H (z tymi samymi warto$ciami wlasnymi).
Pozostalych dwoch wartoéci wiasnych grafu G + H mozemy szukaé¢ wsrod
wektorow postaci vy, := A - Ly, + p - 1y, gdzie A, p € R. Zauwazmy, ze

AG—FH'V/\,uz(k'A+m'U)']-VG_‘_(n')‘—i_l':u)'lVHa

zatem wektor v , jest wektorem wlasnym grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy
wektor [\, u]T jest wektorem whasnym macierzy

o[t 7]

(o tej samej wartosci whasnej). Wyliczajac wartosci wlasne macierzy B, do-
stajemy teze. O

Stwierdzenie 2.2.6. (1) Jeslip i q sq dodatnimi liczbami calkowitymi, to

SpecKp,q:(_Vp'q 0 Vp'q).

1 p+q—2 1

(2) Jesli G nieskierowanym spdjnym grafem prostym takim, Ze

Spec G = (—\/ﬂ ; m)

1 p+q—2 1
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych p i q, to G ~ K, ,.

Dowdéd. (1) Zauwazmy, ze K}, ; = Np p) 4+ Njpi1,p+q, Wiec teza wynika natych-
miast z Twierdzenia 2.2.5 i Swierdzenia 2.2.1 (zauwazmy, ze graf pusty jest
O-regularny).

(2) Zatézmy, ze G jest nieskierowanym spdéjnym grafem prostym takim,

e (0 V)

1 p+q—2 1

dla pewnych dodatnich liczb catkowitych p i q. Korzystajac ze Stwierdze-
nia 2.1.6, wiemy, ze w grafie G nie ma petli, a wiec Ag(v,v) = 0 dla kazdego
wierzchotka v grafu G. Ponadto, tk A = 2, wiec istnieja wierzchotki u i
w takie, ze wiersze u-ty i w-ty stanowia baz¢ przestrzeni generowanej przez
wiersze macierzy Ag. Innymi stowy, dla kazdego wierzchotka v istnieja (jed-
noznacznie wyznaczone) skalary \, i u, takie, ze

ze

AG(U,Z') = )‘v ' Ag(u,.’ﬁ) + oy AG(w7x)
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dla kazdego wierzchotka = grafu G. Z symetrycznosci macierzy Ag wynika,
ze wtedy réwniez

Ac(z,v) = Ay - Ac(z, u) + p - Ac(z, w)

dla dowolnych wierzchotkéw v i x grafu G.
Zauwazmy najpierw, ze Ag(u,w) # 0. Istotnie, w przeciwnym przypadku

Ag(v,’lU) = )\v : AG<u>w) + oy AG(waw) =0
dla kazdego wierzchotka v grafu G, wiec
G =({whe U (G—w),

co przeczy spojnosci grafu G.
Ustalmy teraz wierzchotek v grafu G. Wtedy

0= Ag(v,v) =\, - Ag(u, v) + py - Ag(w,v) =
= Ay (AU ’ AG(uau) T+ o A(u,w)) + oy ()‘U ’ AG<wau> + Ho AG(’LU,’UJ))
=2 Ay o Ag(u,w),

zatem A\, = 0 lub u, = 0.
Niech

U:={velVs: A\ =0} i W:={veVg:p, =0}

7 powyzszej obserwacji wiemy, ze Vg = UUW. Z drugiej strony, UNW = &.
Istotnie, jesli v € UNW, to Ag(v,x) = 0 dla kazdego wierzchotka x, wiec

G = {v}heU(G—v),
co przeczy spojnosci grafu G.

Pokazemy teraz, ze Ag(z,y) = 0, jesli z,y € U lub z,y € W, oraz
Ag(z,y) # 0, jeslizc e Uiy € W (lubax € Wiy € U). Dla dowodu
pierwszej rownosci zatézmy, ze z,y € U. Wtedy

Ax,y) = pa - A(w,y) = pig - pry - A(w, w) = 0.
Podobnie, gdy xr € Uiy € W, to

A(r,y) = o - Alw, y) = pie - Ay - A(w,u) # 0.

Korzystajac z tego, ze graf G jest prosty, otrzymujemy ostatecznie, ze
G ~ Ky, gdzie m := U] i n := |W/|. Zatem z czesci pierwszej mamy, ze

Spec G — (_m 0 m) .

1 m-+n—2 1
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Korzystajac dodatkowo z zatozenia na temat Spec G, mamy
p-g=m-n 1 ptg=m+n,
a wiec {m,n} = {p, ¢}, co konczy dowdd. O]

Przedstawimy teraz przyklady wskazujace, ze teza punktu (2) powyzszego
twierdzenia nie zachodzi, jesli nie zatozymy, ze graf jest spojny i prosty.
Niech GG bedzie nastepujacym grafem:

. °
o
° °
(tzn. G = Ky 5 U Ny). Wtedy
Spec G = Spec K32 U Spec N} = <_12 (3), ?) = Spec K 4,

ale G % K, 4. Zauwazmy, ze graf G jest prosty, ale nie jest spojny.
Niech G bedzie nastepujacym grafem:

(kazdy dolny wierzchotek, z wyjatkiem centralnego, jest potaczony doktadnie
jedng krawedzig z kazdym wierzchotkiem goérnym; wierzchotek centralny jest
potaczony z kazdym wierzchotkiem gérnym doktadnie dwiema krawedziami).
Wtedy graf G jest spdjny, ale nie jest prosty. Ponadto

-6 0 6

SpecG = {1 10 1

} = Spec K 6,
ale G % Kgp.

Stwierdzenia 2.2.1 i 2.2.2 mogltyby sugerowaé, ze jesli Spec G = Spec H
dla graféw nieskierowanych G i H, to G ~ H. Powyzsze przyktady pokazuja,
ze ta implikacji nie jest w ogdélnosci prawdziwa, jesli nie zatozymy, ze grafy G
i H sa proste i spojne. Ponizszy przyktad pokazuje, ze nawet jesli grafy G sa
spbjne i proste, to z rownoéci Spec G = Spec H nie musi wynikaé, ze G ~ H.
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Niech G i H beda grafami

RN

o — o e — o 1 )

N

odpowiednio. Wtedy
Po=t"—7-t"—4. P47 *+4-t—1= Py,

ale grafy G i H nie sg izomorficzne.

Kolejnymi grafami, dla ktérych opiszemy spektrum, sa cykle i Sciezki.

Aby opisaé spektrum cyklu, opiszemy teraz ogdélng metode opisu spek-
trum specjalnej klasy macierzy.

Niech V' bedzie niepustym zbiorem skonczonym. Macierz A nazywamy
cykliczng, jesli istnieje permutacja cykliczna o zbioru V' taka, ze

A(o(u), o(w)) = A(u, w)

dla dowolnych elementéw u i w zbioru V. Bardziej obrazowo, macierz A jest
cykliczna, jesli elementy zbioru V' mozna uporzadkowac¢ w taki sposob, ze ko-
lejne wiersze macierze A sg kolejnymi cyklicznymi przesunieciami pierwszego
wiersza. Przykladami macierzy cyklicznych sa macierze sasiedztwa grafow
K, i C,, gdzie n jest dodatnig liczbg catkowita.

Opiszemy teraz metode znajdowania spektrum macierzy cykliczne;j.

Stwierdzenie 2.2.7. Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowitq, V' zbiorem
n elementowym, A 'V x V-macierzq takq, Ze istnieje o permutacja cykliczna
zbtoru V' taka, ze

A(o(u), o(w)) = A(u, w)

dla dowolnych elementéow u i w zbioru V. Wybierzmy element v zbioru V' 1
zdefiniujemy wektory vo, ..., vo_1 € CV oraz liczby o, ..., A—1 wzorami:

Vi (0P (v)) == w™? (m,p € [0,n — 1)),

oraz
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gdzie w 1= COS(ZTW) +- Sin(ZT’r) jest pierwotnym pierwiastkiem n-tego stopnia
z jedynki. Wtedy wektory vy, ..., vo_1 sq¢ wektorami wlasnymi macierzy A
tworzgeymi baze przestrzeni CV, przy czym

AV, = Ay Vi
dla kazdego m € [0,n — 1].

Dowéd. Niech B bedzie macierzg permutacji o1, tzn.

Blu,w) = 1 jeshi w=o(u), (0 € V)
T 0 w przeciwnym wypadku, ’ '

Zauwazmy, ze
B v, =w’™. v,
dla wszystkich m,p € [0,n — 1]. Ponadto

A= A(v,o?(v)) - BP.

3
—

3
I
o

W konsekwencji
AV, = Ay Vi

dla kazdego m € [0, n—1|. Poniewaz Vg-vq = 0 dla wszystkich p, q € [0,n—1]
takich, ze p # ¢, to konczy dowdd. O]

Zgodnie z zapowiedzig zastosujemy teraz powyzszg metode, aby wyzna-
czy¢ spektrum cyklu.

Stwierdzenie 2.2.8. Niech n > 2 bedzie liczbg catkowitq. Zdefiniujmy wek-

tory wektory vo,...,v,_1 € C* wzorem:
Viu(p) =™ (me [0,n 1], p e [L,n]).
Wtedy wektory vo, ..., V,_1 $¢ wektorami wlasnymi grafu C, tworzgcymi

baze przestrzeni C", przy czym

9.
(2.1) Ac, * Vi = 2~cos( m ~7r) Vo
n

dla kazdego m € [0,n — 1]. W szczegdlnosci,

n—1

Pe, = H(t—Q-COS(Q;lm -7T>>,

m=0
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a wiec
= 2~cos("T’2-7T) 2-cos(%-7r) 2
1 2 e 2 1
jesli n jest liczbg parzystq,
Spec C,, = . )
2-COS(%-7T) 2'COS(E'7T) 2
92 e 9 1
jesli n jest liczbg nieparzystq.

Dowdd. Zauwazmy, ze Ag jest macierza cykliczng — stosowana permutacja o
jest réwna (1,2,...,n). Mamy

1 jesli p=2n,

A(l,p) = {

0 w przeciwnym wypadku.

Zauwazmy, ze 2 = o(1) i n = o !(1). Zatem, korzystajac ze Stwierdze-
nia 2.2.7, wiemy, ze wektory vg, ..., v,_1 sa wektorami wtasnymi macie-
rzy Ac, tworzacymi baze przestrzeni C". Ponadto, jesli m € [0,n — 1] i
A-vy, =XV, to

= () ) ¢ )+ osn())

co konczy dowdd. O]

Stwierdzenie 2.2.8 mozna by udowodnié, sprawdzajac bezposrednim ra-
chunkiem réwnosé (2.1). Zaprezentowany powyzej dowod pokazuje, jako moz-
na znalez¢ wartosci i wektory wtasne cyklu nie znajac wezesniej odpowiedzi.

Stwierdzenie 2.2.8 mozemy wykorzystac, aby policzy¢ spektrum kota.

Stwierdzenie 2.2.9. Jesli n > 2 jest liczbg calkowitq, to

n—1

PWn:(t—l—\/n—H)-(t—1+\/n—H)-H(t—2-cos<ﬂ-W)).

n
p=1

Dowéd. Przypomnijmy, ze Viy, = Nyoy + Vg,. Graf Nygy jest O-regularny,
podczas gdy graf Vi, jest 2-regularny, zatem teza wynika z Twierdzenia 2.2.5
oraz Stwierdzen 2.2.1 1 2.2.8. O

Wykorzystamy teraz Stwierdzenie 2.2.8, aby opisa¢ spektrum $ciezki.
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Stwierdzenie 2.2.10. Niech n bedzie dodatniq liczbg catkowitq. Zdefiniujmy
wektory wektory vq,...,v, € C" wzorem:

Viu(p) = sin(qin%zi -77) (m,p € [1,n]).

Wtedy wektory vy, ..., v, s¢ wektorami wlasnymi grafu P,y tworzgcymi
baze przestrzeni C", przy czym

Ap, -Vm:2-COS( mn ~7r> "V
n+1
dla kazdego m € [1,n]. W szczegdlnosci,

(2.2) SpecP,_; =

(Q-Cos(f%wr) 2~cos(§ﬁ‘ﬂ) 2'COS(1nﬁ'7T))'

Dowdéd. Dla kazdego wektora v € C" definiujemy wektor v € C*"*2 wzorem:

v(p) jedli p € [1,7)],
Vip) =< —v(2-n+2—p) jeSlipe[n+2,2-n+1],
0 jeslip=n+1,2-n+2,
(tzn.
v=1[v(l) ... v(n) 0 —v(n) ... —v(1) 0].)

Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze jesli Ap, , - v = X - v dla
pewnych A€ Civ € C", to Ag,.,,, -V = A-V. Ze Stwierdzenia 2.2.8 wynika
zatem, ze jesli A\ jest wartoscig wlasng grafu P, 1, to A =2- cos(nﬂJrl -m) dla
pewnego m € [0,n+1]. Wiemy jednak réwniez, ze w(2-n+2) # 0 dla kazde-
go wektora wlasnego w grafu (5., odpowiadajacego wartosciom wtasnym
2 i —2, zatem liczby 2 i —2 nie moga wartosciami wlasnymi grafu P, ;. Z
drugiej strony, jesli m € [1,n], to liczba 2 - cos(;55 - 7) jest dwukrotna war-
toscia wlasng C., 1o oraz istnieje wektor wlasny grafu Cs., .o odpowiadajacy
wartosci wlasnej 2 - cos(;7 - m) taki, ze w(2-n +2) # 0. W szczegblnosci,
liczba 2 - cos(nﬂ+1 - ) jest co najwyzej jednokrotna wartodcia wlasna grafu
P, 1. Z drugiej jednak strony, graf P, _; musi mie¢ n wartosci wtasnych, skad
wynika opis spektrum grafu P,.

Ustalmy teraz m € [1,n]. Ze Stwierdzenia 2.2.8 wiemy, ze przestrzen wek-
toréw wlasnych grafu Cs.,, o odpowiadajacych wartosci whasnej 2-cos(-2 )

n+1
jest generowana przez wektory u; i uy, gdzie

w(p) = W™= (pell,2-n+2|)
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uy(p) = w1 (pefl,2-n+2]).

Zauwazmy, ze

wm ey (p) —w

—m

‘ug(p) =21V,

co konczy dowdd. O

Podobnie jak Stwierdzenie 2.2.8, réwniez Stwierdzenie 2.2.10 mozna by
udowodnié, sprawdzajac bezposrednim rachunkiem réwnosé (2.2). Jednakze
réwniez w tym przypadku zaprezentowany dowoéd pokazuje metode znalezie-
nia wartosci i wektoréow wtasnych $ciezki.

Kolejng rodzing grafow, dla ktorych opiszemy spektrum, sg szesciany.

Stwierdzenie 2.2.11. Jesli n jest dodatnig liczbg calkowitq, to

n

Py, = [t —n+2-90.

1=0

Dowad. Teze stwierdzenia udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na n. Za-
uwazmy, ze Q1 ~ K, wiec w tym przypadku teza wynika ze Stwierdze-
nia 2.2.2.

Zat6ézmy zatem, ze n > 1. Mamy

A _ Aanl -[{0,1}"*1
Qn [{071}7171 AQn—l'

W konsekwencji, jesli v jest wektorem wtasnym grafu ),,_; odpowiadajacym
wartodci whasnej ), to wektory [v,£v]T sg wektorami whasnymi grafu @,
odpowiadajacymi wartosciom wtasnym A 4 1, odpowiednio. Z zaltozenia in-
dukcyjnego wartosciami wtasnymi macierzy @,_1 san—1,n—3,..., —(n—1),
wiec wartosciami wiasnymi grafu @, sa n, n—2, ..., —n. Krotno$¢ liczby +n
jako wartosci wlasnej macierzy @, jest réwna krotnosci liczby +(n — 1) jako
wartosci wlasnej grafu @,,_1, czyli 1 = (8) = (Z) Ponadto, jesli i € [1,n—1],
to krotnos¢ liczby n — 2 - ¢ jako wartosci wtasnej grafu @), jest rowna sumie

krotnosci liczb n — 2 - ¢ & 1 jako wartosci wartosci wtasnych grafu @Q,_1, a

(=)= (9)-0)

co konczy dowdd. O]
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2.3 Wartosci wtasne macierzy
symetrycznych

Gléwnym obiektem naszych zainteresowan sa spektra graféw nieskierowa-
nych. Macierze sasiedztwa graféw nieskierowanych sa symetryczne. W zwiaz-
ku z tym przyjrzymy sie teraz doktadniej warto$ciom wtasnym macierzy sy-
metrycznych o wspotezynnikach rzeczywistych.

Niech K bedzie niepustym zbiorem skonczonym oraz A K x K-macierza
symetryczng o wspotezynnikach rzeczywistych. Jesli v € RE jest niezero-
wym wektorem, to definiujemy iloraz Rayleigha R4(v) wektora v wzgledem
macierzy A wzorem .

vi-A-v
R A (V) = VT v
Jesli A jest macierza symetryczna, to najwicksza i najmniejsza wartosé¢ wla-
sng macierzy A oznaczamy przez Ay i Ay, odpowiednio. Mamy nastepujace
twierdzenie opisujace podstawowe wtasnosci ilorazow Rayleigha.

Twierdzenie 2.3.1. Niech K bedzie niepustym podzbiorem i A K X K-
macierzqg symetryczng o wspotczynnikach rzeczywistych. Ponadto, niech

M <<,

bedg wszystkimi warto$ciami wltasnymi macierzy A (liczonymi wraz z krot-
no$ciami, w szczegolnosci n = |K|) i vy, ..., v, bedzie bazg ortonormalng
przestrzeni R® takq, ze A-v, = \,-v, dla kazdego p € [1,n]. Jeslip,q € [1,n],
p < q, 1 niezerowy wektor v nalezy do podprzestrzeni generowanej przez wek-
tory vy, ..., Vg, to

)\p S RA(V> S )\q.

Ponadto, Rs(v) = A\, (Ra(v) = A\;) wtedy i tylko wtedy, gdy v jest wektorem
wektorem wlasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej A, (Ag, odpowiednio).
W szczegdlnodei, jesli v € RE jest niezerowym wektorem, to

A < Ra(v) <Ay

oraz Ra(v) = Aa (Ra(v) = Aa) wtedy i tylko wtedy, gdy v jest wektorem
wektorem wlasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej Aa (A, odpowiednio).

Dowod. Wiemy, ze

q
VZZ&'W
i=p
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dla pewnych liczb rzeczywistych &, ..., §. Wtedy
Lo €
RA<V) = —Z_Z(; 5 -
i=p gz

Poniewaz, A, < \; < A, dla kazdego i € [p, q], wiec
)‘p S RA(V) S )‘q-

Ponadto, jesli Ra(v) = A,, to & = 0 dla kazdego i € [p,q| takiego, ze
Ai > Ay, wigc A-v = ), - v. Podobnie pokazujemy, ze jesli Ra(v) = A,, to
A-v =), v. Oczywidcie, jesli A-v = X - v dla pewnej liczby rzeczywistej
A, to Ra(v) = A O

Jesli K jest niepustym zbiorem, to dla wektora v € R¥ definiujemy wek-
tor |v| € RE wzorem:

((WI(k) = v(k)] (ke K).
Wykorzystujac powyzsze twierdzenie, otrzymujemy nastepujacy fakt.

Whniosek 2.3.2. Niech K bedzie niepustym podzbiorem i A bedzie K X K-
macierzq symetryczng o nieujemnych wspotczynnikach.

(1) Jesli v jest wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajgcym wartosci
wlasnej Aya, to |v| jest réwniez wektorem wlasnym macierzy A odpo-
wiadajgeym wartosci wlasnej Aa (i, w szczegdlnosci, Ra(|v|) = Aa =
Ra(v)).

(2) Mamy |Aa| < Aa. W szczegolnoset,

Ay = max{|\| : A jest wartoscig wlasng macierzy A}.

Dowéd. Zauwazmy, ze jesli w € R¥ | to
(2.3) Ra(w) < |[Ra(w)| < Ra(lw]),

gdzie druga nieréwnos$¢ wynika z nieréwnosci tréjka i tego, ze A(k,l) > 0 dla
wszystkich k,l € K.

(1) Zalézmy, ze v jest wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym
wartosci wtasnej A 4. Mamy ciag nieréwnosci

Ax = Ra(v) < Ra(|v]) < Ay,
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gdzie pierwsza rownosc i ostatnia nieréwnos¢ wynikaja z Twierdzenia 2.3.1,
natomiast nieréwnos¢ srodkowa wynika z nieréwnosci (2.3). Ostatecznie ma-
my, ze Ra(|v]) = As. Korzystajac jeszcze raz z Twierdzenia 2.3.1, otrzymu-
jemy teze.

(2) Niech w bedzie wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym war-
tosci wlasnej A4. Z Twierdzenia 2.3.1 wiemy, ze Ra4(w) = A4. Stad

[Aal = [Ra(w)| < Ra([w]) < Aa,

gdzie $rodkowa nier6wnosé jest konsekwencja nieréwnosci (2.3), a ostatnia
nier6wno$c¢ jest konsekwencja Twierdzenia 2.3.1.

Dla dowodu drugiej czesci punktu (2) ustalmy wartosé wlasna A macierzy
A. Jesli A > 0, to oczywiscie |A\| = A < Ay Gdy A <0, to

A= =A< =24 <A <Ay
na mocy udowodnionej czesci, co konczy dowdd. n

Wykorzystamy teraz powyzsze fakty do badania wtasnosci grafow. Dla
grafu nieskierowanego G oznaczamy Ag := A4, 1 Ag := Aa,. Liczbe Ag
nazywamy promieniem spektralnym grafu G.

Twierdzenie 2.3.3. Niech G bedzie spojnym grafem nieskierowanym.

(1) Jesliv € RYe jest wektorem wlasnym grafu G odpowiadajgcym wartosci
wlasnej Ag, to albo v(v) > 0 dla kazdego wierzcholka v € Vg albo
v(v) <0 dla kazdego wierzcholka v € V.

(2) Krotnosé Ag jako wartosci wlasnej grafu G wynosi 1.

(3) Jesli A jest wartosciqg wlasng grafu G, dla ktorej istnieje wektor wlasny
u € RY¢ grafu G taki, ze u(v) > 0 dla kazdego wierzchotka v € Vg, to
A= Ag.

Dowdd. (1) Niech v bedzie wektorem odpowiadajacym wartosci wlasnej Ag.
Pokazemy najpierw, ze v(v) # 0 dla kazdego wierzchotka v grafu G.
Istotnie, niech

U:={veVs:v(v)#0} i W:={veVz:v(v) =0}

Musimy pokazaé, ze W = @&. Z Wniosku 2.3.2 wiemy, ze Ag - |[v| = Ag - |v].
Zatem, jesli w € W, to

0=Ag-|v(w)| = (A¢ - [v[)(w) = (Ag - [v])(w)
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= > Actw.v)- VO] = Y Ac(w,v) - Iv(v),

veVa vel

skad wynika, ze Ag(w,v) = 0 dla kazdego wierzchotka v € U. Stad, jesli
U#oiW #9, to
A 0
A~ — U)a UXW:| ’
¢ {OWXU Awye

a wiec Ag = (U)g U (W)q. To prowadzitoby do sprzecznosci, wiec U = &
lub W = @. W pierwszym przypadku v = Oy, co jest niemozliwe, gdyz v
jest wektorem wilasnym. Otrzymujemy zatem, ze W = &.

Pokazemy teraz, ze wszystkie wspolrzedne wektora v majg ten sam znak.
Niech

U:={veVs:v(v) >0} i W:={veVs:v(v) <0}

Z Wniosku 2.3.2 wiemy, ze Ra,(|v]) = Ra,(v). Stad

0= Rag(v) = Rag(V]) = —— - 375 Aa(u,w) - v(w) - viw).

Vtr Y
uelU weW

W konsekwencji, Ag(u, w) = 0 dla wszystkich wierzchotkow v € U iw € W,
co podobnie jak wezesniej prowadzi do wniosku, ze U = @ lub W = & (wobec
sp6jnosei grafu G) 1 konezy dowdd.

(2) Niech u, w € R"¢ beda wektorami wlasnymi odpowiadajacymi warto-
$ci wlasnej Ag. Wtedy u-w? # 0 na mocy czesci pierwszej, co konczy dowdd
(przypomnijmy, ze dla macierzy symetrycznej o wspélezynnikach rzeczywi-
stych istnieje baza ortonormalna ztozona z wektoréow wtasnych o wspotezyn-
nikach rzeczywistych).

(3) Niech A bedzie wartoscia wlasna grafu G, dla ktorej istnieje wektor
wlasny u € RY¢ taki, ze u(v) > 0 dla kazdego wierzchotka v € V. Niech w €
RYe bedzie wektorem wlasnym grafu G odpowiadajacym wartosci wlasnej
Ag. Wtedy u-w? # 0 na mocy czesci pierwszej, co konczy dowdd. O]

Innym sformutowaniem punktu (3) z Twierdzenia 2.3.3 jest nastepujacy
wniosek.

Whniosek 2.3.4. Niech G bedzie spojnym grafem nieskierowanym. Jesli v
jest wektorem wtasnym grafu G odpowiadajgcym wartosci wlasnej X # Ag,
to istniejg wierzchotki u i w grafu G takie, ze v(u) < 0 < v(w). O
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2.4 Interpretacja wspétczynnikéw wielomia-
nu charakterystycznego

Naszym kolejnym celem bedzie zinterpretowanie, w terminach struktury wyj-
Sciowego grafu, wspotczynnikow wielomianu charakterystycznego. Zaczniemy
od przypadku graféw skierowanych.

Twierdzenie 2.4.1. Jesli D jest grafem skierowanym o n wierzchotkach, to

n
Z n—
PD = Clp -t p,
p=0
gdzie ag := 1 oraz

4= 3 (-1 (pe ),

przy czym, dla p € [1,n], L, jest zbiorem wszystkich podgraféw grafu D o p
wierzchotkach, ktorych wszystkie skiadowe sq zorientowanymi cyklamia.

Dowod. Wiadomo, ze

ay=(=1)"7- 3" det((Ap)

UCVg
|U|=p

v)

dla kazdego p € [0, n]. Korzystajac dodatkowo z definicji wyznacznika, otrzy-
mujemy, ze jesli U C Vg, to

det((Ap)|lvw) = Z sign(o HAD v, 0(

ceSy velU

Ustalmy podzbiér U C Vi oraz permutacje 0 € Sy. Wtedy istnieje
rozktad U = Uy U - - - U U, zbioru U taki, ze

0 =010":::00,

gdzie, dla kazdego ¢ € [1,m], o, jest permutacja rzedu |U,| zbioru U,.
Zauwazmy, ze jesli ¢ € [1I,m] 1 v € U, to w grafie D mamy doktadnie
Ap(v,0(v)) krawedzi o poczatku v i konicu o(v). W konsekwencji, cykl o,
indukuje [[,cp, Ap(v,0(v)) cykli skierowanych, ktére sa izomorficzne z cy-
klem C,, . Zatem permtuacja o indukuje [] ., Ap(v,o(v)) grafow, ktore s
izomorficzne z suma roztaczna C,, U- - - L C,, . Ponadto kazdy graf ze zbioru
L, jest otrzymywany w ten sposob. Zauwazmy jeszcze, ze sign(o) = (—1)"™™
oraz m jest liczbg sktadowych kazdego z graféw indukowanych przez permu-
tacje 0. Podsumowujac powyzsze obserwacje, otrzymujemy teze. O
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W celu zilustrowania Twierdzenia 2.4.1 policzymy wielomian charaktery-
styczny nastepujacego grafu:

YT YN
o N

Stosujac notacje z Twierdzenia 2.4.1, mamy

L =2,

N N

wiec szukany wielomian jest rowny

ES{K\ ﬁ'\},

P —13— 2+ 1.

Wykorzystamy teraz Twierdzenie 2.4.1, aby przedstawi¢ interpretacje
wspotezynnikow wielomianu charakterystycznego w przypadku grafow skie-
rowanych.

Twierdzenie 2.4.2. Jesli G jest prostym grafem nieskierowanym bez petli o

n wierzchotkach, to
Pe = Zap ’ tnipv
p=0
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przy czym ag = 1 oraz

a, == Z (1)U . 9¢K) () e [1,n]),

Keky
gdzie,

e diap € [1,n], K, jest zbiorem wszystkich podgrafow grafu G o p wierz-
cholkach, ktorych wszystkie sktadowe sq izomorficzne z grafem Ko lub
niezorientowanym cyklem, oraz

o dlape[l,n]iK ek, przez ¢(K) oznaczamy liczbe sktadowych grafu
K, ktore sq niezorientowanymi cyklams.

Dowdéd. Niech D bedzie grafem skierowanym takim, ze Ap = Ag, tzn. graf
D powstaje z grafu G przez zastapienie kazdej krawedzi grafu G dwiema
nowymi przeciwnie skierowanymi krawedziami. Bardziej formalnie, niech graf
C' bedzie (dowolnym) ukierunkowaniem grafu G. Wtedy definiujemy graf
skierowany D wzorami:

Vp = Vc, Ep = FE¢ X {1,2},

pple, i) = (e € Ec,i € {1,2}),

{pc(e) jesli ¢ = 1,

inv(pc(e)) jeslii =2,
gdzie funkcja inv : Vo x Vo — Vo X Vo dana jest wzorem
inv(u, w) := (w, u) (u,v € Vo).

Poniewaz Ap = Ag, wiec Pg = Pp, zatem mozemy wyliczy¢ wielomian
charakterystyczny grafu G, korzystajac z Twierdzenia 2.4.1 dla grafu D. Za-
uwazmy, ze w grafie D nie ma cykli dtugosci 1, gdyz w grafie G nie ma petli.
Ponadto istnieje bijekcja pomiedzy cyklami dtugosci 2 w grafie D i krawe-
dziami w grafie G, przy czym krawedzie w grafie G odpowiadaja podgrafom
grafu G izomorficznym z grafem K,. Wreszcie, dla kazdego podgrafu G’ gra-
fu G, ktéry jest nieskierowanym cyklem, istnieja doktadnie dwa podgrafy D’
grafu D, ktére sa skierowanymi cyklami oraz D = Powyzsze obserwacje
implikuja teze twierdzenia. O]
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Ponownie zilustrujemy twierdzenia przyktadem. Niech G bedzie nastepu-
jacym grafem

\.

,Cl = @,

,@::{.

,@::{.

Po=t"+5-(=1)-*+(2-(=2)) -t +((-2) +2-1)
=ttt 5.1 —4-t

Stad

Jako kolejne zastosowanie Twierdzenia 2.4.1 przedstawimy charakteryza-
cje grafow dwudzielnych w terminach ich wielomianéw charakterystycznych.

Twierdzenie 2.4.3. Niech G bedzie grafem nieskierowanym o n wierzchol-

kach. Jesli .
PG = Z Clp . tn—p
p=0
oraz

sq wszystkimi wartosciami wtasnymi grafu G (liczonymi wraz z krotnoscia-
mi), to nastepujgce warunki sq réwnowazne:



ROZDZIAL 2. WIELOMIAN CHARAKTERYSTYCZNY GRAFU 45

(1) graf G jest dwudzielny;
(2) agp—1 = 0 dla wszystkich p € [1,[5]];
(3) A\p = —Ant1-p dla wszystkich p € [1,n].

Dowéd. Niech D bedzie grafem skierowanym takim, ze Ap = Ag (konstruk-
cje takiego grafu przedstawiliSmy w dowodzie Twierdzenia 2.4.2).

(1) = (2): Zalézmy, ze graf G jest dwudzielny. Z Wniosku 1.2.5 wie-
my, ze wtedy w grafie G nie ma podgrafow, ktére sa cyklami nieparzystej
dhugosci. To w konsekwencji oznacza, ze w grafie D nie ma podgrafow, ktore
sg zorientowanymi cyklami nieparzystej dtugosci. Zatem Twierdzenia 2.4.1
implikuje, ze ag,—; = 0 dla wszystkich p € [1, [§]].

(2) = (1): Zalézmy, ze graf G nie jest dwudzielny. Z Wniosku 1.2.5
wiemy, ze wtedy w grafie GG istnieja podgrafy, ktore sa cyklami nieparzystej
dtugosci. W konsekwencji, réwniez w podgrafie D istnieja podgrafy, ktore
sg zorientowanymi cyklami nieparzystej dtugosci. Niech p bedzie najmniej-
szg nieparzysta liczba catkowita ¢ taka, ze w grafie D istnieje zorientowany
cykl dhugosci ¢. Niech £, bedzie zbiorem wszystkich podgraféw grafu D o p
wierzchotkach, ktorych wszystkie sktadowe sa zorientowanymi cyklami. Wte-
dy L, # @ oraz wszystkie grafy nalezace do £, sa spdjne. Twierdzenie 2.4.1
implikuje wtedy, ze

ayp1 =Y (1) = —[L,[ #0.

LeL,

(2) = (3): Jedli zalbézmy, ze agy—1 = 0 dla wszystkich p € [1,[5]], to
otrzymamy, ze
Fo(=A) = (=1)" - Pa(})
dla kazdej liczby rzeczywistej A, zatem spektrum jest symetryczne wzgledem
0.
(3) = (4): Zatbzmy, ze N\, = —A,11-, dla wszystkich p € [1,n].
Zauwazmy, ze jesli n jest liczbg nieparzysta, to wtedy Arzq = 0. Ponadto

Po= ][ (t=2) =" J] (=) (t=Ausasy))

pe[l,n] pe[L 5]
=ttt T (@ =x) -+ )
pell,[5]]
:tandQ' H (t—)\;),
pe[L 5]

co konczy dowod. O
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W przypadku graféw spojnych otrzymujemy jeszcze jedna charakteryza-
cje graféw dwudzielnych.

Whniosek 2.4.4. Niech G bedzie spojnym grafem nieskierowanym o n wierz-
chotkach. Wtedy graf G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy A\¢ = —Ag.

Dowadd. Jesli graf G jest dwudzielny, to \¢ = —Ag na mocy Twierdze-
nia 2.4.3. Zalézmy zatem, ze A = —Ag. Rozwazmy najpierw przypadek
Mg = Ag. Wtedy A\g = 0 = Ag, zatem G ~ N,, na mocy Stwierdzenia 2.2.1.
W szczegolnoscei graf G jest dwudzielny.

Zatoézmy zatem, ze A\g < Ag. Wtedy A\g < 0 < Ag. Ustalmy wektor
wlasny v odpowiadajacy wartosci wtasnej Ag. Bez straty ogdlnosci mozemy
zalozyé¢, ze v' - v = 1. Zalozenie \¢ = —Ag oznacza w szczegdlnosci, ze
|1 Ac| = Ag. Zatem, korzystajac z nieréwnosci tréjkata, otrzymujemy, ze

Rac(V)) = D Ac(u,w)-[v(u)] - |[v(w)|

u,weVg

> Ac(w,w) - v(w) - v(w)] = [Rag(v)] = Nl = Ac.

u,weVg

Z drugiej strony, Ra,(|v]) < Ag na mocy Twierdzenia 2.3.1, a wigc ostatecz-
nie R, (|v]) = Ag i

> Al w) - V)l v(w) = | D Ag(uw) - v(w) - v(w)|

u,weVg u,weVg

Twierdzenie 2.3.1 implikuje, ze jest |v| wektorem wtasnym odpowiadajacym

wartosci wlasnej Ag. Ponadto v(v) # 0 dla kazdego wierzchotka v € Vi na

mocy Twierdzenia 2.3.3. Wreszcie poniewaz \g # Ag, wiec v7T - |v| = 0.
Niech

U:={ueVz:v(u) <0} i W:={weVz:v(w) >0}

Wtedy UNW = @i VUW = Vg Réwnosé v' - |v| = 0 oznacza, ze
U # @ # W. Wiemy, ze

> A w) - V)] ) = 3 Ag(nw) V() - vw)
u,weVg u,weVg

lub
Y Aclw,w) - V)] - vw) == > Ag(u,w) - v(u) - v(w)

u,weVg u,weVg
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Zauwazmy, ze

Y Aclww) - v vw) = Y Ac(u,w) - v(u) - v(w)

u,weVg u,welU

+ Z Ag(u,w) - v(u) - v(w) — 2 - Z Ag(u,w) - v(u) - v(w).

u,weW uel, weW

Zatem w pierwszym przypadku wnioskujemy, ze Ag(u,w) = 0 dla wszystkich

ueUiweW. Wtedy

Ag = [Aw)c 0U><Wj|

Owxv Aw)e

a wiec graf G nie jest sp6jny. W drugim przypadku Ag(u, w) = 0 dla wszyst-
kich u,w € U i dla wszystkich u,w € W zatem graf G jest dwudzielny. [

2.5 Wielomiany charakterystyczne drzew

W tym podrozdziale przedstawimy kilka wtasnosci wielomianow charakte-
rystycznych drzew. Najpierw zinterpretujemy wspotczynniki. W tym celu
potrzebujemy nastepujacej definicji. Krawedzie €’ i ¢’ grafu nieskierowanego
G nazywamy roztgcznymi, jesli pg(e’) Npa(e’) = @.

Stwierdzenie 2.5.1. Jesli G jest drzewem o n wierzchotkach, to

5]
O S
p=0

gdzie ag :=1 oraz

a, = #{F C Eq : F jest zbiorem parami roztgcznych krawedzi i |F| = p}

(e[

Dowaéd. Teza wynika natychmiast z Twierdzenia 2.4.2 oraz faktu, ze drze-
wa nie majg podgraféow, ktore sa izomorficzne z nieskierowanymi cyklami
(Stwierdzenie 1.2.2). O

Wielomiany charakterystyczne drzew mozna wylicza¢ wykorzystujac re-
gute rekurencyjna. Regule te udowodnimy jako wniosek z bardziej ogélnego
faktu.
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Twierdzenie 2.5.2. Niech G i Gy bedq grafami takimi, ze Vg, NVg, = @
i Eg, N Eg, = @. Wybierzmy wierzcholki u € Vg, 1w € Vg,. Niech

G = (VGI UV, Eg, U Eg, U {60}7pG);

gdzie
e, (e) jeslie € Eg,,
pa(e) == < pa,(e) jeslie € Eg,, (e € Eg)
{u,w} jesli e = ey,

(tzn. graf G powstaje z sumy rozlgcznej grafow Gy i Go przez polgczenie
krawedzig wierzcholkéw u i w).

(1) Jedli Ve, | > 1 |Va,| > 1, to

Pog = Pg, - Pa, — Pg,—w " Pay—w-

(2) Jesli |VG1| =11 |VG2| > 1, to

Po = (t—|Eq,|) - Pa, — Pay—w-

(3) Jesl |VG1‘ =1= VGQ|, to
Fo = (t—|Eql) - (t = |Eql) — 1.
Zauwazmy, ze przypadki (2) i (3) sa szczegdlnymi wersjami przypadku (1),

ktore jednak trzeba sformutowaé osobno, gdyz nie rozwazamy graféw o pu-
stym zbiorze wierzchotkow.

Dowadd. Zauwazmy, ze

_|Aq, B
AG - |:BT AG2,:|
gdzie B jest Vg, x Vg,-macierza dang wzorem
1 jeSizc=uiy=nv,
B(I7y) = . (l‘EVGM yGVGQ)'
0 w przeciwnym wypadku,
Stad
B t-Iv, — Ac, -B
Pg—det{ —BT t'IVGI_AGQ )

wiec, stosujac rozwiniecie blokowe wzgledem wierszy, ktorych indeksy naleza
do zbioru Vg, , otrzymujemy teze. O
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Stosujac Twierdzenie 2.5.2 dla drzew, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.5.3. Niech G bedzie drzewem takim, ze |Vg| > 2. Jesliu i w sq
dwoma sgsiednimi wierzchotkami drzewa G takimi, ze degou =1, to

Po=t -Pou— PG\{u,w}'

Dowdd. Teze otrzymujemy, stosujac Twierdzenie 2.5.2 dla grafow G := (u)¢g
1Gy =G —u. O

Szczegblng wersja powyzszego wniosku jest jego wersja dla $ciezek.
Whniosek 2.5.4. Jesli n > 2 jest liczbg catkowitq, to
Pp =t-Pp_,—Pp_,.

W szczegolnosci,

Pp, = ZO(—l)”- (n _p> 2P,

Dowdéd. Pierwsza czes¢ wynika natychmiast z Wniosku 2.5.3. Druga wynika
z pierwszej przez prosta indukcje. O]

2.6 Promien spektralny grafu
nieskierowanego

Celem tego paragrafu bedzie przedstawienie wybranych wtasnosci promienia
spektralnego Ag grafu nieskierowanego GG. W szczegdlnosci, na zakorniczenie
tego paragrafu sklasyfikujemy grafy o promieniu spektralnym nie wiekszym
niz 2.

2.6.1 Przeplatanie

Rozpoczniemy od nastepujacej obserwacji dotyczacej zwigzkéw promieni spek-J
tralnych grafu i jego podgraféw.

Twierdzenie 2.6.1. Niech G bedzie grafem nieskierowanym. Jesli H jest
podgrafem grafu G, to Ay < Ag. Jesli dodatkowo grafy H i G sq spojne, to
Ay < Ag.
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Dowod. Korzystajac z indukcji matematycznej, wystarczy udowodnic¢ nie-
rownos¢ Ay < Ag w dwoch przypadkach: gdy H = G — e, dla pewnej kra-
wedzi e grafu G, i gdy H = G — v, dla pewnego wierzchotka v grafu G.
Ponadto udowodnimy, ze jesli w pierwszym przypadku graf H jest spojny, to
Ay < Ag. Podobnie pokazemy, ze w drugim przypadku Ay < Ag, gdy graf
G jest spojny.

Zatozmy najpierw, ze H = GG — e dla pewnej krawedzi e grafu G. Wy-
bierzmy niezerowy wektor v . € RYS taki, ze Ay -v = Ay - v. Na mocy
Whiosku 2.3.2 mozemy zatozy¢, ze v(v) > 0 dla kazdego wierzchotka v € V.
Wtedy, korzystajac z Twierdzenia 2.3.1, otrzymujemy, ze

AH = RAH(V) S RAG(V) S A(;.

Zauwazmy ponadto, ze jesli graf H jest spojny, to z Twierdzenia 2.3.3 wy-
nika, ze mozemy zalozy¢, iz v(v) > 0 dla kazdego wierzchotka v € V. Stad
Ry, (V) < Ra,(v), a wiec rowniez Ay < Ag.

Zatozmy teraz, ze H = G — v dla pewnego wierzchotka v grafu G. Wy-
bierzmy niezerowy wektor v € RVeM*} taki, ze Ay-v = Ay-v. Przypomnijmy,
ze wektor v mozemy traktowaé jako element zbioru RY¢ (przyjmujemy, ze
v(v) = 0). Wtedy, korzystajac ponownie z Twierdzenia 2.3.1, otrzymujemy,
ze

AH = RAH(V) = RAG(V) < Ag.
Jesli dodatkowo graf G jest spojny, to Ra.(v) < Ag, wigc réwniez Ay < Ag.
Istotnie, poniewaz v(v) = 0, wiec z Twierdzenia 2.3.3 wynika, ze wektor v
nie jest wektorem wlasnym grafu G odpowiadajacym wartosci wtasnej Ag.
Twierdzenie 2.3.1 implikuje zatem, ze Ra,(v) < Ag. O

Nieréwno$¢ Ay > Ag nie musi by¢ prawdziwa. Dla przyktadu, A\g, =
—1 na mocy Stwierdzenia 2.2.2 oraz graf K3 posiada podgraf H, ktory jest
izomorficzny z grafem P,. Ponadto ze Stwierdzenia 2.2.10 wiemy, ze Ap, =
—V/2. Z drugiej strony w przypadku podgraféw silnych mamy twierdzenie o
przeplataniu przypisywane Cauchy’emu. Sformutujemy je najpierw w ogolnej
wersji dla macierzy.

Twierdzenie 2.6.2. Niech K i L bedg niepustym zbiorami, A symetryczng
K x K-macierz oraz R K x L-macierzq takg, ze R - R = 1d;,. Niech B :=
RY- AR,

Ap <<,

bedg wszystkimi warto$ciami wlasnymi macierz A (liczonymi wraz z krotno-
Sciami, w szczegdlnosci n = |K|) i
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bedq wszystkimi wartosciami wlasnymi macierz B (liczonymi wraz z krotno-
Sciami, w szczegdlnosci m = |LJ).

(1) Jeslip € [1,m], to
)‘p < pp < )‘p+n—m-

(2) Jeslip € [1,m] i p, = N,, to istnieje niezerowy wektor u € RY taki, ze

B-u=u,-u oraz  A-(R-u)= X\, (R-u).

(3) Jeslip € [1,m] i pp = Nprn—m, to istnieje niezerowy wektor u € RF
taki, ze

B-u=yp,-u oraz  A-(R-u)=XNpyp—m - (R-u).

Dowéd. Niech vy, ..., v, bedzie ortonormalng bazg przestrzeni R¥ taka, ze
A-v, = \,-v, dla kazdego p € [1,n]. Podobnie, niech uy, ..., u,, bedzie baza
ortonormalng przestrzeni R” taka, ze B-u, = u, - u, dla kazdego ¢ € [1,m).

Ustalmy p € [1,m]. Wybierzmy niezerowy wektor u € R%, ktéry nalezy
do podprzestrzeni generowanej przez wektory uy, ..., u, oraz jest prostopa-
dty do wektoréw R™ - vy, ..., RV -v, ;. Wtedy wektor R-u jest prostopadty
do wektoréw vy, ..., v,_1, zatem nalezy do podprzestrzeni generowanej przez
wektory vy, ..., v,,. Zauwazmy réwniez, ze Ra(R-u) = Rp(u). Z Twierdze-
nia 2.3.1 wiemy, ze Rp(u) < p, oraz mamy réwnosé¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy B -u = p, - u. Podobnie, R4(R - u) > A, oraz mamy réwnos$¢ wtedy i
tylko wtedy, gdy A-(R-u) = A, (R-u). Stad natychmiast otrzymujemy, ze

Ay < Ra(R 1) = Ry(u) < py.

Ponadto, jesli A\, = pyp, to Rp(u) = p, 1 Ra(R - u) = A, wiec otrzymujemy
teze punktu (2). Nier6wnos¢ p, < Apip—m oraz punkt (3) dowodzimy dualnie.
[

W wersji dla graféw otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.6.3. Niech H bedzie silnym podgrafem grafu nieskierowanego
G. Jesli

sq wszystkimi wartosciami wlasnymi grafu G (liczonymi wraz z krotno$ciami,
w szczegdlnoscin = |Vgl|) i

S S
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sq wszystkimi wartosciami wtasnymi grafu H (liczonymi wraz z krotno$ciami,
w szczegdlnosci m = |Vgl), to

Ap < Hp < Apin—m
dla kazdego p € [1,m)].
Dowéd. Wystarczy zauwazyé¢, ze Ay = RT - Ag - R, gdzie

R:[ Ty }
O(VG\VH)XVH

Oczywiscie RT - R = Iy,,. O]

2.6.2 Ograniczenia

Wyznaczenie promienia spektralnego nie jest zwykle tatwym zadaniem. Prze-
stawimy pewne ograniczenia dla promienia spektralnego. Rozpoczniemy od
ograniczen gornych.

Twierdzenie 2.6.4. Jesli G jest grafem prostym grafem nieskierowanym bez

petli, to
2 |Egl- (Vg =1
A < |Bal - (IVel = 1)
Ve
Dowdd. Niech Ay, ..., A, beda wszystkimi wartosciami wtasnymi grafu G

(liczonymi wraz z krotno$ciami, w szczegélnosci n = |Vgl), przy czym A, =
Aq. Korzystajac, ze Stwierdzenia 2.1.6 wiemy, ze

zatem
n—1 9
A = (Z Ap> .
p=1
7 nieréwnosci Cauchy’ego-Schwartza wynika, ze
n—1 9 n—1
(Xn) <=1 (%)
p=1 p=1

Ze Stwierdzenia 2.1.7 wiemy, ze

n—1

> N =2 |Eg| - AZ.

p=1
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Ostatecznie, otrzymujemy nieréwnosé
AG < (n=1)- (2 |Eg| — AG).

Teza twierdzenia wynika przez proste przeksztalcenie powyzszej nierownosci.

]

Latwo podaé przyktady graféw, ktore nie sg proste lub maja petle, dla
ktorych powyzsza nieréwno$é nie jest spetniona.

Jesli zalozymy dodatkowo, ze w grafie G nie ma wierzchotkéw izolowa-
nych, to otrzymujemy lepsze ograniczenie.

Twierdzenie 2.6.5. Jesli G jest grafem prostym grafem nieskierowanym bez
petli 1 wierzchotkow izolowanych, to

Ag < V2 |Eg| — Vel + 1.
Dowdéd. 7 Twierdzenia 2.3.1 wiemy, ze
Ae =max{Ra,(v): v R iv#£0y,},

zatem dla dowodu wystarczy pokazac, ze

Ra,(v) <2+ |Eg| — [Va| + 1

dla kazdego wektora v € RY¢ takiego, ze v # Oy,.
Zatem ustalmy wektor v € RY¢ taki, ze v # Oy,. Bez straty ogdlnosci
mozemy zatozy¢, ze v' - v = 1. Wtedy

Bag)=2, >, v

u€Vg weNg (u)

(w powyzszej rownoscei korzystamy z tego, ze graf GG jest prosty i nie ma
petli). Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y i z takich, ze z > 0, wiemy, ze

1 /1

x-yg—-(—-x2+z-y2>.
2 \z

Stad

ZUEPVDY )%Wiﬁi—ﬁ )+ [ (v(w))?)

=3 ( > et (v)?

ueVe weNg(u
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(w powyzsze]j nieréwnosci korzystamy z tego, ze graf G nie ma wierzchotkéw
izolowanych, a wiec deg, v > 0 dla kazdego wierzchotka v € V).

Jesli u € Vi, to, korzystajac z nierownosci Cauchy’ego-Schwartza, otrzy-
mujemy, ze

\/d%‘” > >
deg, w
wGNG degG u \/ ENG degG u \/wENG )

Ponadto, korzystajac ze Stwierdzenia 1.1.1, otrzymujemy, ze

Z deg,w = Z deg,w — degu — Z deg,w

wENg () weVg weVa\(Ng(u)U{u})
<2-|Eg| —deggu— (|[Va| — [Na(u)| = 1)
=2-|Eg| —|Vg| + 1.

Ostatecznie,

Rag(v) S V2-|Eg| = Vel +1- ) (v(u)? = v/2-[Eg| - Ve +1. O

ueVg

Zauwazmy, ze jesli G jest prostym grafem nieskierowanym bez petli, to
|Eg| < w Stad natychmiast wynika, ze wtedy

2-|Ea|- (Ve = 1)

2-|\Eq| — |V 1<
|Eg| — Vol +1< A

Podobnie jak wczesniej, tatwo podaé przyktady graféw niespetniajacych
zatozen twierdzenia, dla ktorych teza twierdzenia jest rowniez nieprawdziwa.
Kolejne ograniczenie ma nastepujacag postac.

Twierdzenie 2.6.6. Jesli G jest grafem nieskierowanym, to

_— Z deg v < Ag < max{deg,v:v € Vg}.

|VG’ veVg

Dowadd. Zauwazmy, ze

Rag(1v,) =

W | Z degg v,

veVa

zatem pierwsza nier6wnos$¢ wynika z Twierdzenia 2.3.1.
Dla dowodu drugiej nieréwnoéci wybierzmy niezerowy wektor v € RY¢
taki, ze A-v = Ag - v. Korzystajac z Twierdzenia 2.3.3, mozemy zatozy¢, ze
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v(v) > 0 dla kazdego wierzchotka v € V. Wybierzmy wierzchotek u € Vg
taki, ze
v(u) = max{v(v) : v € Vs}.

Wtedy v(u) > 0. Ponadto,

Ag-v(u) = (Ag-v)() = Y Afu,v) - v(v) < (}:I«UJo).v@o

veVg veVg

=deg,u - v(u) < max{deg,v:v e Vg}-v(u),
co konczy dowdd. O]

Wykorzystamy teraz Twierdzenie 2.6.6, aby powiaza¢ promien spektral-
ny grafu z jego liczbg chromatyczna. Jesli G jest grafem nieskierowanym
bez petli, to liczbg chromatyczng xq grafu G nazywamy najmniejsza liczbe
naturalng p taka, ze istniejg podzbiory Vi, ..., V}, zbioru Vi takie, ze

Ve=WiU...UV,

Vi NV, = @ dla wszystkich 4,5 € [1,p] takich, ze ¢ # j, oraz jesli i € [1,p],
to albo V; = @ albo graf (V;)s jest pusty (tzn. w grafie G nie ma krawedzi
taczacych wierzcholki ze zbioru V;).

Kluczowsg role w dowodu nastepnego twierdzenia bedzie odgrywaé naste-
pujacy lemat.

Lemat 2.6.7. Niech G bedzie grafem nieskierowanym bez petli. Jesl U jest
podzbiorem zbioru wierzchotkow, to

Xo <max({xp}U{degzv+1:veVs\U}),

gdzie
o = 4 XWe jesli U # @,
~ o jesli U = @.

Dowdd. Tez¢ udowodnimy przez indukcje na |Vg| — |U|.

Jesli |V = |U], to H = G 1 teza jest oczywista.

Zatézmy teraz, ze |U| < |Vg|, 1 wybierzmy wierzcholek u € Vi \ U. Jesli
Vol =1,to U =@, x¢ = 1 oraz

max{deg,v:v € Vi} = degpu =0,

gdyz w grafie G nie ma petli. Mozemy zatem zalozy¢, ze |Vg| > 1. Niech
G =G—-ui

pri=max({xg} U{degav+1:ve Vs \ (UU{u})}).
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Poniewaz deg, v > deg. v dla kazdego wierzchotka v € Vg \ (U U{u}), wiec
z zatozenia indukcyjnego x¢ < p, zatem istniejg podzbiory Vi, ..., V, zbioru
VG/ takie, ze

VG’:%U---U%>

V;NV; = @ dla wszystkich i, j € [1, p] takich, ze i # j, oraz jedli i € [1,p], to
albo V; = @ albo graf (V)¢ jest pusty. Jesli deg u < p, to istnieje i € [1, p]
takie, ze graf (V; U {v})q jest pusty, a wiec

Xe <p=max({xg}U{degov+1:ve Vs \U}).
W przeciwnym wypadku,
Xe¢ <p+1<degsu+1=max({xp}U{deggv+1:veVs\U})
(zauwazmy, ze xg < Xor < p). O
Trywialna konsekwencja Lematu 2.6.7 jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.6.8. Jesli G jest grafem nieskierowanym bez petli, to istnieje
wierzchotek v grafu G taki, Ze

degov > xa¢ — 1.
Dowdd. Oczywiste (to tre$¢ Lematu 2.6.7 dla U = ©). O
Powyzszg obserwacje mozemy wzmocnic.

Stwierdzenie 2.6.9. Jesli G jest grafem nieskierowanym bez petli, to istnieje
podgraf G' grafu G taki, Ze

deg v > xg — 1
dla kazdego wierzchotka v grafu G'.

Dowdd. Teze udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na |Vg|. Niech U bedzie
zbiorem wierzchotkéow u € Vi takich, ze deg,u > x¢ — 1. Z Wniosku 2.6.8
wiemy, ze U # &. Niech H := (U)g. Lemat 2.6.7 implikuje, ze xy > xg-
Poniewaz oczywiscie xg < xq, wiec ostatecznie otrzymujemy, ze xg = X¢-
Jesli U = Vg, to bierzemy G’ := G. W przeciwnym wypadku, z zalozenia
indukcyjnego istnieje podgraf G’ grafu H taki, ze

degG/U Z XH _1

dla kazdego wierzchotka v grafu G’. Poniewaz xy = xg, wiec to konczy
dowod. O
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Mozemy wreszcie udowodnié¢ zapowiadane twierdzenie.
Twierdzenie 2.6.10. Jesli G jest grafem nieskierowanym bez petli, to
Ag > xe— 1.
Dowdd. Wiemy, ze istnieje podgraf G' grafu G taki, ze
(2.4) degerv > xg — 1
dla kazdego wierzchotka v grafu G'. Z Twierdzenia 2.6.1 wiemy, ze
Ag > Agr.
Ponadto, Twierdzenie 2.6.6 implikuje, ze
Ag/ > min{degy v : v € Vi }.

Korzystajac z nieréwnosci (2.4), otrzymujemy teze. O

2.6.3 Grafy o promieniu spektralnym nie wiekszym niz
2

Naszym celem w tym podparagrafie bedzie sklasyfikowanie graféw, ktérych
promien spektralny nie przekracza 2. Okazuje sie, ze otrzymamy w ten spo-
sob grafy Dynkina oraz rozszerzone grafy Dynkina, ktére pojawiaja sie w
naturalny sposéb w wielu dziatach matematyki (teoria grup, teoria algebr
Liego, teoria reprezentacji, teoria osobliwosci). Rozpoczniemy od zdefiniowa-
nia graféw Dynkina.

Jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to przez A, oznaczamy graf P, ;.
Jesli n > 4 jest liczba catkowita, to przez D,, oznaczamy graf zdefiniowany
wzorami:

Vb, = [1,n], Ep, ={{1,3}}u{{p,p+1}:pe2,n—-1]},

pp,(€) :=e (e € Ep,).
W postaci graficznej graf D, mozna przedstawi¢ w nastepujaco:

1
[ ]
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Wreszcie, jesli n > 6, to przez E,, oznaczamy graf zdefiniowany wzorami:

Vi, :==[1,n], Eg, ={{1,4}} U{{p,p+ 1} :p€[2,n—1]},

pE, (€) :=e (e € Eg,).
odpowiednio. Innymi stowy, graf [E,, ma postac

1

[ ]
[ ] ([ ] [ ] [ ] ® n
2 3 4 5

Grafy A,, n > 1, D,, n > 4, oraz Eg, E; i Eg nazywamy grafami Dynkina.
Zajmiemy si¢ teraz problemem wyznaczenia promieni spektralnych gra-
fow Dynkina. Spektrum grafu A,,, dlan > 1, opisaliSmy w Stwierdzeniu 2.2.10.J
Z opisu tego wynika, ze Ay, =2 - cos(;35).
Opiszemy teraz spektrum grafu D,,, n > 4. W dowodzie w istotny sposéb
skorzystamy skorzystamy ze znajomosci spektrum sciezki.

Stwierdzenie 2.6.11. Jesli n > 4 jest liczbg catkowitq, to

L, =1 H(t—2 cos(2 7:__21 >>

7 7 . _ s
W szczegélnosci, Ap, = 2 - cos(57—).

Dowdéd. Zauwazmy, ze Ap, - (1; — 13) = Op ). Dla zakonczenia dowodu wy-
starczy zatem znalez¢ wartosci wtasne odpowiadajace wektorom nalezacym
do podprzestrzeni U danej wzorem

U:={veC:v(l)=v(2)}.
Dla wektora v € U definiujemy wektor v € C*>"~3 wzorem:

vin+1—p) jeslipe[l,n—2],
v(p) =< v(l)+v(2) jeslip=n—1,
vip—n+3) jeslipe[n,2-n—3],
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(tzn. v = [v(n),...,v(3),v(1) + v(2),v(3),...,v(n)]"). Zauwazmy, ze jesli
v e Uiv # 0y, to Vv # 0 2.,—3. Bezposrednim rachunkiem mozna spraw-
dzi¢, ze jesli Ap, -v=A-vdlapewnych A€ CiveU,toAp,, ,-V=A-V.
Ze Stwierdzenia 2.2.10 wynika zatem, ze jesli A jest wartoscig wtasna grafu
Dy, to A = 2-cos(57 - 7) dla pewnego m € [1,2-n — 3]. Zauwazmy jednak,
ze jesli m € [1,n — 2], to nie istnieje wektor whasny w grafu P,.,, 4 odpowia-
dajacy wartosci wtasnej 2-cos(-™ - ) taki, ze w(1) = w(2-n—3). Poniewaz

wszystkie wartosci wlasne grafu P, 4 sa jednokrotne, wiec otrzymujemy

stad, ze szukanymi warto$ciami wtasnymi grafu D,, sg liczby 2 - cos(2 1 21 - r)

dlam € [1,n —1]. O

Bezposrednimi rachunkami (lub metoda podobna do dowodu Stwierdze-
nia 2.6.11) mozna pokazaé, ze grafy Eg, E; i Eg maja nastepujace spektra:
11

8 7 5 4 1
Spec EG — (2-005(11—-7r) 2~COS(1E'71') 2~cos(1ﬁ~7r) 2-cos(1§-7r) 2~COS(1E'71') 2~cos(ﬁ )) ’

17 13 11 9 7 5 1
Spec E7 — <2-cos(11—-7r) 2-cos(lﬁ-7r) 2-(:05(1— ) 2008(11— ) 2-cos(lﬁ-7r) 2-(:05(@ ) QCOS(IE

Spec ES — 2COS(§8 ) 2-cos( ) 2 Cos(\l30 ) 2-cos( 150 w) 2 cos( ) 2 COS(% ) 2-cos( 570
1 1 1 1 1 1 1

W szczegdlnosci,

m T 7r
AIE6:2‘COS<E>, Ag, =2- COS<18> AEgZQ'COS<%).

Aby uniknaé¢ prezentowania tych rachunkow, w dalszej czesci nie bedziemy
korzysta¢ z tych informacji.

Oprocz gratféw Dynkina wazna role w naszych rozwazaniach beda réwniez
odgrywac rozszerzone grafy Dynkina, zwane tez grafami Euklidesa. Jesli n >
1 jest liczbg calkowita, to przez A, oznaczamy graf Ch.q. Jedli n > 4 jest
liczba catkowita, to przez D, oznaczamy graf zdefiniowany wzorami:

— e

VDn = [1,n—|— 1],
By ={L3}u{{pp+1t:pe2n—1}u{{n—Ln+1}},

pp, () ==e (e € Eg ).

) 2-005(3%%) ) ]
1
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W postaci graficznej graf I, mozna przedstawié¢ w nastepujaco:

1 n

2 n+1

Wreszcie, przez Eg i E; oznaczamy nastepujace grafy

°
e 1

° ° ° o)

2 3 5 6

i
e 1
° ° ° ° ° ° .
2 3 4 5 6 7

odpowiednio. Ponadto przez Eg oznaczamy graf Eo, tzn. graf

o 1
[ ] [ ([ ] [ ] [ ] [ ] o -
3 4 5 6 7 8 9

Grafy An, n > 1, Dn, n > 4, oraz ]Eﬁ, ]E7 i INES nazywamy rozszZerzonymsi
grafami Dynkina. Zauwazmy, ze kazdy z tych graféw powstaje przez dodanie
nowego wierzchotka (oraz krawedzi) do odpowiedniego grafu Dynkina.
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Bedziemy chcieli teraz pokaza¢, ze Ag = 2 dla kazdego rozszerzonych
grafu Dynkina G. Spektrum grafu A, dla n > 1, opisaliémy w Stwierdze-
niu 2.2.8. W szczegblnosci, wiemy, ze Az = 2. Opiszemy teraz spektrum
grafu D, n > 4. Analogicznie do dowodu 2.6.11 w istotny sposob skorzysta-
my skorzystamy ze znajomosci spektrum cyklu.

Stwierdzenie 2.6.12. Jesli n > 4 jest liczbg catkowitq, to

n—2

Py =t H(t—2-cos<nn_12 71'))

m=0

W szczegolnosci, Ay = 2.
n

Dowdd. Zauwazmy, ze Ag - (11 —12) = Oj1 n41). Podobnie, Ag - (1, —1,11) =
O(1,n41). Dla zakonczenia dowodu wystarczy zatem znalez¢ wartosci wlasne
odpowiadajace wektorom nalezacym do podprzestrzeni U danej wzorem

U={veC':v(l)=v(2)iv(n)=v(n+1)}.

Dla wektora v € U definiujemy wektor v € C*"~* wzorem:

V)4V elip=1,
. v(p — jesli p € 2,n — 2|,
vy = VoD e

vin)+v(n+1) jeslip=n—1,

v(2-n—1—p) jeslipen,2-n—4,

(tzn. v = [v(1)+v(2),v(3),...,v(n—1),v(n)+v(n+1),v(n—1),...,v(3)]T).
Zauwazmy, ze jeSli v.€ U i v # Oppq1), to V. # 0p1 2.4 Bezposrednim
rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze jesli Az -v = A - v dla pewnych A € C i
veU,toAeq,, ,-V = A\V.Ze Stwierdzenia 2.2.8 wynika zatem, ze jesli A jest
wartoscig wlasng grafu D, to A = 2. cos(5 - m) dla pewnego m € [0,n —2].
Zauwazmy ponadto, ze jesli m € [0,n — 2], to podprzestrzen przestrzeni
wektoréw whasnych odpowiadajacych wartodci whasnej 2-cos(-"5 - 7) ztozona
z wektoréw w takich, ze w(2) = v(2-n — 4) jest jednowymiarowa. Stad
natychmiast wynika teza. [

Podobnie jak w przypadku graféw Dynkina Eg, E; i Eg, spektra grafow
Eq, E; i Eg przedstawimy bez dowodu. Mamy

- 2 -1 0 1 2
SpeCE6—<1 2 121)
SeCfE_—z—\/i—101\/§2
Peefr={1 1 1 21 1 1
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SpecEg = (_ 2 2 2 2

2 V5+1 -1 V5-1 0 V5-1 1 VE+1 2)
1 1 1 1 1 1 1 1 1>'

W szczegolnosci,
Ag, = Ag, =N, = 2.
Ostatnia rowno$¢ bedzie nam potrzebna, wigc udowodnimy ja bezposrednio.
Stwierdzenie 2.6.13. Jeslin € {6,7,8}, to
Ag =2

Dowdd. Poniewaz graf E, jest spojny, wiec, korzystajac z Twierdzenia 2.3.3,
wystarczy znalezé wektor v € R™*! taki, ze

AEH'VZQ-V

oraz v(p) > 0 dla kazdego p € [1,n + 1]. Rozwiazujac odpowiednie uklady
rownan, tatwo wyliczy¢, ze mozemy wzia¢ wektor postaci:

(gdy p = 6),

(1 2 3 4 3 2 1) (gdy p=T1).

3
(2 465 4 3 2 1) (gdy p=8)

(potozenie liczby sugeruje, ktéremu wierzchotkowi rozwazanego grafu odpo-
wiada dana wspétrzedna). O

Zauwazmy, ze w podobny sposob mozaby udowodni¢, ze Ay =2 (n > 1)
oraz Ay =2 (n > 4) — stosowane wektory sa postaci

e

1 1
Mozemy teraz przedstawi¢ zapowiadana klasyfikacje graféw o promieniu
spektralnym nie wigkszym niz 2.
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Twierdzenie 2.6.14. Niech G bedzie grafem spojnym.
(1) G jest grafem Dynkina wtedy i tylko wtedy, gdy Ag < 2.
(2) G jest rozszerzonym grafem Dynkina wtedy i tylko wtedy, gdy Ag = 2.

Dowdd. Korzystajac ze Stwierdzen 2.2.8, 2.6.12 oraz 2.6.13, wiemy, ze jesli
G jest rozszerzonym grafem Dynkina, to Ag = 2. Co wiecej, jesli G jest
grafem Dynkina, to istnieje rozszerzony graf Dynkina H, ktérego graf G jest
podgrafem. Stad Ag < Ay = 2 na mocy Twierdzenia 2.6.1. Dla zakonczenia
dowodu wystarczy zatem pokazacé, ze jesli graf G nie jest grafem Dynkina
ani rozszerzonym grafem Dynkina, to Ag > 2.

Zatozmy zatem, ze graf G nie jest grafem Dynkina ani rozszerzonym gra-
fem Dynkina. Jesli graf GG nie jest drzewem, to istnieje podgraf H grafu G,
ktory jest cyklem. Z Twierdzenia 2.6.1 wynika zatem, ze Ag > Ay = 2. W
przeciwnym wypadku, mozna uzasadnié, ze graf G zawiera podgraf H, ktory
jest izomorficznym z jednym z graféw D,,, n > 4, lub Eg, E; lub Eg. Podobnie
jak poprzednio otrzymujemy zatem, ze Ag > Ay = 2. O



Rozdziat 3

Graty silnie regularne

Celem tego rozdziatu jest przedstawienie podstawowych informacji o grafach
silnie regularnych.

3.1 Parametry

Przypomnijmy, ze graf nieskierowany G nazywamy k-regularnym, gdzie k
jest nieujemng liczbg caltkowita, jesli degv = k dla kazdego wierzchotka v
grafu G. Jesli n, k, a i ¢ sa nieujemnymi liczbami catkowitymi takimi, ze
0 < k < n—1, to prosty graf nieskierowany G bez petli nazywamy silnie
reqularnym z parametrami (n, k, a, c), jesli spetnione sa nastepujace warunki:

(1) graf G ma n wierzchotkow,
(2) graf G jest k-regularny,

(3) dla dowolnych dwoch sasiednich wierzchotkéw u i w grafu G zbiér
Ng(u) N Ng(w) ma dokladnie a elementéw,

(4) dla dowolnych dwéch niesasiednich wierzchotkéw u i w grafu G zbiér
N¢(u) N Ng(w) ma dokladnie ¢ elementow.

Nieréwnosci 0 < k < n — 1 oznaczaja, ze graf silnie regularny nie moze by¢
ani pusty ani pelny. W istocie grafy proste i pelne mozna by traktowac jako
grafy silnie regularne, jednakze w ich przypadku nie mozna jednoznacznie
wyznaczy¢ jednego z parametréw (parametru a w przypadku graféw pustych
oraz parametru ¢ w przypadku graféw pelnych). Z tego powodu zakladamy,
ze grafy puste i pelne nie sg silnie regularne.

Graf Cy i Cjy sa silnie regularne. Ich parametry wynosza (4,2,0,2) oraz
(5,2,0,1), odpowiednio. Przyktad rodziny graféw silnie regularnych tworza

64
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grafy K, ,, gdzie n > 1 jest liczba caltkowita — ich parametry wynosza (2 -
n,n,0,n), odpowiednio.

Parametry grafu regularnego nie moga by¢ dowolne. Pierwsze ogranicze-
nie narzuca nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.1.1. Jesli G jest grafem silnie regularnym z parametrami
(n,k,a,c), to
k-(k—a—-1)=Mn—-k—-1)-c

Dowdd. Wybierzmy wierzchotek v grafu GG. Na dwa sposoby policzymy liczbe
par (u,w) takich, ze u jest sasiadem wierzchotka v w grafie G, zas w jest
sasiadem wierzchotka u, ktéry nie jest sasiadem wierzchotka v. Z jednej strony
wierzchotek u mozemy wybra¢ na k sposobéw. Ponadto, przy ustalonym
wyborze wierzchotka u wierzchotek w mozemy wybrac¢ na k —a — 1 sposobow
(sposrod k sasiadéw wierzchotka w musimy odrzuci¢ wierzchotek v oraz a
wspOlnych sasiadéw wierzchotkéw u i v). Z drugiej strony, wierzchotek w
moze by¢ wybrany na n — k — 1 sposobéw, a nastepnie, przy ustalonym
wyborze wierzchotka w, wierzchotek v mozemy wybrac¢ na ¢ sposobow. [

Grafy silnie regularny w naturalny sposob tworza pary, gdyz jesli graf G
jest silnie regularny, to jego dopetnienie jest rowniez grafem silnie regularnym.
Doktadniej, mamy nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 3.1.2. Jesli G jest grafem silnie regularnym z parametrami
(n,k,a,c), to graf G jest silnie reqularny z parametrami (n, k,a,c), gdzie

ki=n—k—1, a:=n—2-k+c—2 0 c:=n—2-k+a.

Dowéd. 7 definicji graf G jest prosty oraz nie ma petli. Poniewaz graf G
nie jest pelny, wiec graf G nie jest pusty. Podobnie, poniewaz graf G nie
jest pelny, wiec graf G nie jest pusty. Ponadto jest jasne, ze graf G ma n
wierzchotkéw oraz jest (n — k — 1)-regularny.

Ustalmy teraz dwa sgsiednie wierzchotki v i w grafu G. Wtedy wierzchotki
u i w nie sa sasiednie w grafie G, zatem |Ng(u) N Ng(w)| = ¢. Korzystajac z
praw de Morgana, wiemy, ze

Ng(u) N Ng(w) = (Vo \ ({u} U Na(u))) N (Ve \ ({w} U Ne(w)))
= Ve \ {u,w} U Ng(u) U Ng(w)).

Poniewaz u, w ¢ Ng(u) U Ng(w), wiec otrzymujemy stad, ze

[Ne(u) N Ng(w)| =n =2 = [Na(u) U Ne(w)].
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Ze wzoru wlaczen i wylaczen wynika, ze
[Ne(u) U Ne(w)| = [Ne(u)| + [Na(w)| = [Na(u) N Neo(w)| =2k —c,

zatem
|Ng(u) N Ng(w)| =n—2-k+c—2.
Podobnie pokazujemy, ze jesli u 1 w sa dwoma niesasiednimi wierzchotka-
mi grafu G, to
|Ng(u) N Ng(w)| =n—-2-k+a
(zauwazmy, ze w tym wypadku u,w € Ng(u) U Ng(w)). O]

Zwykle w naszych rozwazaniach bedziemy koncentrowaé si¢ na spéjnych
grafach silnie regularnych. Jak pokazuje nastepujacy twierdzenie, niespdjne
grafy silnie regularne sg szczegodlnej postaci.

Twierdzenie 3.1.3. Jesli G jest grafem silnie regularnym z parametrami
(n,k,a,c), to nastepujace warunki sqg réwnowazne:

1) Graf G nie jest spdjny.

2) ¢=0.

(

(2)

(3) a=k—1.
(4) Istniejg grafy Gy, ..., Gm, m > 1, takie, ze G = Gy U --- U Gy, gdzie
G; ~ K1 dla kazdego i € [1,m)].

Dowdéd. (1) = (2): Jedli graf G nie jest spdjny, to istnieja wierzchotki u i
w grafu G, ktére nie sg sasiednie i ktore nie maja wspolnych sgsiadow. Stad
c=0.

(2) = (3): Jesli ¢ = 0, to ze Stwierdzenia 3.1.1 wynika, ze k = 0 lub
a = k — 1. Pierwszy przypadek nie moze zachodzi¢ na mocy definicji grafu
silnie regularnego, wiec a = k — 1.

(3) = (2): Jedlia = k—1, to ze Stwierdzenia 3.1.1 wynika, ze k = n—1
lub ¢ = 0. Pierwszy przypadek nie moze zachodzi¢ na mocy definicji grafu
silnie regularnego, wiec ¢ = 0.

(2), (3) = (4): Zatézmy, ze ¢ = 0i a = k — 1. Niech Gy, ..., Gy,
beda sktadowymi spdjnosci grafu G. Ustalmy i € [1,m] oraz wybierzmy
wierzchotek v € Vg,. Jedli u,w € Ng(v), to Ng(u) N Ng(w) # @ (gdyz
v € Ng(u) N Ng(w)). Zatem wierzchotki u i w musza by¢ sasiednie, gdyz
¢ = 0. Zatem ({v} U Ng(v))g =~ Kjy1. Poniewaz kazdy wierzchotek w grafie
G ma doktadnie k réznych sasiadéw, wiec graf ({v} U Ng(v))¢q jest sktadowa
spojnosci grafu G, a wiec G; ~ Kjy1. Z definicji grafu silnie regularnego
wynika, ze m > 1.

(4) = (1): Oczywiste, gdyz m > 1. H
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Jako wniosek otrzymujemy analogiczna charakteryzacje graféw silnie re-
gularnych, ktore sg dopetnieniami graféw niespojnych graféw silnie regular-
nych.

Whiosek 3.1.4. Jesli G jest grafem silnie reqularnym z parametrami (n, k, a, c),j
to nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) Graf G nie jest spdjny.
(2) a=2-k—n.
(3) c=k. O

Spoéjny graf silnie regularny G taki, ze graf G jest réwniez spojny, na-
zywamy prymitywnym. 7 Twierdzenia 3.1.3 1 Wniosku 3.1.4 otrzymujemy
nastepujacg charakteryzacje prymitywnych graféw silnie regularnych.

Whniosek 3.1.5. Graf silnie reqularny z parametrami (n, k,a,c) jest prymi-
tywny wtedy 1 tylko wtedy, gdy 0 < ¢ < k. O

Jako wniosek zauwazmy, ze prymitywne grafy silnie regularne musza miec¢
co najmniej pie¢ wierzchotkow.

Whniosek 3.1.6. Jesli G jest prymitywnym grafem silnie regularnym, to
’VGl > 4.

Dowdd. Przypusémy, ze G jest prymitywnym grafem silnie regularnym z pa-
rametrami (n, k, a, c) takim, ze n < 4. Wtedy k < n — 1 < 3 oraz, na mocy
Whniosku 3.1.5, 0 < ¢ < k. Ostatecznie, ¢ = 1, k = 2 in = 4. Wtedy
Stwierdzenie 3.1.1 implikuje, ze

2-(1-a)=1,
co jest niemozliwe, gdyz a jest liczba catkowita. O]
Inng konsekwencja jest nastepujaca obserwacja.

Whniosek 3.1.7. Jesli G grafem silnie reqularnym z parametrami (n,k,a,c)
takim, ze ged(k,n —k — 1) =1, to graf G nie jest prymitywny.

Dowdd. Ze Stwierdzenia 3.1.1 wiemy, ze
El(n—k-=1)-c

Poniewaz ged(k,n—k—1) = 1, wiec k | ¢, zatem teza wynika z Wniosku 3.1.5.
O
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Zauwazmy, ze jesli n > 1, to graf K, , nie jest prymitywnym grafem
silnie regularnym — jego dopetienie ma dwie sktadowe spéjnosci. Przyktadem
prymitywnego grafu silnie regularnego jest graf C5 — jest on izomorficzny ze
swoim dopetnieniem. Nastepujace stwierdzenie dostarcza przyktadéw rodzin
prymitywnych graféw silnych regularnych.

Stwierdzenie 3.1.8. Niech n bedzie dodatniq liczbg catkowitq.

(1) Jeslin > 4, to graf L(K,,) jest grafem silnie reqularnym z parametramsi

(HD 9 — 4, n —2,4).

(2) Jeslin > 2, to graf L(K,, ) jest grafem silnie regularnym z parametrami
(n%2-n—2,n—2,2).

Zauwazmy, ze graf L(K,) jest prymitywnym grafem silnie regularnym
wtedy i tylko wtedy, gdy n > 5. Podobnie, graf L(K, ,) jest prymitywnym
grafem silnie regularnym wtedy i tylko wtedy, gdy n > 3.

Dowdd. (1) Wiadomo, ze |E,| = (3) = @ Poniewaz graf K, jest
(n—1)-regularny, wigc graf L(K,,) jest (2-(n—1))-regularny na mocy Stwier-
dzenia 1.2.6.

Ustalmy teraz dwie rézne incydentne krawedzie e i f grafu G. Wtedy
e = {k,i} i f = {k,j} dla pewnych parami réznych liczb i, j,k € [1,n].
Krawedzie, ktore sa incydentne zarowno z krawedzig e jak i f sa postaci:
{k,1},1 € [1,n]\{4,7,k}, oraz {i,j}. Jest wiec ich zatem (n —3)+1=n—2.

Podobnie, ustalmy dwie rézne krawedzie e i f grafu GG, ktoére nie sg incy-
dentne. Wtedy e = {i,j} i f = {k,} dla parami réznych liczb ¢, j, k, [ € [1,n].
Krawedzie, ktore sa incydentne zarowno z krawedzig e jak i f sa postaci:
{i,k}, {0, 1}, {5, k3, {51}

(2) Analogicznie. O

3.2 Wartosci wtasne

W tym podrozdziale opiszemy spektrum graféw silnie regularnych. Rozpocz-
niemy od prostej obserwacji dotyczacej spektrum graféw silnie regularnych,
ktore nie sa spdjne.

Stwierdzenie 3.2.1. Jesli G jest niespojnym grafem silnie reqularnym z
parametrami (n, k,a,c), to

-1
SpecG:(k.n 5)
kL ktl
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Dowaéd. 7 Twierdzenia 3.1.3 wiemy, ze graf G jest sumg rozltaczng grafow,
ktore sa izomorficzne z grafem Ky, ;. Liczac liczbe wierzchotkow, otrzymu-
jemy, ze graf G ma 5 skladowych, zatem teza wynika ze Stwierdzen 2.2.2
i2.1.5. O

W dalszym ciagu bedziemy sie zatem koncentrowaé na spojnych grafach
silnie regularnych. Rozpoczniemy od nastepujacej obserwacji.

Lemat 3.2.2. Jesli G jest grafem silnie reqularnym z parametrami (n, k, a, c),
to

Aé—(a—c>'Ag—(k—C)'IVG:C'JVGXvG.

Dowéd. Zauwazmy, ze jesli u i w sa wierzchotkami grafu G, to A% (u,w) jest
rowne liczbie u-w-drog dhugosci 2 w grafie G. Stad

k jesli u = w,
AL (u,w) = a  jesli Ag(u,w) # 0,
¢ jesliu#wiAg(u,w) =0,

dla dowolnych wierzchotkéw u, w € V. Powyzszy wzér oznacza, ze
A? =k Iy, +a-Ac+c- (Jvgxve — vy — Ac),
co konczy dowdd. O]
Powyzszg obserwacje mozna odwrocié.

Stwierdzenie 3.2.3. Niech G bedzie prostym grafem nieskierowanym bez
petli, ktory nie jest petny ani pusty. Wtedy graf G jest silnie reqularny wtedy
1 tylko wtedy, gdy istniejq liczby rzeczyunste A\, u i v takie, Ze

AQG—u-AG—V~IVG =X Jyxve-
Ponadto, w powyzszej sytuacyi parametry grafu G sq réwne
(I[Val, v+ A+ A N).
Dowod. Wobec Lematu 3.2.2 wystarczy udowodni¢, ze jesli
AL =p-Ag+v-Ty, + X Jysuve

dla pewnych liczb rzeczywistych A, p i v, to graf GG jest silnie regularny z
parametrami (|Vg|, v + A\, p+ A, A). Istotnie, jesli v jest wierzchotkiem gra-
fu G, to degzv = A%(v,v) = v + X\ (poniewaz graf G nie ma petli, wiec
Ag(v,v) = 0). Podobnie, jesli u i w sa sasiednimi wierzchotkami grafu G (a
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wiec Ag(u,w) = 1), to liczba wspdlnych sasiadéow wierzchotkéw u i w jest
réwna liczbie u-w-drog dtugosci 2 w grafie G, a wiec wynosi A% (u, w) = p+ A
(Iy,(u,w) = 0, gdyz u # w). Wreszcie, jesli v i w sa dwoma wierzchotkami
grafu G, ktére nie sg sgsiednie (a wiec Ag(u, w) =0 = Iy, (u, w)), to ponow-
nie liczba wspolnych sasiadow wierzchotkow u i w jest réwna liczbie u-w-drég
dhugosci 2 w grafie G, a wiec wynosi AZ%(u,w) = \. O

Zgodnie z zapowiedzig opiszemy teraz spektrum spojnych graféw silnie
regularnych.

Stwierdzenie 3.2.4. Jesli G jest spojnym grafem silnie reqularnym z para-

metrami (n, k,a,c), to
T 0 k
Spec G = (mT - 1) ,

gdzie
T:(a—c)—\/z 0'_(a—c)+\/z
2 ’ o 2 ’
(n—1)-0+k 1 2-k+(n—1)-(a—c)
M 0—T1 T2 << —D+ VA >
(m—1)-7+k 1 2-k+(n—1)-(a—c)
e -0 =§-«n—U— VA )

A= (a—c)?+4-(k—oc).

Zauwazmy, ze Stwierdzenie 3.2.1 mozemy traktowac jako szczegdlny przy-
padek Stwierdzenia 3.2.4. Istotnie, jedli silnie regularny graf G' z parametrami
(n, k,a, c) nie jest spdjny, to a = k — 11 ¢ = 0 na mocy Twierdzenia 3.1.3,
wigc prosty rachunek pokazuje, ze wtedy

oraz
k-n ) n—k—1

= 1 Moy =

k+1 Tkt
Zauwazmy w szczegolnosci, ze graf silnie regularny jest spojny wtedy i tylko
wtedy, gdy ma doktadnie 3 parami r6zne wartosci wtasne.

mer
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Dowaéd. Poniewaz graf G jest spojny i k-regularny, wiec z Twierdzenia 2.2.3
wynika, ze liczba k jest jednokrotna wartoscia wtasna grafu GG, ktorej odpo-
wiada wektor wlasny 1y,,. Ustalmy wartos¢ wtasng A grafu G rézng do ki
odpowiadajacy jej wektor wlasny v. Poniewaz A\ # k., wiec 1‘T/G v =0.

7 Lematu 3.2.2 wiemy, ze

AL —(a—c) - Ag— (k—c¢) Iy, = c- Jyuxvg-

Poniewaz Ag - v = X-v i Jy,uy, - v =0y, (gdyz 17, - v = 0), wiec mnozac
powyzsza rOwnos¢ przez wektor v, otrzymujemy, ze

N —(a—c)- A= (k—c)) v =0y.
Poniewaz v # Oy, wiec
M—(a—c)-A—(k—c)=0,

skad natychmiast wynika, ze A = 7 lub A = 6. Aby pokazaé, ze 7 # 0,
trzeba pokazaé, ze A # 0. Mamy jednak, ze A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
a = ¢ =k, co jest niemozliwe, gdyz a < k.

Pozostaje nam wyznaczy¢ krotnosci m, i my liczb 71 6 jako pierwiastkow
grafu G. Poniewaz k jest pierwiastkiem jednokrotnym grafu k, wiec

1+m; +my=n.

Ponadto, ze Stwierdzenia 2.1.6 wiemy, ze

kE4+m;-17+my-0=0.

Rozwiazujac otrzymany uktad réwnan, otrzymujemy, ze

(n—=1)-0+k .  —n=1)-T—k
mrs = 0— 1 1 my = 0—r1 ’
Poniewaz
b= (04 +(B-7), =5 () + (@7,

0+717=a—c i Q—T:\/Z,

wiec otrzymujemy odpowiednie wzory na m., i my.
Dla zakonczenia dowodu nalezaloby pokazaé, ze m, # 0 # my, to jednak
bedzie wynikato z Lematu 3.2.5, ktory udowodnimy ponize;j. O]
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Stwierdzenie 3.2.4 pozwala dokonywacé wstepnej selekeji parametréw, dla
ktorych moze istnie¢ spdjny graf silnie regularny. Doktadniej, jesli, dla danej
czworki (n, k, a,c), liczby m, i my wyliczone zgodnie z powyzszymi wzora-
mi nie sg dodatnie i catkowite, to nie moze istnie¢ spdjny graf regularny o
parametrach (n, k, a, ¢). Obserwacje te wykorzystamy w podrozdziale 3.5.

Ponizszy fakt, ktéry konczy dowdd Stwierdzenia 3.2.4, bedzie tez nam
potrzebny pozniej.

Lemat 3.2.5. Jesli G jest grafem silnie reqularnym z parametrami (n, k, a, c),

to
n-k-(n—k—1)

@72

gdzie T, 8, m. 1 my sqg zdefintowane w Stwierdzeniu 3.2.4.

me, - My =

Dowod. Mamy

mr-Mg =

<(n—1)2_ (2~k+(n—A1).(a_C))2>.

NS,

Przypomnijmy, ze
A=(a—c)+4-(k—c)=(0-1)%

wiec otrzymujemy, ze

((n=1*(k—c)—k*—k-(n—1)-(a—2c)).

mr--Mg =

(0 —7)?
Rozpisujac, mamy

1

(9—7)2'(n2'k_n2'6_2'”'k+2'n-6+k—c

(3.1) m,-my=
kK —n-k-a+n-k-ctk-a—k-c).

Korzystajac ze Stwierdzenia 3.1.1, wiemy, ze

(3.2) n-c—k-c—c=k*—k-a—k.

W konsekwencji,

(3.3) n*-c—n-k-c—n-c=n-k*-n-k-a—n-k.

Podstawiajac wzory (3.2) i (3.3) do réwnania 3.1, otrzymujemy teze. O

Jako pierwsza konsekwencje Stwierdzenia 3.2.4 zanotujmy informacje o
znakach wartosci wtasnych spéjnych graféw silnie regularnych.
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Whniosek 3.2.6. Niech G bedzie spojnym grafem silnie regularnym z para-
metrami (n, k,a,c) i wartoSciami wlasnymi 7 < 0 < k. Wtedy 7 < 0 < 6.
Ponadto, jesli G jest prymitywnym grafem silnie reqularnym wtedy i tylko
wtedy, gdy 6 > 0.

Dowdd. Niech m, i my beda krotnosciami wartosci wlasnych 7 i 6, odpo-
wiednio. Poniewaz
my-T+mg-0+k=0

na mocy Stwierdzenia 2.1.6, wiec 7 < 0. Ponadto, ze Stwierdzenia 3.2.4
wynika, ze
T-0=c— k<0,

wiec 6 > 0. Powyzsza nieréwno$¢ implikuje réwniez, ze 6 = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ = k, co przy zalozeniu spdjnosci grafu G jest rownowazne jego
prymitywnosci na mocy Wniosku 3.1.5 i Twierdzenia 3.1.3. O

Ze Stwierdzenia 3.2.4 wiemy, ze jesli G jest spojnym grafem silnie regular-
nym, to graf G ma doktadnie trzy wartosci wtasne. Ponizszy lemat pokazuje,
ze powyzsza obserwacje mozna odwrocic.

Stwierdzenie 3.2.7. Jesli G jest spojnym nieskierowanym prostym grafem
reqularnym bez petli o doktadnie trzech roznych wartosciach wtasnych, to graf
G jest silnie reqularny.

Dowdd. Niech n := |Vg| i zalézmy, ze graf G jest k-regularny. Poniewaz graf
G ma doktadnie trzy warto$ci wlasne, wiec nie jest ani pusty ani pelny na
mocy Stwierdzen 2.2.1 1 2.2.2, odpowiednio. Z Twierdzenia 2.2.3 wiemy, ze
liczba k jest jednokrotna wartoscig wlasna grafu G, ktorej odpowiada wektor
wlasny 1y,. Niech 7 i 6 beda pozostatymi warto$ciami wtasnymi grafu G.
Zdefiniujemy macierz M wzorem

1

M = (k_T).U{:_g)'(Ag—T'IVG)'(Ag—Q'IVG).

Zauwazmy, ze jesli Ag-v=71-vIub Ag-v=0-v,to M -v = 0y,. Stad
wynika, ze M -v = 0y, dla kazdego wektora v € RY¢ takiego, ze v’ -1y, = 0.
W szczegdlnodci, istnieje wektor w € RY¢ taki, ze M - 1, = w dla kazdego
wierzchotka v € V. Z drugiej strony, M - 1y, = 1y, wigc w = + - 1y,
Ostatecznie, M = £ - Jy_ v, zatem

(k—7)-(k—0)

Aé—(T—FQ)-AG—FT'Q'IVG: n "]VGXVG

i teza wynika ze Stwierdzenia 3.2.3. n
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Zatozenie regularnos$ci w Stwierdzeniu 3.2.7 jest potrzebne — zgodnie ze
Stwierdzeniem 2.2.6 petny grafy dwudzielny K, , ma dokladnie trzy wartosci
wtasne, ale nie jest regularny.

Zauwazmy przy okazji, ze graf pusty jest jedynym (z doktadnoscia do
izomorfizmu) nieskierowanym grafem bez petli, ktory ma dokladnie jedna
warto$¢ wtasng. Podobnie, stosujac argumenty analogiczne do argumentow
uzytych w dowodzie Stwierdzenia 2.2.2, mozna pokazac, ze grafy pelne sa
jedynymi (z doktadnoscia do izomorfizmu) nieskierowanymi grafami prostymi
bez petli, ktore maja doktadnie dwie wartosci wtasne.

3.3 Inne wlasnosci graféw silnie regularnych

Niech ¢ bedzie potega liczby pierwszej. Przypomnijmy, ze istnieje doktadnie
jedno (z doktadnoscig do izomorfizmu) ciato F, o ¢ elementach. Wiadomo
rowniez, ze grupa multiplikatywna I} ciata [, jest cykliczna. Zat6zmy do-
datkowo, ze ¢ = 1 (mod 4). Przez P(q) oznaczamy prosty graf nieskierowany,
ktorego wierzchotkami sg elementy ciata F,, a dwa wierzchotki sg sgsiednie,
jesli ich réznica jest kwadratem niezerowego elementu ciata F,. Grafy tej
postaci nazywamy grafami Payleya. Udowodnimy najpierw, ze powyzsza de-
finicja jest poprawna.

Lemat 3.3.1. Niech q bedzie potegq liczby pierwszej takg, e ¢ =1 (mod 4).
Jeslixz,y € Fy 1 v —y jest kwadratem niezerowego elementu ciata Fy, to y—x
jest rowniez kwadratem niezerowego elementu ciata I,.

Dowdd. Wybierzmy element z € F, taki, ze z —y = 2?. Wybierzmy generator
¢t grupy F;. Poniewaz ti=t = 1, wiec t'5 = +1. Poniewaz jednak element
t jest generatorem grupy Fy, wiec te = —1. Wtedy (tq%1 2P =y—x
(zauwazmy, ze 41 € N). O

Pokazemy teraz, ze grafy Payleya sg silnie regularne.

Stwierdzenie 3.3.2. Jesli q jest potegq liczby pierwszej takq, ze ¢ = 1
(mod 4), to graf P(q) jest silnie reqularny z parametrami

( ¢q—1qg=5 q- 1)
2 7 47 4 )
Dowéd. Oczywiscie |Vp(g| = ¢. Ponadto w ciele IF, mamy % niezerowych

kwadratow, gdyz (—z)? = 2% oraz x # —x dla kazdego niezerowego elementu
x € F,. Zatem graf P(q) jest (%)—regularny. Oczywiscie, 0 < qg—l <q-—1
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Aby pokazadé, ze graf P(q) jest silnie regularny i wyznaczy¢ pozostale jego
parametry, rozwazmy funkcje¢ F': F) x F, — F, dana wzorem

F(a, ) == a* — B (o, B €T)

i policzmy |F~'(v)| dla v € F,. Oczywiscie, |[F~1(0)] =2+ (¢ —1) (8 = *a).
Zatozmy zatem, ze v # 0 i wybierzmy generator ¢ grupy FF;. Wtedy istnieje
k € [1,q — 1] takie, ze v = t*, zatem warunek F(a,3) = v mozna zapisa¢ w
postaci

(@=B)-(a+p) =t
Stad wynika, ze

a—pB=t" oraz a+f=thm
dla pewnego m € [1,q — 1], a wiec

Sty i = ().

| —

1
o= =
2
Jesli k jest liczbg nieparzysta (rownowaznie, 7 nie jest kwadratem w ciele F),
to mamy «a # 0 # (3 dla wszystkich m € [1,q—1], a wigc |[F71(7)|=¢—1. W
przeciwnym wypadku, tj. gdy k jest liczba parzysta, o = 0 lub 5 = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy m = £ (mod 1), zatem |[F~'(y)| = ¢ — 5.

Zalézmy teraz, ze x i y sa dwoma réznymi elementami ciata F,. Wsp6lni
sasiedzi wierzchotkéw x i y w grafie P(q) sa wyznaczeni przez pary (a, ) €
Iy, x Iy takie, ze

o —pfr=y—x

(wspolnym sasiadem jest wierzcholek x + o = y + 3?). Zauwazmy przy
tym, ze pary (o/, ) oraz (o, ") wyznaczaja tego samego sasiada wtedy i

tylko wtedy, gdy o = +a” i f/ = £6”. Zatem liczba wspdlnych sagsiadéw
|F~(y—=)|

A , co konczy dowdd. n

wierzchotkéw x 1 y jest réwna
Nastepujacy wniosek opisuje spektrum grafow Payleya.

Whiosek 3.3.3. Jesli q jest potegq liczby pierwszej takg, Ze ¢ =1 (mod 4),
to

Slova -1y u>

Spec P(q) = ( 21 21 i

Dowadd. Teza wynika natychmiast ze Stwierdzen 3.3.2 1 3.2.4. O
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Grafy Payleya sa przyktadem graféw konferencyjnych. Spojny graf silnie
regularny G' nazywamy konferencyjnym, jesli dla wartosci wlasnych 7 < 0 <
k grafu G krotnosci wartosci 7 i 6 sa takie same. Zauwazmy, ze kazdy graf
konferencyjny ma nieparzysta liczbe wierzchotkdw.

Ponizszy lemat pokazuje, ze grafy konferencyjne sa jedynymi spojnymi
grafami silnie regularnymi, dla ktérych wartosci wtasne nie muszg by¢ cal-
kowite.

Lemat 3.3.4. Jesli G jest spéjnym grafem silnie reqularnym, ktory nie jest
konferencyjny, to wszystkie wartosci wtasne grafu G sq liczbami catkowitymi.

Dowdd. Ze Stwierdzenia 3.2.4 wiemy, ze graf G ma dokltadnie trzy wartosci
wtasne. Ponadto, jesli 7 < 0 < k sa wszystkimi warto$ciami wlasnymi, to k
jest liczbg catkowita. Niech m., i mg beda krotno$ciami wartosci wtasnych 7
i 0, odpowiednio. Ze Stwierdzenia 3.2.4 wiemy, ze istnieje liczba catkowita [
taka, ze

l
6—71’

mr — My —

tzn.

l

0—7=——,
m,- — My

a wiec liczba 6 — 7 jest wymierna. Stad wynika, ze liczby 7 1 6 sa wymierne
(gdyz, na przyklad, 7 + 6 = a — ¢ na mocy Stwierdzenia 3.2.4). Wobec

Stwiedzenia 2.1.2 to oznacza, ze liczby 7 i 6 sa caltkowite. O

Kolejny lemat pokazuje, ze z drugiej strony parametry grafu konferencyj-
nego sg jednoznacznie wyznaczone przez jego liczbe wierzchotkow.

Lemat 3.3.5. Jesli G jest grafem konferencyjnym z parametrami (n, k, a,c),

to
k_n—l _n—5 _ n—1
o YTy 1

W szczegolnosci,

SpeCG = ( nzl ngl 2

Dowdéd. Niech 7 < 6 < k beda wartosciami wtasnymi grafu G. Oznaczmy
przez m krotnosci wartosci 7 i . Wtedy m = ”T_l, wiec ged(n,m) = 1.
Lemat 3.2.5 (i Stwierdzenie 3.2.4) méwi nam jednak, ze m? | n-k-(n—k—1),
a wigc m? | k- (n —k —1). W szczeg6lnosci, m?* < k- (n — k — 1). Z drugiej

strony,

ko(n—k—1)< (”gl)zzm%
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przy czym rownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy £k = n — k — 1. Osta-

tecznie, k = m = =L

Dalej i
ej,
m-(t+6)=—k

na mocy Stwierdzenia 2.1.6, wiec
T+0=-1
(gdyz m = k). Z drugiej strony,
T+0=a—c
na mocy Stwierdzenia 3.2.4, zatem a = ¢ — 1. Wreszcie mamy réwnoscé
k-(k—a—1)=(n—-k—1)-c

(Stwierdzenie 3.1.1), ktéra przyjmuje postacé

n—1 (n—l ) n—1
. —C — - C
2 2 2

i implikuje teze. Postaé¢ spektrum jest konsekwencja Stwierdzenia 3.2.4. [

Przyjrzymy sie teraz doktadniej grafom silnie regularnym, ktérych liczba
wierzchotkéw jest liczbg pierwsza lub dwukrotnoscig liczby pierwszej.

Stwierdzenie 3.3.6. Jesli G jest grafem silnie regularnym o p wierzchot-
kach, gdzie p jest liczbg pierwszq, to G jest grafem konferencyjnym.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec z T'wier-}j
dzenia 3.1.3 wynika, ze graf G musi by¢ spdjny. Przypusémy, ze graf G' nie
jest konferencyjny. Niech 7 < 6 < k beda wartosciami wtasnymi grafu G, a
m, 1 my krotnosciami wartosci 7 i €, odpowiednio. Z Lematu 3.2.5 wiemy, ze

T)zzp-k-(p—k‘—l)'

me, - Mg

(6 -

Poniewaz graf GG nie jest konferencyjny, wiec liczby 7 i 6 sa catkowite na
mocy Lematu 3.3.4. W szczegolnosci, liczba % jest kwadratem liczby

catkowitej. Z drugiej strony, 0 < k,m,,my < p— 1, wiec pt k,p—k — 1, m,,
myg. W efekcie

p-k-(p—k-1
P ( )

p-k-(p—k-1
( ) p2+ ’
me - My mer - Mg

p-k-(p—k—1)

mma Jest kwadratem liczby catkowitej.

]

co jest sprzeczne z tym, ze liczba
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Zajmiemy sie teraz grafami, ktérych liczba wierzchotkéw jest dwukrotno-
Scig liczby pierwszej. Bedziemy potrzebowaé nastepujacego lematu.

Lemat 3.3.7. Niech G bedzie prymitywnym grafem silnie reqularnym z para-
metrami (n, k, a, c), ktéry posiada wartosc wtasng 0 krotnosci 5. Jesli k < 3,
to

n=(2-0+1)72+1, E=60-(2-0+1), a=0>-1 i c=06%

Dowdd. Zatdézmy najpierw, ze k < 5. Niech m := . Poniewaz graf G

jest spdjny, wiec k jest jednokrotna warto$cia wtasna grafu G (Stwierdze-
nie 3.2.4). W szczegblnosci, € # k. Niech 7 bedzie trzecia wartoscia wlasng
grafu G. Wtedy krotnosé¢ wartosci wtasnej 7 wynosi

n—l—m:g—lzm—l%m.

Z Lematu 3.3.4 wynika zatem, ze 7 i 6 sa liczbami catkowitymi. Ze Stwier-
dzenia 3.2.4 wiemy, ze

m-(tr—0)=n-7+ (k—1).

Poniewaz m | n, wiec otrzymujemy, ze § =m | k — 7.

Zauwazmy, ze k — 7 > 0. Z drugiej strony, Twierdzenie 2.2.3 méwi, ze
T > —k, zatem k — 7 < 2 -k < n. Ostatecznie, z podzielnoéci § | k — 7
wynika, ze k — 7 = § = m. Ze Stwierdzenia 2.1.6 wiemy, ze

(m—1)-74+m-0+k=0,

a wiec

m-(tr+0)=17—k=—m,
zatem
(3.4) T+60=-1.

Korzystajac teraz ze Stwierdzenia 2.1.7, otrzymujemy, ze
(m—1)-7"+m-0+k*=n-k=2-m-k,

a wiec

m-(*+0*) =7 —k*+2-m-k = (1—k)-(t+k)+2-m-k =m-(k—7) = m?

zatem

(3.5) 4+ 60> =m.
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Z réwnan (3.4) i (3.5) wynika, ze
m=2-0>+2-0+1,

a wiec
n=2-m=4-0*+4-04+2=(2-0+1)2+1.

Dalej
k=m+71=02-04+2-0+1)—(0+1)=2-0*+0=0-(2-0+1).

Poniewaz

T-0=c—k

na mocy Stwierdzenia 3.2.4, wiec
c=(2-0°+0)—(0+1)-0 =06

Podobnie,
T4+60=a-—c,

skad
a=6*—1. O

Zatozmy teraz, ze k > 3. Wiemy, ze graf G jest grafem silnie regularnym
o stopniu regularnosci n — k — 1 < 7. Ponadto z Wniosku 2.2.4 wiemy, ze
—0 — 1 jest wartoécia wlasng grafu G krotnosci 5. Korzystajac ponownie z
Lematu 3.3.7, otrzymujemy, ze graf G ma parametry

(2-(=1=60)4+1)*+1,(=1=0)-(2-(=1=6)+1), (=1 —6)>—1,(—1—6)?).
Teza wynika zatem ze Stwierdzenia 3.1.2 oraz bezposrednich rachunkéw.

Stwierdzenie 3.3.8. Jesli G jest prymitywnym grafem silnie regularnym o
2 - p wierzchotkach, gdzie p jest liczbg pierwszq, to istnieje liczba catkowita [
taka, ze graf G ma parametry

(2-14+1)*+1,1-(2-1+1),12—1,1%).

Dowdéd. Poniewaz graf G ma parzysta liczbe wierzchotkéw, wiec nie moze
by¢ grafem konferencyjnym. Niech k bedzie stopniem regularnosci grafu G
oraz T i 6 pozostalymi wartosciami wlasnymi grafu G. Z Lematu 3.3.4 (oraz
Stwierdzenia 3.2.4) wiemy, ze liczby 7 i 6 sa catkowite. Niech m., i my beda
krotnosciami wartosci wtasnych 7 i 6, odpowiednio. Z Lematu 3.2.5 wiemy,
ze

@—7)m, -mg=2-p-k-(2-p—k—1).
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W szcezegdlnosei, p | 6 — 7 lub p | m, - me.

Jedlip|0—7,t0p? |2:p-k-(2:p—k—1),awiecp | k-(2:p—k—1) (p > 2
na mocy Wniosku 3.1.6). Stad k =plub2-p—k—1=p (awiecck=p—1. W
obu przypadkach ged(k,2-p—k—1) = 1, co, wobec Wniosku 3.1.7, prowadzi
do sprzecznosci z prymitywnoscia grafu G.

Zatem p | m,-mgy. Poniewaz m, +mg = 2-p— 1, wiec bez straty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze my = p. Wtedy z Lematu 3.3.7 wynika, ze graf G ma
parametry

(2-0+1)*4+1,0-(2-0+1),60%—1,6%). O

Zauwazmy, ze liczbe [ ze Stwierdzenia 3.3.6 mozna wyznaczy¢ z réwnosci

4-PP+4-1+2=2-p.

3.4 Grafy pochodzace od kwadratéw tacin-
skich

Niech I bedzie niepustym zbiorem skonczonym. Prze I-kwadrat taciniski na-
zywamy kazda I x I-macierz L o wspotezynnikach ze zbioru I taka, ze w
kazdym wierszy i w kazdej kolumnie kazdy wspétczynnik pojawia si¢ doktad-
nie (réwnowaznie co najmniej, rbwnowaznie co najwyzej) raz. Jesli I = [1,n]
dla dodatniej liczby catkowitej n, to zamiast [1, n]-kwadrat tacinski méwimy
kwadrat tacinski rozmiaru n. Przyktadami kwadratow tacinskich rozmiaru 4
sg nastepujace macierze:

12 3 4 1 3 4 2 12 3 4
291 43 421 3| . 41 23
Li=1lg3 41 9| 2|04 31| ' B5=|3 4 1 9
43 92 1 31 92 4 93 4 1

Jesli L i M sa I-kwadratami tacinskimi, to méwimy, ze kwadraty L i M
sa ortogonalne, jesli pary (L(i,7), M(i,7)), i,j € I, sa parami r6zne. Przy-
ktadem ortogonalnych kwadratow tacinskich sa kwadraty Ly i Lo. Z drugiej
strony, kwadraty L; i Lz nie sa ortogonalne, gdyz na przyktad para (1,1)
pojawia si¢ 4 razy. Ogdlniej, moéwimy, ze (L, ..., Lg) jest ciggiem ortogonal-
nych I-kwadratow lacinskich, jesli dla dowolnych p, ¢ € [1, k] takich, ze p # ¢,
kwadraty L, i L, sa ortogonalne.

Niech k£ > 1 bedzie liczba catkowita i I niepustym zbiorem skonczonym.
Tablicg ortogonalng z parametrami k i I nazywamy kazda k x I*-macierz A o
wspoélezynnikach ze zbioru I taka, ze dla dowolnych p,q € [1, k], p # ¢, pary
(A(p,1), Algq, 1)), ¢+ € I?, sa parami rézne. W konsekwencji, jesli ustalimy
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p,q € [L,k], p # q, to kazda para (i,j) € I? pojawia sie doktadnie raz
wérod par (A(p, i), A(g, 1)), ¢ € I?. Przez O(k,I) bedziemy oznaczaé zbior
wszystkich macierzy ortogonalnych z parametrami &k i /. Zauwazmy, ze jesli
A jest tablicg ortogonalna, to kazdy wiersz tablicy A zawiera kazdy element
zbioru I doktadnie |I| razy. Istotnie, zadna wspodlrzedna nie moze pojawié
sie wiecej niz |I| razy (gdyz wtedy musiataby tworzy¢ dwa razy pare z tym
samym elementem w innym wierszu), a poniewaz kazdy wiersz ma doktadnie
|7]? wspolrzednych, wiec otrzymujemy teze.

Kazdy I-kwadrat tacinski L wyznacza tablice ortogonalng Aj z parame-
trami 3 i [ dang wzorem:

? jeslip =1,
Ap(p, (i,7)) =14 j jesli p = 2, (pell,3], i,5 €I,
L(i,j) jeslip=3,
tzn. pierwszy wiersz macierzy A zawiera numer wiersza kwadratu L, drugi

wiersz zawiera numer kolumny kwadratu L, za$ trzeci wiersz zawiera wspot-
czynniki kwadratu L. Dla przyktadu, kwadrat L, wyznacza tablice

1111222 233334444
1234 123412341234
123 4214334124321
Ogolnie, jesli (Lq,...,Lg) jest ciagiem ortogonalnych I-kwadratéw tacin-

skich, to definiujemy tablice A € O(k + 2, ) wzorami

i jesli p = 1,
Ap(p, (i.9)) =4 josli p = 2,
Lyoli,j) joslip € [3,k +2),

(pe[l,k+2],i,j€el).

Dla przyktadu, para (Li, Ls) wyznacza tablice

11 1122223333444 4
1 2341234123412 34
1 2342143341243 21
1342 421324313124

Z tablica ortogonalna A € O(k,I) mozemy zwiazaé nieskierowany graf
G 4 zdefiniowany w nastepujacy sposob. Zbiorem wierzchotkow grafu G 4 jest
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zbior I%. Graf G4 jest prosty i nie ma petli, a jesli ¢ i x sg réznymi wierz-
chotkami grafu GG, to sg one sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny o
numerach ¢ i kK maja wspolna wspotrzedna. Formalnie,

Vo, = 12
Eg, ={(t,r) € *x I*:
istnieje p € [1, k| takie, ze A(p,t) = A(p,k)},

pay(e) = =e (e € Eg,).

Zauwazmy, ze jesli A € O(2,n), to graf G4 jest izomorficzny z grafem
L(K, ). W szczegblnosci, w tym przypadku graf G4 jest silnie regularny
(Stwierdzenie 3.1.8). Jako pokazuje ponizsze twierdzenia, to stwierdzenie jest
prawdziwe takze, gdy k£ > 2.

Twierdzenie 3.4.1. Jesli A jest tablicg ortogonalng z parametrami k i 1
takimi, Ze |I| > k, to G 4 jest grafem silnie reqularnym z parametrami

(n*(n—1)-kn—=2)+k-1)-(k—=2),k-(k—1)),
gdzie n = |I].

Dowéd. Oczywiscie |V, | = n?. Zanim zaczniemy bada¢ inne parametry gra-
fu G4, zauwazmy, ze jesli 1,k € I2 i1 # K, to istnieje co najwyzej jedno
p € [1, k| takie, ze A(p,t) = A(p, k).

Ustalmy wierzchotek ¢ grafu G4 (a wiec kolumne macierzy A). Chcemy
policzy¢, ile jest xk € I? takich, ze k # 1 oraz istnieje p € [1, k] takie, ze
A(p,t) = A(p, k). Poniewaz p jest jednoznacznie wyznaczone przez k, wiec
wystarczy policzy¢, ile jest par (k,p) € I? x [1, k] takich, ze A(p, ) = A(p, k).
Jedli ustalimy p (ktére mozemy wybraé¢ na k sposobéw), to wspéhrzedna
A(p, ) pojawia sie dla doktadnie n razy w p-tym wierszu, a wiec stosowane
Kk mozemy wybra¢ na n — 1 sposobow. Zauwazmy, ze poniewaz n > k oraz
k > 2, wiec

0<(n—1)-k<n—-1)-(n+1)=n*—-1

Ustalmy teraz dwa sasiednie wierzchotki ¢ oraz k grafu G 4. Wiemy, ze ist-
nieje [ € [1, k] takie, ze A(l,1) = A(l, k). Jesli wierzcholek 7 sasiaduje z wierz-
chotkami ¢ oraz k, to albo A(l,n) = A(l,¢) albo istnieja p, ¢ € [1, k| takie, ze
p#1#qiA(p,t) = A(p,n) oraz A(q, k) = A(q,n). W pierwszym przypadku
warto$¢ 1 mozemy wybra¢ na n — 2 sposobéw. W drugim przypadku p # q,
gdyz w przeciwnym wypadku (A(p,¢), A(l,1)) = (A(p, k), A(l, k)). Liczbe p
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mozemy wybra¢ na k — 1 sposobow, zas liczbe ¢ na k — 2 sposobdéw, i kaz-
dy taki wybor jednoznacznie wyznacza liczbe n, gdyz para (A(p,¢), A(q, K))
musi sie pojawi¢ w doktadnie jednej kolumnie.

Analogicznie pokazujemy, ze jesli wierzchotki ¢ oraz k grafu G4 nie sg
sasiednie, to maja dokladnie k - (k — 1) wspdlnych sasiadéw. O

Tablice A € O(k,I) nazywamy rozszerzalng, jesli istnieje tablica A’ €
O(k + 1,1) taka, ze Al <2 = A. Rozszerzalnos¢ macierzy A znajduje
odzwierciedlenie w strukturze grafu G 4.

Twierdzenie 3.4.2. Tablica A € O(k, 1) jest rozszerzalna wtedy i tylko wte-
dy, gdy x(Ga) = |1].

Dowéd. Zatézmy najpierw, ze x(G4) = |I|. Wtedy istnieja parami roztaczne
podzbiory V;, i € I, takie, ze

r=Jv
i€l

oraz, jesli ¢,k € V; dla pewnego i € I, to A(p,t) # A(p,k) dla kazdego
p € [1, k. Definiujemy (k + 1) x I*-macierz A’ wzorem

7 jesip=k+11i. eV, dla pewnego i € I
(pe[lk+1], t€?).

, A(p,t) jeslip e [1,k],
AWQ:{@)J p €[l K

Z wlasnosci zbioréw Vi, ..., V,, natychmiast wynika, ze A’ € O(k + 1,1).
Zalézmy teraz, ze tablica A jest rozszerzalna do tablicy A’ € O(k+1,1).
Definiujemy podzbiory V;, i € I, zbioru I? wzorem

Vi={telP: Ak+1,0)=i} (iel).

r=\Jv

i€l

Wtedy oczywiscie

Ponadto tatwo sprawdzi¢, ze zbiory V;, ¢ € I, s niezaleznymi zbiorami wierz-
chotkéw grafu G 4. m

Przyjrzymy sie teraz doktadniej wartosciom liczby chromatycznej dla gra-
fow stowarzyszonych z tablicami ortogonalnymi.

Lemat 3.4.3. Jesli A € O(k,I), to
a(Ga) < 1] < x(Ga).
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Dowdd. Poniewaz graf G4 ma |I|? wierzchotkéw, wigc

117

X(Ga) > 2Ga)’

zatem wystarczy pokazaé¢ pierwsza nierownosé. Ta jednak jest oczywista,
gdyz jesli U jest podzbiorem zbioru wierzchotkéw o co najmniej |I] + 1 ele-
mentach, to istnieja ¢,k € U takie, ze A(1,1) = A(1, k). H

W dalszym ciagu bedzie sie zajmowaé tablicami ortogonalnymi wyzna-
czonymi przez kwadraty tacinskie. Szczegdlna uwage poswiecimy kwadratom
tacinskim stanowiacym tabliczki mnozenia grup skonczonych.

Jedli T' jest grupa, to mozemy zdefiniowaé I' kwadrat tacinski Lr wzorem

LF(gah‘) =g-h (g,hEF)

Innymi stowy, kwadrat Lr jest tabliczka mnozenia grupy I'. W konsekwencji
grupa I' wyznacza tablice ortogonalna Ar € O(3,T) dang wzorem

g jesli p =1,
Ar(p, (g:h)) == qh  jeslip=2,  (pe[l,3], g hel)
g-h jeslip=3,
Mamy nastepujacy fakt.
Lemat 3.4.4. Niech I' bedzie grupg skonczong i A := Ap. Wtedy
X(Ga) = |T'| wtedy i tylko wtedy, gdy o(Ga) = |T|.
Dowéd. Zauwazmy, ze jesli x(G4) = |['], to

’VGA’ _ @ _ |F|
X(Ga) T

Z Lematu 3.4.3 wiemy jednak, ze a(G4) < |I'|, zatem ostatecznie o(G4) =
T

Zatozmy teraz, ze a(G4) = |I'|. Niech U bedzie niezaleznym zbiorem
wierzchotkéw grafu G4 o |I'| elementach. Definiujemy funkcje 7 : I' — T
poprzez warunek: jesli g, h € ', to

O./(GA) Z

7(g) = h wtedy i tylko wtedy, gdy (g,h) € U.

Poniewaz U jest niezaleznym zbiorem wierzchotkéw grafu G4 o |I'| elemen-
tach, wiec 7 jest dobrze zdefiniowang bijekcja. Ponadto z niezalezno$ci zbioru
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U wynika, ze elementy g-7(g), g € G, sa parami rézne. Dla kazdego elementu
h € I' definiujemy permutacje 7, : I' — I'" wzorem

m(g) =7(g9)-h  (geTl).

Kazda z permutacji 7,, h € I', wyznacza podzbior U, zbioru wierzchotkow
grafu G4 dany wzorem

Un:={(g9,7(9)) : g €T}

Wtedy zbiér Uj, jest niezaleznym zbiorem wierzchotkéw dla kazdego elementu

h €T oraz

U Un = F27

heT
a wigc x(G4) < |I'|. Z Lematu 3.4.3 wiemy jednak, ze x(G4) > |I'|, zatem
ostatecznie x(Ga) = |T']. O

Pokazemy teraz klase grup I', dla ktérej liczba chromatyczna grafu G 4,
jest mniejsza niz rzad grupy I

Lemat 3.4.5. Niech I' bedzie grupg cykliczng rzedu 2-n, gdzie n jest dodatnig
liczbg catkowitq. Jesli A := Ar, to

Oé(GA) <2-n.

Dowadd. Przypusémy przez sprzecznoScé, ze istnieje niezalezny podzbiér U C
Ve, 0 2:n elementach. Wtedy istnieje permutacja o : I' — I' taka, ze elementy
g-o(g), g € I', sa parami rézne. W grupie I istnieje doktadnie jeden element
hrzedu 2. Jedli g € T'i g # er, h, to g~ # g. Wykorzystujac te obserwacje
tatwo zauwazy¢, ze

H g=h.

geG

Poniewaz elementy ¢ - 0(g), g € I, sa parami rézne, wiec

h=1[-0@) =19 - 1[o@) =h-h=e,

9eG geG  g€G
co prowadzi do sprzecznosci. O

Zilustrujemy teraz powyzsze wyniki na przyktadzie kwadratow Ly, Lo i
L3 przedstawionych na poczatku tego podrozdziatu. Zauwazmy, ze kwadrat
L, mozna interpretowac jako tabliczke mnozenia grupy izomorficznej z grupa
Ziy X 7o, natomiast kwadrat Lo jest otrzymany z kwadratu L, przez permu-
tacje wierszy i kolumn. 7 drugiej strony, permutujac wiersze kwadratu Ls,
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otrzymujemy tabliczke mnozenia grupy izomorficznej z grupa Zs. W szcze-
gélnosci, a(Ga,,) < 4 na mocy Lematu 3.4.5, wigc x(Ga,,) > 4 na mocy
Lematu 3.4.4. W konsekwencji, Twierdzenie 3.4.2 implikuje, ze nie istnieje
kwadraty tacinski L rozmiaru 4 taki, ze kwadratu L3 i L sa ortogonalne. Z
drugiej strony, poniewaz kwadraty Lii Lo sa ortogonalne, wiec x(G ALI) =4.

Warto przy okazji zauwazy¢, ze z doktadnoscia do odpowiednio zdefinio-
wanego izomorfizmu kwadratéw tacinskich, kazdy kwadrat tacinski rozmiaru
4 jest tabliczka mnozenia jednej z dwoch powyzszych grup.

3.5 Male grafy silnie regularne

Naszym celem w tym podrozdziale bedzie opisanie mozliwych parametrow
(n, k,a,c) prymitywnych graféw silnie regularnych o co najwyzej 25 wierz-
chotkach. Korzystajac ze Stwierdzenia 3.1.2, mozemy zatozy¢, ze k < 7. Przy-
pomnijmy, ze, zgodnie Wnlosklem 3.1.5, 0 < ¢ < k. Wreszcie, jesli k: = 21,
to mozemy zatozyé, ze ¢ < & 5 (gdyz jedli graf silnie regularny G' ma parametry
(2-k+1,k,a,c), to a = k—1—cnamocy Stwierdzenia 3.1.1 i jego dopelnienie
ma parametry (2-k + 1,k,¢ — 1,k — ¢) na mocy Stwierdzenia 3.1.2). Mamy
zatem do rozpatrzenia 476 trojek (n, k, c) takich, ze 0 < ¢ < k < § < 13 oraz
c< % jesli k = "T_l Dla kazdej takiej trojki wyliczamy parametr a, korzysta-
jac ze Stwierdzenia 3.1.1, i sprawdzamy, czy otrzymana liczba jest nieujemna
liczba catkowityg. W efekcie otrzymujemy nastepujacych 65 uktadow:

(5,2,0,1),

(7,3,1,1),

(9,4,2,1), (9,4,1,2),

(10,3,0,1),

(11,4,0,2), (11,5,3,1), (11,5,2,2),
(13,4,1,1), (13,6,4,1), (13,6,3,2), (13,6,2,3),
(15,6,1,3), (15,7,5,1), (15,7,4,2), (15,7,3,3),
(16,5,2,1), (16,5,0,2), (16,6,2,2),
(17,4,0,1), (17,6,0,3), (17,8,6,1), (17,8,5,2),

(17,8,4,3), (17,8,3,4),

(19,6,3,1), (19,6,1,2), (19,8,2,4), (19,9,7,1),
(19,9,6,2), (19,9,5,3), (19,9,4,4),

(21,5,1,1), (21,8,4,2), (21,8,1,4), (21,10,8,1),
(21,10,7,2), (21,10,6,3), (21,10,5,4), (21,10,4,5),

(22,6,0,2), (22,7,4,1), (22,7,2,2), (22,7,0,3),
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(22,9,4,3), (22,9,0,6),

(23,8,0,4), (23,10,3,5), (23,11,9,1), (23,11,8,2),
(23,11,7,3), (23,11,6,4), (23,11,5,5),

(25,6,2,1), (25,8,5,1), (25,8,3,2), (25,8,1,3),
(25,9,3,3), (25,10,2,5), (25,12,10,1), (25,12,9,2),
(25,12,8,3), (25,12,7,4), (25,12,6,5), (25,12,5,6).

Dla kazdej z powyzszych czwérek (n, k, a, c) wyliczamy liczby

2-k+(n—1)-(a—¢)
3 (- /A )
gdzie
A= (a—c)P+4-(k—oc).

Na mocy Stwierdzenia 3.2.4 odrzucamy te czworki, dla ktorych wyliczone
liczby nie sa dodatnimi liczbami catkowitymi. W efekcie otrzymujemy naste-
pujacych 12 czworek:

(5,2,0,1), (9,4,1,2), (10,3,0,1), (13,6,2,3),
(15,6,1,3), (16,5,0,2), (16,6,2,2), (17,8,3,4),
(21,10,5,4), (21,10,4,5), (25,8,3,2), (25,12,5,6).
Pozostaje nam sprawdzi¢, czy dla wymienionych powyzej parametréw
istnieja grafy silnie regularne. Korzystajac ze Stwierdzenia 3.3.2, wiemy, ze

grafy Payleya P(5), P(9), P(13), P(17) i P(25) sa przyktadami graféw o
parametrach

(5,2,0,1), (9,4,1,2), (13,6,2,3), (17,8,3,4) i  (25,12,5,6),

odpowiednio. Podobnie, Stwierdzenia 3.1.8 i 3.1.2 implikuja, ze grafy L(K5),

L(Ks) i L(K7) sa silnie regularne z parametrami
(10,3,0,1), (15,6,1,3) i  (21,10,5,4),

odpowiednio. Dalej, jesli Ly i Lo sa kwadratami tacinskimi rozmiaru 4 i 5,
odpowiednio, to grafy G, i G, sa silnie regularne z parametrami

(16,6,2,2) i  (25,12,5,6),

odpowiednio, na mocy Twierdzenia 3.4.1 i Stwierdzenia 3.1.2.
Zostaly nam czworki (16,5,0,2) 1 (21, 10,4,5). Grafem silnie regularnym
z parametrami (16,5, 0,2) jest graf Clebscha, ktéry zdefiniujemy ponizej. Z
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drugiej strony, gdyby istnial graf silnie regularny z parametrami (21, 10, 4, 5),
to byltby to graf konferencyjny. Mozna jednak pokazac, ze jesli n jest liczba
wierzchotkéw grafu konferencyjnego, to n jest sumg dwoch kwadratéw liczb
catkowitych. Liczba 21 nie ma tej wlasnosci, wiec nie istnieje graf silnie re-
gularny z parametrami (21, 10,4, 5).

Grafem Clebscha nazywamy graf C' zdefiniowany w nastepujacy sposob.
Wierzchotkami grafu C' sg parzystoelementowe podzbiory zbioru [1,5]. Graf
Clebscha jest nieskierowanym grafem prostym bez petli, w ktorym wierzchot-
ki X 1Y sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy | XAY'| = 4. Formalnie,

Ve ={X C[L,5:]X|=0 (mod 2)},
Eo ={(X,Y): X,Y € Vg i|XAY| =4}

pc(X) =X (X S Ec)
Zostawiamy Czytelnikowi dowdd nastepujacego prostego faktu.
Stwierdzenie 3.5.1. Graf Clebscha jest silnie reqularny z parametrami (16,5, 0,2) ]}

Poza istnieniem grafu silnie regularnego z zadanych parametrach, intere-
sujacym problemem jest réwniez zbadanie, dla ktérych parametréow taki graf
jest wyznaczony jednoznacznie. Powyzszy problem dla parametréw wyzna-
czonych w tym podrozdziale zbadamy w podrozdziale 3.7.

3.6 Lokalne wartosci wtasne

Niech G bedzie grafem silnie regularnym. Dla wybranego wierzchotka v grafu
G definiujemy macierze Ag}v, Ag)v i Bg, wzorami

1 2
AL = (A) INexNew ALy = (Ac) Moo

Baw = (Ac) | Ma )< N (v)

gdzie
Me(v) == Vg \ (Ng(v) U{v}).
Zauwazmy, ze wtedy macierz Ag ma postac

tr tr
0 1N(G1()v) OMG (v)
(3.6) Ac = |Ingw)  Agh Bg,v

Ongw) Bow Ag,)v

Mamy réwniez nastepujace wlasnosci.
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Lemat 3.6.1. Niech v bedzie wierzcholkiem grafu silnie reqularnego G z pa-
rametrami (n, k,a,c). Wtedy (Ng(v))e @ (Mg(v)) sa grafami regularnymi
stopni a 1 k — ¢, odpowiednio. W szczegolnosci,
1 : 2
Agh Ivew =@ vy @ AGy - Lagw) = (k= 0) - Lag).
Ponadto,
Beow Ingw = ¢ Iuawy 0BGy L) = (k—a—1) - Lygw).

Dowdd. Jesli u € Ng(v), to sasiedzi wierzchotka u w grafie (Ng(v))g sa
wspélnymi sasiadami wierzchotkéw v i u, skad wynika, ze graf (Ng(v))g jest
a-regularny. Podobnie, jesli u € Mg(v), to ¢ sposrod k sasiadéw wierzchotka u
w grafie G jest rOwniez sasiadami wierzchotka v, a wiec nie nalezy do Mg(v).
Zatem wierzchotek u ma k — ¢ sasiadow w grafie (Mg (v))q. Réwnosci

1 . 2
Ak Ivaw =@ Ingwy 1 A, Lage) = (k=€) - Lug o).
wynikaja natychmiast z Twierdzenia 2.2.3. Twierdzenie 2.2.3 implikuje row-
niez, ze
Ag -1y, =k - 1y,
co w $wietle réwnosci (3.6) oznacza miedzy innymi, ze
e + A - Ingt) + Bl - L) = k- Lng():
Stad wynika, ze
Bg}v . 1Mg(v) = (k —a — 1) . ]-Ng(ll)'
Analogicznie pokazujemy, ze
BG,’U : 1Ng(v) =cC- 1M@(U)7
co konczy dowdd. O]
Bedziemy korzysta¢ z nastepujace wtasnosci powyzszych macierzy.

Lemat 3.6.2. Jesli G jest grafem silnie reqularnym z parametrami (n, k, a, c)
1v € Vg, to

(A(C;)’U)Q - (a - C) ’ A(G'17)U - (k - C) : ]NG(U) + Bg’v . BG,’U

- (C - 1) : JNQ(U)XNQ(U)J

(Ag,)v)2 —(a—c)- Ag)v — (k= ¢) - Inug) + Baw - Bé, = ¢ I w)x Mo w)

BG,U : Ag,)v + A(C?,)v ’ BGW = (a - C) : BG,U +c- JMG(U)XNG(U)'
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Dowéd. 7 Lematu 3.2.2 wiemy, ze
(3.7) AL —(a—c)-Ag—(k—¢) Iy, = ¢ Jysxve-

Z drugiej strony, z réwnosci (3.6) i Lematu 3.6.1 otrzymujemy, ze
(3.8)

tr tr
' A D e O
Ay =0 Inow) InawxNaw + (Agy)* + BE, - Bow Ag, - B, + Bé, - Ag,
c- 1MG(U) BGv”U ’ Ag,)v + A(G%,)U ’ BG,'U BG,U ’ Bg,v + (A(GQ,)U>2
Wykorzystujac rownosci (3.7) 1 (3.8), otrzymujemy teze. O

Niech G bedzie grafem silnie regularnym i v € V. Dla liczby o € R przez

mg,)v(a) oznaczmy wymiar przestrzeni wektoréw v € RNe¢() takich, ze

A(Gl?v-v:a~v i lﬁg(v)-V:O.

Liczbe o nazywamy lokalng warto$cig pierwszego rodzaju (grafu G wzgledem

wierzchotka v), jesli o nie jest wartoscia wlasna grafu G, ale m(Gl)U(J) >0

(tzn. o jest wartoscia wlasna macierzy Ag)v i posiada wektor wlasny, ktory

jest prostopadly do wektora 1y,(,)). Podobnie definiujemy liczbe mgv)v(cr)
oraz lokalne warto$ci wtasne drugiego rodzaju.

Mamy nastepujace wlasnosci lokalnych wartosci wtasnych pierwszego ro-
dzaju i stowarzyszonych wektoréw wtasnych.

Lemat 3.6.3. Niech v bedzie wierzcholkiem grafu silnie regularnego G z war-
tosciami wltasnymi T < 0 < k. Jesl o jest lokalng wartoscig wlasng pierw-
szego rodzagu (grafu G wzgledem wierzcholka v), to T < o < . Ponadto, jesli
v € RNe() jest wektorem takim, e v # Ong () A(G{)v-v =0-Vi 15\%@) v =0,

to BG,U VvV 75 OMG'(U)'

Przypomnijmy, ze jesli G jest sp6jnym grafem silnie regularnym z para-
metrami (n, k,a,c), to graf G ma trzy wartosci wtasne 7 < # < k na mocy
Stwierdzenia 3.2.4. Z drugiej strony, gdy graf G nie jest spdjny, to przyj-
mujemy 0 := k. Zauwazmy, ze w obu przypadkach 7 i 6 sg pierwiastkami
wielomianu

t*—~(a—c)-t—(k—c)=0.

Dowdéd. Ustalmy wektor v € RN¢() taki, ze v # Ong(v), A(C},)v V=o0-Vi
1%, 'V =0. Z Lematu 3.6.2 wiemy, ze

(AG)? = (a—c) - AG) — (k—¢) - Ingw) - v = —B&, - Bg, - v,
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gdzie (n, k,a, c) sa parametrami grafu G. Ponadto, uwagi poprzedzajace do-
wod implikuja, ze

1 1 1 1
(4G = (a =) AG, = (b= ) Ingy = (Ag) = Ing()  (Ag) =0 Ingw)),
zatem otrzymujemy, ze
(0—7)-(0—0)-v=—Bg, Bgy-V.

Gdyby Bg, - v = Opg(v), to otrzymalibysmy, ze o = 7 lub o = 0, wigc liczba
o nie bytaby lokalng wartoscig wtasng. Zatem Bg, - v # Opr(v) 1 wtedy

(0—7)-(0—0)-v"'-v==v"-B§, -Bg, -v=—(Bgy V)" (Bgy-V),
a wiec
(Baw - v)" - (Bgw - V)
(c—71)-(c—0)=— - <0,
co konczy dowdd. O]

Mamy analogiczny lemat dla lokalnych wartosci wtasnych drugiego ro-
dzaju.

Lemat 3.6.4. Niech v bedzie wierzcholkiem grafu silnie regularnego G z war-

tosciami wltasnymi T < 0 < k. Jesli o jest lokalng wartoscig wtasng drugie-

go rodzaju (grafu G wzgledem wierzcholka v), to T < o < 0. Ponadto, jesli
v) _ 2 1t

v € RMc) jest wektorem takim, ze v # O (v)s A(G?v-v =0Vi 13\4G(U)-V =0,

to Bg’v -V 7§ ONc(v)-

Udowodnimy teraz odpowiednios¢ pomiedzy lokalnymi wartosciami wta-
snym pierwszego i drugiego rodzaju.

Twierdzenie 3.6.5. Niech v bedzie wierzchotkiem grafu silnie reqularnego
G z parametrami (n, k,a, c). Jesli o jest lokalng wartoscig wtasng pierwszego
rodzaju (grafu G wzgledem wierzcholka v), to a —c— o jest lokalng wartoscig
wtasng drugiego rodzaju oraz
wa—c—o).

Podobnie, jesli o jest lokalng wartosciqg wtasng drugiego rodzaju, to a —c—o
jest lokalng warto$ciq wiasng pierwszego rodzaju oraz

mg) (0) = mg) (a —c—o).

\U
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Dowod. Zatdézmy najpierw, ze o jest lokalng wartoscig wlasnag pierwszego
rodzaju. Przy tym zatozeniu pokazemy, ze

(3.9) mg),(0) < m@,(a —c—o).
Oznaczamy przez W przestrzei wektorow w € RNe¢() takich, ze
AY w=0s.w i 1% -w =10
G,v Ng(v) :

Z definicji dimg W = mg’)v(a). Podobnie, przez U oznaczmy przestrzen wek-
toréw u € RMc() takich, ze

A(G27)U~u:(a—c—a)-u i 13,0 u=0.

Wtedy dimgld = mgv)v(a — ¢ — o), wigc dla zakoniczenia dowodu nieréw-
nosci (3.9) wystarczy pokazaé, ze istnieje réznowarto$ciowe odwzorowanie
liniowe F': W — U.

Zdefiniujmy funkcje F': W — U wzorem

F(W) = BGﬂ, - W (W € W)

Musimy pokazaé, ze funkcja F' jest dobrze okreslona, tzn. jesli w € W, to
Bg, - w € U. Korzystajac z Lematu 3.6.2, mamy jednak, ze

Ag’,)v Bgy-w=(a—c¢)Bgy W+ ¢ Jusw)xna@) W — Baw - A(le)v W

=(a—c—0)-(Bgy W).
Ponadto, Lemat 3.6.1 implikuje, ze
15\5[0(1}) . BG,’U W = (k —a— 1) . ]_S\r[G(U) -w = 0.

Oczywidcie, funkcja F' jest liniowa. Ponadto jest ona réznowarto$ciowa na
mocy Lematu 3.6.3.

Niech teraz 7 < 6 < k beda wartosciami wtasnymi grafu G. Wtedy
T < 0 < 6 na mocy Lematu 3.6.3. Poniewaz a —c = 7+ 0 na mocy Stwierdze-
nia 3.2.4, wiec réwniez 7 < a —c—o0 < 0. W szczegdlnosci, a —c—o # 7,0, k,
co tacznie z pierwsza czesScia oznacza, ze a — ¢ — o jest lokalng wartoscia
wlasng drugiego rodzaju.

Pokazalismy zatem, ze jesli o jest wartoscig wtasng pierwszego rodzaju,
to a — ¢ — o jest wartoscig wlasng drugiego rodzaju oraz

mg) (o) < mg)v(a —c—o0).

,U
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Analogicznie pokazujemy, ze jesli o jest wartoscia wtasng drugiego rodzaju,
to a — ¢ — o jest wartoscig wlasng pierwszego rodzaju oraz

mg (o) <m§) (a—c— o).

7 powyzszego wynika, w szczegdlnosci, ze jesli o jest wartoscig wlasng pierw-
szego rodzaju, to

m&) (o) <m& (a—c—0) <m¥) (a—c—(a—c—a) =mG) (o),

co daje réwnosé
MGy = May(a—c—o).
Podobnie, jesli o jest drugiego rodzaju, to otrzymujemy, ze

2 1
m&) (o) = mb),

U

(a—c—o).

]

3.7 Jedyno$¢ matych graféw silnie regular-
nych

Zbadamy teraz jedynosé (z doktadnoscia do izomorfizmu) graféw opisanych
paragrafie 3.5. Uczynimy to w serii stwierdzen. Rozpoczniemy od nastepuja-
cych prostych obserwacji na temat grafow 1- i 2-regularnych.

Lemat 3.7.1. Graf K, jest jedynym (z doktadnoscig do izomorfizmu) spdj-
nym grafem 1-regularnym.

Dowdd. Oczywiste. n

Lemat 3.7.2. Grafy C,, n > 3, sq jedynymi (z dokladnoscig do izomorfi-
zmu) spajnymi prostymi grafami 2-reqularnymi bez petli.

Dowdd. Niech G bedzie sp6éjnym prostym grafem 2-regularnym bez petli o
n wierzchotkach. Poniewaz graf G jest prosty i nie ma petli, wiec n > 3.
Pokazemy, ze G ~ C,.

Wybierzmy dwa sasiednie wierzchotki u i w grafu G oraz zdefiniujemy
ciag (Um)men wierzchotkéw wzorem:

u jeslim =0,
w jeslim =1,
v gdzie v jest sasiadem wierzchotka v,, 1 r6znym od v, o,

jeslim > 1,
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(m € N).

Poniewaz |Vg| < oo, wigc istnieja p, g € N takie, ze p < ¢ i v, = v,. Wybierz-
my p i q takie, ze suma p + ¢ jest najmniejsza mozliwa. Wtedy p=0iqg=n
oraz tatwo pokazac, ze przyporzadkowanie

[1,n] i v, € Vg
indukuje izomorfizm C,, ~ G. [

Lemat 3.7.2 natychmiast implikuje nastepujaca charakteryzacje grafow
silnie regularnych z parametrami (5,2,0,1).

Stwierdzenie 3.7.3. Graf P(5) jest jedynym (z doktadnoscig do izomorfi-
zmu) grafem silnie reqularnym z parametrami (5,2,0,1).

Dowdd. Teza jest oczywista konsekwencja Lematu 3.7.2, gdyz kazdy graf
silnie regularny z parametrami (5,2, 0, 1) jest 2-regularny (oczywiscie P(5) ~
Cs). O

Kolejnym uktadem parametréw, ktory zbadamy, jest (9,4, 1,2).

Stwierdzenie 3.7.4. Graf P(9) jest jedynym (z dokladnoscig do izomorfi-
zmu) grafem silnie reqularnym z parametrami (9,4, 1,2).

Zatem Lematy 3.7.1 1 3.7.2 implikuja, ze G; = GiUGY i Gy ~ C4, gdzie G}
Ky ~ G'. Niech wy, wsy, ws i wy beda wszystkimi wierzchotkami grafu G,
przy czym zalézmy, ze w;11 € Ng(w;) dla kazdego i € [1,4], gdzie w5 := w;.
Jesli w) i1 uf, sa dwoma wierzchotkami grafu G, to

| Ne(uy) N Me(v)| = 2 = [Ne(uy) N Ma(v)],
gdyz graf G jest 4-regularny oraz
No(uy) \ Ma(v) = {v,uy} 1 Ne(uy) \ Ma(v) = {v,ui}.
Wiemy tez, ze v € Ng(u)) N Ng(ub) i [Ng(u)) N Ne(uh)| = 1, wiec
(Na(th) 0 M (v)) N (No(uh) N Ma(v)) = 2.

Poniewaz wreszcie Lemat 3.6.1 implikuje, ze grafy (Ng(u)))e 1 (Na(u)))a sa
1-regularne, wiec wierzchotki nalezace do zbior6w Ng(u))NMg(v) i Ng(uy)N
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Mg (v) musza by¢ sasiednie. Ostatecznie, z dokladnoscia do numeracji wierz-
chotkow grafu G,

Ne(uy) N Mg(v) = {wy,we} 1 Ng(uy) N Mg(v) = {ws, ws}.

Analogicznie pokazujemy, ze jesli v i uj sa dwoma wierzchotkami grafu G,
to, z dokladnoscia do numeracji wierzchotkéw grafu G7,

Ng(u)) N Mg(v) = {wy,ws} 1 Ng(uy) N Mg(v) = {ws,ws}
lub
Ng(u)) N Mg(v) = {wg, w3} 1 Ng(uy) N Mg(v) = {ws, w }.

Wiemy jednak, ze |Ng(u)) N Ng(uf)| = 21 v € Ng(u)) N Ne(uf), a wiec
ostatecznie

Ng(uy) N Mg(v) = {ws, w3} i Ng(uy) N Mg(v) = {wy, ws },

a wiec graf G ma postac

1"
o  u,

co konczy dowdd. O

Nastepnym uktadem parametréw na naszej liscie jest (10,3,0,1). Graf
L(K5), ktorego dotyczy ponizsze stwierdzenie, nosi tez nazwe grafu Peterse-
na.

Stwierdzenie 3.7.5. Graf L(K5) jest jedynym (z dokladnoscig do izomor-
fizmu) grafem silnie reqularnym z parametrami (10, 3,0, 1).
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Dowdd. Niech G bedzie grafem silnie regularnym z parametrami (10, 3,0,1) i
wybierzmy wierzchotek v grafu G. Niech G := (Ng(v))g 1 G2 := (Mg (v))g.
Wtedy grafy G i G5 sg 0- i 2-regularne, odpowiednio, na mocy Lematu 3.6.1.
Zatem Gy ~ Nj oraz, na mocy Lematu 3.7.2, Gy ~ Cs lub Gy = G, U GY,
gdzie Gy ~ C3 ~ GY. Aby rozstrzygnac, z ktérym przypadkiem mamy do
czynienia, zbadamy spektra rozwazanych grafow.

Ze Stwierdzenia 3.2.4 wiemy, ze

-2 1 3
SpecG’—<4 5 1).

Dalej, Stwierdzenie 2.2.1 implikuje, ze

SpecG1 = (g) .

Wykorzystujac Twierdzenie 3.6.5, otrzymujemy zatem, ze —1 jest dwukrotna
wartoscia wlasna grafu Go, a wiec ze Stwierdzen 2.2.8 oraz 2.1.5 wynika, ze
G2 ~ CG.

Niech uq, us 1 uz oraz wy, wy, w3, wy, ws i wg beda wszystkimi wierzchot-
kami graféw Gy i G, odpowiednio, przy czym zatézmy, ze w;y1 € Ng(w;)
dla kazdego i € [1, 6], gdzie w; := w;. Wiemy, ze

|Ne(ur) N Mg(v)| = 2.

Poniewaz graf (Ng(uq))q jest O-regularny, wiec, z doktadnoscia do numeracji
wierzchotkéw grafu G,

Ne(ur) N Mg(v) = {wy, ws} lub Ne(ur) N Mg(v) = {wr, wy}.

Zauwazmy jednak, ze jesli Ng(u1) N Mg(v) = {wy, w3}, to we,u; € Ng(wy)N
Ng(ws), co jest niemozliwe, gdyz | Ng(wi) N Ng(ws)| = 1. Zatem

Ne(up) N Mg(v) = {wy, wy}.
Analogicznie, z doktadno$cig do numeracji wierzchotkéw grafu G,
Ne(ug) N Mg (v) = {wy, wy} lub Ne(ug) N Mg(v) = {ws, ws}.

Jesli jednak Ng(uz) N Mg (v) = {wr,ws}, to v, wy, wy € Ng(uy) N Ng(ug), co
jest niemozliwe, gdyz |Ng(ui) N Ng(ug)| = 1. Zatem

Ng(ug) N Mg(v) = {ws, ws}.
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Podobnie,
Ne(uz) N Mg(v) = {ws, wg},

/0

ur @ [ ] ® u3

u2
/ [ ] [ ]
>ﬂ<
[ ]
Ws

wiec graf G ma postaé

u

w; @ w3 )
[ ] [ J
w4 we
co konczy dowdd. O

Zbadamy teraz grafy silnie regularne z parametrami (15,6, 1,3). W tych
rozwazaniach wykorzystamy nastepujacy fakt.

Lemat 3.7.6. Niech G bedzie grafem silnie regularnym z parametrami
(6-t+3,2-t+2,1,t+1),

gdzie t € {1,2,4}. Jesli v jest wierzcholkiem grafu G i Gy := (Mg(v))q, to

(
-2 0 2
jesli t = 1,
1 21
-3 -1 1 3
Spec Gy = L3 3 1) jesli t = 2,
-3 1 5
jedli t = 4.
(\ 5 10 1

Zauwazmy, ze wiemy juz, iz istnieja grafy silnie regularne z parametra-
mi (9,4,1,2) i (15,6,1,3) (¢t =11t = 2, odpowiednio). Mozna pokazaé, ze
istnieje graf silnie regularny z parametrami (27,10,1,5) (t = 4). W podroz-
dziale 3.9 zobaczymy, ze wszystkie te trzy grafy moga by¢ otrzymane przy
pomocy tej samej konstrukcji.
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Dowaéd. 7 Twierdzenia 3.1.3 wiemy, ze graf G jest spéjny, wiec jego warto-
Sciami whasnymi sa —t — 1, 112 (¢ + 1) na mocy Stwierdzenia 3.2.4. Niech
G1:= (Ng(v))g. Z Lematu 3.6.1 wiemy, ze graf G jest 1-regularny. Ponad-
to [Ng(v)] = 2 - (t + 1), a wiec graf G jest suma roztaczna t + 1 graféw
izomorficznych z grafem K5, skad

-1 1
Spec Gy = (t+1 t+1)

na mocy Stwierdzenia 2.2.2. W szczegdlnosci, jedyna lokalng wartoscia wia-
sng pierwszego rodzaju (grafu G wzgledem wierzchotka v) jest —1. W kon-
sekwencji, Twierdzenie 3.6.5 implikuje, ze jedyna lokalna wartoscig wtasng
drugiego rodzaju jest —t 4+ 1 i jej krotno$¢ wynosi t + 1. Poniewaz graf G,
jest (t + 1)-regularny na mocy Lematu 3.6.1, wiec ¢ + 1 jest wartoscia wlasna
grafu Gy na mocy Twierdzenia 2.2.3. Wiemy, ze t 4+ 1 nie jest lokalng war-
toscia wlasna drugiego rodzaju ani wartoscig wtasna grafu G, wiec krotnosé
t+1 jako wartosci wtasnej grafu G5 wynosi 1. Pozostatymi wartosciami wta-
snymi grafu Gy moga by¢ tylko wartosci wlasne grafu G, przy czym 2- (t+1)
nie moze by¢ warto$cia wtasna grafu GG, na mocy Twierdzenia 2.2.3, gdyz
2. (t+1) > t+ 1. Podsumowujac, mozliwymi wartosciami wlasnymi grafu
Gysg —t—1, —t+1,11it+ 1, przy czym krotnosci wartosci —t +1it+1
wynosza t + 11 1, odpowiednio.

Oznaczmy przez x i y krotnosci wartosci wtasnych —t—11 1, odpowiednio.
Wtedy

r+(t+1)+y+1=|Mgv) =4t

Ponadto, Stwierdzenie 2.1.6 implikuje, ze
r-(—t—-1D+@t+1)(-t+1)+y-14+1-(t+1)=0.
W efekcie wyliczamy, ze

I A S S 4.2 —4

T T YT T e

co konczy dowdd. O]

Stwierdzenie 3.7.7. Graf L(Ks) jest jedynym (z dokladnoscig do izomor-
fizmu) grafem silnie reqularnym z parametrami (15,6,1,3).

Dowdd. Niech G bedzie grafem silnie regularnym z parametrami (15,6, 1,3) i
wybierzmy wierzchotek v grafu G. Niech G := (Ng(v))g 1 G2 := (Mg(v))e.
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Wtedy grafy G i Gy sa 1- i 3-regularne na mocy Lematu 3.6.1. W szczegdlno-
Sci Lemat 3.7.1 implikuje, ze G; ~ G1UGTUGY, gdzie G} ~ G ~ G ~ K.
7 drugiej strony, z Lematu 3.7.6 wynika, ze

-3 -1 1 3
SpecGQf:(l 3 3 1).

Poniewaz graf GG, jest 3-regularny, wiec krotnos$¢ 3 jako wartosci wlasnej jest
réwna liczbie sktadowych grafu Gy (Twierdzenie 2.2.3), zatem graf Gy jest
spojny. Ponadto Twierdzenia 2.4.3 implikuje, ze graf G, jest dwudzielny.
Analizujac mozliwe postaci 3-regularnych graféw dwudzielnych o 8 wierz-
chotkach, otrzymujemy, ze Gy ~ )3, a wiec graf G5 ma postac

/ !
V1 Vg
) °

N /

11 11
vy Vg

1 1
Uy ’U3

/ N

/ !
Uy U3

Niech ' i w’ beda dwoma wierzchotkami grafu G'. Wtedy graf (Ng(uw')N
M¢g(v))a jest l-regularny (na mocy Lematu 3.6.1) i ma 4 wierzchotki, wigc
z doktadnoscia do numeracji wierzchotkow grafu G mozemy zatozy¢, ze

Ng(u') N Mg(v) = {v], vy, vy, 0] }.
Poniewaz |Ng(u') N Ng(w')| = 11iv € Ng(u') N Ng(w'), wiee
NG(w,) N MG(U) = {Uilv Ugv Ué? UZL}

Podobnie, jesli v” i w” sa dwoma wierzchotkami grafu G, to z doktadno-
Scig do numeracji wierzchotkow

NG(UH> A MG(U) = {U;,Ué,Ug,UZ

lub
NG(UN) N MG(U) = {'Ullv Ug’ Ugv 'UZ;}
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Wiemy jednak, ze |Ng(u') N Ng(u”)| = 3, wige
NG<U,/) N MG(“) = {Ulla Uga Ug7 Uﬁl}

Wtedy
Ng(w") N Mg(v) = {v], vy, vg, vy }.

Analogicznie pokazujemy, ze jesli u” 1 w” sa dwoma wierzchotkami grafu
G7', to z doktadnoscia do numeracji wierzchotkow

Ne(u™) N Ma(v) = {vf, o7, v, vg

NG<wm) n MG(”) = {/Uév Uga Uﬁl? UZ J
co konczy dowdd. O]

Na zakonczenie pokazemy jednoznacznosé grafu Clebscha.

Twierdzenie 3.7.8. Graf Clebscha jest jedynym grafem silnie reqularnym z
parametrami (16,5,0,2).

Dowdd. Niech G bedzie grafem silnie regularnym z parametrami (16, 5, 0, 2) i
wybierzmy wierzchotek v grafu G. Ze Stwierdzenia 3.2.4 wiemy, ze wartoscia-
mi wlasnymi grafu G sa —3, 11 5. Niech G := (Ng(v))g 1 G2 = (Mg(v))e-
7 Lematu 3.6.1 wynika, ze GG; ~ Nj, wiec

SpecG1 = (g)

na mocy Stwierdzenia 2.2.1, zatem z Twierdzenia 3.6.5 wynika, ze jedyna
lokalng wartoscia wlasna grafu G drugiego rodzaju jest —2 (i krotnosé —2
jako wartosci wlasnej grafu G wynosi 4). W konsekwencji, mozliwymi war-
tosciami wlasnymi grafu G sg —3, —2, 11 3. W szczegdlnosci, —1 nie jest
wartoscig wlasng grafu G, a wiec Stwierdzenie 2.2.2 implikuje, ze graf G nie
ma sktadowej izomorficznej z grafem K;. W konsekwencji, graf G jest spdj-
ny, gdyz ze Stwierdzenia 1.1.1 wynika, ze kazda sktadowa grafu 3-regularnego
musi mieé¢ parzysta liczbe wierzchotkéw (a graf Go jest 3-regularny na mocy
Lematu 3.6.1). Mozemy zatem skorzystaé ze Stwierdzenia 2.1.8, ktére impli-
kuje, ze graf GG, ma co najmniej 3 wartosci wlasne.

Poniewaz spektrum grafu G nie jest symetryczne wzgledem 0, wigc graf
(G5 nie jest dwudzielny na mocy Twierdzenia 2.4.3. Z tego samego stwierdze-
nia wynika wiec réwniez, ze —3 nie jest wartos$cig wlasna grafu Gy. Wiemy,
ze —2 jest wartoscig wtasng grafu G9 krotnosci 4. Dalej, Twierdzenie 2.2.3
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implikuje, ze krotnos$é 3 jako wartosci wlasnej grafu Go jest réwna 1 (gdyz
graf Go jest spojny oraz 3-regularny). W konsekwencji

-2 1 3
SpecG2:<4 5 1),

zatem graf G ma doktadnie trzy wartoéci wlasne. Ze Stwierdzenia 3.2.7 wy-
nika zatem, ze graf G jest silnie regularny. Wykorzystujac Stwierdzenie 3.2.4,
wyliczamy, ze parametrami grafu G sa (10, 3,0, 1). Zatem graf G jest grafem
Petersena na mocy Stwierdzenia 3.7.5, a wiec ma postac

!
U1

[ J [ J
11 17
U5 ’U2
1! 1"
v, @ ® g
[ J [ ]
/
Vs U3

Jesliu € Ng(v), to Ng(v)NMg(v) jest czteroelementowym niezaleznym zbio-
rem wierzchotkow grafu G5. Poniewaz z jednej strony graf G5 ma doktadnie
pie¢ czteroelementowych niezaleznych zbioréw wierzchotkow, a mianowicie

/ / " 1 / / " " / / " " / / " " / / " "
{v1, vs, vy, vs b {vr, vy, vy, vg s {vs, vy, 07, vs L {vs, vg, vy, v} {vs, vg, 07, vs
a z drugiej strony graf G; ma doktadnie pie¢ wierzchotkéw, wiec powyzsza
obserwacja wyznacza jednoznacznie (z doktadnoscia do izomorfizmu) graf

G. ]

W naszych rozwazaniach pomineliSmy parametry (13,6,2,3). W tym wy-
padku tez mozna pokaza¢ jednoznaczno$é¢ odpowiedniego grafu silnie regular-
nego. Z drugiej strony, tabliczki mnozenia grup Z4 i Zs X Zo indukujg dwa nie-
izomorficzne grafy silnie regularne GG Ay, 1 G Az, s, & Darametrami (16,6,2,2)
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(parametry tych graféw wyliczamy, wykorzystujac Twierdzenie 3.4.1). Aby
pokazaé, ze stosowne grafy nie sa izomorficzne zauwazmy, ze a(G Az4) < 4 na
mocy Lematu 3.4.5. Z drugiej strony, a(Ga,,,,,) = 4 na mocy Lematu 3.4.4 i
Twierdzenia 3.4.2, gdyz w podrozdziale 3.4 pokazalidémy, ze dla kwadratu Lp
istnieje kwadrat ortogonalny, co oznacza, ze tablica Ay, .z, jest rozszerzalna.

3.8 Ograniczenia Kreina

Celem tego podrozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia. Nie-
rownosci udowodnione w tym twierdzeniu noszg nazwe ograniczen Kreina.
Dowdd zostanie przeprowadzony w serii lematow.

Twierdzenie 3.8.1. Niech G bedzie prymitywnym grafem silnie reqularnym
z parametrami (n, k, a, c) i wartoSciami wlasnymi 7, 0 i k. Wtedy

0-72—2.0> 7—0>—k-0+k-724+2-k-7>0

- 7—2-0-72—72—k-7+k-0>+2-k-60>0.

Ponadto, jesli w pierwszej nierownosct mamy rownosé, to k > mgy, gdzie
mg jest krotnoscig wartosci wiasnej 0. Podobnie, jesli w drugiej nierownosci
mamy rownosc¢, to k > m,, gdzie m, jest krotnoscig wartosci wilasnej 7.
Wreszcie, jesli w jednej z nierownosci mamy rownosé, to ma miejsce jeden z
nastepujgcy przypadkow:

(1) Jesliv jest wierzcholkiem grafu G, to graf (Ng(v))q jest pusty lub silnie
reqularny.

(2) Jesliv jest wierzcholkiem grafu G, to graf (Mg (v))q jest petny lub silnie
reqularne.

Do zakonczenia dowodu Twierdzenia 3.8.1 bedziemy stosowaé¢ wprowa-
dzone w nim oznaczenia. Zauwazmy, ze poniewaz graf G jest prymitywny,
wiec 0 # 0 # 7 na mocy Wniosku 3.2.6 (zauwazmy, ze nie zaktadamy, iz
7 < 0). Kluczowa role w dowodzie beda odgrywaly nastepujace zwiazki po-
miedzy warto$ciami wtasnymi grafu G a jego parametrami i krotno$cami
wartosci wtasnych. Rownosci te zachodza dla dowolnych spéjnych graféw
silnie regularnych (bez zalozenia prymitywnosci).

Lemat 3.8.2. Mamy

n:(k_e)'(k_ﬂ, a=k+0+7+0-71 i c=k+6-T1.
k+60-1
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W konsekwencyt,

ke (0+1)-(r+1)

k1= _
" k+6-71

Ponadto,

me:k.(k—r)~(r+1) ; m:k:~(k;—0)~(0+1).

k+0-7) (r—0)

Dowdéd. Ze Stwierdzenia 3.2.4 wiemy, ze
0+17=a—c i 0-1=c—k,
skad natychmiast otrzymujemy wzory na a i c¢. Ponadto,

(k—0)-(k—71) K —-k-0+7)+0-7 Kk —k-at+k-c+c—k
k+0-1 B k+0-1 B c

:’]’]/7

gdzie ostatnia réwnosé jest konsekwencja Stwierdzenia 3.1.1. Wzoér na n —
k — 1 otrzymujemy w wyniku bezposrednich rachunkéow. Wzory na my i m.,
udowadniamy w podobny sposéb. O

Z Lematu 3.8.2 mozemy inaczej przedstawi¢ wyrazenia pojawiajace sie w
Twierdzeniu 3.8.1.

Stwierdzenie 3.8.3. Mamy
T—10 1

T n—k—1
((mg—l)-(k:-a—a2—(l{:—mg)-72)—(a+(l€—mg)~7)2>

-7 =2-0* 70> —k-0+k-1*"+2-k-7=

0—r 1
6 n—k—1
((mT—1)-(k-a—a2—(k’—mT)-92)—(a—|—(k3—m7)-0)2>.

- 1—-2.0-7° -7 —k-T+k-0?+2-k-0=

Dowadd. Powyzsze réwnosci wynikaja z bezposrednich rachunkéw, ktére naj-
lepiej wykonaé¢ przy pomocy systemu komputerowego potrafigcego wykony-
wac obliczenia symboliczne. O]

Zauwazmy, ze TT_G > 01 ‘9% > 0 na mocy Wniosku 3.2.6. W zwiazku z
powyzszym, korzystajac ze Stwierdzenia 3.8.3, mozemy sformutowaé réwno-
waznie Twierdzenie 3.8.1 nastepujaco.
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Twierdzenie 3.8.4. Niech G bedzie prymitywnym grafem silnie reqularnym
z parametrami (n, k, a, ¢) i wartoSciami wlasnymi 7, 0 i k. Wtedy

(mg—1)-(k-a—a*— (k—my)-7*) — (a+ (k—mp)-7)>* >0

(my—1)-(k-a—a*—(k—m;)-0*) —(a+ (k—m,)-0)*>0.

Ponadto, jesli w pierwszej nieréownosci mamy rownosé, to k > my. Podob-
nie, jesli w drugiej nierownosci mamy rownosc, to k > m.. Wreszcie, jesl
w jednej z mierowno$ci mamy rownosc, to ma miejsce jeden z nastepujgcy
przypadkow:

(1) Jesliv jest wierzcholkiem grafu G, to graf (Ng(v))q jest pusty, zas graf
(Mg (v)) jest pelny.

(2) Jesli v jest wierzchotkiem grafu G, to grafy (Ng(v))e © (Ma(v)) sq¢
silnie regularne.

W dalszym ciggu zatem skoncentrujemy sie na dowodzie Twierdzenia 3.8.4.]]
Rozpoczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat 3.8.5. Dla kazdego wierzchotka v grafu G suma krotnosci liczb a i
T jako wartosci wltasnych grafu (Ng(v))a jest nie mniejsza niz k —mg + 1,
przy czym krotno$é liczby T jako wartosci wlasnej grafu (Ng(v))g jest nie
mniejsza niz k —my.

Dowdd. Wiemy z Lematu 3.6.1, ze graf (Ng(v))¢ jest a-regularny. W szcze-
gélnosci, Twierdzenie 2.2.3 implikuje, ze a jest wartoscia wlasng grafu (Ng(v))a )
ktorej odpowiada wektor wlasny 1y,(,). Zatem teza jest oczywista, jesli

k < my, wiec mozemy zatozy¢, ze k > my. Wystarczy udowodnié, ze je-

sli € jest przestrzenig wektorow v takich, ze

ANg)e V=TV i Z v(u) =0,

u€Ng(v)

todim€& >k — mg.
Niech U bedzie przestrzenig wszystkich wektoréw v € RYe takich, ze

v(v) =0,
Z v(u) =0 i Z v(u) = 0.

uENg(v) ueMg(v)

Wtedy dimU =n — 3.
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Podobnie, niech V bedzie przestrzenig wektoréw v € RY¢ takich, ze
Ag-v=T1-Vv i Z v(u) = 0.
u€Ng(v)
Zauwazmy, ze V C U. Istotnie,
(3.10) (Ag-v)(v) = > v(u)=0,
uENg(v)

wiec

T-v(v) = (7 v)(v) = (Ag - v)(v) = 0,
skad v(v) =0, gdyz 7 # 0. Ponadto

Z v(u) = Z v(u) — Z v(u) —v(v) =1"-v =0,
uEM¢(v) ueVa uENG(v)

gdzie ostatnia réwnos¢ jest konsekwencja Twierdzenia 2.2.3 (i faktu, ze wek-
tory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa prostopadte).
Zauwazmy réwniez, ze

dmV>m,—1=n—-my—1—1=n—mg — 2.

Niech wreszcie W bedzie przestrzenia wektoréw v € RY¢ takich, ze
v(w) = 0 dla kazdego w € Vi \ Ng(v) i

Z v(u) = 0.
uENgG(v)

Wtedy W CU i dimW =k — 1.
Zauwazmy, ze jesli v € VNW, to v € RNe(),

Z v(u) =0

u€Ng(v)

A<NG(U)>G v =(Ac- V)|NG(U) = (7" V)|Nc(v) =T-V.
Innymi stowy, VN W C &. Stad

dim€& > dim(VNW) =dimV + dim W — dim(V + W)
>dimV 4+ dim W — dimU
>n—mp—2)+(k—1)—(n—3) =k —my,

co konczy dowod. O
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Dwa nastepne lematy stanowia w istocie dowod pierwszej z nieréwnosci
z Twierdzenia 3.8.4.

Lemat 3.8.6. Jesli k > my, to
(mg—l)'(k;'a—aQ—(k—mg)~7'2)—(a+(k—mg)~7')2 > 0.

Rownosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdego wierzchotka v grafu
G graf (Ng(v))g ma conajwyzej trzy wartosci wtasne. Ponadto, jesli ma miej-
sce rowno$é i graf (Na(v))e ma dokladnie trzy wartosci wlasne, to k > my
7

spectVo(Da = (71 4 T §)

me — 1 k- me
dla pewnej liczby rzeczywistej o.
Dowéd. Wybierzmy wierzchotek v grafu G. Wiemy z Lematu 3.6.1, ze graf

(Ng(v))g jest a-regularny. W szczegélnosci, Twierdzenie 2.2.3 implikuje,
ze a jest wartoscia wlasna grafu (Ng(v))g. Korzystajac dodatkowo z Le-

matu 3.8.5, otrzymujemy zatem, ze jesli oy, ..., op sa wszystkimi war-
tosciami whasnymi grafu (Ng(v))g, to mozemy zalozyé, iz o1 = a oraz
09 =+ = Og—my+1 = T. Wiemy, ze

S =0

1€[1,k]

na mocy Stwierdzenia 2.1.6, a wiec
Z oi=—a—(k—myp)- T
i€lk—mo+2,k]

Podobnie,

na mocy Stwierdzenia 2.1.7, a wiec
2 2 2
E o; =k-a—a*—(k—mg)-7°.
iG[k—mg—‘rQ,k]
7 nieréwnoéci Cauchy’ego—Schwartza wiadomo, ze

mo-n- (X A)z( X @)

ie[kfmg+2,k‘} ie[k7m9+2,k]

przy czym mamy rownosc wtedy i tylko wtedy, gdy op_p,+2 = - -+ = 0%. Stad
natychmiast wynika teza. O]
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Lemat 3.8.7. Jesli k < mg, to
(mg—1)-(k-a—a*— (k—mg)-7*) — (a+ (k—my)-7)* > 0.
Dowdd. Rozwazmy wielomian P € R[t] dany wzorem
P:=(mg—1)-(k-a—a*— (k—myg)-t*) — (a+ (k—my)-t)*
Wtedy
P=(k-=1)-(mg—k)-*+2-a-(mg—k)-t+(mg—1)-k-a—mg-a’

jest to wiec wielomian kwadratowy, gdyz 1 < k < my. Wyrdznik A tego
wielomianu jest réwny

A=—-4-a-k-(mg—Fk)-(mg—1)-(k—1—a),

wiec A < 0 oile a # 0 (zauwazmy, ze a < k — 1 na mocy Twierdzenia 3.1.3).
W szczegdlnosei, jesli a # 0, to P(A) > 0 dla kazdego A € R, a wiec takze
P(r) > 0.

Przypusémy zatem, ze a = 0. Wtedy

P=(k—1)-(mg—k)- t3
wiec P(7) > 0, gdyz 7 # 0 na mocy Wniosku 3.2.6. O
Podsumujmy Lematy 3.8.6 i 3.8.7.

Whiosek 3.8.8. Mamy
(mg—1)-(k-a—a*— (k—myg) 1) — (a+ (k—mg)-7)* > 0.

Rownosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy k > my i dla kazdego wierzchol-
ka v grafu G graf (Ng(v))e ma conajwyzej trzy wartosci wtasne. Ponadto,
jesli ma miejsce rownosc i graf (Na(v))e ma doktadnie trzy wartosci wlasne,
tok >mg i

mg—l k—mg 1

o T a
Spec(NG(v)>G = < >
dla pewnej liczby rzeczywistej o.

Przyjrzymy sie teraz doktadniej sytuacji, gdy w powyzszej nieréwnosé
mam miejsce rOWnos¢.
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Lemat 3.8.9. Jesli
(mog—1)-(k-a—a*—(k—myg)-7%) — (a+ (k—my)-7)> =0,

to k > my. Ponadto, jesli k = my, to a = 0, natomiast jesli k > my, to dla
kazdego wierzcholka v grafu G graf (Ng(v))g jest silnie reqularny.

Dowaéd. 7 Wniosku 3.8.8 wiemy, ze jesli ma miejsce rownosé, to k > my. Jesli
k = my, to otrzymujemy warunek

(k—=1)-(k-a—a*) —a®>=0,
ktory przyjmuje postac
k-a-(k—a—1)=0.

Oczywiscie k # 0. Ponadto a # k — 1 na mocy Twierdzenia 3.1.3, gdyz graf
G jest spojny. Stad a = 0.

Zalozmy teraz, ze k > my oraz ustalmy wierzchotek v grafu G. Wtedy z
Whiosku 3.8.8 wiemy, ze graf (Ng(v))e ma co najwyzej trzy wartosci wlasne.
Zbadamy teraz kazdy przypadek osobno.

Zat6zmy najpierw, ze graf (Ng(v))e ma doktadnie jedna warto$¢ wlasna.
Ze Stwierdzenia 2.1.6 wynika, ze ta jedyng wartodcig wtasng jest 0. Z drugiej
strony, z Lematu 3.8.5 wiemy, ze 7 jest wartoscia whasna grafu (Ng(v))g.
Ostatecznie, 7 = 0, co jest niemozliwe wobec Wniosku 3.2.6.

Zalézmy zatem, ze graf (Ng(v))e ma doktadnie dwie wartosci wtasne. W
szezegblnoscei, graf (Ng(v)) g nie jest pusty na mocy Stwierdzenia 2.2.1, a wiec
a > 0, gdyz Lemat 3.6.1 implikuje, ze graf (Ng(v))¢ jest a-regularny. Ponie-
waz wtedy tez kazda sktadowa grafu (Ng(v))q jest a-regularna, wiec kazda
sktadowa grafu (Ng(v))e ma co najmniej dwa wierzchotki. W szczegélnosci,
jesli H jest sktadowa grafu (Ng(v))g, to diam H > 1, wiec Stwierdzenie 2.1.8
implikuje, ze kazda sktadowa H grafu ma co najmniej dwie wartosci wtasne.
Ostatecznie, graf H ma dokladnie dwie wartosci wlasne (na mocy Stwierdze-
nia 2.1.5) i diam H = 1 (na mocy Stwierdzenia 2.1.8). Z powyzszych rozwazan
wynika, ze kazda sktadowa grafu (Ng(v))q jest grafem pelnym. Aby pokazad,
ze graf (Ng(v))q jest silnie regularny wystarczy zauwazy¢, ze graf (Ng(v))a
nie jest spéjny. Gdyby jednak tak byto, to a = k — 1, co jest niemozliwe
wobec Twierdzenia 3.1.3 (przypomnijmy, ze graf G jest prymitywny, a wiec
spojny).

Na zakoriczenie zatézmy, ze graf (Ng(v))e ma doktadnie trzy wartosci
wtasne. Z Wniosku 3.8.8 wiemy, ze a jest jednokrotng wartoscia wtasna grafu
(Ng(v))e. Poniewaz graf (Ng(v))e jest a-regularny na mocy Lematu 3.6.1,
wiec oznacza to, ze graf (Ng(v))g jest spbjny na mocy Twierdzenia 2.2.3.
Zatem teza wynika ze Stwierdzenia 3.2.7. O
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Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu Twierdzenia 3.8.4.

Dowod Twierdzenia 3.8.4. Nieréwnosé
(mog—1)-(k-a—a*— (k—my)-7*) — (a+ (k—mp)-7)> >0
jest konsekwencja Wniosku 3.8.8. Nierownosé
(my —1)-(k-a—a*—(k—m;)-0%) — (a+ (k—m,)-0)*>0.

wynika przez symetrie.
Zatbézmy teraz, ze

(meg—1)-(k-a—a®>—(k—mg)-7) — (a+ (k—mg)-7)* =0

oraz ustalmy wierzchotek v grafu G. Z Lematu 3.8.9 wiemy, ze wtedy k >
mg oraz graf (Ng(v))g jest albo pusty (na mocy Lematu 3.6.1, gdyz a =
0) lub silnie regularny. Aby zbadaé¢ wlasnosci grafu (Mg(v))e zauwazmy,
ze (Mg(v))e = (Ng(v))g. Rozwazmy zatem graf G. Ze Stwierdzenia 3.1.2

wiemy, ze graf GG jest silnie regularny. Ponadto Wniosek 2.2.4 implikuje, ze

— T 0 k
Spec G = (mT my 1),

gdzie T = —1—-7,0 = -1-0,k =n—k—1, ms = m, i myg = my.
Wykorzystujac Lemat 3.8.2, otrzymujemy, ze

0.72-2.0 7—0 —k-0+k-72+2-%-7
O+1)-7

i O =20 TP k- O+ k-T2 k7).
T

Korzystajac ze Stwierdzenia 3.8.3, kolejno dla graféw G i G, otrzymujemy
zatem, ze

(mg—1)- (k-a—a@ — (k—mg)-7°) — @+ (k —mz) - 7)* =
:;?(n—E—m
02070 -k 0+k-T+2-k-7F)
0T =20 70—k O+ k-T2 k-T)
_ T _(n_E_l)‘(Hle)w"T—@ 1

k+6-1 r n—k-1
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((mg—1)-(k-a—a*—(k—mg)-7°) — (a+ (k—myg)-7)*) = 0.

Lemat 3.8.9, zastosowany dla grafu G, implikuje, ze graf (Nz(v)) jest pusty
lub silnie regularny, a wiec graf (Mg(v)) jest pelny lub silnie regularny (na
mocy Wniosku 2.2.4). O

Przedstawimy teraz przyktad zastosowania ograniczen Kreina. Kolejne
zastosowania zobaczymy w podrozdziale 3.9.

Whiosek 3.8.10. Nie istnieje silnie reqularny graf z parametrami (28,9,0,4) ]

Dowdd. Przypusémy, ze G jest grafem silnie regularnym z parametrami (28,9, 0,4).J
Wtedy graf G jest prymitywny na mocy Wniosku 3.1.5. Ponadto, ze Stwier-

dzenie 3.2.4 wiemy, ze
-5 1 9
Spec G = ( 6 21 1) .

Dlat=-50=11ik=9 mamy
12077 —k-T+k-0+2-k-0=-8 %0,

co konczy dowdd na mocy Twierdzenia 3.8.1. n

3.9 Czworokaty uogdlnione

W tym podrozdziale bedziemy zajmowac sie grafami pochodzacymi od struk-
tur kombinatorycznych nazywanych czworokatami uogoélnionymi. Nasze roz-
wazania rozpoczniemy od zdefiniowania czworokatéw uogélnionych.
Czworokgtem wogdlnionym nazywamy kazda pare (P, L), gdzie P jest
niepustym skonczonym zbiorem, ktorego elementy nazywamy punktami, na-
tomiast L jest niepustg rodzing niepustych podzbiorow zbioru P, ktorej ele-
menty nazywamy prostymi, taka, ze spetnione sg nastepujace warunki:

(1) dla dowolnych réznych punktéw P, Q) € P istnieje co najwyzej jedna
prosta [ € L taka, ze P,Q € | (w szczegdlnosci, jesli l1,ly € L 11y # ls,
to ‘ll ml2’ S 1),

(2) jesli P € P jest punktem nienalezacym do prostej [ € P, to istnieje
doktadnie jeden punkt ) € [ taki, ze punkty P i () sa wspétliniowe, tzn.
leza na tej samej prostej (w szczegdlnosci, dla kazdego punktu P € P
istnieje prosta | € L taka, ze P € ).
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Jedli para (P, L) jest czworokatem uogdlnionym, to definiujemy czworokqt
dualny (L, P*) wzorem
P*:={P*: PeP}
gdzie
P ={leL:Pecl}

dla kazdego P € P (tzn. P* jest zbiorem wszystkich linii przechodzacych
przez punkt P). Innymi stowny, czworokat dualny powstaje z wyjsciowego
czworokata przez zamiang rolami prostych i punktow. Latwo zauwazy¢, ze
para (£, P*) jest istotnie czworokatem ugélnionym.

W naszej pracy bedziemy zajmowac si¢ regularnymi czworokatami uogol-
nionymi. Czworokat uogélniony (P, L) nazywamy reqularnym, jesli istnieja
catkowite liczby nieujemne s,t € N takie, ze |I| = s + 1 dla kazdej prostej
l € P oraz

#leLlL:Pelf=t+1

dla kazdego punktu P € P. W powyzszej sytuacji moéwimy, ze czworokat
uogdlniony (P, L) jest rzedu (s,t). Parametry s i ¢ w jednoznaczny sposéb
wyznaczaja liczbe punktow czworokata. Zacznijmy od nastepujacego lematu.

Lemat 3.9.1. Jesli para (P, L) jest reqularnym czworokgtem wogdlnionym
rzedu (s,t) i P € P,

#{Q € P:Q # P iistnieje | € P taka, 2e P,Q €1} =s-(t+1).

Dowdd. Punkt P lezy na t+1 prostych i na kazdej z tych t+1 prostych znaj-
duje si¢ s punktéw roznych P. Ponadto, dla kazdych takich dwdch prostych
punkt P jest jedynym punktem wspolnym. O]

Stwierdzenie 3.9.2. Jesli para (P, L) jest reqularnym czworokgtem wogdl-
nionym rzedu (s,t), to
|Pl=(s+1)-(s-t+1).
Dowdd. Ustalmy prosta [y € L. Dla kazdego punktu P € [y rozwazmy zbiory
Lp={lelL:Peclil#l}

Peo={Pyu [\ {P})
lelp
(innymi stowy, Pp jest zbiorem punktéow lezacych na prostych przechodza-
cych przez punkt P réznych od prostej ly). Wtedy z Lematu 3.9.1 wynika,
ze
|Ppl=1+s-t
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dla kazdego P € ly. Ponadto, jesli P,Q € lpi P # Q, to Pp NPy = Q.
Istotnie, gdyby R € Pp NPy, to na prostej ly istniatyby dwa punkty (P i Q)
lezace na tej samych prostej co R. W szczegdlnosei,

‘UPP‘:(erl)-(s-tJrl).

Pe€ely

Dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazac, ze

UJPe="

Pely

Oczywiscie, Upg,, Pp € P. Zatem zalézmy, ze Q € P. Jedli @ € Iy, to
oczywiscie Q) € Upgy, Pp- Z drugiej strony, jesli Q ¢ lo, to istnieje P € Iy
taki, ze P i @) leza na jednej prostej. Wtedy @ € Pp, co konczy dowod. [

Na zakonczenie tych wstepnych rozwazan zauwazmy, ze jesli czworokat
dualny do regularnego czworokata uogélnionego jest réwniez regularny.

Lemat 3.9.3. Jesli para (P, L) jest reqgularnym czworokgtem wogélnionym
rzedu (s,t), to para (L, P*) jest reqularnym czworokgtem wogdlnionym rzedu

(t,s).
Dowdd. Oczywiste. n

Dla czworokata uogdlnionego (P, L) definiujemy nieskierowany graf pro-
sty bez petli Gp ¢, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest zbiér P, a dwa wierz-
chotki P i () sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy punkty P i @ leza na
jednej prostej w czworokacie (P, £). Innymi stowny, Vg, , == P,

Egp, ={{P,Q} : P,QeP, P#Q
i istnieje prosta | € L taka, ze P,Q € [}

pGP,L (6) =€ (6 S EGP,L)'

Zauwazmy, ze znajac graf Gp , mozemy odtworzy¢ czworokat (P, L). Jesli
wyjsciowy czworokat jest regularny, to otrzymany graf jest silnie regularny.

Lemat 3.9.4. Jesli para (P, L) jest reqularnym czworokgtem wogdlnionym
rzedu (s,t), to graf Gp . jest silnie regularny z parametrami

(s+1)-(s-t+1),s - (t+1),s—1,t+1).
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Dowéd. W Stwierdzeniu 3.9.2 pokazaliSmy juz, ze
Vep | =Pl =(+1)-(s-t+1).
Ponadto, z Lematu 3.9.1 wynika, ze jesli P € P, to
[Nep  (P)] = s-(t+1).

Ustalmy teraz punkty P, Q) € P takie, ze istnieje prosta [ € L taka, ze
P,Q € 1. Oczywiscie, jesli R € [ i P # R # @, to punkt R jest wspélnym
sagsiadem wierzchotkéw P i (). Z drugiej strony, jesli punkt R jest sasiadem
punktu P w grafie Gp ¢, ktory nie lezy na prostej [, to z warunku (2) definicji
czworokata uogdlnionego wynika, ze nie istnieje prosta [’ taka, ze Q, R € l'.
7 powyzszego wynika, ze

NGPYL(P> N NGP,L(Q) =1 \ {P7Q}7

a wiec
|NG7>,L(P) N NGP,L(Q>| =s—1

Na zakonczenie zatézmy, ze P, () € P oraz punkty P i () nie sa sasiadami
w grafie Gp 0. Wtedy na kazdej prostej przechodzacej przez punkt P istnieje
doktadniej jeden punkt wspétliniowy z punktem @), skad wynika, ze

|NGP,L<P) N NGP,L(Q)| =t+1,
co konczy dowod. O

Mozemy teraz opisa¢ spektrum grafu stowarzyszonego z regularnym czwo-
rokatem uogélnionym.

Lemat 3.9.5. Jesli para (P, L) jest reqularnym czworokgtem wogdlnionym
rzedu (s,t), to

—t—1 s—1 s-(t+1)
SpecGp = s2(st41)  st-(s+1)-(t+1) 1 .
s+t s+t

Dowdd. Bezposrednie rachunki wykorzystujace Stwierdzenie 3.2.4 oraz Le-
mat 3.9.4. O

Lemat 3.9.5 implikuje miedzy innymi, ze jesli istnieje czworokat uogdl-
niony z parametrami (s,t), to

s+t|s?-(s-t+1),s-t(s+1).

Inne warunki otrzymujemy, stosujac ograniczenia Kreina.
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Lemat 3.9.6. Jesli para (P, L) jest reqularnym czworokgtem rzedu (s,t)
takim, ze s,t > 1, to
s<t* i t<sh

Dowdéd. 7 Twierdzenia 3.8.1 wiemy, ze jesli 7 < 6 < k sa warto$ciami wta-
snymi grafu Gp ¢, to

. 7—2.0- 77— —k-74+k-0*°+2-k-0>0.
7 Lematu 3.9.5 wiemy, ze
T=—t—1, 0=s—1 i k=s-(t+1).
Podstawiajac te wartosci, otrzymujemy, ze
S3t—s?t—s-tP+tP—s-t+t+s—s*>0.
Poniewaz
s t—st+s -t —s Pt —s-t+t
=(s=1) (st =t —t)=(s—1)-(t+1)-(s* 1),

wiec s> > t (przypomnijmy, ze zalozenia s > 1). Nier6wnos¢, t? > s otrzy-
mujemy przez dualnosé (wykorzystujac Lemat 3.9.3). ]

Zbadamy teraz doktadniej regularne czworokatow uogolnionych, w kto-
rym proste maja doktadnie trzy elementy. Okaze sie¢, ze z doktadnoscia do
izomorfizmu, istnieja tylko 3 takie czworokaty:.

Lemat 3.9.7. Jesli para (P, L) jest regularnym czworokgtem wogélnionym
rzedu (2,t), tot € {1,2,4}.

Dowdd. Z Lematu 3.9.5 wiemy, ze —t — 1 jest wartoscig wlasng grafu Gp

krotnosdci
8-t+4 g 12

t+2 0 t+2
awiect € {1,2,4,10}. Dodatkowo, Lemat 3.9.6 implikuje, ze t < 4, co konczy
dowdd. m

Zauwazmy, ze jesli (P, L) jest regularnym czworokatem uogélnionym rze-
du (2,1), to graf Gp jest silnie regularnym grafem z parametrami (6 - ¢ +
3,2-t+2/1,t+ 1). Z drugiej strony, kazdy graf silnie regularny z takimi
parametrami wyznacza regularny czworokat uogolniony.
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Lemat 3.9.8. Jesli G jest grafem silnie reqularnym z parametrami (6 -t +
3,2-t+2,1,t), t € N, to istnieje reqularny czworokgt uwogélniony (P, L)
rzedu (2,t) taki, 2e G = Gp .

Dowdd. Definiujemy czworokat (P, L) wzorami:
7):|Vg‘| 1 L= {UQVG <U>G2’K3}

Pozostawiamy Czytelnikowi udowodnienie, ze para (P, L) jest istotnie regu-
larnym czworokatem uogdlnionym z parametrami (2,t). O

Wiemy, ze istnieja jedyne (z doktadnoscia do izomorfizmu) grafy silnie
regularne z parametrami (9,4,1,2) i (15,6, 1,3) (Stwierdzenia 3.7.4 i 3.7.7).
Mozna tez pokazaé, ze istnieje jedyny graf silnie regularny z parametrami
(27,10,1,4) (jest to dopetnienie tzw. graf Schlafliego). Stad wynika, ze ist-
nieja jedyne regularne czworokaty uogélnione z parametrami (2,t).



