ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRIA, LISTA ZADAN NR 8

1. Sprawdzié, czy nastepujace podzbiory sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R” (dla odpowied-
nich n)

(a) {[u,v,2u,4v]; u,v € R} CR?,
(®) {[u,v,uv] ; u,v € R} CR3,
(c) {[u,v]; u,v € R, u < v} CR2
(d) {[u,v,w,2u + 3v + 4w] ; u,v,w € R} C R4,
r+y—2=0 _
(e) zbiér rozwiazan uktadu réwnan linowych { 9+ 2= 0 (n=23),
) L, , Lo r+y+z=2 B
(f) zbidr rozwiazan ukladu réwnan linowych { r—ytz=0 (n=23),

(g) {[.’L’,y, }ER?) xy—zZ}

2. Czy zbior {[z,t] € C? : z = t} jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni C? traktowanej jako przestrzen
liniowa nad cialem liczb zespolonych? Jak brzmi odpowiedz, jesli C? potraktujemy jako przestrzen
liniowa nad cialem liczb rzeczywistych?

3. Wykazaé, ze dany cigg wektoréw jest bazg uporzadkowang przestrzeni R3. Znalezé wspélrzedne wektora
[1,1,1] wzgledem tej bazy.

(a) [1,0,1], [0,1,1], 1,1,0],
(b) [1,2,3], [0,1,2], [1,0,0].

4. Zmnalezé bazy wszystkich przestrzeni liniowych wystepujacych w zadaniu 1.

5. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. W kazdym z ponizszych przypadkéw podaé co
najmniej dwie rézne bazy.

(a) V=R3 K =R, (¢) V=K",n>0, (e) V=C, K =C,
(b) V ={lz,y,2] €R®:z+y+
2=0}, K =R, d) V=C, K =R, (f) V =173, K = Zs.

6. Dany jest zbiér X. Znalez¢ podzbiér B C X tworzacy baze przestrzeni (X) generowanej przez X.

(a) X ={[1,1,0],[0,1,1],[1,2,1],[2,3,1]},

(b) X ={[1,1,0,0],[0,1,1,0],[0,0,1,1],[1,0,0, 1]},

(¢) X ={[1,0,0,—1],[2,1,1,0],[1,1,1,1],[1,2,3,4],]0, 1,2, 3]},
(d) X ={[1,-1,2,3,1],[1,1,0,0,—1],]2,0,2,3,0],[3,1,2,3, —1]}.

7. Znalez¢ baze i wymiar przestrzeni U NV oraz U + V, jesli

(a) U={(1,1,1,1],[1,1,1,0D), V = ([1,1,2,3],]2,2,4, 5]),

(b) U ={[1,0,1,0],[0,1,0,1]), V =([0,1,1,1],[1,0,0,1]),

(¢) U={]1,0,1,0,1],[0,1,1,1,0)), V = ([1,1,1,1,1],[2,1,1,1,2],[-1,2,1,2 — 1]).
8. Uzupelni¢ dany uklad wektoréw do bazy przestrzeni R™, jesli

(a) [2,1,0], [0,0,1], n =3,



(b) [1,2,3,4],(2,3,4,5], n = 4
(C) [171707 1}7 [17 17171]7 n:47
(d) [1,2,-3,4,0],[3,6,-9,13,1],[-1,-2,7,0,0], n =5

9. Znalezé baze przestrzeni rozwigzan ukltadu réwnan liniowych

r1+x :Oa
(a){ 1+ 2o+ a3+ 14 =0, (b) x;—kmizo
$1+2$2+3$3+4l’4:0, $3+$4:0,
21+ 22 + 23 =0,
- T1+ T+ T3+ 24+ 25 =0,
(c) Ty + a3+ x4 =0, (d){ 1+ 3 — x5 = 0.

x3 + x4 + x5 = 0,
10. Znalez¢ uklad réwnan liniowych, ktorego zbiorem rozwiazan jest przestrzen

(a) ([1,2,1,-1],]0,2,3,1]),
(b) (1,-1,1,-1,1],[1,-2,3,2,1],[0,0,1,1,1]).

Zadania uzupelniajace

1. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K oraz niech v € V, a € K. Pokaza¢, ze

(a) Ok -v =10y
(b) a - OV = OV
(¢) a-v =0y wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 lub v = Oy.
2. Niech V bedzie przestrzenia wszystkich ciagéw (z,) o wyrazach rzeczywistych (traktujemy ja jako
przestrzen nad cialem R). Czy nastepujace zbiory sa podprzestrzeniami liniowymi V7
(a) zbidr wszystkich ciagéw niemalejacych,
(b) zbiér wszystkich ciaggdw zbieznych,
(c) zbidr ciagdw okresowych o ustalonym okresie T (tj. ciagéw (x,,) takich, ze x,,+7 = x,, dla kazdego
n € N).
(d) zbidr ciagdéw okresowych (tj. ciagéw (x,,) takich, ze istnieje T' € N taka, ze x,4+7 = x,, dla kazdego
n € N).
3. Wykazaé, ze podane wektory naleza do podprzestrzeni U C R" i uzupelnié je do bazy U.

(a) [-1,3,-1,0], U = ([1,2,—1,1],]0,1,1,-1],[2,—=1,0,1]), n = 4,
(b) [2,2,3,2,0],[1,3,2,1,0], U = ([1,0,1,0,—1],[1,1,0,1,1],[0,1,2,1,0],[1,2,0,0,0]), n = 5.

Wskazéwki

Znajdowanie bazy przestrzeni rozwiazan ukladu réwnan Az =0

x=[x1,..., 2]
1. Znajdujemy macierz gérnoschodkowa A’ wierszowo réwnowazng A.

2. Wypisujemy numery kolumn, w ktérych NIE MA wspétczynnikéw wiodacych: Iy, ..., lk.



3. Dla kazdego i = 1, ...,k znajdujemy (jedyne!) rozwiazanie 70 = [1,...,2,] ukladu réwnan takie, ze
xy, = 1 oraz x;; = 0 dla j # .

4. Wektory 1, ..., %) tworza baze przestrzeni rozwiazan ukladu Az” = 0 (zwana tez fundamentalnym
ukladem rozwigzan tego ukladu).

PRZYKEAD. Niech A =

RO

2
1
3|
1]

ON =

1. Sprowadzamy macierz A do postaci gérnoschodkowej:

1 1 2 1 1 2 1 1 2-‘
1 0 1] we=we—wy |0 =1 —1| wgi=wsg—w, [0 |—-1 —-1{
A= 2 1 3 ws:=ws—2w; 0 -1 -1 wqi=w4+ws 0 0 0 =4
0 1 1] 0 1 1 0 0 0
2.k=1,1; =3.
3. Szukamy rozwiazania ukladu réwnan Az” = 0 postaci Z(V) = [z1, 29, 1]. Zatem nasz uklad réwnan
jest postaci:
1 1 2 0
1o 1| | o
2 1 3 |7 ol
01 1 0

Przenoszac ,,wspétczynniki” na druga strone otrzymujemy uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi
r1, Ty W kanonicznej” postaci macierzowej:

1 1 -2
1 0| [o] |1
2 1 ) o =3\
0 1 -1
Jedynym rozwiazaniem tego ukltadu réwnan jest [z, zs] = [-1, —1], czyli #1) = [-1, —1,1].

4. Baza przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan AzT = 0 jest jednoelementowy zbiér {[—1,—1,1]}.



Wybieranie bazy z danego ukladu generatoréw.

Niech U = (1, ..., 4m) CR™

1. Tworzymy n x m-macierz A, ktérej KOLUMNAMI sg w1, ..., Upn.

2. Znajdujemy macierz gérnoschodkowa A’ wierszowo réwnowazng A.

3. Wypisujemy numery kolumn, w ktérych znajduja sie wspétczynniki wiodace: ji, ..., j,.

4. Wektory j, , Uj,, ..., U, tworza baze¢ przestrzeni U.

PRZYKEAD. Niech U = ([1,1,1,1],[1,1,0,0],[1,0,1,0],[1,2,0,1]) C R*.

1111
La= i)
1001
2. Sprowadzamy macierz A do postaci gornoschodkowej:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A 1 1 0 2| wi=wi—w; |0 0 -1 1| woi=ws—ws |0 1 -1
(10 1 0| (=234 0 -1 0 —1| wa=ws—ws [0 —1 0 -1
1 0 0 1 0 -1 -1 0 0 0 —1 1
11 11
w3 :=ws3+ws2 0 1 —1 2
0 0 -1 1
0 0 -1 1

3'T:37 jl :17j2:27j3:3~

4. Wektory [1,1,1,1],[1,1,0,0],[1,0, 1, 0] tworza baze przestrzeni U.

9 ) )

Uzupelnianie zbioru wektoréw niezaleznych do bazy R™

Dane sa wektory 1, ..., 7, € R"

1. Tworzymy m X n-macierz A, ktérej WIERSZAMI sa v, ..., Up,.

2. Zmajdujemy macierz gérnoschodkowa A’ wierszowo réwnowazng A.

3. Wypisujemy numery kolumn, w ktérych NIE MA wspélczynnikéw wiodacych: Iy, ..., l,—m. (Uwaga:
jesli w A’ jest mniej niz m wspo6lczynnikéw wiodacych, to wektory vy, ..., U, s3 limowo zalezne 1 nie
da sie ich uzupelnié do bazy R™.)

4. Wektory vy, .. .Y, wraz z wektorami bazy standardowej el( el(:), ceey el(:zm tworza baze R".



PRZYKLAD. Dane sa wektory [1,1,0,0],[1,0,1,0] € R*.
LA=[1690]
2. Sprowadzamy macierz A do postaci gérnoschodkowej:
1 1 ol .,
0]-1 ol A

A— 1 1 O 0 W2 =W — Wi
1010

3.n=4m=2n—m=2,1; =3,ly =4.

4. Wektory [1,1,0,0],[1,0,1,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1] € R* tworza baze przestrzeni R*.



