
ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRI�, LISTA ZADA� NR 7

1. Wykaza¢, »e w dowolnym pier±cieniu: (−a) · b = −(a · b) (−a oznacza element pier±cienia
taki, »e a+ (−a) = 0).

2. Wykaza¢, »e w dowolnym ciele: − 1
a = 1

(−a) , o ile a 6= 0.

3. Znale¹¢ elementy odwrotne do: (a) 2 w Z11, (b) 5 w Z11, (c) 5 w Z13, (d) 5 w Z15, (e) 33
w Z102, lub wykaza¢, »e element odwrotny nie istnieje.

4. Zbudowa¢ tabelki dziaªa« + i · w Z5.

5. Poda¢ przykªad ciaªa czteroelementowego (tzn. zbudowa¢ tabelki dwóch dziaªa« speªnia-
j¡cych odpowiednie warunki).

6. Rozwi¡za¢ równanie: (a) 4x+ 2 = 1 w Z7, (b) 3x− 5 = 2 w Z11.

7. Rozwi¡za¢ ukªad równa«:

(a)

{
4x − 4y = 1,
2x − 7y = 3,

w Z13 (b)

{
x + 3y = 4,

4x + y = 5,
w Z7

(c)

{
x + 3y = 4,

4x + y = 5,
w Z11 (c)

{
3x − 2y = 1,
5x + 4y = 0,

w Z13

8. Wykon¢ nast¦puj¡ce dziaªania na liczbach zespolonych:

(a) (2 + 3i)(5− 2i) (e) 4−3i
1+i

(b) (2− 3i)3 (f) (−2+2i)2

−1+i + 2i− 5

(c) (3− 2i)(1 + i) + |3 + 4i| (g) 3−2i
1−i −

3−7i
2−3i

(d) (−1
2 + i

√
3

2 )3 (h) (1−i)3−1
(1+i)3+1

9. Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej liczby zespolone: (a) −2; (b) −3i; (c) 1+ i; (d) 1− i;
(e) 1 +

√
3i; (f) −1 +

√
3i.

10. Wykona¢ nast¦puj¡ce dziaªania na liczbach zespolonych (wynik przedstawi¢ w postaci try-
gonometrycznej):

(a) i70 (e) (1−i
√
3)6

(1+i
√
3)4

(b) (1 + i)18 (f) (1+i)9

(1−i)7

(c) (−1− i)50 (g) (1+i)11

(1−i)9

(d) (− cosα+i sinα)5

−1+i
√
3

(h) (1 + i · ctg(240◦))99

11. Rozwi¡za¢ w zbiorze liczb zespolonych nast¦puj¡ce równania:

(a) x2 + 1 = 0 (e) x2 = 3− 4i

(b) x2 + 4x+ 8 = 0 (f) x2 + (1 + 4i)x− 5− i = 0

(c) 3x2 − 2x = 2x3 (g) x4 + 2x2 + 3 = 0

(d) x2 + (−4 + i)x+ 5− 5i = 0 (h) x3 − 5x2 + 11x− 15 = 0.

12. Rozwi¡za¢ w zbiorze liczb zespolonych nast¦puj¡ce równania:

(a) (i+ z)− 3i(2− z) = iz + 1 (d) 2z + (1− 7i) = (1 + i)z

(b) |z + i|+ |z − i| = 2 (e) |z − 1| = |z + 1|

(c) zz + (z − z)2 = 3 + 2i (f) (−1
2 + i

√
3
2 )z3 = −z.



13. Zaznaczy¢ na pªaszczy¹nie zespolonej zbiór wszystkich liczb speªniaj¡cych nast¦puj¡ce
warunki:

(a) z + z = re(z) (f) im(z2) = 0 i re(z2) < 0

(b) z = re(z) + im(z) (g) z = z2

(c) 0 < im(iz) + re(iz) < 1 (h) im(iz) = re(z)

(d) |z − i| = |z + i| (i) |z| ≤ 2 i Arg(z) > 2π
3

(e) im(z2) = 0 (j) Arg(z · 2i) = π
4

14. Udowodni¢, »e:

(a) je»eli x ∈ R i z ∈ C, to re(x · z) = x · re(z)
(b) je»eli |z| = 1, to z = 1

z

(c) z − z = 2i · im(z)

(d) (1+i·tg(φ)1−i·tg(φ))
n = 1+i·tg(nφ)

1−i·tg(nφ)

15. Znale¹¢

(a) 6
√
1 (b) 4

√
−i (c) 3

√
1 + i (d) 6

√√
3−i
i−1

(e) 6
√
−27i (f) 8

√
−4 (g) 5

√
−1− i (h) 8

√
1−i
√
3

1+i .

Zadania uzupeªniaj¡ce

1. Wykaza¢, »e w dowolnym ciele: je±li m jest najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e suma m
jedynek 1 + 1 + ...+ 1 równa jest 0, to m jest liczb¡ pierwsz¡.

2. Niech f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 b¦dzie wielomianem o wspóªczynnikach
rzeczywistych. Pokaza¢, »e je»eli liczba z ∈ C jest pierwiastkiem wielomianu f , to liczba z
te» jest pierwiastkiem wielomianu f .

3. Obliczy¢ sum¦ oraz sum¦ kwadratów wszystkich pierwiastków zespolonych n-tego stopnia
z jedynki. [Wskazówka: Pomno»y¢ sum¦

∑n−1
i=0 ζ

i
n przez 1− ζn.]

4. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczb¦ zespolon¡ 1− (2 +
√
3)i.

5. Przedstawi¢ wielomian x6+x3+1 = 0 (ogólniej: x2n+xn+1 = 0) jako iloczyn trójmianów
kwadratowych o wspóªczynnikach rzeczywistych.

6. Niech ABCD b¦dzie prostok¡tem o boku AB dªugo±ci 3 i boku BC dªugo±ci 1. Niech E,F
b¦d¡ punktami na boku DC takimi, »e |DE| = |EF | = |FC| = 1. Wykaza¢, »e suma miar
k¡tów EAB, FAB i CAB równa jest π

2 .


