Zestaw 11

1 Funkcjonaly dwuliniowe
Teoria

Jedli V' jest przestrzenig liniowg nad ciatem K, to funkcje H: V xV — K
nazywamy funkcjonatem dwuliniowym, jesli

H()\lvl + )\’UQ, 'U}) = )\1H(U1, U)) + /\2H<'U2, UJ)
oraz

H (v, \Mjwy 4+ Aaws) = M H(v,wy) + Ao H (v, w3)

dla dowolnych wektoréw v, vy, ve, w, wy,wy € V oraz skalarow A;, Ay € K.
Sprawdzenie z definicji, ze funkcja H jest funkcjonatem dwuliniowym, wy-
glada wiec analogicznie, jak sprawdzanie liniowosci przeksztatcen, wymaga
jedynie wprowadzenie wiekszej liczby oznaczen oraz (dwukrotnie) dluzszych
rachunkow.

Podobnie jak w przypadku przeksztalcen liniowych z funkcjonatami dwu-
liniowymi okreslonymi na przestrzeni K" mozna zwigza¢ macierze. Doktad-
niej, jesli H: K™ x K" — K jest funkcjonatem dwuliniowym, to istnieja
skalary a; ;, 1 <1,7 <mn, takie, ze

H([xb o 73771]7 [yla S 7yn]) = Zai,jxiyj-
4,J

Macierz
11 - Qinp
A=
Qp1 " Qpnp
nazywamy macierza funkcjonalu H. Jest ona powiazana z funkcjonatem H

wzorem
Hw,w)=v-A-w’.

W zwiazku z powyzszym wspolczynniki macierzy A mozna tez znalezé, ko-
rzystajac z rownosci

ai; = Hes, e;),

gdzie jak zwykle e = (eq,...,e,) jest baza standardowa przestrzeni K.
Funkcjonal H: V x V — K nazywamy symetrycznym, jesli

H(v,w) = H(w,v)
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dla dowolnych wektorow v i w przestrzeni V. Jesli V = K™ i A jest macierza
funkcjonatu H, to funkcjonat H jest symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz A jest symetryczna, tzn. A = AT (a wiec a;; = a;; dla wszystkich
indekséw 7,7 =1,...,n).

Przyklad: Zadanie 1(a)
Jesli
H([z1, 2], [y1,2]) = (71 + 22) (11 — ¥2),
to
H([x1, 22, [y1, y2]) = 1y1 — 21Y2 + T2 — T2y, (1.1)

a wiec macierz funkcjonatu H ma postac

=l

Powyzsza macierz nie jest symetryczna (lub rownowaznie, wspétezynniki przy
x1Yp oraz roy; we wzorze (1.1) sa rézne), wiec funkcjonal H nie jest syme-
tryczny.

Odpowiedzi do Zadania 1

(b) Macierz funkcjonatu: [(1] (1]]

Funkcjonat jest symetryczny.

0 0 1
(c) Macierz funkcjonatu: |—=1 0 Of.
-1 -2 0
Funkcjonal nie jest symetryczny.
[1 1 2
(d) Macierz funkcjonatu: |1 1 2].
2 2 4

Funkcjonat jest symetryczny.

3 Macierze dodatnio i ujemnie okreslone
Teoria
Funkcjonat symetryczny H: V x V' — R nazywamy dodatnio okreslonym,
jesli
H(v,v) >0
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dla kazdego niezerowego wektora v € V. Analogicznie, H nazywamy ujemnie
okreslonym, gdy
H(v,v) <0

dla kazdego niezerowego wektora v € V. Méwimy, ze macierz symetryczna (a
wiec w szezegblnosei kwadratowa) A rozmiaru n jest dodatnio/ujemnie okre-
slona, gdy odpowiednig wlasnos¢ ma funkcjonal wyznaczony przez macierz
A (patrz Zadanie 1), a wiec gdy

vt Av >0 (v* - A-v < 0, odpowiednio)

dla kazdego niezerowego wektora v € R".
Dodatniag (ujemna) okreslonosé macierzy mozna badaé, postugujac sie
kryterium Sylvestera. Dla symetrycznej macierzy

i1 - Qin
Qp1 " Qpn
oraz i € {1,...,n}, niech
aii - Qi
Az’ =
Qi1 v Qg

Innymi stowy, A; jest macierza powstatg z macierzy A przez skreslenie wierszy
i kolumn o numerach wiekszych niz 7. Kryterium Sylvestera méwi, ze macierz
A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wyznaczniki wszystkich
tych macierzy sa dodatnie, tzn.

det(A4;) > 0, det(Az) > 0, ce det(A,) > 0.
Oczywiscie det(A;) = ay; oraz det(A,) = det(A). Podobnie, macierz A jest

ujemnie okreslona, gdy powyzsze wynaczniki na przemian zmieniajg znak,
tzn.

det(Al) < O, det(Ag) > 0, det(Ag) < 0, det(A4) > 0,
Zauwazmy, ze -ty warunek na powyzszej warunek mozna zapisa¢ w postaci

(—1)"det(A;) > 0.



Przyklad: Zadanie 3(a)

Jesli _
1 21
A=12 5 0],
1 0 5
to
1 9] 1 21
Alz[l], A2:25 oraz As3=12 5 0
- 1 0 5
Zatem

det(Al) = 1, det(Ag) =1 i det(Ag) = O,
a wiec macierz nie jest ani dodatnio okreslona (nie mamy trzech wyznaczni-
kéw dodatnich) ani ujemnie okreslona (nie mamy na przemian znakéw plus,
minus i plus).

Odpowiedzi do Zadania 3

(b) Macierz dodatnio okreslona.

Macierz ani dodatnio ani ujemnie okreslona.

(c
(d

Macierz ani dodatnio ani ujemnie okreslona.

(e) Macierz ani dodatnio ani ujemnie okreslona.
(f

(g) Macierz dodatnio okreslona.
(h

)
)
)
) Macierz dodatnio okreslona.
)
)

Macierz ani dodatnio ani ujemnie okreslona.

OdpowiedZz do Zadania 4
a,b,c,d < 0.

2 Ortogonalizacja Schmidta
Teoria

Baze (uq,...,u,) przestrzeni R” nazywamy ortogonalna, jesli wektory wy,
..., U, s parami prostopadte, tzn.

ujou; =0

4



dla dowolnych 1 <1 < j < 7 < n, gdzie

[T1, @] 0 [Yr, -y Yn] = T+ T

Jesli (by,...,b,) jest baza przestrzeni R", to ortogonalizacja Schmidta po-
zwala znalezé baze ortogonalng (uq, ..., u,) taka, ze

<U1,...,ui> = <b1,...,bi>,

dla wszystkich ¢ = 1,...,n. Przypomnijmy, ze jesli vy,...,v,, € R", to
(v1,...,0m,) jest podprzestrzenia liniowa generowang przez wektory vy, ..., U,
tj. zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wektoréw vy, ..., v,,.
Wektory uq, ..., u, znajdujemy, korzystajac z nastepujacych wzordéw:
uy ‘= bl,
bQ O Uy
Ug ‘= b2 — s Uup,
U1 © Uy
b3 o uy b o uy
uz = bz — “Up — - Ug,
U1 © Uy Uo O U9y
bn o Uy bn O Uz bn O Up—1
Up = by, — “Up — Uy — i — —————————— Up_1-
U1 © U Ug O U2 Up—1 O Up—1

Warto podkregli¢, ze geometrycznie wektor £ .y mozna zinterpretowaé jako

rzut prostopadty wektora b na prosta sktadajaca sie z wielokrotnosci wektora
u.

Przyktad: Zadanie 2(b)

Stosujac ortogonalizacje Schmidta do bazy
([17 17 1]7 [17 _27 1]7 [07 07 1])7

otrzymujemy wektory

u1:[17171]7
[1,-2,1] 0 [1,1,1]
=[1,-2,1] - J1,1,1
U2 [7 ) ] [1’1’1]0[1’1’1] [7 ) ]
1-2+1
=1,-2,1 — TJF J1,1,1] =1, -2,1],



oraz

B 0,0,1] 0 [1,1,1] 0,0,1] 0 [1, -2, 1]
us = [0,0,1] - 1,1,1 01, AL L) = M, 210,21 [, =2,1]
—[0,0,1] — % [1,1,1] - %[1, 2,1 = [—%,0, %]

Innymi stowy, otrzymujemy baze ortogonalna

([1,1,1], 1, -2,1], [—%,0, %D

Zauwazmy, ze istotnie

1 1 1 1
11,101, —2,1] = [1,1,1 [——, ,—] —11,-2,1 [——, ,—] — 0.
1L -2 =[L11]e [-20. ] = —21e Lo 1] =0

Sprawdzenie tych réwnosci jest czesciowa weryfikacja, czy nie ma btedow w
wykonanych rachunkach.

Odpowiedzi do Zadania 2
() ([1,2], [-2.5])-
() (1,10} [5—5.1], [-5.3.3
(d) ([1,1,0,0],[1,-1,1,0], [—

)

]
£,2,0],(0,0,0,1]).

1
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5 Iloczyn wektorowy
Teoria
Jesli

v = |11, Ty, T3] i u = [y1, Y2, y3]

sg dwoma wektorami z przestrzeni R?, to definiujemy iloczyn wektorowy v x u
wektoréow v i u wzorem
xy ws| |ws | [T ]

VX U= , ,
[?D Ys| Y3 Yi| Y1 Y2

Réwnowaznie, cho¢ nie do konica poprawnie pod wzgledem formalnym, ale za
to w sposob utatwiajacy zapamietanie powyzszego wzoru, iloczyn wektorowy
mozna zdefiniowaé¢ wzorem

€1 €2 €3
vXu:=det |xy zy x3],
U1 Y2 Y3

gdzie (eq, e, e3) jest baza standardowsa przestrzeni R?, tj. e; = [1,0,0], ey
[0,1,0] i e3 = [0,0,1].



Odpowiedzi do Zadania 5
(a) [37 _17 1]
(b) [0,0,0].

6 Iloczyn mieszany — zastosowanie
Teoria

Jesli Py, Pi, Py i Py s punktami w przestrzeni R3, to objetoéé V' czworoscianu
Py P, P, P; mozna wyliczy¢ ze wzoru

1
V= 6 . "Ul O(Ug X U3>’,
gdzie, dla © = 1,2, 3, v; jest wektorem o poczatku Fy i konicu P;. Zauwazmy,
ze jesli

v = [71, T, T3], Vo = (Y1, Y2, Y3 oraz v3 = (21, 22, 23],
to
Tr1 T2 X3
vio(vy Xvg):=det |41 Y2 y3
Z1 R92 Z3

Odpowiedz do Zadania 6

W=



