Zestaw 10

1 Zadanie 1
Wskazoéwki

Niech b i ¢ beda bazami przestrzeni liniowej R". Zatézmy, ze mamy macierz
Mz’b przeksztatcenia liniowego F': R™ — R"™ w bazie b i chcemy znalez¢ ma-
cierz M7¢ przeksztalcenia F' w bazie c. Z Zestawu 9 wiemy, ze jedli e jest baza
standardowa oraz M7° jest baza przeksztalcenia F' w bazie standardowej, to

bb __ p—1 e.e
Mg = Pe’b “Mp" - Py

M= P2 M Pe.
7, pierwszego z powyzszych wzoér otrzymujemy, ze

M€ = Poy - Mp" - P (1.1)
co po podstawieniu do drugiego wzoru daje wzor

ce . p—1 b,b —1
Mg¢ =P} Py - Mp" - P} P,

e,c

z ktorego nalezy skorzysta¢ rozwiagzujac punkt (a). Przypomnijmy, ze metoda
znajdowania macierzy P. ;1 P. . (a co za tym idzie réwniez P;bl i Pejcl) zostala
przedstawiona w Zestawie 9 (Zadanie 6).

Przypomnijmy, ze jesli v € R", to

F(v) =v- (M)",

gdzie dla macierzy A symbol AT oznacza macierz transponowang macierzy A.
Korzystajac ze wzoru (1.1) i wlasnosci transponowania, otrzymujemy wzor

F(v)=v-(P)" - (Mp")" - Pl

z ktérego nalezy skorzysta¢ w czesci (b)

Odpowiedz
4 1 0
(a) | 6 2 —1
-2 1 2

(b) [8,6,6].



2 Wektory i wartosci wlasne
Teoria

Niech F' bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V' nad ciatem K, tzn.
F:V — V jest przeksztatceniem liniowym. Pare (A, v), gdzie A € Kiv €V,
taka, ze

v#0 oraz Fv)=X-v

nazwiemy para wtasng endomorfizmu F.} Jesli (A, v) jest para wtasng endo-
morfizmu F, to A nazywamy wartoscia wlasnag endomorfizmu F (odpowia-
dajaca wektorowi v), za$ v wektorem wlasnym endomorfizmu F' (odpowia-
dajacym wartosci whasnej A). Jesli v jest jest wektorem wlasnym endomorfi-
zmu odpowiadajacym wartosci wlasnej A, to dla kazdego niezerowego skalara
1 wektor p - v tez jest wektorem wlasnym endomorfizmu odpowiadajacym
wartodci wtasnej \. Zatem zwykle jednej wartosci wtasnej odpowiada wiele
wektorow wtasnych, ale jesli v jest wektorem wtasnym, to odpowiada mu
doktadnie jedna wartos¢ wtasna.

Jesli A jest macierza kwadratowg o n wierszach i n kolumnach i wspot-
czynnikach w ciele K, to warto$ciami i wektorami wlasnymi macierzy A sa
wektory i wartosci wtasne przeksztalcenia Fy: R™ — R™. A wiec A € K jest
wartodcig wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor v € K™
taki, ze

v#0 oraz v-AT = \-0.

Podobnie, v jest wektorem wlasnym macierzy A, jesli v # 0 oraz istnieje
skalar A € K taki, ze
v-AT = X.w.

Opiszemy teraz metode znajdowania wartosci i wektoréw wlasnych. Do
tego celu potrzebujemy pojecia wielomianu charakterystycznego. Jesli A jest
macierzg, to wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wy-
znacznik macierzy A — tl,, gdzie t jest zmienng, a I,, macierzg jednostkowa
rozmiaru n. Wielomian charakterystyczny oznaczamy x4, zatem

xa(t) :=det(A —tI,).

Zauwazmy, ze macierz A — t1, powstaje z macierzy A przez odjecie zmiennej
t od wyrazow stojacych na gtownej przekatnej. Poniewaz wielomian charak-
terystyczny liczymy w pierscieniu wielomianéw, wiec najczesciej wyznacznik

I'Nalezy podkredli¢, ze nazwa ,para wlasna” nie jest powszechnie stosowana, nie mniej
wprowadzenie tego pojecia pozwala sformulowaé definicjg wektora i wartosci wlasnej bez
dwukrotnego powtarzania odpowiedniego warunku.



det(A—tI,) wyliczamy, postugujac sie rozwinieciem Laplace’a (choé¢ do pew-
nego stopnia mozna prébowaé sobie pomdc metoda eliminacji Gaussa).

Dysponujac pojeciem wielomianu charakterystycznego, mozemy przed-
stawi¢ zapowiadang metoda. Wartosci wtasnej macierzy bedziemy znajdowaé
korzystajac z nastepujacego faktu: Skalar A jest wartoscig wtasng macierzy
A wtedy i tylko wtedy, gdy xa(\) = 0. Innymi stowy, aby znalezé wartosci
wlasne, musimy w ciele K rozwiaza¢ rownanie x4(t) = 0 (z niewiadoma
t). Zauwazmy, ze jest to réwnanie wielomianowe stopnia n, w konkretnych
zadaniach dla ,duzych” n (tj. n > 2) mozliwosé¢ jego rozwiazania zalezy naj-
czesciej od tego, czy uda nam sie ,zgadna¢” przyktadowe pierwiastki. Warto
przy okazji zaznaczy¢, ze w przypadku ciata liczb zespolonych liczba wartosci
wtasnych liczonych z krotnosciami powinna by¢ réwna rozmiarowi macierzy,
a wiec n.

Jesli znajdziemy wartosci wlasne macierzy A (albo przynajmniej niektore
z nich), to mozemy znalez¢é odpowiadajace im wektory wlasne. Jesli \ jest
wartodcig wlasng macierzy A, to aby znalezé odpowiadajace jej wektory wla-
sne nalezy rozwigza¢ jednorodny uktad réwnan liniowych, ktérego macierza
gtéwna jest macierz A — A, (tj. macierz powstata przez podstawienie do
macierzy A — tl,, ktérg utworzyliémy na potrzeby wyliczenia wielomianu
charakterystycznego, w miejsce zmiennej ¢t wartosé¢ A). Wektorami wtasnymi
sa niezerowe rozwigzania tego uktadu réwnan. W praktyce oznacza to, ze
jesli otrzymamy zbior rozwigzan postaci

Ljy = gy iy Tiq +- Q13T
xjn—r = ajn—milxil + T + ajn—mirxir7
Tiyy-o, T4, € K,

to opisujac wektory wlasne musimy dodaé¢ warunek [z;,,...,x;] #[0,...,0]
(oczywiscie nawiasy kwadratowe mozna pominaé¢, gdy r = 1). Innymi stowy,
opis zbioru wektoréw wtasnych ma w tym przypadku postaé

Tjy = iy Tiy + -+ i, Ti, s
xjn—r = ajn—ryil’xil + T + ajn—r,l'TxiM
LigsewoyLiy S K, [xl-l,...,a:ir] # [0,,0]

Ostatnim elementem, ktéry pojawia sie w Zadaniu 2, to twierdzenie Cay-
leya—Hamiltona. Twierdzenie to mowi, ze je$li do wielomianu charaktery-
stycznego macierzy A w miejsce zmiennej ¢ podstawimy macierz A, to po
wykonaniu wszystkich obliczen otrzymamy macierz zerowa. W skrocie,
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Podstawiajac macierz A do wielomianu charakterystycznego, nalezy pamie-
taé, ze jesli wyrazem wolnym wielomian y 4(t) jest liczba ag (ktéra, na mar-
ginesie, musi by¢ réwna det A), to w jej miejsce wpisujemy macierz ag - 1,
(gdzie 1, macierza jednostkowa rozmiaru tego samego rozmiaru co macierz
A), czyli innymi stowy A° = I,,.

Przyktad: Zadanie 2(b)

Jesli
0 10
A= |—-4 4 0f,
-2 1 2
to aby wyznaczy¢ warto$ci wtasne macierzy, tworzymy macierz
—t 1 0
A—tlz=|-4 4—-t 0 |,
-2 1 2-t

a nastepnie wyliczamy (postugujac sie np. metoda Sarrusa) jej wyznacznik
xa(t) = det(A — tl3) = —t° + 6% — 12t + 8.

Trzykrotnym pierwiastkiemm tego wielomianu jest 2 (pierwsza 2 mozemy
znalez¢, sprawdzajac dzielniki 8, nastepnie po zastosowaniu schematu Horne-
ra, rozwiazujemy otrzymane réwnanie kwadratowe). Zatem jedyna wartoscia
wlasng macierzy A jest 2.

Aby znalezé wektory wlasne odpowiadajace (jedynej) wartosci wlasnej 2,
rozwigzujemy uktad rownan, ktorego postacia macierzowa jest

-2 1 0/0
-4 =2 0/0
-2 1 010

Zbioér rozwigzan tego uktadu ma postac
{ Ty = 211,
xr1,r3 € R.
zatem zbiorem wektoréw wtasnych odpowiadajacych wartosci wlasnej 2 jest
{[z1,221, 23] : 21,25 € R, [z1, 23] # [0,0]}.

Jesli szukamy wektoréw wtasnych nad ciatem liczb zespolonych, to odpo-
wiedni zbior przyjmuje postac

{[l‘la2$lax3} 1X1,T3 € C7 [xbxi’)] 7& [070]}
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Aby sprawdzi¢ teze twierdzenia Cayleya—Hamiltona zauwazmy, ze

-4 4 0 —16 12 0
A =1|-16 12 0 i A= |-48 32 0],
-8 4 4 —24 12 8
wiec

—-16 12 0 [—4 4 0
xa(A)=—{—48 32 0| +6|—-16 12 0
—24 12 8 | -8 4 4

[0 1 0 100 000

—12|—4 4 0| +8|0 1 0| =1[0 00

-2 1 2 00 1 000

Odpowiedzi do Zadania 2

(a) Wartosci wlasne: —1.
Wektory whasne dla —1 nad R: [—z3, —x3, 23], 23 € R, 23 # 0.
Wektory wlasne dla —1 nad C: [—z3, —x3, 23], 23 € C, 23 # 0.

(c) Wartosci wtasne: 1, 2, —3.
Wektory whasne dla 1 nad R: [0, x9, 319, 45, 22 € R, 25 # 0.
Wektory whasne dla 1 nad C: [0, xq, 322, 4], 25 € C, 25 # 0.
Wektory whasne dla 2 nad R: [0,0, z4, 4], x4 € R, x4 # 0.
Wektory whasne dla 2 nad C: [0,0, x4, 4], x4 € C, x4 # 0.
Wektory whasne dla —3 nad R: [—4xy, 9, 329, 425, 22 € R, 29 # 0.
Wektory whasne dla —3 nad C: [—4xy, 9, 329, 425, 29 € C, 25 # 0.

(d) Wartosci wtasne: 1.

Wektory wtasne dla 1 nad R: [zq, 29, z3], 1,22, 23 € R, [21, 29, 23] #
[0,0,0].

Wektory wlasne dla 1 nad C: [z, 9, z3], 21, 29,23 € C, |21, 29, x3] #
[0,0,0].

(e) Wartosci wtasne: 1.
Wektory wlasne dla 1 nad R: [z1,0,z3], x1, 23 € R, [z, 23] # [0, 0].
Wektory whasne dla 1 nad C: [z1,0,z3), x1, 23 € C, [z, 23] # [0,0].



(f) Wartosci whasne: 1.
Wektory wlasne dla 1 nad R: [21,0,0], z; € R, 21 # 0.
Wektory witasne dla 1 nad C: [z41,0,0], z; € C, 27 # 0.

(g) Wartosci whasne nad R: brak.
Wartosci wtasne nad C: 1 —1, 1+ .
Wektory wlasne dla 1 — ¢ (nad C): [—uzs, 23], 22 € C, 25 # 0.
Wektory whasne dla 1+ ¢ (nad C): [1xe, 2s], 22 € C, 29 # 0.

(h) Wartosci wlasne: V2, —V/2.
Wektory wlasne dla v/2 (nad R): [(v/2 — 1)z, 23], 25 € R, 29 # 0.
Wektory wtasne dla v/2 (nad C): [(v/2 — 1)@y, 23], 25 € C, 29 # 0.
Wektory whasne dla —v/2 (nad R): [—(v/2 + 1)ag, 29], 20 € R, 25 # 0.
Wektory wiasne dla —/2 (nad C): [—(v/2 + 1)2q, 23], 15 € C, x5 # 0.

(i) Wartosci whasne: 1, 2, 3.
Wektory wlasne dla 1 (nad R):
Wektory wlasne dla 1 (nad C):

)i [xs, w3, w3, x3 € R, 25 # 0.

)
Wektory wlasne dla 2 (nad R):

)

)

)

[
[x3, 23, 23], 3 € C, 23 # 0.
[x3,0, 23], z3 € R, 23 # 0.
Wektory wlasne dla 2 (nad C): |
Wektory whasne dla 3 (nad R): [z2,29,0], 2 € R, 29 # 0.
( [

Wektory wtasne dla 3 (nad C):

]
ZE370,I’3L T3 € Ca T3 7é 0.
]
$2,l’2,0}, xo € C, 19 7£ 0.

(j) Wartosci wlasne: 3, 6.
Wektory wlasne dla 3 (nad R):
Wektory wlasne dla 3 (nad C):
Wektory wlasne dla 6 (nad R)
Wektory wtasne dla 6 (nad C)

[0, —z3,x3], 23 € R, 23 # 0.
[0, —.Q?g,.iEg], XT3 € (C, T3 7é 0.
(325,223, 23], 23 €R, 23 # 0.
3
2

[

Odpowiedzi do Zadania 3

(a) Wartosci wlasne: brak.

(b) Wartosci wlasne: 4.
Wektory whasne dla 4: [3xq, 23], 22 € Zs, x5 # 0, a wiec wektory

13,1], [1,2], [4, 3], [2, 4].
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OdpowiedZz do Zadania 4

Niech

w = Cos(%’r) + zsin(%’r).
Wartosci whasne: w® w!, ..., w™ ! (innymi stowy, wartoéciami wtasnymi sa
zespolone pierwiastki n-tego stopnia z 1).
[Przypomnijmy, ze

wk = cos(%T") + zsin(%T’T).

W szczegélnosei, w® = 1.]
Wektory wlasne dla w*:

(€, Ew™ cw™ . gwm DR gy (DR, ¢ C\{0}.

Wskazowksi:
0 0 0 --- 0 0 1]
1 0 0 --- 000
O 1 0o --- 00O
M:(Zifi — oraz XM;,e(t) - (—1)n(tn - 1)
o 0 . .0
0O 0 O -
o 0 0 --- 01 0]

5 Diagonalizowalnos¢ macierzy
Teoria

Niech A bedzie macierza kwadratowa o n wierszach i n kolumnach i wspol-
czynnikach z ciata K. Moéwimy, ze macierz A jest diagonalizowalna, jesli
istnieje baza b przestrzeni K" taka, ze macierz ng przeksztalcenia Fy w
bazie b jest diagonalna. Rownowaznie, korzystajac z rozwazan z Zestawu 9,
oznacza to, ze istnieje macierz odwracalna B taka, ze macierz B~1AB jest
diagonalna.

Bedziemy sprawdzac¢ diagonalizowalnos¢ macierzy, korzystajac z wartosci
i wektorow wlasnych. W tym celu wprowadzimy dodatkowe oznaczenia i de-
finicje. Dla wartosci wtasnej macierzy A niech F)(A) bedzie zbiorem wszyst-
kich wektoréw v € K™ takich, ze v - AT = X\ - v. Innymi stowy, jest to zbiér
rozwigzan uktadu réwnan, o ktorym byta mowa przy okazji omowienia za-
dania Zadania 2. Zbiér E)(A) jest podprzestrzenia liniowa, ktéra sktada sie
z wektorow wtasnych odpowiadajacych warto$ci wlasnej A oraz wektora ze-
rowego. Wymiar podprzestrzeni E)(A) nazywamy krotnoscia geometryczna
wartosci wtasnej A.



Przypomnijmy, ze jesli A jest wartoscia wtasna macierzy A, to A\ jest
pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego macierzy A. Krotnos¢ A jako
pierwiastka wielomianu y4(f) nazywamy krotnoscia algebraiczna wartosci
wtasnej A. Wiadomo, ze krotno$¢ algebraiczna jest zawsze nie mniejsza niz
krotnos¢ geometryczna.

Zat6zmy wiec, ze macierz A ma parami rézne wartosci wlasne Ay, ..., g,
ktorych krotnosci algebraiczne i geometryczne wynosza odpowiednio 7y, .. .,
rpidy, ..., dp. Wtedy macierz A jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy:

1) ri+-Fre=mn
(ii) dla kazdego i (tj. dla kazdej wartosci wlasnej), r; = d;.
Warto pokresli¢, ze

(1) warunek (i) jest spelniony zawsze, gdy badamy diagonalizowalno$¢ nad
ciatem liczb zespolonych,

(2) dla danego ¢ warunek (ii) jest spetiony (tzn. r; = d;), jesli r; = 1.

W powyzszej sytuacji, jesli macierz A jest diagonalizowalna, to aby zna-
lez¢ baze ztozonag z wektoréw wlasnych, nalezy dla kazdego ¢ = 1,...,k
znalez¢ baze przestrzeni E),(A). Poniewaz FE),(A) jest zbiorem rozwigzan
jednorodnego uktadu réwnan, wiec mozemy to zrobié¢, korzystajac z meto-
dy z Zadania 9 w Zestawie 8. Jesli (b;1,...,b;,,) jest baza uporzadkowana
przestrzeni E),(A), dlai=1,... k, to

b = (b171, .. "bl,h? e ,bk71, ce 7bkﬂ”k>

jest bazg uporzadkowang ztozong z wektoréw wtasnych macierzy A, a odpo-
wiednia macierz diagonalna ma na przekatnej kolejno r; powtorzen elementu
A1, T powtérzen elementu Ao, itd.

Przyktad: Zadanie 5(a)

Zbadamy diagonalizowalnos¢ macierzy

-1 3 -1
A=1-3 5 -1
-3 3 1

Rozpoczynamy od znalezienia jej wartosci wtasnych, przy czym musimy tez
zwraca¢ uwage na ich krotnosci+ jako pierwiastkéw wielomianu charaktery-
stycznego.



Wykorzystujac metody z Zadania 2, wyliczamy, ze warto$ciami wtasnymi
macierzy A sa 1 oraz 2, przy czym 1 jest pierwiastkiem jednokrotnym, a 2
dwukrotnym wielomianu charakterystycznego. Zatem mamy, uzywajac wpro-
wadzonej wyzej notacji, k = 2, A\ = 1, Aoy = 2, r; = 11 ro = 2. Oczywiscie
n = 3. Zatem r; + ro = n (tzn. warunek (i) jest spetniony).

Aby znalez¢é zbiér Fy(A) rozwiazujemy uktad réwnan

—21‘1 + 3I2 — X3 = 0
—3.CE1 + 4.172 — X3 = 0
—31)1 + 3£C2 =0

Jego zbidr rozwiazan jest postaci

T = X3,
To = I3,
r3 € R,

zatem d; = 1 = 7, (co mogliSmy stwierdzi¢ bez koniecznosci rozwiazywa-
nia odpowiedniego uktadu réwnan, gdyz r; = 1, nie mniej wyliczenie zbioru
E1(A) bedzie nam potrzebne do znalezienia bazy ztozonej z wektoréw wta-
snych).

Podobnie zbiér Fy(A) jest postaci

T3 — —31’1 + 3%’2,
r1,T9 € R,

zatem dy = 2 = r,.
Poniewaz

i+ 1o =mn, ry=dy 1 ro = da,

wiec macierz A jest diagonalizowalna. Ponadto, z opisu zbioréw E;(A) i
E5(A) odezytujmy, ze ciag ([1,1,1]) jest baza uporzadkowana przestrzeni
E1(A) oraz ciag ([1,0,—3],[0, 1, 3]) jest baza przestrzeni Ey(A). Ostatecznie
ciag

([1,1,1],]1,0,-3],[0,1,3])
jest baza uporzadkowang przestrzeni R? zlozong z wektoréw wlasnych oraz
odpowiednia macierz diagonalna jest postaci

1
0
0

S NN O
N OO



Podkreslmy, ze wazne jest, aby wartosci wtasne umieszczaé¢ w kolejnosci od-
powiadajacej kolejnosci wektoréw w otrzymanej bazie.

Nad ciatem liczby zespolonych rachunki i odpowiedz wygladaja identycz-
nie (z doktadnoscia do zamiany kazdego wystapienia R przez C), gdyz ma-
cierz ma wspotezynniki rzeczywiste i wszystkie jej wartos$ci wlasne sg liczbami
rzeczywistymi.

Odpowiedzi do Zadania 5

(b) Macierz nie jest diagonalizowalna nad R (jedynym pierwiastkiem jed-
nokrotnym nad R jest 1, a wiec r; 4+ -+ 1, =1 # 3 =n).

Macierz jest diagonalizowalna nad C.

Baza wektorow wlasnych jest (na przyktad) ciag:

([1,1,2],[3 — 3¢,4,5 — 31], [3+ 31,4, 5 + 31]).

Odpowiednia macierz diagonalna to:

0 0 2—-%

(c) Macierz nie jest diagonalizowalna ani nad R ani nad C.

(d) Macierz nie jest diagonalizowalna ani nad R ani nad C.

6 Zastosowanie diagonalizowalnosci macierzy
Teoria

Przypusémy, ze A jest macierza diagonalizowalng. Wtedy istnieje macierz B
taka, ze macierz B~'AB jest diagonalna, tj.

N O - 0

R B o . - :
D:=BAB=|. . )

: .0

0 0 M\,
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dla pewnych A, ..., \,. Wtedy A = BDB™!, a wiec jesli m jest dodatnig
liczba catkowita, to

A™ = AA..-A = (BDB ') (BDB™')---(BDB™)
S—_——

J/

-~

m powtorzen m powtérzen

=BDD---DB'=BD"B™".
-

m powtérzen

Poniewaz
AP0 e 0
0 .
D" = ,
0
0o . 0 A»

wiec powyzszy wzor pozwala (szybciej) wyliczyé macierz A™. Warto dodad,
ze macierz B jest macierzg przejscia od bazy b ztozonej z wektorow wtasnych
do bazy standardowej e, a wiec macierza, ktorej kolumnami sa wektory two-
rzace baze b (w kolejnosci odpowiadajacej kolejnosci wartosci wlasnych na
przekatnej macierzy D).

Przypusémy teraz, ze mamy ciag (a,) taki, ze istnieja liczby ¢; 1 ¢y takie,
ze ¢ + 4cy # 0 oraz dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n spetniony jest
warunek

Apy2 = C1 * Apy1 + Co * Q.

Powyzsze rownanie mozemy zapisa¢ w postaci

[an—l—Q; an—l—l] - [an—l—ly an] : A7

L C1 1
afo 1)

[terujac powyzsza rownosé, otrzymujemy

gdzie

n
[an+27 an+1] = [a27 CLl] A"
Zauwazmy, ze
2
xa(t) =t — cit — o,
wiec warunek ci + 4cy # 0 oznacza, ze wielomian ma dwa rézne pierwias

ki, zatem macierz A jest diagonalizowalna. Korzystajac z opisanej wcze$niej
metody, znajdujemy

o[
Co1 Coo
Wtedy
apio = ™ - ag + cMa
n+2 1,1 "2 2,191
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Przyktad

Zalozmy, ze ciag (a,) spelnia warunek
Ap42 = 3an—i—l - 2an;
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n. Ponadto a; = 11 ay = 2. Wtedy
3 1
ey
Wartosciami wlasnymi macierzy A sa 1 i 2, odpowiednig baza wektorow

wtasnych jest

Zatem
(10 |1 1 4 |1 -1
D—[O 21, B—{_2 _1} oraz B —[2 1}.
Stad
n npe1 |1 1 1 0 -1 -1 ontl _q 2n — 1
AT =BDB _{—2 -1 [0 27 |2 1| |-2"t'42 —2n42)
W efekcie
n ontl 1 2" — 1 n n
[an+27an+1] = [a27a1] CAT = [27 1] ' |:_2n+1 +92 —9on 2:| = [2 +172 ]a

a wiec apo = 2" tzn. a, = 2" 1.

Odpowiedzi do Zadania 6
(a) ap=73-3""1+1 (-1)""
) = (-2 ) (o) (24 0) - (- )"

. 2 (1 ﬁ 6 4 (1 ﬁ 6 . . . .
Pon.lewaz (2 +1 2 ) =—-1= (2 15 ) , Wilec wzOr jawny mozna tez
zapisaC w postaci:

(—4 gdyn=0 (mod 6),

-1 gdyn=1 (mod 6),

)3  gdyn=2 (mod 6),
fin = gdy n=3 (mod 6),
1 gdyn=4 (mod 6),

(—3 gdyn=5 (mod6),

gdziedlar =0,1,2,3,4,5 zapis n = r (mod 6) oznacza, ze r jest reszta
z dzielenia n przez 6.
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