Zestaw 9

1 Przeksztalcenia liniowe
Teoria

Jesli V i W sa przestrzeniami liniowymi nad ciatem K, to funkcje F': V — W
nazywamy przeksztatceniem liniowym, jesli

F(A\v + pw) = AF(v) + pF(w)

dla dowolnych skalarow A, u € K oraz wektorow v, w € V.
Jedli K jest cialem nieskonczonym, V = K" i W = K™, to funkcja
F:V — W jest przeksztatceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja

wielomiany fi, ..., f, jednorodne stopnia 1 od n zmiennych takie, ze
F(zy, .. xn) = [fi(zr, .. 20), oo f(T1, - )],

dla wszystkich xy,...,x, € K, gdzie F(x,...,x,) jest skr6towym zapisem

wyrazenia F'([xy,...,2,]) (pomijamy jedna pare nawiaséw). Przypomnijmy,

ze wielomian f od zmiennych xy, ..., x, nazywamy jednorodnym stopnia 1

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja skalary aq,...,a, € K takie, ze
flzr, . xn) = a1z + -+ - + apy.

W szczegdlnosci, wielomian zerowy jest wielomianem jednorodnym stopnia
1 (nalezy wzia¢ ay = --- = a, = 0).

Powyzsza reguta pozwala przewidzie¢, ktére z funkcji w Zadaniu 1 sa
przeksztalceniami liniowymi (odpowiedzi ponizej). Warto jednak dodaé, ze
wlasciwe rozwigzanie Zadania 1 polega na sprawdzeniu liniowosci z definicji,
jak w ponizszych przyktadach.

Przyktad I: Zadanie 1(a)

Niech v = [z1,y1] € R, w = [z2,y2] € R, A\, u € R. Wtedy

F(w + pw) = F(Nzy, 1] + plze, vs)])
= F(Azy + pag, Ayr + py2)
= (Az1 + pxa) Ay + pya)
= Nxyy1 + Au(z1yz + z2m1) + 15150.
Podobnie,
AF(v) + pF(w) = AF (21, y1) + pF (32, y2)
= AT1y1 + prays.



7 powyzszych réwnosci nie wyglada, aby
F(A\v + pw) = AF(v) + pF(w).

Aby potwierdzi¢, ze istotnie funkcja F nie jest przeksztalceniem liniowym,
dobrze jest wskazaé¢ konkretne wartosci A, u, z1, T2, Y1, Y2, dla ktorych

F(\v + pw) # AF(v) + pF(w).

Takimi wartosciami sa na przyktad A = p = 21 = 29 = y; = yo := 1. Istotnie,
podstawiajac do powyzszych wzoréw (lub liczac z definicji), mamy

FA-[L,1]+1-1,1])=1*1-41-1(1-14+1-1)+1*-1-1 =4,
podczas gdy
1-F(1L,)+1-F1,1)=1-1-14+1-1-1=2+#4,

co konczy rozwiazanie.

Przyktad II: Zadanie 1(c)
Niech v = [z1,y1] € R, w = [z2,42] € R, A\, u € R. Wtedy
F(A + pw) = F(Az1, y1] + plza, y2])
= F(Az1 + pxa, Ay1 + pya)
= [3(Az1 + pxa) + 2(Ayr + pya), (A1 + paz) + (Ayr + pyo),

— 5(Ay1 + pyp)]
= [BA\x1 + 3pxa + 2 Y1 + 2uy2, Axy + pxe + Ayr + pya, —BAy1 — Suys]

Podobnie,
AF(0) 4 pF(w) = AF(z1,91) + pF (22, 92)
= ABx1 + 2y1, 1 + y1, =51 ] + p[3z2 + 2ys, T2 + Yo, —Hys|
= [BAz1 + 2Ay1, Axy + Ayr, —BAyi] + [Buxs + 2uys, pas + pyo, —5pys]

= [3Az1 + 2\y1 + 3pws + 2uy2, A1+ Ayy + pxs + pya, —5Ay1 — Spys]
= [BAx1 + 3uxo + 2 Y1 + 2uy2, ATy + pxs + Ayr + 1ya, —BAY1 — Suys).

7 powyzszych réwnosci widac, ze
F(Av + pw) = AF(v) + pF(w),

a wiec F jest przeksztatceniem liniowym.
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Odpowiedzi do Zadania 1
(b) Nie.

2 Macierz przeksztalcenia liniowego. 1
Teoria

Jesli A jest macierza o m wierszach i n kolumnach o wspétczynnikach w
ciele K, to macierz A wyznacza przeksztalcenie liniowe Fu: K" — K™ dane

wzorem
Fy(v) :=v- A"

Przypomnijmy, ze AT macierzg transponowana do macierzy A, a wiec w
szczegdlnoéci macierz AT ma m kolumn i n wierszy. W konsekwencji, jesli
v jest wektorem (wierszowym) dtugosci n, to v - AT jest wektorem diugosci
m. Doktadniej, jesli v = [z1,...,z,] oraz macierz A ma wspélczynniki a; ;,
1 <i<n,1< 75 < m, gdzie oczywiscie wspotczynnik a;; znajduje si¢ na
przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny, to

FA(’Z}) = [CL1,1$1 4+ 4 A1nThy -y Am,1T1 + -+ am,nxn]. (21)

Dla kazdego przeksztatcenia liniowego F': K™ — K™ istnieje jednoznacz-
nie wyznaczona macierz A taka, ze F' = Fy, tzn. F(v) = v- AT, Przedstawimy
teraz dwie metody znajdowania macierzy.

Aby przedstawi¢ pierwsza metode, przypomnijmy, ze jesli F': K™ — K™
jest przeksztatceniem liniowym, to istnieja wielomiany jednorodne fi, ...,
fm stopnia 1 od n zmiennych takie, ze

F(zy,...,xn) = [fi(z1, ..., 20), o f(T1, oo 20)] (2.2)

Poniewaz wielomiany fi, ..., f, sa jednorodne stopnia 1, wiec z definicji
istniejg skalary a; ;, 1 <17 <n, 1 <j < m, takie, ze

filxy, .o xn) = @iz + -+ + G T, i=1,...,m.



Wstawiajac powyzsze wyrazenia do wzoru (2.2) oraz poréwnujac otrzymane
wyrazenie ze wzorem 2.1, otrzymujemy, ze skalary a;; sa wspotczynnikami
poszukiwanej macierzy A.

Inny sposéb wyznaczenia macierzy A polega na wyliczeniu wartosci prze-
ksztatcenia F' na wektorach bazy standardowej. Zatem dla ¢ = 1, ..., n niech
e; bedzie wektorem dtugosci n, ktéry ma 1 na i-tym miejscu oraz 0 na pozo-
statych. Niech

vy = Fl(er),...,v, = F(e,).

Wtedy A jest macierza, ktérej kolumnami sg wektory vy, ..., vy,.

Przyklad: Zadanie 2(c)
Niech F: R? — R3 bedzie dane wzorem
Metoda I
W powyzszym przyktadzie mamy
F(‘I7 y) - [fl(x7 y)u f2<x7 y)a fS(xu y)]u
gdzie
flzy)=3-2+2-y,  folz,y)=1l-z+1-y

zatem I' = F4 dla

Metoda I1
Mamy

Fle)) = F(1,0)=[3-142-0,1+0,-5-0] = [3,1,0].

Podobnie
F(GZ) = F(Oa 1) = [27 1a _5]

Tworzymy macierz, ktorej kolumnami sa powyzsze wektory i otrzymujemy

3 2
A=11 1
0 -5



Odpowiedzi do Zadania 2

-Z
(d) A= |5].
0
2 1 1
f) A=13 -2 0
1 0 -5

3 Macierz przeksztalcenia liniowego. I1
Teoria
Przypomnijmy, ze jesli A jest macierza, to

Fy(x) = AL

7 powyzszego wzoru wynika w szczegdlnosci, ze aby znalez¢ wektory y takie,
ze Fy(y) = 0, trzeba rozwiazaé jednorodny uktad réwnan, ktérego macierza
gtéwng jest macierz A.

Przyklad
Jesli
31 0
A_[Q 1 _5} i r=[2,1,-1],

to

3 2
Fa(x) =[2,1]- AT =1[2,1,—-1]- |1 1 | =][7,10].

0 -5

Aby znalezé wektory y = [y1,y2, y3] takie, ze Fa(y) = 0, rozwigzujemy
uktad rownan, ktorego posta¢ macierzowa wyglada nastepujaco

31 010
21 =50 |’

3y + Y = 0,
290 4+ ys — bdys = 0.

a wiec uktad réwnan

Rozwigzaniem powyzszego uktadu réwnan jest zbior opisany warunkami

Y1 = —53/37
Y2 = 15y37
ys € R.

b}



Odpowiedzi do Zadania 3
(a) [4,32], y1 = —2y2, y2 € R, y3 = 3.

(b) [0727 1]7 Y1 = Y2, Y2 € R, Yz = 0.

5 Odwracalne przeksztalcenia liniowe
Teoria

Jesli F' = F,4 dla macierzy A, to przeksztalcenie liniowe F' jest odwracalne
wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz A jest odwracalna. Ponadto, w powyzszej
sytuacji F~! = Fy-1. Zauwazmy w szczegdlnodei, ze jesli macierz A nie jest
kwadratowa, to przeksztatcenie F' nie moze by¢ odwracalne.

Zatem, aby sprawdzi¢, czy dane przeksztatcenie F' jest odwracalne, nalezy
znalezé macierz A taka, ze F' = F4 i sprawdzi¢, czy macierz A jest odwracal-
na. Jesli macierz A jest odwracalna i chcemy znalezé¢ postaé przeksztalcenia
odwrotnego do F, to musimy znalezé macierz odwrotng A~! do macierzy
A i wyznaczone przez macierz A~! przeksztalcenie. W szczegdlnosci, aby
rozwigzywaé Zadanie 5 nalezy przypomnie¢ sobie informacje o macierzach
odwrotnych przedstawione przez okazji omawiania Zestawu 5.

Przyklad: Zadanie 5(a)

Zauwazmy, ze F'= F, dla

Wtedy macierz A jest odwracalna oraz
L[ L
A = {E 132] .
13 13

Zatem przeksztatcenie F' jest odwracalne oraz przeksztatcenie odwrotne
F1 R — R?
dane jest wzorem

5 1 3 2
-2y

jaas 2 =gy 2
@v) =57+ BY 3% 13



Odpowiedzi do Zadania 5

(b) Przeksztalcenie F' nie jest odwracalne.

Uwaga: F' = Fy, gdzie

2 10
A_[—1 2 0]

(c) Przeksztalcenie F' nie jest odwracalne.

(d) Przeksztalcenie F' jest odwracalne i

P ) [1 n 1 1 L 1 L 1 1 n 1 1
T,Y,2) = |z + zy,——T + — —2,——x+ -y — =z|.
7y’ 2 2y7 4 4y 2 Y 4 4y 2

6 Macierz przeksztalcenia liniowego w bazach
Teoria

Niech F': K™ — K™ bedzie przeksztatceniem liniowym oraz b = (by,...,b,)
ic=(cy,...,cn) bazami uporzadkowanymi przestrzeni K™ i K™, odpowied-
nio. Dla kazdego j = 1,...,n, niech h; = [hy,..., hn ] bedzie wektorem
wspohrzednych wektora F'(b;) w bazie ¢ (pojecie to pojawito sie w Zadaniu 3

w Zestawie 8). Macierz H, ktorej kolumnami sa wektory hy, ..., h,, a wiec
H = [h; jli=1,..m, nazywamy macierza przeksztatcenia F' w bazach b i ¢ oraz
j=1,...n

oznaczamy Mu°.

Jesli F' = Fy, to A jest macierzg przeksztalcenia F w bazach standar-
dowych, tzn. A = M;’f , gdzie e i f s bazami standardowymi dziedziny i
przeciwdziedziny, odpowiednio.

Opiszemy teraz metode znajdowania macierzy przeksztatcenia F' w ba-
zach  niestandardowych”. Opiera si¢ ona na nastepujacej obserwacji. Niech
F: K" - K™iG: K™ — K' bedg przeksztalceniami liniowymi, a e, f i
¢ bazami w przestrzeniach K", K™ i K!, odpowiednio. Wtedy wiadomo, ze
ztozenie G o I jest przeksztalceniem liniowym oraz

Mgep = Mg" - ME*. (6.3)

Powyzsza obserwacja w tatwy sposob uogolnia si¢ na przypadek trzech
odwzorowan, co mozna symbolicznie zapisac¢

b,C J— f,C 67f b76
MGOFOH_MG 'MF 'MH.



Stosujac powyzsza obserwacje dla odwzorowan GG i H bedacych identyczno-
Sciami na odpowiednich przestrzeniach, otrzymujemy, ze

M;"C = PC:f : MFe:f ’ Peab7

gdzie P,p == Mﬁf iP.j:= MIJ;’C (macierz P.;, nazywamy macierza przejécia
od bazy e do b; podobnie, P, ; to macierz przejscia od bazy ¢ do f). Jesli
dodatkowo, F' = Fj4 oraz e i f s bazami standardowymi, to Mf}’f = A

Podsumowujac,
MpS = Poy- A Py,

zatem, aby policzy¢ M;:, wystarczy znalez¢ opis macierzy Py i Pep.

Bezposrednio z definicji wynika, ze jesli b = (by, ..., b,), to P.p jest macie-
rza, ktorej kolumnami sa wektory by, ..., b,. Ponadto, wzor (6.3) implikuje,
ze Py = Py, cl, gdzie podobnie jak wczesniej Py, jest macierza, ktorej kolum-
nami sg wektory tworzace baze c.

Podsumujemy teraz powyzsze rozwazania. Zalézmy, ze mamy dana ma-
cierz A o m wiersza i n kolumnach oraz bazy uporzadkowane b = (b1, ..., b,)
ic=(c1,...,cn) przestrzeni K" i K™, odpowiednio. Aby znalezé macierz
MZI;: przeksztatcenia F4 w bazach b i ¢, wykonujemy nastepujace kroki:

e Tworzymy macierze P, i Py, gdzie P, jest macierzg, ktérej kolum-
nami sg wektory by, ..., b,, a P, s jest macierzg, ktorej kolumnami sg
wektory c¢1, ..., Cn.

e Wyliczamy macierz P} 01

o Wtedy
My =P;l APy, (6.4)

Przyktad: Zadanie 4

Przypomnijmy, ze F' = F4 dla
1 20
A= {6 0 4} '
Poniewaz b = ([1, -1, 2], [1,1,0],[0, 1, 1]), wigc

10
P,=|-111
01



Podobnie,

10
f?ﬁ:: {2 ]}7

L [1 0
p= (1,

Ze wzoru (6.4) wynika zatem, ze

1 10
Mo —ptoap, = [ L0 20 |y g L8 2]
fie S - [ (U Y I A

wiec

Aby znalez¢ macierze odwracalne P i () takie, ze
MY = PAQ™,
wystarczy, korzystajac ze wzoru (6.4), wziaé
1 0
— p-1_
perp=[l) ]

oraz

DO =

Metoda II — definicja
Macierz M;’C mozna tez znalezé bezposrednio z definicji. W tym celu
liczymy

F(1,-1,2) =[-1,14],  F(1,1,0) = [3,6]

F(0,1,1) = [2,4]

(patrz Zadanie 3). Nastepnie znajdujemy wspoéirzedne powyzszych wektoréw
w bazie ¢ (patrz Zadanie 3 z Zestawu 8) i otrzymujemy, ze

[—1,14] = (=1) - [1,2] + 16 - [0, 1],
3,6) =3-[1,2] + 0- [0, 1]



2,4 =2-[1,2]+0-[0,1].

. , , .. ... . b . .
Z powyzszych réwnoscei i definicji macierzy My wynika, ze

~1 3 2
M:{m 0 o}'

Znajdowanie macierzy P i Q z réwnoéci M = PAQ™! jest réwniez moz-
liwe, ale bardziej klopotliwe. Nalezy zamieni¢ réwnosé¢ M = PAQ ™! na réw-
nos¢ M@ = PA irozwigzaC powyzsze rownanie macierzowe z niewiadomymi
P i @ (patrz Zestaw 5). To prowadzi do jednorodnego uktadu 6 réwnan z
13 niewiadomymi. Wybierajac jedno z jego rozwiagzan, nalezy zwrdci¢ uwage
na to, aby otrzymane macierze P i () byly odwracalne.

Odpowiedzi do Zadania 6

Poniewaz we wszystkich przyktadach mamy te samg baze b, wiec warto od
razu zauwazy¢, ze we wszystkich przyktadach

1 10
P,=1100
1 11
Ponadto c =b1i f = e, wiec
0 1 0
P =P,)=|1 -10
-1 0 1

(b) W tresci zadania jest btad, gdyz aby zadanie bylo wlasciwe postawio-
ne, w zadaniu 5(b) przeciwdziedzing powinno by¢ R3. Przy zmianie
przeksztalcenia w zadaniu 5(b) na F': R* — R? dane wzorem

F(z,y,2) =22 + y,—x + 2y, 0],

otrzymujemy odpowiedz

1 -1 0
M¥=12 3 0
-3 =20

10



2 3 2
() M¥ =11 -1 —1].
2 3 2
3 2 1
(d) MW =|-4 —2 —2|.
1 -1 0

7 Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego. I
Teoria

Jesli F: V. — W jest przeksztalceniem liniowym, to definiujemy
Ker FF:={v eV :F(v) =0} oraz ImF :={F(v):veV}.

Zbior Ker F' nazywamy jadrem przeksztatcenia F', natomiast Im F' obrazem
przeksztatcenia F. Jadro jest podprzestrzenia liniows przestrzeni V', nato-
miast obraz jest podprzestrzenia liniows przestrzeni W.

Jesli F = F,4 dla macierzy A, to podprzestrzen Ker F' jest zbiorem roz-
wigzan jednorodnego uktadu réwnan, ktorego macierza gtowna jest macierz
A. Zatem, aby znalez¢ baze podprzestrzeni Ker F' nalezy postuzy¢ sie metoda
opisang w Zadaniu 9 z Zestawu 8. Podobnie, podprzestrzen Im F' jest rozpie-
ta przez wektory wy, ..., w,, ktore sg kolumnami macierzy A. Zatem, aby
znalez¢ baze podprzestrzeni Im F' nalezy wykorzysta¢ metode z Zadania 6 w
Zestawie 8.

Przyklad: Zadanie 7(1.c)

Jedli F': R? — R3 dane jest wzorem

F(z,y) = [3z + 2y, + y, =5y,

to
3 2
A=11 1],
0 -5

zatem aby znalez¢ baze podprzestrzeni Ker F' musimy rozwiaza¢ uktad réow-
nan o postaci macierzowej

S = W
— DN
o O O

11



a wiec uktad rownan
3r + 2y = 0,
T + y = 0,
-5y = 0

(zauwazmy, ze jest to po prostu uklad réwnan, ktory uzyskujemy, przyrow-
nujac wspétrzedne przeksztatcenia F' do zera). Rozwigzaniem tego ukladu
réwnan jest para (0,0), czyli jest ono postaci

x =0,
{ y=0,
a wiec baza podprzestrzeni Ker F' jest zbior pusty (w powyzszym opisie nie
ma zmiennych ,wolnych”).
Podprzestrzen Im F jest rozpieta przez wektory [3,1,0]1[2, 1, —5] (kolum-
ny macierzy A). Stosujac metode opisana w Zadaniu 6 z Zestawu 8, tatwo

widaé, ze tworzg tez one baze podprzestrzeni Im F. Ostatecznie otrzymujemy
zatem odpowiedz:

e Baza Ker F': @.

e Baza Im F: {[3,1,0],[2,1,—5]}.

Uwaga

Jesli F': V. — W jest przeksztalceniem liniowym, to
dim Ker F'+ dimIm F' = dim V. (7.5)
W powyzszym przyktadzie mamy
dim Ker F' = 0, dimIm F' = 2 oraz dimV = dimR? = 2

(przypomnijmy, ze wymiar dim U podprzestrzeni U to liczba elementéw ba-
zy), a wiec istotnie zachodzi powyzszy wzér. Wzor (7.5) mozemy wykorzystaé
do czedciowej weryfikacji poprawnosci otrzymanych wynikow, gdy zwykle wy-
miar dziedziny przeksztatcenia F' jest tatwy do wyliczenia.

Odpowiedzi do Zadania 7

Przypomnijmy, ze podprzestrzen liniowa ma zwykle wiele baz, wiec prezento-
wane odpowiedzi nie sa jedynymi mozliwymi poprawnymi odpowiedziami. W
uzupelnieniu tresci zadania proponuje, aby policzy¢ dodatkowo bazy jadra i
obrazu dla przeksztatcen z Zadania 5.

12



1(d) Baza Ker F: @.
Baza Im F: {[z,5, 0]}.

1(f) Baza Ker F: @.

Baza Im F: {[2,3,1], [1,—2,0],[1,0, —5]}.
3(a) Baza Ker F: {[-2,1,3]}.

Baza Im F: {[1,6],[2,0]}.
3(b) Baza Ker F: {[1,1,0]}.

Baza Im F: {[-1,1,0],[1,1,1]}.
5(a) Baza Ker F: @.

Baza Im F: {[2, 3], [1, —5]}.
5(b) Baza Ker F: [0, 0, 1].

Baza Im F: {[2,—1],[1,2]}.
5(c) Baza Ker F: [-3,1,2].

Baza Im F: {[1,1,2],[1,—1,0]}.

5(d) Baza Ker F: @.
Baza Im F: {[1,1,0],[-1,1,1],[-1,1, —1]}.

8 Jadro i obraz przeksztalcenia liniowego. 11
Teoria

Niech vy, ..., vx oraz wy, ..., w; beda wektorami z przestrzeni R™ i R™,
odpowiednio. Aby znalezé przeksztalcenie liniowe F': R™ — R™ takie, ze

Ker F=V i ImF=W, (8.6)

gdzie
Vo= (v, ..., 0) i W= (wy,...,w),

mozna postuzy¢ sie nastepujaca metoda.

(1) Stosujac metode z Zadania 6 w Zestawie 8, znajdujemy wektory vy, .. .,
v;, tworzace bazg¢ podprzestrzeni V' oraz wektory wj,, ..., w;, tworzace
baze podprzestrzeni W.

13



(2)

(3)

Jesli p+ q # n, to nie istnieje poszukiwane przeksztalcenie F, gdyz nie
jest spelniony wzor (7.5). Dalsze kroki wykonujemy tylko, gdy p+q = n.

Korzystajac z metody z Zadania 8 w Zestawie 8, znajdujemy wektory
bi,..., by oraz ci, ..., cn_q takie, ze

bZ: (vila---7vipab17'--7bq)

jest baza przestrzeni R" (zauwazmy, ze w tym miejscu korzystamy z
réwnosci p + ¢ = n) oraz

ci=(Wj,...,0j,,C1,. .. Cm—q)
jest baza przestrzeni R™.

Warunki (8.6) spelnia¢ bedzie przeksztalcenie F', dla ktérego macierz
w bazach b i ¢ jest postaci

00 --- 0 0|1 0 --- 0 0
00 --- 00]|0 1 0
0 0 0/0 0 1 0
M:=100 0 0/0 0 0 1|
00 0 0/0 0 0 0
00 0 0/0 0 0 0
00 -- 00/0 0 --- 0 0
00 - 00[0 0 -~ 0 0

gdzie nad pozioma kreska jest ¢ wierszy (a wiec ponizej m — g wierszy),
natomiast na lewo od pionowej kreski jest p kolumn (a wiec na prawo ¢
kolumn). Nalezy dodaé, ze kreski w powyzszej macierzy maja jedynie
charakter pomocniczy i nie nalezy ich rysowa¢ piszac macierz M w
konkretnym zadaniu.

W bardziej zwarty sposéb mozemy macierz M przedstawi¢ w postaci

0q><p 1q

0(qur) Xp O(mw) Xq

M = ,
gdzie 1, oznacza macierz jednostkowa (tj. macierz kwadratows z jedyn-
kami na gtéwnej przekatnej i zerami poza gtéwna przekatna) rozmia-
ru ¢, natomiast O,y jest macierza zerowa (tj. ztozona z samych zer) o
s wierszach i ¢ kolumnach.
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. , . b . . .
Powyzsza posta¢ macierzy Mp“ oznacza, ze przeksztalcenie F' jest wy-
znaczone przez warunki

F(U'h) = O,...,F(Uip) :O,
oraz

F(bl) = U)jl, e F(bq) = qu.
(5) Aby znalezé wzér przeksztalcenia F' wystarczy znalezé macierz prze-
ksztalcenia F' w bazach standardowych, a wiec macierz A takg, ze
F = Fj. Z Zadania 6 (a doktadniej ze wzoru (6.4)) wiemy jednak,
ze
A=Ps.-M- P;;,l’
gdzie e i f sg bazami standardowymi w R™ i R™, odpowiednio.

Przypomnijmy, ze wtedy

F(xy,...,2,) = [x1,...,2,] - AT
Doktadniej, jesli
11 - Ainp
A== Co
Uma G
to
F(xy,...,2n) =121 4+ -+ @1nlns - oo, Q11+ -+ -+ Qo Tn).

Aby upewni¢ sie co do poprawnosci wykonanych obliczen mozna spraw-
dzi¢, czy
F(v))=0,...,F(u) =0,

oraz ze wektory wj,, ..., w;, pojawiajg si¢ wérod kolumn macierzy A.
Warto doda¢, ze w zadaniach zwykle okazuje si¢, ze p =k iqg =1, a co
za tym idzie v, = vy, ..., v;, = v oraz wj, = wi, ..., w;, = w;. Dodatkowo,

jesli k < 2, to aby sie przekona¢ o tym, ze p = k, wystarczy skorzystaé z
ponizszych kryteriéw na liniowa niezaleznos¢:

e ody k =2, to wektory vy 1 v sa liniowo niezalezne (a wiec p = k = 2),
gdy vy # 0 # vy 1 wektor vy nie jest wielokrotnoscia wektora vy;

e gdy k =1, to wektor v; jest liniowo niezalezny (a wiec p =k = 1), gdy
vy # 0;

e gdy k = 0, to oczywiscie nie ma czego wybierac i rzecz jasna p = k = 0.

Analogiczne reguty dotycza sytuacji, gdy [ < 2.
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Przyktad
Znajdziemy przeksztalcenie F': R3 — R? takie, ze
Ker FF =V :=(]-3,1,2]) i ImF =W :=([1,1,2],[1,—1,0]).

(1) Latwo widaé (z uwag po opisie algorytmu lub z metody z Zadania 6
w Zestawie 8), ze wektor [—3,1,2| tworzy baze podprzestrzeni U, a
wektory [1,1,2] i [1, —1, 0] tworza baze podprzestrzeni V.

(2) Poniewaz 1 + 2 = 3, wiec istnieje poszukiwane przeksztaltcenie.

(3) Korzystajac z metody z Zadania 8 w Zestawie 8, znajdujemy bazy
b=([-3,1,2,00,1,0,(0,0,1]) i e=([1,1,2],[1,~1,0],[0,0,1])
dziedziny i przeciwdziedziny.

(4) Definiujemy macierz M wzorem

010
M:=1{0 0 1
000
(5) Z kroku (3) wiemy, ze
-3 00 1 1 0
Po=11 10 i P.=|1 -1 0|,
2 01 0 1

—% 0 0
Pejb1 = % L0 ’
z 01
a nastepnie obliczamy
1 1 1
A=P;.-M-P}=|-3 1 —1
2.2 0

Poszukiwane przeksztalcenie to ' = Iy, a wiec
1 2
F(x1, 29, 73) 1= |71 + 22 + 13, —37% + xy — 3, 371 + 2xa|.
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Mozemy sprawdzi¢, ze istotnie
F(-3,1,2) = 0.

Ponadto wektory [1,1,2] i [1, —1, 0] sa kolumnami (odpowiednio druga i trze-
cia) macierzy A.

Zauwazmy na zakonczenie, ze Zadanie 5(c) dostarcza innego przyktadu
przeksztatcenia liniowego F' takiego, ze

Ker F=U 1 ImF =W.

Nalezy wiec po raz kolejny pamigtaé, ze opisane metoda dostarcza jednego
(z zazwyczaj wielu) przyktadow przeksztatcenia liniowego o zadanych wia-
snosciach.

Odpowiedzi do Zadania 8

(a) F(ZL’l,IQ,Ig,ZE4) = [—21’1 + To — X3 -+ Ty, —21 —+ T, —21’1 + To — X3 —+
Ty, —T1 + Ta).

(b) F(x1,x9,x3,24) = [—x1 + 23, —1 + 23 + x4, —x1 + 23,0].
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