Zestaw 8

1 Podprzestrzenie liniowe

W ponizszych rozwazaniach bedziemy moéwié o podprzestrzeniach liniowych
nad ciatem liczb rzeczywistych, gdyz takie zadania dominuja w zestawie. Nie
mniej prawie wszystko co bedzie powiedziane, mozna powtérzy¢ dla dowol-
nego ciata.

Niepusty podzbiér V' C R" nazywamy podprzestrzenia liniowa, jesli jest
zamkniety ze wzgledu na dodawanie wektoréw oraz ich mnozenie przez ska-
lary, tzn.

o jeslivyweV, tov+weV;
e jesiNeRiveV, tor-veV.

Powyzsze dwa warunki mozna zbiorczo zapisa¢ w postaci warunku:
o jesi \,peRivweV, tox-v+p-weV.

Ponadto, warunek V' # @ mozna zastapi¢ warunkiem 0 € V, gdzie 0 :=
[0,...,0] oznacza wektor zerowy.

Przyktadami podprzestrzeni liniowych sa {0} (podprzestrzen ztozona z
wektora zerowego) oraz R™. Z wyjatkiem podprzestrzeni {0}, wszystkie pod-
przestrzenie liniowe przestrzeni R" sg nieskonczone. W zwiazku z tym zwykle
nie opisujemy podprzestrzeni liniowej poprzez podanie jej elementéw. Istnie-
ja dwa podstawowe sposoby opisu podprzestrzeni liniowych w R™: poprzez
uktady rownan oraz zbiory generatoréw. Szczegdlng wersja opisu za pomoca
zbioru generatoréw jest opis za pomoca bazy.

Pierwszy sposob opisu zwigzany jest z nastepujacymi obserwacjami:

e zbiér rozwigzan kazdego jednorodnego uktadu réwnan o wspotczynni-
kach w ciele liczb rzeczywistych i n niewiadomych jest podprzestrzenia
liniowg w R™;

e kazda podprzestrzen liniowa w R” jest zbiorem rozwigzan jednorodne-
go uktadu rownan o wspéteczynnikach w ciele liczb rzeczywistych i n
niewiadomych.

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze uktady réwnan, o ktérych mowa powyzej, sa
jednorodne. Powyzsze obserwacje moga stanowi¢ wskazowke, ktore ze zbio-
row z Zadania 1 sa podprzestrzeniami liniowymi. Oczywiscie zwykle ta sama
podprzestrzen moze by¢ opisana przez wiele uktadow réwnan.



Aby przedstawi¢ drugi sposéb opisu konieczne jest wprowadzenie pojecia
zbioru generatoréw. Jesli vy, ..., v, € R™, to przez (vy,...,v,) oznaczamy
zbiér ztozony z wszystkich kombinacji liniowych wektoréw vy, ..., v,, (nota-
cja uzywana na wykladzie to Lin(vy, ..., v,,)). Podobnie jak wczesniej mamy
obserwacje:

e zbiér (vq,...,v,) jest podprzestrzenia liniowa, dla wszystkich wekto-
rOW U1, ..., Umi

e kazda podprzestrzen liniowa w R”™ jest postaci (vy, . . ., v,,), dla pewnych
wektorow vy, ..., vpy,.

JesliV = (vq,...,vy), to méwimy, ze zbior {vy, ..., v, } jest zbiorem genera-
toréw podprzestrzeni V oraz ze podprzestrzen V jest rozpieta (generowana)
przez zbiér {vy, ..., v, }. Jesli dodatkowo zbior {vy, ..., vy} jest liniowo nie-
zalezny, to nazywamy go baza podprzestrzeni V. Z wyjatkiem sytuacji, gdy
V = {0}, podprzestrzen V moze mieé¢ wiele baz, a wiec takze wiele zbio-
réw generatoréw. Jedyna baza podprzestrzeni {0} jest zbi6r pusty. Mimo iz
podprzestrzen moze mie¢ wiele baz, to kazde dwie bazy sa réwnoliczne —
liczbe elementow dowolnej bazy podprzestrzeni V nazywamy jej wymiarem
i oznaczamy dim V.

Podsumowujac: podprzestrzen liniowa moze by¢ opisana (zadana) na je-
den z nastepujacych sposobdéw:

(1) jako zbior rozwiazan jednorodnego uktadu réwnan;
(2) poprzez podanie zbioru generatorow;
(2’) poprzez podanie bazy.

Jednym z celow w tym zestawie jest poznanie metod przechodzenia pomie-
dzy powyzszymi opisami. Zauwazmy, ze poniewaz kazda baza jest zbiorem
generatorow, wiec przejécie od opisu za pomoca bazy do opisu za pomoca
zbioru generatoréw jest trywialne (nic nie trzeba robi¢). W konsekwencji,
jesli bedziemy potrafili znalez¢ baze zbioru rozwigzan jednorodnego uktadu
rownan, to bedzie tez umieli znalez¢ zbior generatoréw tego zbioru rozwiazan.
Podobnie, jesli dla zbioru generatoréw bedziemy potrafili znalezé¢ jednorodny
uktad réwnan liniowych, ktorego zbiorem rozwigzan jest podprzestrzen linio-
wa rozpieta przez wyjsciowy zbiér generatorow, to bedziemy umieli zrobi¢ to
samo, jesli na starcie otrzymamy baze docelowej podprzestrzeni.

Zostaje nam zatem opisa¢ nastepujace przejscia:

e dla danego jednorodnego uktadu réwnan liniowych znalezé baze prze-
strzeni rozwigzan tego uktadu;



e dla zbioru {vy, ..., v, } wektoréw znalezé jednorodny ukltad réwnan li-
niowych, ktérego zbiorem rozwigzan jest podprzestrzen (vy, ..., vm);

e dla zbioru {vy,..., vy} znalez¢ podzbiér {v,,, ..., v; }, ktére jest linio-
wo niezalezny i taki, ze

(V1,0 Um) = (Vjy, .., 0j,).

Odpowiednie metody zostang przedstawione przy okazji omawiania kolejnych
zadan.

Przyklad: Zadanie 1(a)

Niech
U :={[u,v,2u,4v] : u,v € R}.

Latwo wida¢, ze [0,0,0,0] € U (bierzemy u = 0 = v).
Chcemy sprawdzié¢, czy jesli x,y € U oraz \,u € U, to 7

e+ py € U.

Poniewaz z,y € U, wiec

r=[u, v, 2u 4] i y = [u", 0" 2u", 40"]
dla pewnych ', v',u”,v" € R. Wtedy

AT+ py = (A 4 pu”, '+ " 200 + 2”4 + 4.
Przyjmujac u := M/ + pu” i v := M\’ + po”, otrzymujemy, ze
Az + py = [u, v, 2u, 4],

a wiec A\x + py € U. Zatem U jest podprzestrzenig liniowa.

Przyktad: Zadanie 1(b)

Niech
U :={[u,v,uv] : u,v € R}.

Latwo widaé, ze [0,0,0] € U (bierzemy u =0 = v).
Chcemy sprawdzié¢, czy jesli x,y € U oraz A\, u € U, to

Ax + py € U.



Poniewaz z,y € U, wiec

x=[u, v uv] iy =0 u"]

dla pewnych ', v',u”,v" € R. Wtedy

" /I]

A+ py = M+ pu” o' + puv
Jesli chcemy znalezé u, v € R takie, ze
Az + py = [u, v, uv,
to musimy przyja¢ u = A’ + pu” oraz v = M’ 4+ pv”. Wtedy jednak
uv = NV + (V" + ") + " # Ml 4 pu”,

co sugeruje, ze U nie jest podprzestrzenig liniowa.
Aby potwierdzi¢ powyzsze przypuszczenie nalezy znalezé wektory x,y €
U (a wigc skalary u/, v/, u” 1 v") oraz skalary A\, u € R takie, ze Az + py ¢ U.
Przyjmujac,
W=0v=u"=0v=N=pu=1,

mamy ¢ =y = [1,1,1] € U (gdyz 1-1 = 1) oraz
v+ py =1[2,2,2] ¢ U,

gdyz 2 -2 =4 # 2. Zatem U nie jest podprzestrzenig liniowa.

Odpowiedzi do Zadania 1

Nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze w ponizszych odpowiedziach znajduja sie
jedne z wielu mozliwych baz (nie mniej, sa to bazy, ktére otrzymuje sie,
stosujac metody eliminacji Gaussa w ,standardowy” sposéb).



9 Od ukladu réwnan do bazy
Metoda

Przypomnijmy, ze jesli mamy jednorodny uktad réwnan liniowych z niewia-
domymi i, ..., x,, to po rozwigzaniu tego uktadu mamy podziat zbioru
indekséw {1,...,n} na dwa podzbiory {i1,...,i.} oraz {ji,..., jn_r} takie,
ze:

e zmienne x;,, ..., x; moga przybiera¢ dowolne wartosci rzeczywiste;

r

e na zmienne z;,, ..., T;,_, mamy wzory uzaleznione od zmiennych z; ,
ooy &y, tzn. dla kazdego j € {j1,...,Jn_r} istnieja liczby rzeczywiste
Qjiyy -y Qg takle, ze

Tj = Qjiy iy + -+ g, T, -
Innymi stowy, rozwigzanie wyjsciowego uktadu réwnan ma postac:

Tjy = Qjy iy Tiy + =+ Qjy 3, Ti,

xjn—r - ajn—Tyila:il + e + ajn—ryi'rmi'r7
Liyyeooy Xj, € R.

Aby znalez¢ baze powyzszego zbioru stosujemy nastepujacg procedure:
dla kazdego k = 1,...,r tworzymy wektor vy, podstawiajac x;, =1, 2;, ;=0
dla [ # k, oraz wyliczajac x;,, ..., xj,_, z powyzszych wzoréw. Wtedy wek-
tory {v1,...,v,} tworza baze przestrzeni rozwiazan wyjsciowego ukltadu. Za-
uwazmy, ze jesli r = 0, a wigc jedynym rozwigzaniem uktadu réwnan jest
wektor zerowy, to otrzymujemy w ten sposob jako baze zbiér pusty. Z wyjat-
kiem tej szczegdlnej sytuacji, otrzymana baza jest jedng z wielu mozliwych
baz. Na przyklad, w niektérych sytuacjach (szczegélnie gdy we wzorach wy-
stepuja utamki) wygodniej jest podstawi¢ za x;, inna liczbe niz 1, wazne jest
jedynie, aby byta to liczba rézna od zera.

Przyklad: Zadanie 9(a)

Rozwiazujac wyjsciowy uktad rownan, otrzymujemy

T1 = I3 + 214,
T = —21'3 — 3$47
r3, T4 € R.

Zatem baza zbioru rozwigzan sktadac sie bedzie z dwoch wektorow. Pierwszy
wektor otrzymujemy, podstawiajac 3 := 11 x4 :=0,skad 21 = 11 29 =



—2, a wiec wektor ma postaé¢ [1,—2,1,0]. Podobnie, aby wyliczy¢ drugi z
wektoréw bazy, podstawiamy x3 := 01 x4 := 1, skad z; = 2 iz = -3,
zatem dostajemy wektor [2,—3,0,1]. Ostatecznie otrzymujemy odpowiedz
{[1,-2,1,0],[2,—3,0,1]}.

Nalezy podkresli¢, ze zgodnie z jedng z weze$niejszych uwag, kazda nieze-
rowa podprzestrzen ma (nieskonczenie) wiele baz, wiec mozliwe jest uzyskanie
innych odpowiedzi. Na przyktad, rozwigzujac ,niestandardowo” wyjsciowy
uktad rownan, mozemy otrzymaé postaé rozwigzania

T3 = —3.171 - 2%27
T4 = 271 + T2,
r1, T2 € R,

co prowadzi do odpowiedzi {[1,0,—3,2],[0,1,—2,1]}. To co (nieprzypadko-
wo) jest wspélne dla obu odpowiedzi, to liczba wektoréw bazowych.
Odpowiedzi do Zadania 9

Nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze w ponizszych odpowiedziach znajduja sie
jedne z wielu mozliwych baz (nie mniej, sa to bazy, ktore otrzymuje sie,
stosujac metody eliminacji Gaussa w ,standardowy” sposéb).

(b) {[-1,1,-1,1]}.
(¢) {[1,0,—1,1,0],[0,1,—1,0,1]}.
(d) {[~1,0,1,0,0],[0,—1,0,1,0],[1,—2,0,0,1]}.

10 Od zbioru generatoréw do ukladu réwnan

Metoda

Niech V' bedzie podprzestrzenia rozpieta przez wektory vy, ..., v, € R", tj.
V = (v1,...,vn). Aby znalez¢ uklad réwnan opisujacy podprzestrzen V two-
rzymy macierz A, ktérej wierszami sa wektory vy, ..., v, (zatem A jest ma-
cierza o m wierszach i n kolumnach), a nastepnie rozwiazujemy jednorodny
uktad réwnan liniowych, ktérego macierza gtéwnag jest macierz A. Jesli

a; = [al,la s aal,n]a cee, A = [ak,b s aak,n]a

tworza baze rozwiazan przestrzeni powyzszego uktadu (patrz Zadanie 9), to
przestrzen V' jest zbiorem rozwiazan uktadu réwnan

aaxy + -+ aypx, =0,
Ak 121 +-+ A nlpn = 0.

6



Przyktad

Zmajdziemy uktad rownan opisujacy podprzestrzen liniows rozpieta przez
wektory [1,2,—1,0]1[1,—1,2,3]. W tym celu rozwiazujemy jednorodny ukltad
rownan liniowych, ktérego macierz gtéwna jest postaci

1 2 —-10
1 -1 2 3|’
a wiec uktad réwnan

Yy + 22 — Y3 = 0,
i — Y2 + 2ys + 3ys = 0.

Aby odrozni¢ rozwigzywany uktad rownan od docelowego uktadu réownan,
warto uzy¢ innego oznaczenia zmiennych niz w przypadku ,standardowego”
uktadu rownan. Rozwiazujac powyzszy uktad rownan (w ogélnosci warto to
robi¢ w postaci macierzowej), otrzymujemy zbiér rozwiazan w postaci

Y1 = —Y3 — 2,
Yo = Y3 + Y,
Y3, Yy S Ra

7 powyzszych wzorow wyliczamy, ze baze zbioru rozwigzan stanowia wektory
[—1,1,1,0] i [-2,1,0, 1], zatem podprzestrzen liniowa rozpieta przez wektory
(wyjsciowe) [1,2,—1,0] i [1,—1,2, 3] jest zbiorem rozwiazan uktadu

—r1T + T2 —+ T3 = 0,
—2I1 + X9 + x4 = 0.
Odpowiedzi do Zadania 10

Tak jak poprzednio moze sie zdarzy¢, ze otrzymane rozwiazania beda sie 16z-
ni¢ od ponizszych. Czedciowa weryfikacja otrzymanych wynikéw jest spraw-
dzenie, czy wyjsciowe wektory sa rozwigzaniami otrzymanych uktadow réw-
nan.

(a) 4dxy — 3x9 + 223 =0, 427 — 29 + 224 = 0.

(b) 31’1+[E2-[E3+l’4:0, —2ZE1—2$2—ZE3+I’5:O.



6 Od zbioru generatoréw do bazy
Metoda

Przedstawiona ponizej metoda znajduje sie wéréd wskazowek umieszczonych
na koncu Zestawu 8. Wérod wskazowek znajduje sie rowniez metoda znaj-
dowania bazy zbioru rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych, ale
rozni sie ona w pewnych szczegdtach od metody opisanej w oméwieniu Za-
dania 9.

Jesli dany jest zbiér wektorow X = {vy,..., 0} 1 V i= (v1,...,0p), to
aby wybra¢ podzbiér {v;,, ..., v, } stanowiacy baze podprzestrzeni V', nalezy
wykona¢ nastepujace kroki:

(1) Tworzymy macierz A, ktérej kolumnami sa wektory vy, ..., v, (przy
zatozeniu, ze wektory pochodzg z przestrzeni R" macierz A ma n wier-
szy i m kolumn).

(2) Wykonujac operacje elementarne na wierszach, doprowadzamy macierz
A do postaci goérnoschodkowej A’.

(3) Jesli wspélezynniki wiodace w macierzy A’ znajduja sie w kolumnach
J1, - - - Jr (innymi stowy, w kolumnach j, ..., j. zaczynaja sie schodki),
to baza przestrzeni V jest zbior {v,,,...,v; }.

Przyklad: Zadanie 6(a)

Jesli
X ={[1,1,0],[0,1,1],[1,2,1],[2,3,1]},
to
1 01 2
A=111 2 3
0111
Wykonujac operacje na wierszach, doprowadzamy macierz A do postaci
D o0 1 2
A=10 O 1 1{,
0 0 00

ktora jest gornoschodkowa. Wspotezynniki wiodace (liczby w kétkach), znaj-
duja sie w kolumnach 1 i 2, a wiec baze naszej podprzestrzeni stanowiag wek-
tory [1,1,0] i [0, 1, 1]. Innymi stowy, odpowiedz to {[1,1,0],[0, 1, 1]}.



Odpowiedzi do Zadania 6
(b) {[1,1,0,0],[0,1,1,0],[0,0,1,1]}.
(¢) {[1,0,0,-1],[2,1,1,0],[1,2,3,4]}.
(d) {[1,-1,2,3,1],[1,1,0,0,—1]}.

7 Przekrdj i suma algebraiczna podprzestrzeni
Teoria

Jesli U i V sa podprzestrzeniami liniowymi, to zbiory U NV i U +V sa
podprzestrzeniami liniowymi, gdzie

U+V={u+v:uelU,veV},

(tzn. aby otrzymaé zbior U + V nalezy wyliczy¢ sume kazdego wektora z
podprzestrzeni U z kazdym wektorem z podprzestrzeni V).
W Zadaniu 7 nalezy wykorzysta¢ nastepujace obserwacje.

e Jedli podprzestrzen U jest rozpieta przez wektory uy, ..., u, (tzn. U =
(uq,...,u,)) oraz podprzestrzen V jest rozpigta przez wektory vy, ...,
vs (tzn. V = (vy,...,04)), to

U+V =(up,...,u,v1,...,0s).

W szczegblnosci, aby znalezé baze (a co za tym idzie wymiar) podprze-
strzeni U+V nalezy zastosowa¢ metode opisang w omawianiu Zadania 6
do zbioru {uy,...,u,v1,...,0s}.

e Jedli podprzestrzen U jest zbiorem rozwigzan uktadu rownan

a2 + -+ ay e, =0,

(7.1)
121+ -+ A pZn = 0,
a podprzestrzen V' jest zbiorem rozwigzan uktadu rownan
bipxy + -+ bpw, =0,
e (7.2)

bl,lxl +-+ bl,nxn =0,



to podprzestrzen U NV jest zbiorem rozwigzan uktadu réwnan

)
a2 + -+ aypr, =0,

g 1+ -+ gy = 0,
biizy + -+ bz, =0,

\ bl71x1 +e bl,nIn = 07
(ktéry mozna nazwaé suma ukladéw (7.1) i (7.2)).

Z drugiej z powyzszych obserwacji wynika metoda, ktérg bedziemy po-
stugiwac sie, aby znalez¢ baze podprzestrzeni U NV, jesli

U= (up,...,u.) i V={(v1,...,0s).
Wyglada ona nastepujaco:
(1) Znajdujemy uktady réwnan opisujace podprzestrzenie U i V' w spos6b
opisany w omoéwieniu Zadania 10.

(2) Znajdujemy, w sposdb przedstawiony w oméwieniu Zadania 9, baze
zbioru rozwiagzan uktadu rownan, bedacego sumag uktadéw znalezionych
w kroku pierwszym.

Przyklad: Zadanie 7(a)

Aby znalez¢ baze podprzestrzeni U + V' stosujemy metode opisang w omo-
wieniu Zadania 6 do zbioru

{11,1,1,1],[1,1,1,0], [1,1,2,3],[2,2,4,5]}

(tj. sumy zbioréw {[1,1,1,1],[1,1,1,0]} oraz {[1,1,2,3],[2,2,4,5]}) i otrzy-
mujemy baze
{[1,1,1,1],[1,1,1,0],[1,1,2, 3] }.
W celu znalezienia bazy podprzestrzeni U NV znajdujemy najpierw (w
spos6b opisany w oméwieniu Zadania 10) uktady rownan opisujace podprze-
strzenie U i V. Sa to odpowiednio uktady

—T + ) == 0,
—I + x5 =0
i
—T =+ T2 == 0,
—2$1 + 3 =0

10



(nalezy pamietaé, ze mimo iz w powyzszych réwnaniach nie wystepuje jawnie
zmienna x4, to sa to uklady z czterema niewiadomymi). Suma powyzszych
uktadow jest uktad

—x1 + T2 = 0,
—I1 + I3 = O,
—x1 + X9 = O,
—2x1 + 3 = 0,

ktorego rozwigzanie jest postaci

x1 =0,
x2:07
[E3:0,
T4 € R.

Zatem jedna z mozliwych baz przestrzeni U NV jest zbior {0, 0,0, 1]}.

Uwaga
7 wyktadu wiadomo, ze
dim(U 4 V) +dim(UNV)=dimU + dim V. (7.3)
W powyzszym przyktadzie mamy
dim(U+V)=3 i dim(UnNV) =1

(przypomnijmy, ze wymiar podprzestrzeni to liczba elementéw jej bazy). Po-
niewaz dodatkowo tatwo widac, ze zbiory generatoréw podprzestrzeni U i V
sg liniowo niezalezne, wiec sa one bazami, skad

dimU = 2 i dimV = 2,

zatem istotnie wzér (7.3) zachodzi w tym przypadku.

Zwykle (jest tak we wszystkich przyktadach z Zadania 7) wyjsciowe zbio-
ry generatorow podprzestrzeni U i V' sg bazami, mozna wiec wykorzystac
wzor (7.3) do czesciowej weryfikacji poprawnosci otrzymanych wynikéw.

Odpowiedzi do Zadania 7

(b) Baza U + V: {][1,0,1,0],]0,1,0,1],[0,1,1,1],[1,0,0, 1] };
baza UNV: @.

(c) Baza U + V: {[1,0,1,0,1],[0,1,1,1,0],[1,1,1,1,1]};
baza UNV: {[0,1,1,1,0],[1,0,1,0,1]}.

11



8 Uzupelnianie zbioru niezaleznego do bazy
Teoria

Przypomnijmy, ze baza to niezalezny zbiér generatoréw. Inaczej, mozna scha-
rakteryzowaé bazy jako minimalne (w sensie zawierania) zbiory generatoréw
(tzn. zbiér generator6w B jest baza, jesli dla kazdego zbioru generatoréw
X z inkluzji X C B wynika, ze X = B) lub maksymalne zbiory liniowo
niezalezne. Konsekwencja tej obserwacji jest fakt, ze jesli X jest zbiorem li-
niowo niezaleznym w przestrzeni R”, to istnieje baza B przestrzeni R" taka,
ze X C B. Ponizej przedstawimy sposob konstrukeji zbioru B, ktéry opisany
jest réwniez we wskazéwkach do Zestawu 8.

Zatézmy, ze X = {v1,...,v,} jest liniowo niezaleznym zbiorem wekto-
row z przestrzeni R”. Tworzymy macierz A, ktorej wierszami sg wektory vy,
.., Um, zatem macierz A ma m wierszy i n kolumn. Przy pomocy operacji
elementarnych doprowadzamy macierz A do postaci gornoschodkowej, ktora
oznaczamy A’.

Jesli w macierzy A’ jest mniej niz m schodkéw, to znaczy, ze wyjsciowy
zbior nie byl liniowo niezalezny, a wiec nie mozna znalez¢ bazy B takiej, ze
X C B. Innymi stowy w tej sytuacji problem byt Zle postawiony (i raczej w
zadaniach takie sytuacje nie beda si¢ zdarzaly).

W przeciwnym wypadku, niech jq, ..., 7, beda numerami kolumnami,
w ktorych znajduja sie wspdtezynniki wiodace w macierzy A’ (tj. numera-
mi kolumn, w ktorych zaczynaja sie schodki), oraz niech iy, ..., i,_,, beda
pozostalymi numerami kolumn, co formalnie mozna zapisa¢ rownoscia

(ireeevipemy = {1, 03\ {1, o G b

Jeslidlai € {1,...,n} przez e; oznaczamy i-ty standardowy wektor bazowy,
tj. wektor, ktorego i-ta wspoirzedna jest roéwna 1, a pozostale 0, to zbiér B
mozemy zdefiniowaé¢ wzorem

B=XU {eil, . ,ein_m}.

Przyktad: Zadanie 8(a)

Jesli
X ={[2,1,0],[0,0,1]},

_® 1 0
=[5 af

to
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Macierz A jest gornotrojkatna ze wspotczynnikami wiodacymi w kolumnach
J1 =11 j2 = 3, a wiec i1 = 2. Zatem zbiér X nalezy uzupetni¢ wektorem
ey = [0, 1,0], wiec zatem szukang baza jest zbior

{[2,1,0],[0,0,1],[0,1,0]}.

Odpowiedzi do Zadania 8
(b) {[1,2,3,4],[2,3,4,5],[0,0,1,0],[0,0,0,1]}.
(¢) {[1,1,0,1],[1,1,1,1],]0,1,0,0],[0,0,0,1]}.
(d) {[1,2,-3,4,0],[3,6,-9,13,1],[-1,2,7,0,0],]0,1,0,0,0],[0,0,0,0,1] }.

3 Wspoblrzedne wektora w bazie uporzadkowanej
Teoria

Ciag (v1, ..., vy) parami réznych wektoréw nazywamy baza uporzadkowana
podprzestrzeni V', jesli zbiér {vy, ..., v,} jest baza (zwykla) podprzestrzeni
V.

Jesli b = (vy,...,v,) jest baza przestrzeni R" (zauwazmy, ze liczba n
nieprzypadkowo powtarza sie dwa razy), to dla kazdego wektora w istnieja
jednoznacznie wyznaczone liczby rzeczywiste A1, ..., A\, takie, ze

w= ANV + -+ AUy

Wektor [\, ..., \,] nazywamy wspétrzednymi (bardziej poprawnie, wekto-
rem wspo6trzednych) wektora w w bazie b.

Aby znalez¢ wspolrzedne wektora w w bazie b nalezy rozwigzaé ,,odpo-
wiedni” uktad rownan. Jest to ten sam uktad réwnan, ktéry nalezato roz-
wigzywaé w Zestawie 1 w celu sprawdzenia, czy wektor w jest kombinacja
liniowg wektoréw vy, ..., v,. Przypomnijmy, ze w postaci macierzowej ko-
lumnami macierzy gtéwnej tego uktadu byty wektory vy, ..., v,, a kolumng
wyrazow wolnych wektor w. Jesli okaze sig, ze otrzymany uktad rownan jest
sprzeczny badz nieoznaczony, to oznacza to, ze wyjsciowy ciag wektoréw nie
byl baza uporzadkowana (lub w rachunkach zostaly popetnione btedy).

Przyktad

Aby znalez¢ wspoétrzedne wektora [0, 1] w bazie uporzadkowanej ([1, 2], [3, 5]),
musimy rozwiaza¢ uktad réwnan, ktorego postacia macierzowa jest

1 310
2 511’7
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a wiec uktad rownan

)\1 + 3)\2 - O,
21 + 5\ 1,
ktorego rozwigzaniem sg liczby \; = 31 Ay = —1. Zatem szukanym wektorem
wspoélrzednych jest [3, —1].

Odpowiedzi do Zadania 3
@ [521]
(b) [17 _17 O]
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