Zestaw 7

4 PiersScienie 7,

Teoria
Dla n > 0 pierscien Z,, to zbiér {0,1,...,n — 1} reszt z dzielenia przez n z
dziataniami dodawania + = 4, i mnozenia - = -, modulo n, tj.

a4+, b:=(a+b)modn i (a-pb) = (a-b)modn (a,b e Zy,),

gdzie dziatania dodawania i mnozenia po prawej stronie kazdego wzoru sa
zwyklymi dziataniami dodawania i mnozenia liczb catkowitych oraz k modn
oznacza reszte z dzielenia liczby catkowitej k przez n.

Przyklad: Zadanie 4

Tabelki dodawania i mnozenia w pierscieniu Zs maja postac:

012 3 4 s]0 1 2 3 4
010 1 2 3 4 0/0 0000
11 2 3 4 0 10 1 2 3 4
212 3 4 0 1 oraz 210 2 4 1 3
313401 2 310 3 1 4 2
4040123 410 4 3 2 1

Na przyktad

254=(24+4)mod5 =6mod5 =1
oraz

2.54=(2-4)modb5 =8mod5 = 3.

3 Elementy odwrotne w pierscieniach 7Z,
Teoria

Element odwrotny do a € Z, to b € Z, takie, ze a-, b = 1. Elementu odwrot-
nego szukamy, mnozac a przez kolejne elementy b pierscienia Z,,. Element b,
dla ktérego otrzymamy 1, to element odwrotny.

Alternatywnie mozemy szukac pierwszej liczby postaci nk + 1, dla catko-
witych k£ > 0, ktora jest podzielna przez a, i wtedy elementem odwrotnym
jest %



Dla duzych n bardziej efektywng metoda poszukiwania elementu odwrot-
nego jest rozszerzony algorytm Euklidesa, z ktorego jednak nie bedziemy
korzysta¢ na zajeciach.

Nie dla kazdego elementu a € Z (nawet réznego od zera) istnieje element
odwrotny. Latwo zauwazy¢, ze jesli element odwrotny istnieje, to NWD(a, n)
1. Mozna pokazac, ze jest to tez warunek wystarczajacy.

Przyklad: Zadanie 3(a)

Aby znalezé element odwrotny do 2 w pierécieniu Z;; mnozymy 2 kolejno
przez element pierscienia Zq; i otrzymujemy:

2'110:07 2'111:1, 2'112:4, 2'113:6,
2.4,4=238, 211 5 = 10, 2.9,6=1,

a wiec elementem odwrotnym do 2 w pierscieniu Zi; jest 6.
Alternatywna metoda polega na wypisania liczb postaci 11k + 1, dla cal-
kowitych k£ > 0, a wiec liczb

1,12,23,....
7 powyzszych liczb pierwsza liczba podzielng przez 2 jest 12, a wiec szukany

element odwrotny to % = 6.

Odpowiedzi do Zadania 3
(b) 9.

(c) 8.

(d) brak elementu odwrotnego.
)

(e) brak elementu odwrotnego.

6 Rownania liniowe w ciatach Z,

Metoda

Réwnania liniowe w ciele Z, rozwigzujemy jak ,zwykle” réwnania w ciele
liczb rzeczywistych, pamietajac, ze:

e dodawanie, odejmowanie i mnozenie wykonujemy modulo p,

e dzielenie przez niezerowy element a ciata Z, to mnozenie przez jego
odwrotnos¢.



Przyklad: Zadanie 6(a)

Aby rozwigzaé réwnanie
dr+2=1

w ciele Z7, odejmujemy najpierw stronami 2 i otrzymujemy réwnanie
4x = 6,

(pamietajac, ze 1 —2 = 6 w ciele Z;, gdyz reszta z dzielenia 1 —2 = —1 przez
7 to 6).

Aby podzieli¢ réwnanie stronami przez 4, znajdujemy odwrotnosé 4 w
ciele Zz, ktora jest rowna 2 (4 -2 =1 w Z7). Zatem mnozymy rownanie

dr =6
stronami przez 2 i otrzymujemy
=095

(gdyz w Z7 mamy 4-2=116-2=5).

Odpowiedzi do Zadania 6
(b) 6.

7 Uklady réwnan liniowych w cialach Z,
Metoda

Uktady réwnan liniowych w ciele Z, rozwigzujemy, podobnie jak to robili-
smy w przypadku pojedynczych réwnan, analogicznie jak rozwigzywaliSmy
uktady rownan liniowych w ciele liczb rzeczywistych. Ponownie musimy tylko
pamietac, ze

e dodawanie, odejmowanie i mnozenie wykonujemy modulo p,

e dzielenie przez niezerowy element a ciata Z, to mnozenie przez jego
odwrotnosc.



Przyklad: Zadanie 7(d)
Aby rozwiazaé uktad rownan

3r—2y=1
or +4y =0

w ciele Zi3, stosujac metode przeciwnych wspotczynnikéw, mnozymy pierw-
sze rownanie przez 5, a drugie roOwnanie przez 3, i otrzymujemy uktad rownan

20 — 10y =5
204+ 12y =0

Odejmujac powyzsze réwnania stronami, otrzymujemy réwnanie
4y =15

(—22 modulo 13 to 4, gdyz —22 = (—2) - 13+ 4), z ktdrego po przemnozeniu
stronami przez 10 (4 - 10 = 1 w ciele Z13), otrzymujemy, ze

y = 11.
Podstawiajac y = 11 do réwnania
3r—2y=1
(tj. pierwszego réwnania z naszego uktadu), otrzymujemy réwnanie
3r—9=1,

z ktorego wynika, ze
xr =12

Zatem rozwiazaniem wyj$ciowego uktadu réwnan jest para liczb (12,11).

Odpowiedzi do Zadania 7
(a) (3,6).
(b) (1,1).

(c) Uktad jest nieoznaczony, w postaci parametrycznej zbiér rozwigzan
mozna przedstawi¢ jako zbioér par postaci (8y + 4,y) dla y € Zi;.
Poniewaz ciato Z;; ma 11 elementéw, wiec mozna wypisa¢ wszystkie
rozwiazania. W efekcie otrzymujemy zbior

{(4,0), (1,1),(9,2), (6,3), (3,4), (0, 5),
(8,6),(5,7), (2,8), (10,9), (7, 10)}.



8 Dzialania w ciele liczb zespolonych
Teoria

7, praktycznego punktu widzenia liczby zespolone mozemy traktowaé jako
wyrazenia algebraiczne postaci a + bi, gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi,
a1 jest ,zmienna”’. W szczego6lnosci, liczby zespolone dodajemy i odejmujemy
jak wyrazenia algebraiczne, a wiec

(a+b)+ (c+di) = (a+b)+ (c+dp

oraz

(a+br) —(c+di) = (a—0b)+ (c—d)|.

Réwniez mnozenie liczb zespolonych wykonujemy tak jak mnozenie wyrazen
algebraicznych, wykorzystujac jednak dodatkowo, ze 12 = —1. Stad

(a+b) - (c+ di) = ac + adi + ber + bdr* = ac + adi + ber + bd - (—1),

zatem

‘(a—ir b) - (c+ dv) = (ac — bd) + (ad + dc)z‘.

Nieco bardziej skomplikowane jest dzielenie liczb zespolonych. W tym celu
wykorzystujemy metoda analogiczng do metody pozbywania sie niewymier-
nosci z mianownika, tj. aby policzy¢ wartosé ilorazu ZISZ, rozszerzamy licznik
i mianownik przez ¢ — di i otrzymujemy

a+b  (a+b)(c—di) (ac+bd)+ (bc— ad)
c+di (c+d)(c—dv) 2+ d? '

Ostatecznie

a+b2_ac+bd+bc—adl
c+di  2+d2 0 2+ d?

I

cho¢ w przypadku dzielenia zdecydowanie lepiej jest zapamieta¢ metode niz
POWYZSZY WZOT.

Zbior liczb zespolonych oznaczamy symbolem C.

Jesli z = a + bu jest liczba zespolona (a,b € R), to liczbe va? + b? nazy-
wamy modutem liczby z i oznaczamy |z|, tj.

la + bi| = Va?+b?|

Ponadto liczby a i b nazywamy czescig rzeczywista i urojong liczby z i ozna-
czamy re(z) 1 im(z), odpowiednio, tj.

re(a +b) =a i im(a+ b)) =b|.




Wreszcie, liczbe a — br nazywamy liczba sprzezong do liczby 2 i oznaczamy
Z, tj.

a+b=a— b

Przyklad: Zadanie 8(f)

Stosujac opisane powyzej reguly, otrzymujemy, ze

—2 4+ )2 —2)242-(=2)-2 21)2
(2420 (P29 e @P
-1+ -1+
4 -8 —4
_dmmod
-1+
-8
= ' +21—-5
-1+
(—=8)(—1—1)
= +21—5
(=1+12)(—=1—2)
8 — 8
=+ 2% -5
SR
8 — 8
= Z2 +21—95
=d—4+20—-5
= -9+ 61.

Odpowiedzi do Zadania 8
(a) 16 + 11a.

—46 — 9.

10+



11 Rozwigzywanie ré6wnan wielomianowych w ciele liczb
zespolonych

Rozwigzywanie réwnania 2% = s

2

Jesli s jest liczba rzeczywista, to rozwigzanie rownania z* = s mozna znalez¢

relatywnie prosta. Doktadniej, jesli s = 0, to
z =10,
jesli s > 0, to
2 =1/s lub 2= —/s,

natomiast, gdy s < 0, to
z=1V—5 lub z = —1\/—s,

gdzie v/t jest ,zwyklym” pierwiastkiem z nieujemnej liczby rzeczywistej t.
W dalszej czedci mozna wiec zatozyé, ze s € R, a wiec s = a + v dla liczb
rzeczywistych a i b takich, ze b # 0.

Szukamy liczby zespolonej z postaci z = x + 2, dla z,y € R. Wtedy

22 = (2% — y?) + 2.

Poniewaz s = a+ b1, wigc réwnanie 22 = s jest réwnowazne uktadowi réwnan
-y = a
2zy = b
Poniewaz b # 0, to z drugiego réwnania otrzymujemy, ze
b
2x’
co po podstawieniu do pierwszego rownania daje réwnanie
. b
rr——=a
472 ’
ktore jest rownowazne réwnaniu

da* — daz® — > = 0.

y = (11.1)

Rozwiazujemy powyzsze réwnanie dwukwadratowe w ciele liczb rzeczywi-
stych. Mozna pokazaé, ze ma ono doktadnie dwa pierwiastki rzeczywiste x
i zy (takie, ze z9 = —x1). Ze wzoru (11.1) wyliczamy odpowiednie wartosci
Y1 1 Yo niewiadomej y i ostatecznie otrzymujemy rozwigzania

21 = x1 + Y1t 1 29 = Xg + Y2t

rownania 22 = s.



Inne réwnania wielomianowe

Co do zasady réwnania liniowe i kwadratowe w ciele liczb zespolonych roz-
wiazujemy w taki sam sposéb jak analogiczne réwnania w ciele liczb rze-
czywistych. Zasadnicza réznica dotyczy jedynie znajdowania pierwiastka z
wyrdznika réwnania kwadratowego (tj. vV/A).

Zatem w przypadku rownan liniowych przenosimy wyrazenia zawierajace
niewiadoma na strone lewa, pozostate wyrazenia na strone prawa, i w efekcie
uzyskujemy rownanie postaci

az = b,

z ktorego wnioskujemy, ze z = g, oilea#0,lub 2z € C, gdy a =0 = b, lub
rownanie jest sprzeczne, gdy a = 0 # b.
W przypadku réwnania kwadratowego doprowadzamy je do postaci

az’ + bz +c=0. (11.2)

Mozemy zatozy¢, ze a # 0 (gdyz w przeciwnym wypadku mamy réwnanie
liniowe), i liczymy
A =b* — 4ac.

Jesli A =0, to
b

2a
jest (dwukrotnym) pierwiastkiem réwnania (11.2). Jesli A # 0, to w sposéb
opisany powyzej znajdujemy liczbe zespolong s taka, ze s> = A — istnieja
zawsze dwie takie liczby réznigce sie znakiem, wybieramy dowolna z nich — i
wtedy pierwiastkami réwnania (11.2) sa

20 =

_—b—s

—b+s
Z1 = =

oraz 2y = )
2a 2a

Warto zauwazy¢, ze podobnie jak w przypadku rozwiazywania réwnan kwa-
dratowych w ciele liczb rzeczywistych, jesli b = 0, to wystarczy rozwigzac
roéwnanie

Analogicznie jak w przypadku liczb rzeczywistych, powyzsze metody moz-
na wykorzysta¢ do rozwigzywania pewnych typéw réwnan trzeciego i czwar-
tego stopnia. Jesli

az’ +b2* +cz+d=0 (11.3)

jest rownaniem trzeciego stopnia takim, ze a, b, ¢ i d sg liczbami catkowitymi,
to szukamy pierwiastkéw rownania (11.3) wsrdd liczb postaci j:g, gdzie p



jest dzielnikiem liczby d oraz q jest dzielnikiem liczby a. Jesli znajdziemy
w ten sposob pierwiastek zg, to (np. stosujac schemat Hornera) zapisujemy
réwnanie (11.3) w postaci

(z—2)(d2* +Vz+)=0
i rozwigzujemy rownanie
a2 +bz4+¢ =0
W sposOb opisany powyzej.

Innym typem réwnan, ktére mozemy rozwigzac, sa rownania dwukwadra-
towe, tj. rownania postaci

az* +b2* +c=0.
W tym przypadku podstawiamy ¢ = 22 i otrzymujemy réwnanie kwadratowe
at> + bt + ¢ =0,

ktére posiada pierwiastki ¢; ity (lub jeden pierwiastek dwukrotny). Rozwia-
zujac roOwnania
22 = tl 1 22 = t27

rozwigzujemy wyjsciowe rownanie.
Nalezy podkresli¢, ze w ciele liczb zespolonych kazde rownanie wielomia-
nowe stopnia n ma dokladnie n rozwiazan (o ile liczymy je z krotnosciami).

Przyklad: Zadanie 11(d)
Wryliczajac wyrdznik réwnania
2?4 (=4 +)x+5— 5 =0, (11.4)

otrzymujemy
A= (—4+1)°—4-(5-5)=—-5+12.

Zatem, aby rozwiaza¢ réwnanie (11.4), musimy znalez¢ liczbe zespolong z
taka, ze
2= -5~ 8. (11.5)

Jedli z = a+ b, dla a,b € R, to 22 = (a® — b?) + 2al, zatem réwnanie (11.5)
prowadzi do uktadu réwnan

a?—b = -5
2ab = 12



7 drugiego rownania mamy

b= —, 11.6
) (11.6)
wiec po podstawieniu do pierwszego rownania, dostajemy rownanie
36
2 —
Toa T

z ktorego po przeksztalceniach i podstawieniu t = a? otrzymujemy réwnanie
t* + 5t — 36 = 0.
Rozwigzaniami powyzszego réwnania sg
t1 =-9 i ty = 4.

2

Nie istnieje liczba rzeczywista a taka, ze a® = —9, podczas gdy rozwigzaniami

réwnania a? = 4 sg
ap = -2 1 a9 = 2.

Odpowiednie wartosci b (wyliczone ze wzoru (11.6)) to
by = -3 i by = 3,
zatem rozwigzaniami réwnania z? = A sg
21=—-2—-3> 1 2o = 2+ 3.

Ostatecznie, rozwigzaniami réwnania (11.4) sa
—(—4+1) — . —(—4+2) +
T = ( ) 21:3—1—2 i Ty = ( ) Z1:1—22.
2 2
Zauwazmy, ze wybor liczby zo zamiast z; prowadzitby do tych samych roz-
wiazan (cho¢ zapisanych w odwrotnym porzadku).

Odpowiedzi do Zadania 11

(a) = € {—1,1}.

c :L‘E{O,%-%Z,%—f—%l}.

LVoB 2, —1V2/B -2 - /2B + 2}.

(h) v € {3,1— 21,1+ 2}.

10



9 Postac¢ trygonometryczna liczba zespolonej
Teoria

Jedli z jest liczbg zespolong, to istniejg nieujemna liczba rzeczywista r oraz
liczba rzeczywista (kat) a takie, ze

z=r(cosa+sina).

Powyzsze przedstawienie nazywamy postacig trygonometryczng liczby zespo-
lonej. Liczba r jest jednoznacznie wyznaczona przez liczbe z. W szczegdlnodci,
r = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0. Jedli dodatkowo z # 0, to kat « jest
wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do 27, tzn. jesli r # 0 i

r(cosa +1sina) = r'(cosa’ + 1sina’),

to ' = r oraz istnieje liczba catkowita k taka, ze o’ a+ 2kw. W szczegblnodei,
jesli dodatkowo zatozymy, ze a € (0,27) to kat « jest jednoznacznie wyzna-
czony przez, oznaczamy go Arg(z) i nazywamy argumentem gtéwnym liczby
z.

Aby opisa¢ metode wyznaczania postaci trygonometrycznej liczby zespo-
lonej, zauwazmy najpierw, ze jesli z = a + In, dla a,b € R, to

r=|z| = Va®+ |

Ponadto, kat o wyznaczony jest przez warunki

cos(a) =

r r|

Przypomnienie: znajdowanie kata na podstawie znajomosci warto-
$ci funkcji trygonometrycznych

Zalézmy, ze mamy dane liczby rzeczywiste ci s takie, ze ¢ +s% = 1. Szukamy
kata o € (0, 27) takiego, ze

cosa =c i sina = s.
Jesli ¢ = 0 lub s = 0, to sytuacja jest prosta. Mianowicie, jesli ¢ = 0, to

3:1iwtedya:%7r, lubs:—lia:%ﬂ. Podobnie, gdy s =0, toc=11
a=0,lubc=—11ia=mn. Innymi stowy mozemy skorzysta¢ z nast¢pujacej

11



tabelki:

Jesli ¢ 201 s # 0, to najpierw wyznaczamy ¢wiartke uktadu wspotrzed-
nych, w ktérych znajduje sie kat « (a bardziej precyzyjnie, punkt o wspot-
rzednych (¢, s)). Ponownie mozemy postuzy¢ sie odpowiednia tabelka:

Nastepnie znajdujemy kat oy w pierwszej ¢wiartce (tj. o € (0, %7?)) taki, ze

Przypomnijmy, ze w pierwszej ¢wiartce znamy nastepujace wartosci funkceji

sinus:

Znajac ¢wiartke, w ktorej znajduje sie «, oraz kat ag, wyliczamy « zgodnie

c 5 @
1 0 0
0 1 %7‘(‘
—1 0 T
0 -1 %ﬂ'

znak c znak s Cwiartka
+ + I ¢wiartka
— + IT ¢wiartka
— — IIT ¢wiartka
+ — IV ¢wiartka

sinag = |s].

D=

=

w

sin x

N[ —=

e[

s

12




z nastepujaca reguta:

Cwiartka «

I ¢éwiartka Q

II ¢wiartka T — Qp
I1I ¢éwiartka T+ o
IV ¢wiartka 2T —

Przyktad: Zadanie 9(d)

Jesli z=1—1, to
r=ld = VET (1P = V2

oraz szukamy kata a takiego, ze

1 V2 —1 V2

cosq = — = — oraz sinoy = — = ———.

2 2 2 2

Zatem o = 7. Istotnie na podstawie znakéow funkcji kosinus i sinus wiemy,
ze kat a znajduje si¢ w czwartej ¢wiartce. Dodatkowo, katem oy w pierwszej
¢wiartce taki, ze

sina = |sin(a)| = —
jest ag = }lw. Zatem

1 7
oO=2T —qy =27 — -7 = —T.

4 4

Ostatecznie otrzymujemy nastepujaca postaé¢ trygonometryczna:
1—2= \/§(COS(;1W) + z(sin Z—ZT()).

Odpowiedzi do Zadania 9

(a) 2(cosm +esin).

13



(b) 3(cos(37) + usin(2n)).
c) \/E(cos(}lw) + ZSiH(iﬂ')).
) 2(cos(37) +esin(sm)).

)

(
f 2(008(%%) + zsin(%w)).

10 Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci

trygonometrycznej
Teoria
Jesli
21 = ri(cosay +1sinay) i 29 = r3(Cos ap + 1sin ay),
to
2129 = rira(cos(ay + an) + 1sin(ag + az))
oraz
z r
L= L(cos(on — ap) + 18in(og — o)) |
22 T2

Moéwiac obrazowo,
e modut iloczynu jest iloczynem modutow,

e argument iloczynu jest suma argumentéw (z dokladnoscia do wielo-
krotnosci 27),

e modut ilorazu dwdéch liczb zespolonych jest ilorazem modutow,

e argument ilorazu jest réznica argumentéw (z doktadnoscia do wielo-
krotnosci 27).

Jako konsekwencje pierwszego z powyzszych wzér otrzymujemy wzor na
potegowanie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej, ktory nosi na-
zwe wzoru de Moivre’a:

(r(cosa +1sina))™ = r*(cos(na) + 2sin(na)) |.

14



Przyktad: Zadanie 10(e)
Znajdujac postaé trygonometryczna liczb 1 — 1/3 i 1 4 /3, otrzymujemy

1 —1v/3 =2(cos(27) +2sin(37))

1—|—Z\/_—2(COS( )—i—zsm(3 ))

Ze wzoru de Moivre’a otrzymujemy, ze

(1—12/3)% = 2(cos(6 - 3m) +esin(6 - 27)) = 2%(cos(107) + 2sin(107))

(1+0/3) = 2*(cos(3m) +sin(37)),

zatem
(1—12/3)8 26
ENoT
= 2%(cos(Z7) + 1sin(%))
—4(008( )—i—zsm(3 )),

gdzie w ostatnim przejéciu wykorzystaliSmy okresowos$¢ funkcji trygonome-
trycznych. Jesli chcemy otrzymaé postac¢ algebraiczng, to dodatkowo mozemy
wyliczy¢, ze

(COS(lOT( 3T ) + zsm(107r — %ﬂ'))

4(cos( ) +zsm(§7r)) = 4(—% + z?) = —2+ 2V3.

Odpowiedzi do Zadania 10
(a) cos(r) + 1sin(r) = —1.
(b) 2°(cos(5) +1sin(3)) = 2%.
(c) 2%(cos(5) +esin(3)) = 2%
()

(COS(— — 5a) + zsin(% — 5a)) (nalezy pamietaé, ze kat wyznaczony

Jest jedynie z doktadnoscia do wielokrotnosci 27).
(f) 2(cos0+12sin0) = 2.
(g) 2(cosm +esinm) = —2.

(1) 2/ (cos(5) + 1sin(3)) = 2o

15



15 Pierwiastkowanie liczb zespolonych w postaci try-
gonometrycznej

Teoria

Dla kazdej liczby zespolonej z # 0 oraz dodatniej liczby catkowitej n istnieje
doktadnie n (parami réznych) liczb zespolonych s takich, ze s™ = z. Symbo-
lem {/z oznaczamy zbidr liczb s takich, ze s™ = z. Oczywiscie przy takim
znaczeniu mamy /0 = {0}. W dalszym ciagu bedziemy wicc zaktadaé, ze
z # 0.

Jedli liczba z dana jest w postaci algebraicznej (tj. 2 = a+bi), to znalezie-
nie zbioru {/z jest wymagajace rachunkowo, a nawet zwykle niewykonalne.
Sytuacja zmienia sie, gdy liczba z jest w postaci trygonometrycznej. W takim
przypadku opis zbioru /z jest konsekwencja wzoru de Moivre’a. Doktadniej,
jesli

z=r(cosa +18inq)

dla dodatniej liczby rzeczywistej r i a € R, to /z sklada sie z liczb postaci
r(cos(5) +esin($)), /r(cos(52) +asin(52)),

/r(cos(2HT) 4 gsin(2HT)), L
C/F(COS(—O‘“(Z_UW) +1 sin(—a+2(2_1)”)),

tzn.
N {C/F(cos(%%”) +aosin(*21)) 1k =0,1,...,n— 1}.
Innymi stowy, {/z sktada si¢ z liczb, dla ktorych

e modut jest pierwiastkiem n-tego stopnia z modutu liczby z,

e argument rézni si¢ o catkowita wielokrotnosé kata 27”

liczby z podzielonego przez n.

od argumentu

Przyktad: Zadanie 15(d)

Znajdujac postaé trygonometryczng liczb /3 — 1 oraz 1 — 1, otrzymujemy, ze

V33— = 2(cos(%7r) + zsin(%ﬂ)),

1— 1= \/5(COS(§1W> +zsin(%7r)).
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Stad
V3 -
1—1

Lo \/_(COS< ) +zsm(1§7r))

Ostatecznie otrzymujemy, ze 1/ % sktada si¢ z nastepujacych liczb zespo-
lonych:

Y

122((308(%—3 ) +zsm(7—§7r)) %(Cos(? 7T) +zs1n( )),
(? ) + ZSlD(%ﬂ')) 1\Z/ﬁ(cos(g 7T) + zsm( ))
/3 {cos (M2m) + 15in(2r))., ¥2(cos(S2n) + sin(127)).
Odpowiedzi do Zadania 15
Wyznaczanie postaci algebraicznej nalezy traktowac jako nieobowiazkowe.

(a) {cos(O)+zsin(O) cos( )+zsm(3 ) cos( )—i—zsm(3 )

cos(m) + sin(m), cos(37) + usin(37), cos(37) + usin (37 )}

Obliczajac posta¢ algebraiczng, otrzymujemy zbior:

(b) {COS(%?T) + ZSin(%TF);COS(%TF) + zsin(gﬂ),cos(%w) + zsin(%w)7
cos(Lm) + zsm(ﬁw)}

Korzystajac z réwnosci

2C082(%7T) —1= cos(}lw) — £

cos(%w) = %\/ 2+/2.

7 jedynki trygonometrycznej wyliczamy, ze

otrzymujemy, ze

sin(%w) = % 2 — \/5,

Korzystajac z wzoréw redukcyjnych mozna teraz policzy¢ wartosci
~- . 7 11 : 15 :

funkcji trygonometrycznych katow 2 ST, g, g1 gm. W elekcie otrzy-

mujemy, ze powyzszy zbior moZemy tez przedstawi¢ nastepujaco w po-

staci algebraicznej:

17



(3V2=V2+ 12+ V2 -3V2+V2+ /2 - V2,
V2=V - V2V LV VR - /2R

(c) {\‘/ﬁ(cos(%ﬁ)—i—zsin(%w)) \/i(cos( )+zsm(3 )),
\/5(005(17 )+zsm(ﬁ7r))}

Poniewaz {5 = 7 — %, wigc korzystajac ze wzor na kosinus i sinus

roznicy, otrzymujemy, ze

COS(%?T) = \/61_ \/§ 1 Sin(ﬁw) = \/6; \/§

Korzystajac ze WZOI‘OW redukcyjnych, wyliczamy wartosci funkcji trygo-
nometrycznych kata 13> zatem powyzszy zbior mozemy tez przedstawic
nastepujaco w postaci algebraicznej:

¥2(v/6+2) ¥2(v/6-2) ¥2(v/6-v2) V2(v/6+v2)
{ 1 1 , —\“/5 + Z\‘/Z — 1 —1 1 }

+1

(e) {\/g(cos( )—1—zsm(1 )) \/§<COS( )+zsm(77r)),
\/g(COS(—ﬂ') +zsin(—7r)), \/g(cos( ) +zsm(5 )),
\/g(cos( ) +1sin(i27)), \/g(cos( ) +zs1n(—37r))}

Obliczajac postac algebraiczng, otrzymujemy zbior:
{%6 by, 3V 3G, 3vREVG y 3VEVE,

_ V6 V6, 3v2-v6 _ 3v2+V6, 3v2+v6 _ 3v/2-16
2 2 b g A T L

(f) {ﬁ(cos(%w)—i—zsin(% ). V2(cos(2r) +usin (7)),
)

V2(cos(27) +usin(27)), v2(cos(Im) + esin(Zn)),
V2(cos(2r) +usin(2r)), v2(cos(im) + esin(d)),
\4/§(COS(183 ) + zsm( )), \/§(cos( 3 ) +’LSIH(1857T)).

Obliczajac posta¢ algebraiczna, otrzymujemy zbior:
{f V2 + f \/7 f\/i_l_ vz, V2,
— 2 2—\/§+\/7§z 2+ V2, -2 2+\/§+§z 2- V72,

—T\f\/2 +V2 - /2 ,—Tf\/2 —V2 - L2/24+ /2,
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() {\5/5(008(% )Hsm( ™)), V2(cos(g57) + 1sin(557)),
557)) V2(cos(55m) + vsin (7)),

2—7r) + zsm(—gw))}

() { V2(cos(4m) + esin(ir)), V2 (cos () + vsin(&r)),

162(c0s(82 )+7,s1n( )) 1\/_<COS( )+zsm(gg7r))

LY 2(COS(%7T) + zsm( )) V_(cos(137 ) + zsm(%w))

1\G/ﬁ(cos(lgii1 ) 4 esin(‘et)), 1\/_(008(185 )+ZSIH(%7T))}

Rownania rozne

W przypadku zadania 12 mozemy stosowaé jedng z nastepujacych dwoch
metod:

(1) Podstawiamy do réwnania liczbe zespolona w postaci algebraicznej (tj.

z = x+y1, x,y € R). Po uproszczeniu otrzymanych wyrazen, dostajemy
rOwnanie postaci

filx,y) + gi(@, y) = fol@,y) + goz, y)1,

gdzie fi(z,y), fo(x,y), g1(x,y) i go(x,y) sa wyrazeniami zaleznymi od
x iy (moze sie zdarzy¢, ze niektore z nich sa réwne zero). Poniewaz
liczby zespolone w postaci algebraicznej sa rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy rowne sg ich czesci rzeczywiste 1 urojone, wigc otrzymujemy uktad

rownan

{ fl(x7y> = fQ(xay)

gn(zy) = gaz,y)

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan w ciele liczb rzeczywistych, roz-
wigzujemy wyjsciowe rownanie.
W przypadku zadania 12 powyzsza metode mozna stosowac¢ w przykta-
dach (a)—(e). Przyktad (a) mozna tez rozwiazywaé, traktujac go jako
réwnanie wielomianowe ze zmienng z (a wiec w sposob opisany przy
okazji omawiania zadania 11).
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(2) Podstawiamy do réwnania liczbe zespolona w postaci trygnometrycz-
nej, tzn.
z = r(cos a + 1s8in «)

dlar > 01« € (0,27). Metode te nalezy stosowaé tylko w przypadku,
gdy jedynymi operacjami wykonywanymi na liczbach zespolonych sa
mnozenie, dzielenia i potegowanie oraz sprzezenie (a wiec w przypadku
zadania 12 mozna ja zastosowaé w przyktadzie (f)). Jesli powyzszy
warunek jest spetniony, to po zastosowaniu regul omoéwionych przez
okazji zadania 10 (oraz reguly dotyczacej sprzezenia przedstawione;
ponizej), otrzymujemy réwnanie postaci

fi(r)(cos(gi(a)) +sin(g1(a)) = fa(r)(cos(g2(a)) + sin(gz(a))),

dla pewnych wyrazef fi(r), f2(r), g1(a) i g2(a), przy czym fi(r) i fa(r)
musza by¢ dobrane w taki sposob, aby f1(r) > 01 fao(r) > 0 dla kazdego
r > 0. Z powyzszej réwnosci otrzymujemy, ze albo fi1(r) = 0 = fo(r)
albo

hr)=Fr) 1 gile) = ge) + 2k,
dla pewnego k € Z.

Rozwiazujac powyzsze rOwnania (pamietajac, ze r > 01 a € (0,27)),
rozwigzujemy wyjsciowe rownanie.

W przypadku stosowania tej metody nalezy wykorzysta¢ fakt, ze jesli
z =r(cosa +sina),
to
Z = r(cos(—a) + 1sin(—a)).
Przyktad: Zadanie 12(d)
Podstawiajac z = x + y2 do rownania
224 (1—=T)=(1+1)z
oraz przeksztalcajac otrzymane réwnanie, dostajemy rownanie
Qe+ +Q2y—Tr=(x+y) + (z—yh,
co prowadzi uktadu rownan

20 4+1 = x4y
2—7 = x—y

Rozwiazaniem powyzszego ukladu rownan jest para (x,y) = (2,3), a wiec
rozwigzaniem wyjsciowego réwnania jest z = 2 + 3u.

20



Odpowiedzi do Zadania 12
(a) =%+
(b) z=1w, dlay € (—1,1).

e) Wszystkie liczby zespolone postaci 42, y € R, tj. wszystkie liczby ze-
spolone z takie, ze re(z) = 0.

)
(¢) z€ @.
(e)
(f) z € {0,cos(Lm) + vsin(m), cos(127) +esin(57)),

Cos(g )—l—zsm( ) cos( )+@sm( )}
_ {0’ fzfﬂﬁif’_fzfﬂfzf’_fzﬁ —z*/éj[ﬁ,

VE+V2 Zx/é—\/i}
4 4 .

13 Ptlaszczyzna Gaussa

W zadaniu 13 korzystamy z interpretacji geometrycznej liczb zespolonych,
zgodnie z ktora liczbie zespolonej z = = + y1 odpowiada punkt, ktory w
ustalonym na ptaszezyinie uktadzie wspétrzednych ma wspoétrzedne (z,vy).
Analogicznie, jesli liczba zespolona dana jest w postaci trygonometrycznej

z = r(cos(a) 4 usin(a)),

dlar > 0ia € R, to odpowiada jej punkt lezacy w odlegtosci r od poczat-
ku uktadu wspotrzednych na pétprostej, ktéra z dodatnia pdtosia odcietych
(tj. z-6w) tworzy dodatnio zorientowany (tj. mierzony przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara) kat a. Powyzsza sytuacje ilustruje ponizszy rysunek.

RN
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W zadaniu 13 postugujemy sie analogicznymi metodami jak w zadaniu 12,
tj. podstawiamy z w postaci algebraicznej lub trygonometrycznej i rozwig-
zujemy odpowiednie réwnania badz nierownosci. Z oczywistych powodéw w
przyktadach (i) oraz (j) naturalnie jest zastosowaé postaé trygonometryczng
(choé¢ w przykladzie (j) mozna tez skorzystaé¢ z postaci algebraicznej), we
wszystkich pozostatych mozna stosowaé¢ postaé algebraiczng, cho¢ w niekto-
rych rownie dobrze (a czasami nawet latwiej) jest zastosowaé postaé trygo-
nometryczng.

Przyklad: Zadanie 13 (e)

Metoda I: Postaé algebraiczna
Jedli z=x 4y, dlaz,y € R, to

22 = (2% — y?) — a1,
a wiec
im(2?) = —2xy.
Zatem warunek im(2?) = 0 prowadzi do réwnania
2zy =0,
ktérego zbiorem rozwiazan jest zbiér par (z,y) takich, ze x = 0 lub y = 0,

tj. suma dwdch prostych: pierwszej o réwnania = 0 (0§ rzednych) i drugiej
o réwnaniu y = 0 (0§ odcietych).

Metoda II: Posta¢ trygonometryczna
Jesli z = r(cos(a) 4+ 1sin()), dlar > 01 « € (0,27), to

2% = r?(cos(2a) + 1sin(20)),

a wiec
im(2?) = r?sin(2a).
Zatem warunek im(z?) = 0 prowadzi do réwnania

r?sin(2a) = 0,

ktérego rozwiazaniem jest zbior par (r,a) takich, ze r = 0 lub sin(2a)) = 0.
W pierwszym przypadku otrzymujemy z = 0 (tj. poczatek uktadu wspot-
rzednych), w drugim za$ 2a = km, a wiec a = k7, dla k € Z. Pamigtajac,
ze a € (0,27), otrzymujemy, ze k € {0,1,2,3}, a wiec a = 0 (co odpowia-
da dodatniej pétosi odcigtych), lub o = 7 (co odpowiada dodaniej pétosi
rzednych), lub o = 7 (co odpowiada ujemnej osi odcietych), lub o = %71’ (co
odpowiada ujemnej potosi rzednych).
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Rysunek W przypadku obu metod uzyskujemy nastepujacy zbior (zazna-
czony kolorem zielonym):

Odpowiedzi do Zadania 13
(a) {(z,y): 2 =0}, tj.
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(b) {(z,y) :y =0}, tj.

() {(z,y) : 0 <z —y <1}, tj.

mmmmmml

gdzie przerywana linia oznacza, ze prosta nie nalezy do zbioru.
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(d) Symetralna odcinka o koncach 2 i —1, a wigc zbiér {(x,y) : y = 0}, tj.

(f) Wersja algebraiczna: {(z,y) :x =01y # 0}.
Wersja trygonometryczna: {(r, a):r>0iac€ {%F, gﬂ}}

(g) Wersja algebraiczna: z € {0 1,—= + zﬁ —l — z\[}
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Wersja trygonometryczna:
z € {0,co80 +1sin0, cos(27)) + vsin(27)), cos(37)) + 2sin(3m)) }.

-

(h) z € C, tj.

(i) Liczby zespolone z = r(cosa + isina), dla ktérych 0 < r < 2 oraz
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2 .
T < <27, a wiee

=t

(w powyzszych rozwazaniach przyjmujemy, ze z # 0, gdyz argument
glowny nie jest dobrze zdefiniowany dla z = 0).

(j) Wersja algebraiczna: {(x,y) : x> 01iy = —z}.

Wersja trygonometryczna: {(r, a):r>0ia= ;ZW}.

14 Dowodzenie tozsamosci

W przyktadach (a), (b) i (¢) wystarczy podstawi¢ z w postaci algebraicznej
(tj. z = a + bi) i przeksztatacajac obie strony tozsamosci, doprowadzi¢ je
do tej samej postaci. W niektorych przypadkach mozna tez uzy¢ postaci
trygonometrycznej lub w ogoéle zrezygnowaé z podstawiania i wykorzystac
znane tozsamosci.

W przyktadzie (d) nalezy skorzysta¢ ze zwiazku funkcji tangens z funk-
cjami sinus i kosinus oraz wzoru de Moivre’a.
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Przyklad: Zadanie 14(b)

Metoda I: Postaé algebraiczna
Podstawiamy z = a + b dla liczb rzeczywistych a i b. Zalozenie |z| = 1
oznacza, ze a® + b? = 1. Mamy

zZ=a— b

7 drugiej strony,
1 a b

= - 7.
z  a?t+b% a2+ b2

Poniewaz a? + b? = 1, wiec

—=a— b,
z

co konczy dowdd.

Metoda II: Posta¢ trygonometryczna
Podstawiamy z = r(cosa +sina) dlar > 01 « € (0,27). Wtedy

Z =r(cos(2m — a) 4+ 18in(2w — «))

oraz

1 1
— = —(cos(2m — a) +1sin(27 — ).
z r

Zalozenie |z| = 1 oznacza, ze r = 1, wiec

1
Z =cos(2m — o) +1sin(2m — ) = —.
z

Metoda II1

Rozszerzajac utamek i przez z, otrzymujemy

S|

1
z

Wiadomo, ze 2z = |z|?. Zatem w naszym przypadku 2Z = 1, co konczy
dowod.
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