Algebra Liniowa z Geometria
Zestaw 1
PierScienie 1 ciala

1. Niech p bedzie liczba pierwsza.
(1) Udowodni¢, ze {/p nie jest liczbg wymierng dla dowolnej liczby
catkowitej n > 2.
(2) Udowodnic, ze jedli a +b,/p = 0 dla pewnych liczb wymiernych
aib,toa=0b=0.
(3) Udowodni¢, ze jedli a + b¢/p + CW = 0 dla pewnych liczb
wymiernych a, bic, toa=b=c=0.
2. Sprawdzi¢, ktére z ponizszych podzbioréw zbioru R liczb rze-
czywistych sa ciatami (pier§cieniami) ze wzgledu na zwykte dziatania
dodawania i mnozenia:

(1) zbiér N liczb catkowitych nieujemnych,

)
) zbiér Q liczb wymiernych,
) {a+by/p|a,be Q}, pliczba pierwsza,
) {a+byp|abeZ}, pliczba pierwsza,
) {a+0¢p|a,be Q}, pliczba pierwsza,
) {a+byp+ c/p? | a,b,c € Q}, p liczba pierwsza.
) {sw la€Z, ne N}
. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita oraz niech Z,, oznacza zbioér
,...,n — 1} z dziataniami dodawania i mnozenia modulo n.
1) Udowodnié, ze Z, jest pierscieniem.
2) Udowodnié, ze Z,, jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
liczba pierwsza.
(3) Sporzadzi¢ tabelki mnozenia i dodawania w Z,, dla matych war-
tosci n.
4. lle elementéw ma ciato o najmniejszej ilosci elementow?
5. Skonstruowaé ciato czteroelementowe. Ile jest (z doktadnoscia do
izomorfizmu) takich ciat?

6. Czy zbior liczb rzeczywistych wraz z dziataniami @ i ® danymi

wzorami
a®db:=a+b+1, a®b:=a+b+ab

jest cialem?

7. Udowodni¢, ze ciato liczb rzeczywistych oraz ciato zdefiniowane
w poprzednim ¢wiczeniu sg izomorficzne.

8. Niech zbiér K z dziataniami + i - oraz elementami neutralnymi
01 1 bedzie ciatem.

(1) Udowodni¢, ze a -0 = 0 dla dowolnego a € K.

(2) Udowodni¢, ze jesli ab =0, to a =0 lub b = 0.



