ALGEBRA 11
ZESTAW 2
TEORIA PODZIELNOSCI W PIERSCIENIACH WIELOMIANOW

1. Udowodnié, ze pierscien Z[X] nie jest dziedzina idealow glow-
nych.

2. Znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéw F, G € K[X]
oraz wyrazi¢ go jako kombinacje liniowa (nad pierscieniem K[X]) ele-
mentow F' i G.

() F=X°+X'"+1,G=X°+X+1, K = Z,.

(2) F=X"+4X, G =X+ X° 43X+ X3+ X?+ X + 2, K = Zs.

()F XP+2X + X3 42X?2+ X +2,G=X"—4 K=Q.

(4) F = 15X* 4+ 2X3 +15X?% +4, G = 12X°® — 11X2 + 3X — 10,

K=Q.

3. Udowodni¢, ze wielomian F' jest nierozktadalny w dziedzinie R.

(1) F=X?+Y%+a, R=K[X,Y], gdzie K jest cialem takim, ze
2#0ia€ K*.

) F=XY+XZ+YZ R=17,X,Y, Z].

) F=X3+Y3+ 273 R=Q[X,Y, Z].

Udowodni¢, ze wielomian F' jest nierozktadalny w dziedzinie R.

) F=X?>+X+2, R=17ZX].

) F=X3+42X -1, R=7Z3]X].

) F=X*+ X3+ X?+1, R=17Z3[X].
) F=X4+X2+1, R=17Z,[X].

5. Wielomian F' przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw nie-
rozktadalnych w dziedzinie R.

(1) F=X5—11X +6, R = Z,[X], Zs[ X].

) F=X°—X*—6X3+6X%-3X +3, R = Q[X], Zs[X], Z3[X].
)F X5+ X3 -2X2-2 R=Q[X]

) F=(-1+3)X%— (3+9)X + (4+20), R = (Z})])[X].
Udowodni¢, ze wielomian F' jest nierozktadalny w dziedzinie R.

1) F=3X5+7X"421X3+ 14, R = Z[X], Q[X].
(2) F=Y3+XY2+ XPY + X, R=Z[X,Y], gdzie o, 3 > 0.
7. Jesli element a dziedziny R jest odwracalny, b € R, to wielo-

mian F' € R[X] jest nierozkladalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
F(aX +b) jest nierozkladalny.
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8. Udowodni¢, ze wielomian F' jest nierozktadalny w dziedzinie R.

(1) F = XP'+...+1, R = Z|X], Q[X], gdzie p jest liczba pierwsza.
(Wskazéwka: Rozwazy¢ wielomian FI(X + 1)).

(2) F =X +1, R=1Z[X],Q[X], gdzie n > 0.



9. Niech ¢ : R — S bedzie homomorfizmem dziedzin z jednoznacz-
noscia rozktadu oraz F' € R[X] wielomianem prymitywnym, ktorego
wspolezynnik wiodacy nie nalezy do ideatu Ker ¢. Jesli wielomian ¢(F)
jest nierozktadalny, to wielomian F' jest nierozktadalny.

10. Udowodni¢, ze wielomian F' jest nierozkladalny w dziedzinie R.

(1) F=3X5—4X*+2X3+ X2+ 18X +a, R = Z[X],Q[X], gdzie

a jest liczba nieparzysta.

(2) F=7X*+4X34+40X% + 48X + 97, R = Z[X],Q[X].

(3) F = X3+ aX +b, R = 7Z[X],Q[X], gdzie a i b sa liczbami

nieparzystymi.

11. Jesli R jest dziedzing i

F=a,X"+a, 1 X"+ +aX +a € RX]

jest wielomianem takim, ze ag, a, # 0, to wielomian F' jest nierozkta-
dalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
aX" + o X"+ Fa X +a,

jest nierozktadalny.

12. Udowodni¢, ze wielomian F' jest nierozktadalny w dziedzinie R.

(1) F=2X*+4X? +4X + 1, R = Z[X],Q[X].

(2) F=5X"+4, R =7[X],Q[X].

13. Znalez¢ wszystkie wielomiany nierozktadalne stopnia nie wigk-
szego niz 4 w dziedzinie Zy[X].

14. Udowodni¢, ze wielomian
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jest nierozktadalny w dziedzinie Z[X] (Q[X]) wtedy i tylko wtedy, gdy
n jest liczba pierwsza.

15. Udowodnié, ze jesli R jest dziedzina, F' € R[X] ia € R, to
(X —a)? | F wtedy i tylko wtedy, gdy F(a) =0 = F'(a).

16. Udowodnié, ze wielomian

X" —(n+1)X +n

jest podzielny przez wielomian (X — 1)? dla dowolnego n > 1.

17. Udowodnié¢, ze jesli F'(0) jest liczba pierwsza dla wielomianu
unormowanego F' € Z[X], to wielomian F' ma co najwyzej trzy pier-
wiastki wymierne.

18. Udowodnié¢, ze jesli F'(0) i F(1) jest sa liczbami nieparzysty-
mi dla wielomianu F' € Z[X], to wielomian F' nie ma pierwiastkéw
catkowitych. Jesli dodatkowo wspotczynnik wiodacy wielomianu F' jest
nieparzysty, to wielomian F' nie ma pierwiastkéw wymiernych.



