ALGEBRA 11
ZESTAW 1
TEORIA PODZIELNOSCI W DZIEDZINACH

1. Niech n bedzie liczbg catkowita rézng od 1, ktora nie jest po-
dzielna przez zadnej kwadrat liczby pierwszej. Niech

Zlvn] ={a+byn|abeZ}.
Definiujemy funkcje N : Z[\/n] — Z wzorem
N(a 4+ by/n) := a* — nb?.

(1) Udowodnié, ze zbiér Z[y/n] jest podpierscieniem ciata C. W
szczegblnosei, pierscien Z[y/n| jest dziedzina.

(2) Udowodni¢, ze funkcja N jest poprawnie okreslona.

(3) Udowodni¢, ze N(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0.

(4) Udowodnié¢, ze N(af) = N(a)N(5). W szczegblnodei, jesli « |
B, to N(a) | N().

(5) Udowodni¢, ze element a € Z[/n] jest odwracalny wtedy i
tylko wtedy, gdy |N(«a)| = 1. W szezegblnosei, gdy o | G i
IN(a)] = |N(B)], to a =~ 3. Wyznaczy¢ wszystkie elementy
odwracalne w pierscieniu Z[/n], jesli n < 0.

(6) Udowodni¢, ze jesli |N(«)| jest liczba pierwsza, to element «
jest nierozktadalny.

2. Niech n bedzie liczba catkowita rézng od 1, ktéra nie jest po-

dzielna przez zadnej kwadrat liczby pierwszej. Udowodnié¢, ze pierscien
Z[+/n] jest dziedzing z rozktadem.

3. Udowodni¢, ze 2 jest elementem nierozktadalnym w dziedzinie
Z[V/5], ktory nie jest pierwszy. Wywnioskowaé stad, ze Z[v/5] nie jest
dziedzina z jednoznacznoscig rozktadu. (Wskazéwka: Rozwazyé row-
noéé 22 = (14 /5)(=1 + v/5)).

4. Udowodnié¢, ze Z[11/3] nie jest dziedzing z jednoznacznoscig roz-
ktadu.

5. Udowodnié, ze pierécienie Z[1v/2], Z[1], Z[v/2] i Z[\/3] sa dziedzi-
nami Euklidesa.

6. Udowodni¢, ze pierscien Z[i\/n] nie jest dziedzing Euklidesa, jesli
n > 5 jest liczba caltkowita, ktora nie jest podzielna przez kwadrat
zadnej liczby pierwszej.

7. Znalez¢ wszystkie dzielniki o w pierécieniu R.

(1) a =6, R = Z[1\/6).
(2) a =8, R=2Z}V2].
(3) a=9, R=7Z[/3]

(4) a =21, R = Z[1\/5]



8. Elementy zbioru X przedstawi¢ w postaci iloczynu elementow
nierozktadalnych w pierscieniu R.

(1) X ={2,3,5}, R="7Z[1].

(2) X ={3,5,7,10}, R = Z[V2).

9. Niech n bedzie liczba catkowitg rézng od 1, ktora nie jest po-
dzielna przez zadnej kwadrat liczby pierwszej oraz n = 1 (mod 4).
Niech

ZIM = {a + 0 | a,b € 7).

Definiujemy funkcje N : Z[%ﬁ} — 7 wzorem

N(a+b"5) = (a + 2)? — n(b)2.

(1) Udowodnié, ze zbiér Z[*22] jest podpierécieniem pierscienia

2
C. W szczegdlnosci, pierscien Z[%ﬁ] jest dziedzing.

(2) Udowodnié, ze funkcja N jest poprawnie okreslona.

(3) Udowodnié, ze N(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy o = 0.

(4) Udowodni¢, ze N(af) = N(a)N(5).

(5) Udowodnié, ze element o € Z[#ﬁ] jest odwracalny wtedy i

tylko wtedy, gdy |N(«)| = 1. Wyznaczy¢ wszystkie elementy
odwracalne w pierscieniu Z[HQ‘/E ], jesli n < 0.
(6) Udowodni¢, ze jesli |[N(«a)| jest liczba pierwsza, to element «

jest nierozktadalny.

10. Niech n bedzie liczba catkowita rézng od 1, ktora nie jest po-
dzielna przez zadnej kwadrat liczby pierwszej oraz n = 1 (mod 4).

_1+2\/ﬁ | jest dziedzina z rozkladem.

1+12\/ﬁ]7 Z[H;ﬁ], Z[1+;\/§]’ Z[HZ\/E]

Udowodnié, ze pierscien Z|

11. Udowodnié, ze pierscienie Z]
i Z[%ﬁ] sg dziedzinami Euklidesa.
12. Niech R bedzie dziedzing Euklidesa. Udowodni¢, ze istnieje ele-

ment nieodwracalny a € R taki, ze dla dowolnego elementu b € R

istnieje element ¢ € R taki, ze a | b — ¢ oraz element ¢ jest odwracalny
lub ¢ = 0.

13. Udowodnié, ze pierscien Z[#] nie jest dziedzing Euklidesa,
jeslin > 15 jest liczbg catkowita, ktora nie jest podzielna przez kwadrat
zadnej liczby pierwszej oraz n =1 (mod 4).

14. Udowodnid, ze jesli R jest dziedzina i istnieje funkcja o : R — N
taka, ze

(1) ¢(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0, oraz

(2) jesli a,b € R, b # 01 b1 a, to istnieja elementy ¢, d € R takie,

ze ca + db # 0 oraz ¢(ca + db) < p(b),
to R jest dziedzina ideatéw gtéwnych.

15. Udowodnié, ze pierScien Z[—HZQ\/E ]

nych.

jest dziedzing ideatow gtow-



16. Niech

R:={) a,X" € C[[X]] | limsup {/]a,| = 0}.
n=0 n—oo
(1) Udowodnié, ze R jest podpierscieniem pierécienia C[X]. Wy-
wnioskowac¢ stad, ze R jest dziedzing.
(2) Niech S bedzie pierscieniem wszystkich funkcji C — C. Udo-
wodni¢, ze funkcja ® : R — S dana wzorem

[@(Z a, X™)](2) := Z a,z"

jest poprawnie okreslonym monomorfizmem piersécieni. Bedzie-
my odtad utozsamiaé szereg f € R z funkcja ®(f) € S.

(3) Udowodnié, ze szereg f € R jest elementem odwracalnym wtedy
i tylko wtedy, gdy f(z) # 0 dla wszystkich z € C.

(4) Udowodnié, ze f(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X — z | f.

(5) Udowodnié, ze szereg f jest elementem nierozkladalnym wtedy
i tylko wtedy, gdy f ~ X — z dla pewnego z € C.

(6) Udowodni¢, ze szereg f jest elementem nierozktadalnym wtedy
i tylko wtedy, gdy jest elementem pierwszym.

(7) Udowodnié, ze pierScien R nie jest dziedzina z rozktadem.

17. Udowodnié¢, ze jesli a, b i ¢ sa elementami dziedziny R, to
(a,b,c) = ((a,b),c), gdzie (ai,...,a,) oznacza najwickszy wspolny
dzielnikiem elementéw aq, ..., a,.

18. Zapoznaé sie z (rozszerzonym) algorytmem Euklidesa.

19. Znalez¢ najwiekszy wspoélny dzielnik liczb 78, 130 i 195 oraz
wyrazi¢ go jako kombinacje Z-liniowa tych trzech liczb.

20. Zmnalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = 1,148,408, 683
b = 326,987 oraz wyrazi¢ go jako kombinacje Z-liniowa liczb a i b.

21. Zmalez¢ najwigkszy wspolny dzielnik elementow «vi 3 pierécienia
R oraz wyrazi¢ go jako kombinacje R-liniowa elementow a i 3.

(1) «a =816, 3 =294, R ="Z.

)
3 a=4+%, B=24+T, R="7[).
) a=3+4h, =4—3, R="17.
5) a = =5+ 213/2, B =1+ 52, R =Z[1/2].
6) a=18—1, B=114+Ti, R =7
2. Znalez¢ odwrotnosé¢ elementu a w pierscieniu R.
1) a =20, R = Zor.
2) a =365, R = Zs76.
23. Rozwiaza¢ nastepujacy uklad réwnan w ciele Zq.

2 + y = 4
92 + 4 = 1 °



24. Rozwiazac nast¢pujace rownania w pierscieniu Z.

(1) 81z + 3y = 5.

) 1752 — 13y = 1.

) 14z + 217y = 35.
) 803z + 154y = 11



