ALGEBRA II — WYKLAD 1

§0. PRZYPOMNIENIE
OZNACZENIE.
li,j]:=={ke€Z|i<k<j}daijeZ
DEFINICJA.
Zbior R z dzialaniami +,- : R X R — R, wyr6znionymi elementami 0,1 € R i
operacjg — : R — R nazywamy PIERSCIENIEM, jesli spelnione sa nastepujace
warunki:
(1) Va,b,ce R:a+ (b+c)=(a+b)+c,
(2) Yae R:a+0=a=0+a,
3) Vae R:a+ (—a)=0=(—a)+a,
(4) Ya,be R:a+b=0b+a,
(5) Va,b,ce€ R:a(bc) = (ab)c,
(6) Vae R:a-1=a=1"aq,
(7) Va,be R:ab=ba,
(8) Va,b,c€ R:a(b+c)=ab+ acA (a+b)c=ac+ be.
DEFINICJA.

Element a pierscienia R nazywamy DZIELNIKIEM ZERA, jesli a # 0 oraz
istnieje element b € R, b # 0, taki, ze ab = 0.

DEFINICJA.
Pierscien R nazywamy DZIEDZINA (CALKOWITOSCI), jesli 0 # 1 oraz w
pierscieniu R nie ma dzielnikow zera.

STWIERDZENIE.
Jesli a, b i ¢ sa elementami dziedziny R takimi, ze ac = bc oraz ¢ # 0, to

a=>b.

DEFINICJA.

Element a pierscienia R nazywamy ODWRACALNYM, jesli istnieje element
b € R taki, ze ab = 1.

OZNACZENIE.
Zbior elementow odwracalnych pierscienia R oznaczamy R*.

UWAGA.
Jesli R jest pierscieniem, to zbiér R* jest grupa ze wzgledu na mnozenie.

DEFINICJA.
Element a pierscienia R nazywamy NIEODWRACALNYM, je$li a # 0 oraz
element a nie jest odwracalny.
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DEFINICJA.
Pierscien R nazywamy CIALEM, je$li 0 # 1 oraz w pierécieniu R nie ma
elementow nieodwracalnych.

DEFINICJA.
Podzbior I pierécienia R nazywamy IDEALEM, jesli spelnione sg nastepujace
warunki:
(1) 0el,
(2) a,bel = a+bel,
3) ac RANbel = abe I

DEFINICJA.
Ideal I pierScienia R nazywamy WEASCIWYM, jesli I # R.

DEFINICJA.
Najmniejszy ideat pierscienia R zawierajacy podzbiér X C R nazywamy
IDEALEM GENEROWANYM PRZEZ ZBIOR X i oznaczamy (X).

OZNACZENIE.
Jedli aq, ..., a, sa elementami pierécienia R, to
(a1,...,a,) = ({a1,...,a,}).
DEFINICJA.

Ideal I pierscienia R nazywamy GLOWNYM, jesli istnieje element a € R taki,
ze [ = (a).

DEFINICJA.
Dziedzing R nazywamy DZIEDZINA IDEALOW GLOWNYCH, jesli wszystkie
ideaty w pierscieniu R sa gléwne.

OZNACZENIE.

Niech X i Y beda podzbiorami pierécienia R, a € R. Definiujemy
X+Y ={z+ylzeX yeY}
a+X:={a+z|zeX},

Xa :={za |z e X}
STWIERDZENIE.

Jedli aq, ..., a, sa elementami pierécienia R, to

(a1,...,an) = Ra; + -+ - + Ra,.
DEFINICJA.

Podzbiér S pierscienia R nazywamy PODPIERSCIENIEM, jesli spelnione sg
nastepujace warunki:
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(1) 0,1€ S5,
(2) a,beS = a+babe S,
3) aeS = —ac€sb.

DEFINICJA.
Niech R i S beda pierscieniami. Funkcje ¢ : R — S nazywamy HOMOMOR-
FIZMEM PIERSCIENI jesli

dla dowolnych elementow a,b € R.

DEFINICJA.
Jesli ¢ : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to JADREM HOMOMORFIZMU
© nazywamy zbior

Kerp :={a € R | y(a) =0}.

UWAGA.
Jesli ¢ : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to zbiér Ker ¢ jest ideatem
pierécienia R.

DEFINICJA.

Jesli p : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to OBRAZEM HOMOMORFI-
ZMU ¢ nazywamy zbior

Imy :={p(a) | a € R}.

UWAGA.
Jesli ¢ : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to zbiér Im ¢ jest podpier-
Scieniem pierscienia S.

DEFINICJA.

Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S nazywamy MONOMORFIZMEM, jesli funk-
cja ¢ jest injekcja.

UWAGA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy,

gdy Kerp =0 := {0}.

DEFINICJA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S nazywamy EPIMORFIZMEM, jesli funkcja
@ jest surjekcja.
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UWAGA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy Imp = S.

DEFINICJA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S nazywamy IZOMORFIZMEM, jedli istnieje
homomorfizm v : S — R taki, ze o =Idg 1 py = Idg.

UWAGA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy jest monomorfizmem i epimorfizmem.

UWAGA.
Jesli S jest podpierscieniem pierscienia R, to funkcja S — R, s +— s, jest
monomorfizmem. 7 drugiej strony, jesli ¢ : S — R jest monomorfizmem
pierscieni, to funkcja S — Imp, s — @(s), jest poprawnie okreslona i jest
izomorfizmem pierécieni.

DEFINICJA.
Ideat I pierécienia R nazywamy PIERWSZYM, jesli I # R oraz spetniony jest
warunek

abel — aclIVbel.

DEFINICJA.
Ideat I pierécienia R nazywamy MAKSYMALNYM, jesli I # R oraz spetniony
jest warunek

J jest ideatem pierscienia RAI CJ — J=1VJ=R.

UWAGA.
Kazdy ideal maksymalny jest pierwszy.

UWAGA.
Jesli I jest ideatem wtasciwym pierécienia R, to istnieje ideal maksymalny J
pierscienia R taki, ze I C J.
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§1. TEORIA PODZIELNOSCI W DZIEDZINACH

ZALOZENIE.
Przez caly paragraf R oznacza¢ bedzie dziedzine.

DEFINICJA.
Moéwimy, ze ELEMENT a € R DZIELI ELEMENT b € R (piszemy a | b), jesli
istnieje element ¢ € R taki, ze b = ca.

OZNACZENIE.
Jesli a,b,c € R, a #0,1b = ac, to g := ¢ (przypomnijmy, ze element c jest
jednoznacznie wyznaczony).

UWAGA.
Jedli dziedzina R jest podpierscieniem ciata K, a,b € R oraz a # 0, to a | b
wtedy i tylko wtedy, gdy a='b € R (i wtedy g =a"'b).

PRZYKLAD.
Jefliae R,toa|a (2 =1oilea#0),1|a(¢=a)oraza|0(2=00ile
a #0).

UWAGA.

Jesli a,b,c€ R,a|boraz b|c, toa|c.

DEFINICJA.
Méwimy, ze ELEMENTY a,b € R SA STOWARZYSZONE (piszemy a ~ b), jesli
albib]a.

PRZYKLAD.
Niech a,b € Z. Wtedy a =~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = +b.

PRZYKEAD.
Jedlia € R, to a | 1 wtedy i tylko wtedy, a € R*. Zatem a ~ 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy element a € R*.

PRZYKLAD.
Jedli a € R, to 0 | a wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. Zatem a ~ 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy a = 0.

STWIERDZENIE 1.1.
Jesli a, b € R, to:
(1) a|b wtedy i tylko wtedy, gdy (b) C (a),
(2) a =~ b wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = (b),
(3) = jest relacja réwnowaznosci,
(4)

a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element odwracalny ¢ € R taki,
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ze a = cb,
(5) a € R* wtedy i tylko wtedy, gdy a | ¢ dla wszystkich elementéw ¢ € R,
(6) a € R* wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = R.

Dowob.
(1) a|b<=3dce R:b=ca<=be Ra=(a) < (b) C (a).
(2) Wynika natychmiast z punktu (1).
(3) Wynika natychmiast z punktu (2).
(4) Gdy a = 0, to teza jest oczywista, wiec zatdézmy, ze a # 0.

Jesli a = b, to istnieja elementy c,d € R takie, ze a = cb oraz b = da.
Wtedy a = (cd)a, wiec cd = 1, zatem ¢ € R*.
Jesli a = ¢b dla elementu ¢ € R*, to oczywiscie b | a. Ponadto istnieje
element d € R taki, ze dc = 1. Wtedy b = dcb = da, wiec a | b, zatem
a ~b.

(5) Teza wynika z faktu, ze a | ¢ dla dowolnego elementu ¢ € R wtedy i
tylko wtedy, gdy a | 1.

(6) Zauwazmy, ze a € R* wtedy i tylko wtedy, gdy a ~ 1, a wiec wtedy i
tylko wtedy, gdy (a) = (1) = R.

UWAGA.
Konsekwencja punktu (1) powyzszego stwierdzenia jest fakt, ze jesli a | b, ¢
dla a,b,c € R, to a | b+ c oraz a | rc dla dowolnego r € R.

DEFINICJA.
Element p € R nazywamy NIEROZKEADALNYM, jesli element p jest nieod-
wracalny oraz, jesli a | p, to a = p lub a € R*.

UWAGA.
Warunek

(0) jeslia|p, toa~pluba€ R*,
jest rownowazny kazdemu z dwdch ponizszych warunkdw:
(1) jesli p = ab, to jeden z elementéw a i b jest odwracalny,
(2) jesli p=ab, to a ~plub b~ p.

DEFINICJA.

Element p € R nazywamy PIERWSZYM, jesli element p jest nieodwracalny
oraz, jesli p | ab, to p | a lub p | b.

PRZYKLAD.
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p € Z jest elementem nierozktadalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest elemen-

tem

pierwszym, oraz wtedy i tylko wtedy, gdy liczba |p| jest pierwsza.

PRZYKEAD.
Niech Z[v/5] := {a 4+ bV/5 | a,b € Z}. Wtedy 2 jest elementem nierozktadal-
nym w dziedzinie Z[v/5], ale nie jest elementem pierwszym.

STWIERDZENIE 1.2.
Jeslipe R, p#0, to:

(1)
(2)

DowoD.

(1)

element p jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy ideal (p) jest pierwszy,

element p jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy (p) # R oraz
speliony jest warunek

(p) C (@) = (a) = (p) V(a) = R,

jesli element p jest pierwszy, to element p jest nierozktadalny,

jesli R jest dziedzing idealéw gltownych oraz element p jest nierozktadal-
ny, to element p jest pierwszy,

jesli element p jest pierwszy oraz q ~ p, to element ¢ jest pierwszy,

jesli element p jest nierozkladalny oraz q = p, to element ¢ jest nieroz-
ktadalny.

Zauwazmy, iz warunek, ze element p nieodwracalny, jest rownowazny
warunkowi (p) # R na mocy Stwierdzenia 1.1 (6). Podobnie, warunek

plab = plavplb
jest réwnowazny warunkowi
abe (p) = ac(p)Vbe (p)

na mocy Stwierdzenia 1.1 (1).

Musimy sprawdzié¢, ze warunek
a|lp = ax=pVa€ R,

jest rownowazny warunkowi

co wynika ze Stwierdzenia 1.1 (1), (2) oraz (6).
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(3) Przypusémy, ze element p jest pierwszy. Musimy pokazaé, ze jesli p = ab,
to a = p lub b =~ p. Poniewaz element p jest pierwszy, wiec w powyzszej
sytuacji p | a lub p | b. W pierwszym przypadku p ~ a, w drugim zas
p~b.

(4) Jedli R jest dziedzina idealow gléwnych oraz element p jest nierozkta-
dalny, to ideal (p) jest maksymalny na mocy punktu (2), wiec jest takze
pierwszy, zatem element p jest pierwszy na mocy punktu (1).

(5) Wynika ze Stwierdzenia 1.1 (2) oraz punktu (1) (zauwazmy, ze g # 0,

gdyz p # 0).
(6) Wynika ze Stwierdzenia 1.1 (2) oraz punktu (2) (zauwazmy, ze q # 0,
gdyz p # 0).
DEFINICJA.
Dziedzine R nazywamy DZIEDZINA Z ROZKEADEM, jedli dla kazdego nieod-
wracalnego elementu a € R istnieja elementy nierozktadalne pq, ..., pr € R,

takie, ze a = py - - - px.

DEFINICJA.
Dziedzine z rozktadem R nazywamy DZIEDZINA Z JEDNOZNACZNOSCIA ROZ-
KEADU, jesli dla dowolnych elementow nierozktadalnych py, ..., pi, q1, .-,

q € R takich, ze py---pr = q1 - - - q, mamy k = [ oraz istnieje permutacja o
zbioru {1,...,k} taka, ze p; = ¢o(;y dlai=1,... k.

PRZYKEAD.
Pieréciett Z[v/5] jest dziedzing z rozktadem, ktéra nie jest dziedzing z jedno-
znaczno$cig rozktadu.

LEMAT 1.3.
Jesli p, q1, ..., q& sa elementami nierozktadalnymi dziedziny z jednoznacz-
noscia rozktadu R takimi, ze p | q1 - - - qx, to istnieje i € {1,... k} takie, ze
pla

DowOD.

Istnieje element a € R taki, ze pa = ¢ ---qx. Oczywiscie a # 0. Jesli ele-
ment a jest odwracalny, to element pa jest nierozktadalny na mocy Stwier-
dzen 1.1 (4) oraz 1.2 (6), wiec z jednoznacznodci rozktadu wynika, ze k = 1
ipapa=q. W szczegblnosci p | ¢;. Jesli element a jest nieodwracalny, to
istnieja elementy nierozktadalne py,...,p; € R takie, ze a = py - - - p;. Wtedy
Pp1L-cPL = q1-- - qr, Wiec z jednoznacznosci rozktadu wynika, ze p ~ ¢; dla
pewnego ¢ € {1,...,k}. W szczegdlnosci p | ¢;, co konezy dowdd.

LEMAT 1.4.
W dziedzinie z jednoznacznoscig rozktadu element jest pierwszy wtedy i tylko



ALGEBRA II — WYKLAD 9

wtedy, gdy jest nierozktadalny.

DowoOD.

Wiemy juz, ze elementy pierwsze sa nierozktadalne (Stwierdzenie 1.2 (3)).
Przypusémy, ze element p dziedziny z jednoznacznoscia rozktadu R jest nie-
rozkladalny. Musimy pokazaé, ze jesli p | ab, to p | a lub p | b. Jesli a = 0 lub
b =0, to teza jest oczywista. Podobnie jest, gdy a € R* lub b € R*. Zatem
mozemy zaltozyc¢, ze elementy a i b sa nieodwracalne. Wtedy istnieja elementy
nierozktadalne qq, ..., qk, @xs1,--- Q1 € R, k,1 > 0, takie, ze a = ¢1 -+ - q&
oraz b = qr41 - Qe Wtedy p | ¢1 - - - @1, Wiec na mocy poprzedniego lema-
tu istnieje i € {1,...,k+(} takie, ze p | ¢;. Jeslii < k, to p | a, w przeciwnym
wypadku p | b.

LEMAT 1.5.
Jesli elementy py, ..., pr, 1, ..., @ € R sa pierwsze oraz py---pr = q1 - q,
to k = [ oraz istnieje permutacja o zbioru {1,...,k} taka, ze p; = ¢,¢) dla
i=1,... k.

DowoOD.

Indukcja ze wzgledu na k.

Poniewaz py, | ¢1 - - - @, wiec py | ¢; dla pewnego i € {1,...,1}. Bez straty ogdl-
nosci mozemy zatozy¢, ze i = [. Poniewaz element ¢; jest nierozktadalny na
mocy Stwierdzenia 1.2 (3), wiec py ~ ¢, zatem na mocy Stwierdzenia 1.1 (4)
istnieje element a € R taki, ze ¢ = apr. Wtedy p1 -+ pr_10kx = q1 -+ - Qr_1apy.
Zatézmy najpierw, ze k = 1. Gdyby | > 1, to otrzymalibysSmy, ze 1 =
g1+ q_1a, co jest niemozliwe, gdyz element ¢; jest nieodwracalny. Zatem
[ =1, co konczy dowodd w tym przypadku.

Zatozmy teraz, ze k > 1. Gdyby [ = 1, to, podobnie jak wcze$niej, wykorzy-
stujac rOWNos¢ p; - --pr_1 = a otrzymalibySmy sprzecznos¢. Zatem [ > 1.
Definiujemy ¢ == q1, ..., ¢_5 = qi—2, ¢_; = q-1a. Wtedy elementy
¢, .-, q_1 sa pierwsze (Stwierdzenie 1.1 (4) i Stwierdzenie 1.2 (5)) oraz
D1 Pek—1 = ¢4+ q,_,- Z zalozenia indukcyjnego k — 1 = [ — 1 oraz ist-
nieje permutacja o zbioru {1,...,k — 1} taka, ze p; ~ q;(i) ~ ¢y dla
1=1,...,k—1, co konczy dowdd.

WNIOSEK 1.6.
Dziedzina z rozktadem R jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy element nierozktadalny w dziedzinie R jest pierwszy.

UWAGA.
Istniejg przyktady dziedzin, w ktorych kazdy element nierozktadalny jest
pierwszy, ale ktére nie sg dziedzinami z rozktadem.
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LEMAT 1.7.
Jesli Iy, I, ...sg ideatami dziedziny ideatéw gtownych R takimi, ze I; C ;44
dla wszystkich ¢ = 1,2, ..., to istnieje k > 0 takie, ze I; = [ dla wszystkich
1=k k+1,....

Dowob.
Niech [ := |J,», li- Wtedy zbiér I jest ideatem pierScienia R (!). Pierdcien
R jest dziedzina idealéw gtéwnych, wiec istnieje element a € R taki, ze
I = (a). Istnieje k > 0 takie, ze a € Iy. Wtedy I; C I = (a) C I, C I; dla
t=k,k+1,..., cokonczy dowdd.

OZNACZENIE.
Niech S bedzie zbiorem takich elementow nieodwracalnych a € R, dla kto-
rych nie istniejg elementy nierozktadalne py, ..., pr € Rtakie, zea = py - - - pg.
UWAGA.

Jesli elementy b, ¢ € R sg nieodwracalne oraz b,c € S, to bc € S.

LEMAT 1.8.
Istnieje funkcja f : S — S taka, ze (a) € (f(a)) dla kazdego elementu a € S.

DowOD.
Ustalmy element a € S. Element a nie jest nierozktadalny, wiec istnieja
elementy b, c € R takie, ze a = bc oraz b,c % a. W szczegélnosci (a) C (b)

oraz (a) € (¢). Zauwazmy ponadto, ze elementy b i ¢ sa nieodwracalne, zatem

—=

b € S lub ¢ € S na mocy wczesniejszej uwagi.

LEMAT 1.9.
Jedli pierscien R jest dziedzing ideatéw gtéwnych, to pierscien R jest dziedzing
z rozktadem.

DowOb.
Musimy pokazaé, ze S = @. Przypusémy, ze S # & oraz ustalmy element
a € S. Niech I; := (f(a)) dlai = 1,2,.... Wtedy I; C I;;; dla wszystkich
1=1,2,..., co jest sprzeczne z Lematem 1.7.

TWIERDZENIE 1.10.
Jesli pierscien R jest dziedzina ideatéw gtéwnych, to pierécien R jest dziedzing
z jednoznacznoscig rozktadu.

DowOD.
Poniewaz kazdy element nierozktadalny dziedziny R jest pierwszy na mocy
Stwierdzenia 1.2 (4), wiec teza wynika z poprzedniego lematu oraz Wnio-
sku 1.6.

DEFINICJA.
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Dziedzine R nazywamy DZIEDZINA EUKLIDESA, jesli istnieje funkcja ¢ : R —
N taka, ze

(1) p(a) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0,

(2) jesli a,b € Rib+#0, to istnieja elementy c¢,d € R takie, ze a = ¢b + d
oraz p(d) < p(b).

PRZYKLAD.
Dowolne ciato K wraz z funkcja K — N, a +— 1, gdy a # 0, oraz a — 0, gdy
a = 0, jest dziedzina Euklidesa.

PRZYKLAD.
Z wraz z funkcja Z — N, n — |n|, jest dziedzing Euklidesa.

PRZYKLAD.
Z[1] wraz z funkcja Z[1] — N, a + bi — a® + b?, jest dziedzing Euklidesa.

TWIERDZENIE 1.11.
Kazda dziedzina Fuklidesa jest dziedzing ideatéw gtownych. W szczegdlnodci,
kazda dziedzina Euklidesa jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu.

DowOb.

Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Musimy pokazaé, ze istnieje element
a € R taki, ze I = (a). Gdy I = 0, to teza jest oczywista, zalézmy zatem, ze
I # 0. Wybierzmy element a € I taki, ze ¢(a) = min{@(b) | b € I,b # 0}.
Pokazemy, ze I = (a). Oczywiscie (a) C I. Z drugiej strony, gdy b € I,
to istnieja elementy c¢,d € R takie, ze b = ca +d i p(d) < p(a). Wtedy
d=b— ca € I, wigc z wyboru elementu a wynika, ze d = 0. Zatem b = ca €
Ra = (a), co konczy dowdd.

PRZYKLAD.

Z[%ﬁ] jest dziedzing idealéw gléwnych, ktéra nie jest dziedzing Euklidesa.

LEMAT 1.12.
Niech a bedzie niezerowym elementem dziedziny z rozkladem R oraz pq,
.., Ppr € R parami niestowarzyszonymi elementami nierozktadalnymi. Jesli
dla kazdego elementu nierozktadalnego ¢ € R takiego, ze ¢ | a, istnieje j €
{1,...,k} takie, ze ¢ = pj, to istnieja wykltadniki o, ..., ay > 0 oraz element
b € R* takie, ze

a —_— bp?l ..-pgk.

DowoOD.
Jeslia € R*, tob:=aoraz a; :=0dlat=1,...,k. Jedli element a & R*,
to istniejg elementy nierozktadalne ¢, ..., ¢ € R takie, ze a = q1---q;. Z



ALGEBRA II — WYKLAD 12

wlasnosci elementéw pq, ..., pr wynika, ze dla kazdego + = 1,...,[ istnieja
element b, € R* oraz j; € [1,k] takie, ze ¢; = b;p;,. Wtedy b := by --- b oraz
o; = |{i €Ll ji=j} dlaj=1,.. K

LEMAT 1.13.
Jesli R jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu, element u € R jest odwra-
calny, elementy py,...,pr € R sa nierozkladalne i parami niestowarzyszone,
ar,...,op € Nyia|upf---pp* dla elementu a € R, to istniejg wyktadniki

B € [0, ], @ € [1, k], oraz element v € R* takie, ze
a = fvp?l .. pfk

DowOD.

Niech ¢ € R bedzie elementem nierozkladalnym takim, ze ¢ | a. Wtedy
q | up?" - - - pp*. Poniewaz ¢ jest elementem pierwszym, wiec istnieje i € [1, k]
takie, ze ¢ | pi (¢ 1 w oraz ¢ 1 pi* jesli a; = 0, gdyz ¢ ¢ R*). Poniewaz
element p; jest nierozkladalny, wiec ¢ =~ p;. Z poprzedniego lematu wy-
nika zatem, ze istniejg element v € R* oraz wyktadniki §y,...,0r € N
takie, ze a = vpfl---p}f’“. Gdyby f; > «; dla pewnego i € [1,k], to p; |
up$t P ot - pR*, co prowadzitoby do wniosku, ze p; | p; dla pewnego
j # 1, a wiec do sprzecznosci.

LEMAT 1.14.
Jedli R jest dziedzing z jednoznaczno$cig rozktadu, elementy u,b € R sa
odwracalne, elementy pq, ..., pr € R sa nierozktadalne i parami niestowarzy-
szone, Q. ..,k 31,..., 0k € N, oraz

uppt -t = op
to u = v oraz a; = [3; dla wszystkich i € [1, k].

DowOD.
Indukcja ze wzgledu na aq + - - - + ay,.

DEFINICJA.
Niech a;, i € I, beda elementami dziedziny R. Element d € R nazywamy
NAJWIEKSZYM WSPOLNYM DZIELNIKIEM ELEMENTOW a;, @ € I, wtedy i
tylko wtedy, gdy spetnione sg nastepujace warunki:

(1) d| a; dla wszystkich i € I,
(2) jeslib| a; dla wszystkich i € I, to b | d.

UWAGA.
Jesli element d dziedziny R jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elemen-
tow a;, © € I, dziedziny R, to element ¢ € R jest najwiekszym wspolnym
dzielnikiem elementow a;, © € I, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ ~ d.
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PRZYKLAD.
Nie istnieje najwiekszy wspélny dzielnik elementéw 4 i 2+ 2:4/3 w dziedzinie

Z[1/3].

DEFINICJA.
Jesli 1 jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw a;, ¢ € I, dziedziny
R, to méwimy, ze elementy a;, ¢ € I, sa WZGLEDNIE PIERWSZE.

STWIERDZENIE 1.15.

Niech ay, ..., a; beda elementami dziedziny z jednoznacznoscia rozktadu
R.
(1) Istnieje najwiekszy wspélny dzielnik elementéw aq, ..., aj. Dokladniej,
jesli
a; = upy opt, i=1,..k,
dla elementéw uq,...,ur € R*, parami niestowarzyszonych elementow
nierozktadalnych py, ..., p; oraz wykladnikéw o, ; € N, i € [L, k], j €
[1,1], to
pllnin(al,l,...,ahl) o ;nin(oq’l ..... o 1)
jest najwiekszym wspoélnym dzielnikiem elementéw aq, ..., ag.

(2) Jesli R jest dziedzing ideatéw gltéwnych, to element a € R jest najwick-
szym wspolnym dzielnikiem elementéw aq, ..., ap wtedy i tylko wtedy,
gdy

(a) = (a1) + - + (ax).
DowOb.
(1) Wynika bezposrednio z Lematu 1.13.
(2) Teza wynika z obserwacji, ze b | a;, i = 1,..., k, wtedy i tylko wtedy,
gdy (0) 2 (a1) + -+~ + (ax).
UWAGA.

Jesli elementy a i b dziedziny z jednoznacznoscig rozktadu R sa wzglednie
pierwsze i a | be dla c € R, to a | c.

UWAGA.
Jesli a, b ic sa elementami dziedziny z jednoznaczno$cia rozktadu R, przy
czym elementy a i b oraz elementy a i ¢ sg wzglednie pierwsze, to elementy
a i be sa wzglednie pierwsze.
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UWAGA.
Niech d € R bedzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw aq, . . .,
ar € R. Jesli element b € R, b # 0, jest wspolnym dzielnikiem elementéw ay,

e Zk, to element % jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem elementow -,
a

L g
DowoOD.
Poniewaz d | a; dla wszystkich ¢ € [1, k], wiec ¢ jest wspSlnym dzielnikiem
elementow 9, ..., 9. Ponadto, jedli element ¢ € R jest wspolnym dzielnikiem
elementéw G, ..., %, to be jest wspolnym dzielnikiem elementéw ay, ..., ay,
wiec be | d, skad ¢ | %, co konezy dowdd.

UWAGA.
Jesli element d jest najwickszym wspélnym dzielnikiem elementéw aq, . .., ax
dziedziny R z jednoznaczno$cia rozktadu, to dla dowolnego elementu a € R
element ad jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw aaq, ..., aay.

DowoD.
Jesli a = 0, to teza jest oczywista. Zatézmy zatem, ze a # 0. Niech ¢ be-
dzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementow aaq, ..., aag. Wtedy z
poprzedniej uwagi wynika, ze element ¢ jest najwigkszym wspolnym dzielni-
kiem elementow ay, ..., ax, zatem £ ~ d, co konczy dowdd.

UWAGA.

JeSlia=¢gb+rdlaa,b,q,r € R, to (a,b) = (b,r).

UWAGA.
Jesli R jest dziedzina Euklidesa, to najwigckszy wspolny dzielnik mozemy
znajdowac korzystajac z algorytmu Euklidesa.
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§2. TEORIA PODZIELNOSCI W PIERSCIENIACH WIELOMIANOW

ZALOZENIE.
Przez caly paragraf R oznacza¢ bedzie dziedzine.

TWIERDZENIE 2.1 (ALGORYTM DZIELENIA).
Jedli F,G € R[X], G # 0, oraz wspélczynnik wiodacy wielomianu G jest
odwracalny, to istnieja jednoznacznie wyznaczone wielomiany @, H € R[X]
takie, ze

F=QG+H i degH <degQG.

DEFINICJA.
Wielomiany ) i H z powyzszego twierdzenia nazywamy ilorazem i reszta z
dzielenia wielomianu F' przez wielomian G, odpowiednio.

DowOD.

Istnienie wielomianéw () i H udowodnimy poprzez indukcje ze wzgledu na
deg F. Jesli deg F' < deg G, to ktadziemy @) := 01 H := F. Przypusémy
teraz, ze k := deg F' > deg G =: . Niech a bedzie wspotczynnikiem wiodacym
wielomianu F' oraz niech u bedzie wspotczynnikiem wiodacym wielomianu G.
Przypomnijmy, ze u € R*. Dla b := v~ ta mamy deg(F — bX*7!G) < deg F,
wiec na mocy zaltozenia indukeyjnego istnieja wielomiany @, H € R[X] takie,
ze

F—-bX"G=QG+H i degH <degG.
Wtedy F = (bX™"™ + Q)G + H.
Dla dowodu jednoznacznoéci zatdézmy, ze

G+ Hy = QG+ Hy

dla @1, Q2, Hi, Hy € R[X], przy czym deg Hy, deg Hy < deg G. Wtedy (Q; —
Q2)G = Hy — Hy, wige

deg(Q1 — Q2) + deg G = deg((Q1 — Q2)G) = deg(Hy — Hy) < deg G,
co jest mozliwe tylko, gdy deg(Q1 — Q2) = —oo, wiec Q1 = Q2, skad tez
H1 == HQ.

WNIOSEK 2.2.
Jesli K jest ciatem, to pierscien K[X] jest dziedzing Euklidesa. W szcze-
gélnosci, pierscien K[X| jest dziedzina idealéw gléwnych oraz dziedzina z
jednoznacznoscig rozktadu.
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DowoD.
Wystarczy rozwazy¢ funkcje K[X] — N, F s 2487

TWIERDZENIE 2.3 (TWIERDZENIE O RESZCIE).
Jesli F' € R[X] oraz a € R, to reszta z dzielenia wielomianu F' przez wielo-
mian X — a jest F(a).

DowOb.
Niech @) i H bedg ilorazem i resztg z dzielenia wielomianu F' przez wielomian
X — a, odpowiednio. Wtedy deg H < deg(X — a) = 1, wiec

H = H(a) = F(a) - (a — a)Q(a) = F(a),

co konczy dowdd.

DEFINICJA.
Méwimy, ze element a € R jest PIERWIASTKIEM WIELOMIANU F' € R[X],
jesli F(a) = 0.

WNIOSEK 2.4.
Jesli F' € R[X], to element a € R jest pierwiastkiem wielomianu F' wtedy i
tylko wtedy, gdy X —a | F.

WNIOSEK 2.5.
Jedli F € R[X], F # 0, to wielomian F' ma co najwyzej deg F' parami réznych

pierwiastkow.
DowOD.
Niech n := deg F' oraz niech ay, ..., a, € R parami r6znymi bedg pierwiast-

kami wielomianu F'. Indukcyjnie pokazemy, ze (X —aq)--- (X —a;) | F dla
wszystkich ¢ € [1,m], skad m < n, co zakorniczy dowdd. Oczywiscie X —ay | F.
Zalézmy teraz, ze i € [2,m]. Z zalozenie indukcyjnego istnieje wielomian
G € R[X] taki, ze F = (X —ay) -+ (X — a;—1)G. Wtedy

0= F(a;) = (ai — a1) - (a: — a;_1)G(as),

skad G(a;) =0, a wiec X — a; | G, co konczy dowdd.

PRZYKLAD.
Wielomian X? € Zg[X] ma 4 pierwiastki w pierscieniu Zs.

WNIOSEK 2.6.
Jedli G jest skonczong podgrupg grupy R*, to grupa G jest cykliczna.

Dowob.
Niech n := |G| oraz m := max{|a| | a € G}. Musimy pokazaé, ze n = m.
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Oczywiscie m < n. Pokazemy teraz, ze a™ = 1 dla wszystkich elementow
a € G. Poniewaz wielomian X™ — 1 ma co najwyzej m parami réznych
pierwiastkow w dziedzinie R, wiec to zakonczy dowdd. Ustalmy element a €
G taki, ze |a| = m, oraz niech b € G i [ := |b|. Niech

m=pit---ppt oraz l:p?l---pfk
dlap; <---<pp €Poraz ay,...,ax, 01, -, Bx € N. Definiujemy
m':=p" - plt oraz U'=p7 - pl,
gdzie
o o > 3, 0 o >0,
V= oraz 0=
0 a; <p Bi i <[,
dla i € [1,k]. Zauwazmy, ze (m',l') = 1. Wtedy |a't/| = m/l dla o’ := aw
i ¥ := br. Istotnie, zauwazmy najpierw, ze ld'| = m' i |V| = U, zatem
(a't)™" = 1. Ponadto, jedli (a'b')* = 1 dla pewnego k € Z, to (a')* = (b')7*,
wiec 1 = (a/)* = (b')~*"', skad I | km' i ostatecznie I | k. Analogicznie

m’ | k, zatem I'm’ | k. Mamy

m/ll = pen | pmax(@e) e (i 1),

zatem lem(m, [) = m, skad [ | m, co koniczy dowdd.

PRZYKLAD.
Grupa Z¢§ nie jest grupa cykliczna.

UWAGA.
7 powyzszego wniosku wynika, ze jesli F' jest cialem skonczonym, to grupa
F* jest cykliczna.

UWAGA.
Kazda skonczona dziedzina jest ciatem.

KONSTRUKCIJA.
Definiujemy

K = (R x R\{0})/ ~
gdzie

(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be.
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Oznaczamy

a

¢ = (b))
W zbiorze K definiujemy dziatania + i - wzorami

c ad + be
d’  bd
ac

c
d’ bd

Powyzsze definicje sg poprawne. Zbiér K wraz z powyzszymi dzialaniami,
. se . c 0+ 1 . a —a . ,
elementami wyr6znionymi 7 i 1, oraz operacja 3 — =, jest ciatem, ktore

nazywamy CIALEM ULAMKOW DZIEDZINY R. Funkcja

+

a
b
a
b

RBaH%GK

jest monomorfizmem pierscieni. Odtad bedziemy utozsamiaé obraz tego prze-
ksztalcenia z dziedzina R i traktowac dziedzine R jako podpierscien ciata K.
Zauwazmy, ze jesli a = bc dla a,b,c € Rib#0,t0 ¢ =1 =c

STWIERDZENIE 2.7.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu, F' € R[X] i k :=
deg F' > 0. Niech a;, bedzie wspétczynnikiem wiodacym wielomianu F' i niech
ap bedzie wyrazem wolnym wielomianu F'. Jedli elementy b,c € R, ¢ # 0, sa
wzglednie pierwsze oraz (—IZ jest pierwiastkiem wielomianu F', to b | ag i ¢ | ay.

DowoD.
Niech

F=aX"+a 1 X"+ + a1 X + ao.
Réwnoé¢ F(2) = 0 implikuje réwnosci

—apc® = b(apb" 7+ ap_ 10" e+ - Fa Y,

—apb® = c(ap_ 0" 4 -+ ar b T 4 apd ),
co konczy dowdd.

UWAGL.
(1) Jedli F € R[X], to F' € (R[X])* wtedy i tylko wtedy, gdy deg F' = 0
oraz F' € R*.

(2) Jesli element a jest nierozktadalny w dziedzinie R, to wielomian a jest
nierozktadalny w dziedzinie R[X].
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(3) Jesli u € R* oraz a € R, to wielomian uX + a jest nierozkladalny w
dziedzinie R[X].

PRZYKLADY.

(1) Wielomian 2X + 2 jest rozkladalny w dziedzinie Z[X], ale jest nieroz-
ktadalny w dziedzinie Q[X].

(2) Wielomian X? + 1 jest nierozktadalny w dziedzinie R[X], ale jest roz-
ktadalny w dziedzinie C[X].

DEFINICJA.
Niech R bedzie dziedzina z jednoznacznoscig rozktadu oraz

F=aq X"+ a1 X'+ ... + a9 € R[X].

Wielomian F' nazywamy PIERWOTNYM, jesli elementy ay, . . ., ag sa wzglednie
pierwsze.

UWAGA.
Jesli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu oraz F' € R[X], to ist-
nieja wielomian pierwotny F; € R[X] oraz element a € R takie, F' = aFj.
Oczywiscie a # 0, gdy F' # 0.

UWAGA.
Jesli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu oraz wielomian F' € R[X]
jest nierozktadalny stopnia dodatniego, to wielomian F' jest pierwotny.

UWAGA.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkéw
K. Dla wielomianu F' € K[X] istnieja elementy a,b € R[X], a # 0, oraz
wielomian pierwotny Fy € R[X] takie, ze aF’ = bF;. Oczywiscie, gdy F # 0,
to b # 0.

UWAGA.
Jesli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu, wielomian F' € R[X] jest
pierwotny oraz F' = GH dla wielomianéw GH € R[X], to wielomiany G i H
sg pierwotne.

LEMAT 2.8 (GAUSS).
Jesli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu oraz wielomiany F,G €
R[X] sa pierwotne, to wielomian F'G jest pierwotny.

Dowdp.
Niech

F=aq X"+ a1 X1 4o 4 a,
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G=bX +b_ 1 X"+ + b
Wtedy
FG = XM + e 1 X e,
gdzie
Crm = Qb + a1by_1 + -+ 4+ amby, m € [0,k + 1],

przy czym a; = 0 dla ¢ > k oraz b; = 0 dla 7 > [. Ustalmy element nieroz-
ktadalny p € R. Istnieja ig, jo > 0 takie, ze

p|a07"'7ai0—17 p'faim p|b07"'abjo—17 p*bjo‘

Wtedy p 1 cig+jo» 8dyz p jest elementem pierwszym. Istotnie p | a;b; dla
(,7) # (i0,Jo), @ + J = do + Jo, oraz p { a;bj,. Z dowolnosci elementu p
wynika, ze wielomian F'G jest pierwotny.

LEMAT 2.9.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkow K.
Jesli wielomiany F,G € R[X] sa pierwotne w pierscieniu R[X], to wielo-
miany F' i G sa stowarzyszone w pierécieniu R[X] wtedy i tylko wtedy, gdy
wielomiany F' i G sa stowarzyszone w pierscieniu K[ X].

DowOb.

Oczywiscie, jesli wielomiany F' i G sa stowarzyszone w pierscieniu R[X], to
sa stowarzyszone w pierscieniu K[X].

Przypus$émy, ze wielomiany F'i G sa stowarzyszone w pierscieniu K[X]. Wte-
dy istnieja elementy niezerowe a,b € R takie, ze aF' = bG. Elementy a i b
sg stowarzyszone w dziedzinie R, gdyz a jest najwiekszym wspélnym dziel-
nikiem wspoélczynnikéw wielomianu aF’', za$ b jest najwiekszym wspolnym
dzielnikiem wspotczynnikow wielomianu bG. Zatem istnieje element u € R*
taki, ze a = bu. Wtedy bG = aF = buF', skad G = uF', co konczy dowdd.

LEMAT 2.10.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkow K.
Jesli wielomian F' € R[X] jest pierwotny, to wielomian F jest nierozkladalny
w dziedzinie R[X| wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian F jest nierozktadalny
w dziedzinie K[X].
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DowoD.

Zal6zmy, ze wielomian F' jest nierozkladalny w dziedzinie R[X]. Poniewaz
wielomian F jest pierwotny i nieodwracalny w dziedzinie R[X], wiec jest
nieodwracalny w dziedzinie K[X]. Zatézmy, ze F = GH dla pewnych wie-
lomianéw G, H € K[X]. Oczywiscie G, H # 0. Ustalmy niezerowe elementy
a,b,c,d € R oraz wielomiany pierwotne G, H; € R[X] takie, ze aG = ¢G
oraz bH = dH,. Wtedy abF = cdG1H,, wiec wielomiany F i G1H; sa
stowarzyszone w dziedzinie K[X]. Poniewaz wielomiany F i G1H; sa pier-
wotne, wiec na mocy poprzedniego lematu sa one stowarzyszone w dzie-
dzinie R[X]. Nierozktadalno$¢ wielomianu F' w dziedzinie R[X| oznacza, ze
deg G = deg Gy = 0 lub deg H = deg H; = 0, co konczy dowdd tej implikacji.
Zat6zmy, ze wielomian F jest nierozkladalny w dziedzinie K[X]. Oczywiscie
wtedy wielomian F jest nieodwracalny w dziedzinie R[X]. Zal6zmy zatem, ze
F = GH dla pewnych wielomianéw G, H € R[X]. Poniewaz wielomian F' jest
nierozkladalny w dziedzinie K[X], wiec bez straty ogdlnosci mozna zatozy¢,
ze degG = 0, tzn. G € R. Stad G | 1, gdyz wielomian F' jest pierwotny,
zatem element G € R* = (R[X])*.

LEMAT 2.11.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu. Jesli wielomian F' €
R[X] jest pierwotny i degF' > 0, to istnieja wielomiany nierozkladalne
G1,...,G € R[X] takie, ze F' = Gy - - Gj.

DowOb.
Niech K bedzie cialem ulamkéw dziedziny R. Poniewaz deg F' > 0, wiec
z Wniosku 2.2 wynika, ze istnieja wielomiany nierozktadalne Fi,... F} €
K[X] takie, ze F' = F}--- Fj. Ustalmy niezerowe elementy ay, by, ..., ax,
br € R oraz wielomiany pierwotne Gy, ..., Gy € R[X] takie, ze a;F; = b;G;

dla i € [1, k]. Wtedy
ap - ayF =by - bGy - Gy,

zatem wielomiany F' oraz Gi---Gj sa stowarzyszone w dziedzinie K[X],
a wiec takze w dziedzinie R[X] na mocy Lematéw 2.8 oraz 2.9. Poniewaz
wielomiany G4, ..., G} sg nierozktadalne na mocy poprzedniego lematu, to
konczy dowdd.

WNIOSEK 2.12.
Jedli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkltadu, to dziedzina R[X] jest
dziedzing z rozktadem.

DowOD.
Ustalmy wielomian nieodwracalny F' € R[X]. Istnieja element a € R oraz
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wielomian pierwotny F; € R[X] takie, ze F' = aF. Jedli deg FF = 0, to
mozemy zatozy¢, ze Fy = 1, i element a jest nieodwracalny. Poniewaz R jest
dziedzing z rozktadem, wiec istniejg elementy aq,...,a; € R nierozktadalne
w dziedzinie R (a wigc takze w dziedzinie R[X]) takie, ze ' =a = a,--- q.
Gdy deg F' > 0, to z poprzedniego lematu wiemy, ze istnieja wielomiany
nierozkladalne Gy, ..., Gy € R[X] takie, ze F} = Gy ---Gy. Jedli wielomian
F jest pierwotny, to mozemy zatozy¢, ze a = 1, a wigc F' = G1---Gp. W
przeciwnym wypadku element a jest nieodwracalny, wiec istnieja elementy
nierozktadalne aq,...,q; € R takie, ze a = a; - - - a;, co konczy dowdd.

LEMAT 2.13.
Niech R bedzie dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkow K.
Jesli wielomian F' € R[X] jest pierwotny, G € R[X]| i F | G w dziedzinie
K[X], to F | G w dziedzinie R[X].

DowOD.
Gdy G = 0, to teza jest oczywista. Zalozmy zatem, ze G # 0. Istnieje
wielomian H € K[X]|, H # 0 taki, ze FH = G. Wiemy, ze istnieja niezerowe
elementy a,b,c € R oraz wielomiany pierwotne G, H; € R[X] takie, ze
aH = bH, oraz G = c¢G,. Wtedy bFH, = acGy, wiec wielomiany FH;
i Gy sa stowarzyszone w dziedzinie K[X|, zatem takze w dziedzinie R[X]|
(Lemat 2.9). W szczegdlnosci F' | Gy, a wige takze F' | G w dziedzinie R[X].

LEMAT 2.14.
Jedli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu oraz wielomian F' € R[X]
jest nierozktadalny, to wielomian F' jest pierwszy.

DowOD.

Przypu$émy, ze F' | GH. Ustalmy elementy a,b € R oraz wielomiany pierwot-
ne Gy, H; € R[X] takie, ze G = aG; 1 H = bH;. Wtedy ab jest najwiekszym
wspoélnym dzielnikiem wspotezynnikéow wielomianu GH = abGy Hy, wiec jesli
deg F' =0, to F' | ab. Poniewaz w tym przypadku element F' jest nierozkla-
dalny, zatem pierwszy, w dziedzinie R, wiec F' | a lub F' | b, co implikuje,
ze F'| Glub F | H. Gdy deg F' > 0, to wielomian F' jest pierwotny, a wiec
nierozkladalny w dziedzinie K[X] na mocy Lematu 2.10, gdzie K jest cialem
utamkow dziedziny R. Poniewaz pierécien K |[X] jest dziedzing z jednoznacz-
noscia rozktadu (Wniosek 2.2), wiec wielomian F' jest pierwszy w dziedzinie
K[X], skad F' | G lub F' | H w dziedzinie K[X]. Zatem teza wynika z Lema-
tu 2.13.

WNIOSEK 2.15.
Jesli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu, to pierscien R[X] jest
dziedzing z jednoznacznosciag rozktadu.
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DowoD.
Przypomnijmy, ze na mocy Wniosku 1.6 dziedziny z jednoznaczno$cia rozkta-
du to dziedziny z rozktadem, w ktérych elementy nierozktadalne sg pierwsze.

WNIOSEK 2.16.
Jesli R jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu oraz £ > 1, to pierscien
R[X1, ..., X}] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.

WNIOSEK 2.17.
Jesli K jest cialem oraz k > 1, to pierscien K[Xj, ..., Xy] jest dziedzing z
jednoznacznoscia rozktadu.

PRZYKLAD.
Pierscien Z[X] jest dziedzina z jednoznaczno$cia rozkladu, ktéra nie jest
dziedzing idealéw gtownych.

TWIERDZENIE 2.18 (KRYTERIUM EISENSTEINA I).
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu. Jesli

F= aka—l—ak,le*l +---t+ag € R[X],

k > 1, jest wielomianem pierwotnym oraz istnieje element nierozktadalny
p € R taki, ze

pta, plaxa, ..., p|ao, p*1ao,
to wielomian F' jest nierozkladalny w pierscieniu R[X].

DowoOD.
Przypusémy, ze F' = GH dla G € R[X]. Zauwazmy, ze wielomiany G i H sa
pierwotne. Zapiszmy

G:bZXZ++bO, H:Cij+"'+Cg.

Wtedy p | boco oraz p* 1 byc, wiec bez straty ogdlnoscei mozemy zalozy¢, ze p |
by oraz p 1 ¢g. Poniewaz wielomian G jest pierwotny, wiec istnieje [ € N takie,
ze p 1 by. Niech lp := min{l | p1 b, }. Wtedy p 1 by,co+byy—1c1+- - -+boc, = g,
wiec lyp = k, skad degG = k i deg H = 0. Ponadto pierwotno$¢ wielomianu
H implikuje, ze H € R* = R[X]*.

WNIOSEK 2.19 (KRYTERIUM EISENSTEINA II).
Niech R bedzie dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkow K.

Jesli

F=a X"+ a1 X+ +ay € RIX],
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k > 1, oraz istnieje element nierozktadalny p € R taki, ze

ptag, plari, ..., p|ao, pQJ(ao,
to wielomian F' jest nierozkladalny w pierscieniu K[X].

DowoD.

Ustalmy element a € R oraz wielomian pierwotny F; € R[X] takie, ze F =
aF 1- Jesli

Fy = b XP + b X+ o+ b,
to

p1bg Pl bet, ..., p|bo, p° 1 bo,
gdyz p 1 a (zauwazmy, ze a; = ab; dla wszystkich i € [0, k]). Z poprzedniego
twierdzenia wielomian F} jest nierozktadalny w dziedzinie R[X], a wiec takze

w dziedzinie K[X] na mocy Lematu 2.10. Poniewaz element a jest odwracalny
w ciele K, wiec oznacza to, ze wielomian F' jest nierozktadalny w dziedzinie

K[X].
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§3. ZASTOSOWANIA TEORII PODZIELNOSCI W TEORII LICZB

DEFINICJA.
Mowimy, ze n € Z jest BEZKWADRATOWA, jesli n # 1 i nie istnieje p € P
taka, ze p* | n.

OZNACZENIE.
Jesli n € Z jest liczba bezkwadratows, to Z[v/n] := {x + y/n | z,y € Z}.

DEFINICJA.
Jesli n € Z jest liczbg bezkwadratows, to NORMA elementu m = z + yy/n €
Z[y/n] nazywamy N (7) := 2% — ny?*.

UWAGA.
JesSli n € Z jest liczba bezkwadratowa i dziedzina Z[/n] jest dziedzina z
jednoznacznoscia rozktadu, to n Z 1 (mod 4).

TWIERDZENIE 3.1.
Jesli n € Z jest liczba bezkwadratowa taka, ze dziedzina Z[y/n] jest dziedzina
z jednoznacznoscia rozktadu, to dla p € P nastepujace warunki sa rownowaz-
ne:

(1) TIstnieje m € Z taka, ze 22 =n (mod p).

(2) p nie jest elementem pierwszym w dziedzinie Z[y/n].

(3) p jest iloczynem dwdch elementéw dziedziny Z[v/n], ktérych normy sa
réwne +p.

(4) Istnieje m € Z[y/n] o normie £p.

Dowop.

(1) = (2): Jedli istnieje z € Z taka, ze 22 =n (mod p), to p | (z — v/n)(z +

Vvn), ale pt z £ /n.

(2) = (3): Zauwazmy, ze N(p) = p. Poniewaz p nie jest elementem pierw-

szym oraz Z[/n] jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu, wiec teza jest

oczywista (zauwazmy, ze N(af) = N(a)N(3)).

(3) = (4): Oczywiste.

(4) = (1): Przypuéémy, ze 2> — ny? = +p dla z,y € Z. Latwo zauwazy¢,

ze p {1y (istotnie, w przeciwnym wypadku p | z, wigc p* | 22 — ny? = +p),

zatem istnieje z € Z taka, ze yz = 1 (mod p). Wtedy (z2)?> =n (mod p), co

konczy dowdd.

LEMAT 3.2.
Dziedzina Z[1] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.

DowoOD.
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Cwiczenie.
UWAGA.
Jelipe Ny, p>2/i(p—1)!=—-1 (mod p), top € P.

LEMAT 3.3 (TWIERDZENIE WILSONA).
JeslipeP, to (p—1)! = —1 (mod p).

DowoD.
Zauwazmy, ze jesli k, 1 € [2,p — 2] oraz kl =1 (mod p), to k # [, zatem
p—DI'=1-(p—1)=-1 (mod p).

WNIOSEK 3.4 (FERMAT).
Jedli p € P, to istnieja x,y € Z takie, ze 2% + y?> = p wtedy i tylko wtedy,
gdy p=21lubp=1 (mod 4).

DowOb.
Zauwazmy najpierw, ze jesli z,y € Z, to (x*+y*) mod 4 € {0, 1,2}, zatem nie
istnieja z,y € Z takie, ze 22 +y? = p, gdy p = 3 (mod 4). Oczywiscie takie x
i y istnieja, gdy p = 2 (réwnowaznie, p = 2 (mod 4)), i nie jest mozliwe, aby
p =0 (mod 4)). Zalézmy zatem, ze p = 1 (mod 4). Na mocy poprzedniego
twierdzenia musimy pokazaé, ze istnieje z € Z takie, ze 22 = —1 (mod p).
Wezmy

- (),

Poniewaz p = 1 (mod 4), wiec 2 | 21, skad
p—1 p_]- p_].
—(—1 <_>1: 1 ...(__>E
2= (=17 (5 (=1) 5

wiec
Z=(p-1)!=-1 (mod p).

DEFINICJA.
Jelip € Pia € Z, pta, to mbwimy, ze a jest RESZTA KWADRATOWA
MODULO p, jedli istnieje z € Z taka, ze 22 = a (mod p).

OZNACZENIE.
Jesli p € P, to

Sp i =1{a € Z; | a jest reszty kwadratowa modulo p}.
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LEMAT 3.5.
Jeslip € P, p # 2, to |7, = .

DowOD.
Rozwazmy funkcje f : Z) — Z); dana wzorem f(a) := a®mod p. Wtedy
f(ZY) = .#,. Ponadto, |f~'(a)] = 2 dla kazdego a € .7,. Istotnie, jesli
2> =a (mod p) dlax € ZX, tox —p € ZX, . —p # x, oraz (x — p)* = a

(mod p), wige |f'(a)| > 2. Ponadto, |f~!(a)| < 2 na mocy Wniosku 2.5.

LEMAT 3.6.
Jeslipe P, a,b € Zy, to

(1) abmodp € ., jesli a,b € .7, lub a,b & .7,
(2) abmodp & .7, jesli a € 7, lub b & .7,

DowOD.

Dla p = 2 tezy sa oczywiste, zatézmy zatem, ze p # 2. Oczywiscie, jesli
a,b € 7, to abmodp € .#,. Ponadto, gdy a € .#, oraz ax = 1 (mod p)
dla z € 7, to z € 7,. W konsekwencji, jesli a € 7, 1 b & 7, to ab
(mod p) & .7, (istotnie, b = (ab)z (mod p) dla = jak wyzej).

Zalozmy zatem, ze a ¢ 7 i rozwazmy funkcje f : Z, — Z; dana wzorem
f(b) := abmodp. Latwo zauwazyé, ze funkcja f jest bijekcja. Ponadto z
wezesniejszych rozwazan wynika, ze f(,) C Z) \ .#,. Poniewaz |.7,| =
1Z; \ -#,| na mocy poprzedniego lematu, wiec f(.7,) = Z \ .7}, skad f(Z) \
Sp) = S, a to oznacza, ze jesli b € .7, to ab (mod p) € .7,.

DEFINICJA.
JeSlipe P, a€Z,pta, to SYMBOLEM LEGENDRE’A a modulo p nazywamy

(a) 1 ae S,
p/ " -1 ag.s
WNIOSEK 3.7.
Jesli p € P, to symbol Legendre’a jest homomorfizmem grup Z; — {£1}.

TWIERDZENIE 3.8 (KRYTERIUM EULERA).
JeSlipe P, p#2,a€Z, pta, to a jest reszta kwadratowa modulo p wtedy
i tylko wtedy, gdy a'm =1 (mod p).

DowOD.
Jedli istnieje x € Z takie, ze 22 = a (mod p), to oczywiscie 't = l=1
(mod p) na mocy twierdzenia Fermata (oczywiscie (z, p) = 1). Zalézmy teraz,
e a7 = 1 (mod p). Wiemy, ze grupa Z; jest cykliczna (Wniosek 2.6).
Niech b € Z,; bedzie generatorem grupy Z,;. Ustalmy k € Z takie, ze a = v
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(mod p). Wtedy b =1 (mod p), wiec p—1 | k’%l, co implikuje, ze 2 | k,
skad a = (b2)% (mod p).
WNIOSEK 3.9.
JeSlipeP, p#£2,a€Z, pta,to
CL) p—1
—)=az2 mod p).
G (mod p)

DowoD.
Wobec powylzszego twierdzenia wystarczy zauwazy¢, ze na mocy twierdzenia
Fermata o'z = 41 (mod p).

WNIOSEK 3.10.
Jeslipe P, p#2 to

(—1) _J1 p=1 (mod4),
p/ |-1 p=3 (mod4).
TWIERDZENIE 3.11 (LEMAT GAUSSA).

Niech p € P, p # 2. Ustalmy zbiér S C Z takie, ze [S N {a,p —a}| =1 dla
kazdego a € Z,. Jesli a € Z, to

-

gdzie w := [(aSmodp) N (p — 9)|.

Dowob.
Zdefiniujmy funkcje f : S — S wzorem

£(s) asmod p asmodp € S,
s) =
p— (asmodp) p—asmodp € S.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja f jest bijekcja, zatem

[[s=T17( =0Tt = (~1a"s ] s (modp),

ses ses seS sES

skad o'z = (—1)¥ (mod p), co konczy dowdd wobec Wniosku 3.9.
WNIOSEK 3.12.
Jeslipe P, p#2 to

2 1 =41 (mod 8),
<_> B {—1 ]]ZE +5 (mod 8).
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DowoD.
Niech S :={1,3,...,p—2} oraz niech w := |(2S mod p)N(p—.S5)|. Zauwazmy,
ze jesli a < &, to 2amodp = 2a = p — (p — 2a) € (p — S). Z drugiej strony,
jesli a > £, to 2amodp = 2a —p € S. Stad

@esm<gH:{

co konczy dowdd.

WNIOSEK 3.13.
Jeslipe P, p> 2 to

(—_2) :{1 p=1,3 (mod 8),

—

S

p=1 (mod 4),
p=-—1 (mod 4),

w =

=
R
—

P -1 p=-1,-3 (mod 8).

DowOD.
Zauwazmy, ze

5)-G)6)

p p/\p/

TWIERDZENIE 3.14 (KWADRATOWE PRAWO WZAJEMNOSCI).
Jesli p,q € P, p,q#21ip#q, to

(0)(%) = 7=
DowoOD.

Niech S; := {1,...,1%1}, Sy = {1,...,‘15—1}, oraz I' := S} x S,. Z Lematu
Gaussa wynika, ze (%) = (—1)“", gdzie wy jest iloscia x € S takich, ze reszta
z dzielenia gx przez p nie nalezy do zbioru S;. Zauwazmy, ze w; jest rowne
ilosci par (z,y) € I takich, ze —% < gz —py < 0. Analogicznie, (75’) = (—1)~2,
gdzie wy jest iloscig par (z,y) € I' takich, ze 0 < gz — py < . Ostatecznie,
(ﬂ) (2) = (—1)“, gdzie w jest iloscig par (z,y) € I takich, ze =5 < gz —py <

p q
1. Rozwazmy funkcje f : I' — I' dang wzorem f(z,y) := (’%1 -, % — ).

Oczywidcie, funkcja f jest bijekcja (f? = Idr). Ponadto, f(I'y) = I'y, gdzie

[ := {(l’,y) el gr—py < —g}

Iy = {(m,y) €l gz —py> g}
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Stad
w=[T| = |Ty| = T3 = || (mod 2),

co konczy dowdd.

STWIERDZENIE 3.15.
Jesipe P, p> 3, to

DowOD.
Mamy cigg rownosci

()= GG === ()= (5)

co konczy dowdd.

WNIOSEK 3.16.
Jedlipe P, p> 3, to

(3) )1 p=4£1 (mod 12),
-1 p=45 (mod 12),

(6)_ 1 p=41,£5 (mod 24),
-1 p=47,411 (mod 24),

<__6> _ {1 p=1,5,7,11 (mod 24),

D -1 p=13,17,19,23 (mod 24).
LEMAT 3.17.
Jesli n € {—2,2,3,6}, to pierscien Z[y/n] jest dziedzina z jednoznacznoscia
rozktadu.
Dowob.

Dla n € {—2,2,3} dowdd pozostawiamy jako éwiczenie, zostaje zatem do
pokazania, ze pierscien Z[\/é] jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu.

Ustalmy a + bv/6, ¢ + dv6 € Z[\/E] takie, ze ¢ + dv/6 # 0. Wiadomo, ze

bv6 —6bd  bc—ad
a + \/_:ac n c—a \/6
c+dyv6 —06d> % —6d?
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Wybieramy «a, § € Q oraz m,n € Z tak, ze nastepujace warunki sg spetnione:

1 bc — ad

0<Ifl <3, m+i= G e
1 6

0§\a§§jeého<\ﬁl<%7

1 V30 ac — 6bd

5 <ol < 1jesti 2 < |5 < L2, nt o= e
3 V30 1

1< < — jesli —— <.

_|a|_23es1 5 <\ﬁ|_2

Zauwazmy, ze |a® — 63%| < 1 oraz (a + $v/6)(c + dv/6) € Z[v6]. Wtedy

a+bvV6 = (n+mV6)(c+ dV6) + (a + BV6)(c + dV6)

oraz

IN((o + Bv6)(c + dV6))| = |a® — 68%||N(c + dV6)| < |N(c + dv6)],

zatem Z[\/6] jest dziedzing Euklidesa, co koticzy dowdd.

WNIOSEK 3.18.
Jesli p € P, to istniejg z,y € Z takie, ze

(1) p=a2*+ 2y* wtedy i tylko wtedy, gdy p =2 lub p = 1,3 (mod 8),

(2) p=|2? — 2y?| wtedy i tylko wtedy, gdy p =2 lub p = +1 (mod 8),
(3) p=|2* — 3y?| wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2,3 lub p = £1 (mod 12),
(4)

4) p = |22 — 6y?| wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2,3 lub p = +1,45
(mod 24).

UWAGA.
Analogicznymi metodami, ale z wykorzystaniem pierécienia 7Z [#] , mozna
pokazaé dla p € P istniejg x,y € Z takie, ze p = 22+ 3y?, wtedy i tylko wtedy,
gdy p=3lubp=1 (mod 3).

LEMAT 3.19.
Niech n € N, oraz niech R bedzie dziedzing z jednoznaczno$cig rozktadu.
Jesli ajas = ub™ dla wzglednie pierwszych elementow aq,as € R oraz elemen-
tow u € R* i b € R, to istnieja elementy vy,v9 € R* oraz by, by € R takie,
ze a; = 010} oraz as = vob}. Jedli dodatkowo dla kazdego elementu v € R*
istnieje element v € R* taki, ze u = v", to mozemy zalozy¢, ze a; = b} i
a9 — bg
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DowoD.
Cwiczenie.
TWIERDZENIE 3.20 (FERMAT).
Jegliy? +2=adlaz,y€Z,tox =3iy = +5.

DowOb.
Gdyby 2 |y, to 2 | z, skad 8 | 2® = y? + 2, co jest niemozliwe. Zatem 2 { .
Policzymy teraz najwiekszy wspélny dzielnik elementéw y —1v/2 1y +1v/2 w
dziedzinie Z[1v/2]. Zauwazmy, ze

y+1vV2 = (y — W2) + 20V/2,

Ponadto

y—1V/2 = (—yllz\@) (20V/2) + (1 - V/2),

2V2 = (=1 +1v/2)(1 —/2) — 1,

gdy y =1 (mod 4), oraz

y+1V/2 = (_y112ﬂ> (20V2) + (1 —1V/2),

V2 = (=1 —1v/2)2 + 1,

gdy y = —1 (mod 4), zatem elementy y—2v/2 i y+121/2 sg wzglednie pierwsze
w dziedzinie Z[11/2].

Poniewaz
(y + Z\/i)(y - Z\/i) = 1'3,

wiec z poprzedniego lematu wynika, ze istnieje element a + biv/2 € Z[11/2]
taki, ze y +1v/2 = (a + b1v/2)? (zauwazmy, ze 1 = 1° oraz (—1) = (—1)° sa
jedynymi elementami odwracalnymi w dziedzinie Z[11/2]). Wtedy

y = a® — 6ab®> = a(a® — 6b%) oraz 1 = 3a®b — 2b® = b(3a® — 2b),

skad b = £1 i 3a® — 2b® = %1, wiec w efekcie @ = &1 i b = 1. Ostatecznie
y==x5ix=3.

TWIERDZENIE 3.21 (FERMAT).
Jesliy? +1 =223 dlaz,y€Z,tox=1iy= %1
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DowoD.
Zauwazmy najpierw, ze 2 { y. Policzymy teraz najwiekszy wspdlny dzielnik
elementéw y + ¢ 1y — ¢ w dziedzinie Z[1]. Mamy ciag réwnosci

y+i=_(y—1+2,

y—1= (—y;1z>-(22)+(1—2),

2= (—1411)(1—12)+0,

skad wynika, ze najwiekszym wspélnym dzielnikiem elementéw y 411y — 2
jest 1 — 1. Stad istnieja elementy «, 5 € Z[1] takie, ze

y+ir=1—-2a i y—1=(1-1)p.

Oczywiscie elementy « i 3 sg wzglednie pierwsze. Zauwazmy, ze

zatem na mocy Lematu 3.19 istnieje element a+b € Z[1] taki, ze a = (a+1b)?,
a wiec y+1 = (1—1)(a+1b)® (zauwazmy, ze 1 = 13, (=1) = (=1)3, 1= (—1)3
i —1 =13 s3 jedynymi elementami odwracalnymi w dziedzinie Z[1]). Wtedy

y = a® + 3a’b — 3ab* — b* = (a — b)(a® + 4ab + b*)

1 = —a® + 3a®b — 3ab® — b* = (a + b)(—a® + 4ab — b*).

Stada+b=241=—a?+4ab—1V* skada=0ib=—1luba=—-1ib=0,
tzn. y = +11x =1, co konczy dowdd.

TWIERDZENIE 3.22 (FERMAT).
Jesliy? +4=a3dlaz,ycZ,tox=5iy==+11lubar=2iy = +£2.

DowOb.
Jesli 2 |y, to 2 | . Wtedy (4)* 41 = 2(%)?, wiec z poprzedniego twierdzenia
wynika, ze § = 1 oraz % =41, tzn. x =21y = 12.
Zalézmy zatem teraz, ze elementy x i y sa nieparzyste. Policzymy teraz naj-
wiekszy wspélny dzielnik elementéw y+2:1 1 y—2i w dziedzinie Z[z]. Zauwazmy,
ze

(y+22) = (y — 20) + 4.
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Ponadto

(y—20) = (_y ; 12) - (42) + (1 — 20)

gdy y =1 (mod 4) oraz

(y—21)=(

gdy y = —1 (mod 4). Wreszcie

_y+1

z) c(41) + (=1 — 2u)

4=—(—1—2)(1—=2)—1,

skad wynika, ze elementy y + 22 i y — 2¢ sg wzglednie pierwsze w dziedzinie
Zs].

Poniewaz
(y+20)(y — 20) = 2°,

zatem na mocy Lematu 3.19 istnieje element a + b € Z[2] taki, ze y + 21 =
(a + bn)3. Wtedy

y = a® — 3ab® = a(a® — 3b%) i 2 = 3a’b — b* = b(3a® — b?),

Drugie réwnanie oznacza, ze b = 1ia = +1 lub b = —-21a = %1, a wigc
y = £2 lub y = £11. Poniewaz zalozylidmy, ze 2 { y, wiec to konczy dowdd.

OZNACZENIE.
1
€= %\/‘5’, 0 :=1/3.

UWAGA.
Jedli o € C, to a € Zle| wtedy i tylko wtedy, gdy a = _x—;ye dla z,y € Z
takich, ze x =y (mod 2). [a + be = w oraz %?J" = ZY 4 el

LEMAT 3.23.
Pierscien Zle] jest dziedzing Euklidesa.

Dowob.
Rozwazmy funkcje N : Z[e] — N, z — |z], tzn. N(a + be) = a® + ab + V°.
Jesli a + be, c + de € Z[e] oraz ¢+ de # 0, to
a+be ac—l—ad—l—bd+ bc — ad .
c+de  A4cd+d®  Ated+d®

Wybieramy «, 8 € Q oraz m,n € Z takie, ze 0 < |al, |8] < 3,

n ac + ad + bd . 43 bc — ad
n+o=———— i m =
2+ cd + d? 2 4 cd + d?
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Wtedy o? + a8+ 32 < 1, (a+ pe)(c + de) € Zl¢],
a+be = (n+me)(c+de) + (o + fe)(c+ de)
oraz
N((a+ Be)(c+de)) = (a® + af + *)N(c + de) < N(c+ de),

zatem Z[e| jest dziedzing Euklidesa, co koficzy dowdd.

UWAGA.
6 = ¢ — &* oraz element 6 jest nierozkladalny w dziedzinie Z|e].

UWAGA.
Z[g]X = {1,8,52,53’54755} = {1,5, 146 -1,—¢,1— g}.

LEMAT 3.24.
Jesli o € Z[e], to istnieje s € {—1,0,1} takie, ze 0 | a — s. W szczegdlnosci,
0| a®— a.

Dowoéb.

Niech a = “£ dla a,b € Z takich, ze a = b (mod 2). Istnieje s € {—1,0,1}
takie, ze 3 | 2a — s. Wtedy oczywiscie 6 | 2a — s. Poniewaz o = 2226 4 2q,
wiec koncezy to dowod pierwszej czesci lematu. Druga czesé lematu wynika z
réwnosci

o —a=ala—1)(a+1).
LEMAT 3.25.
Jedli o € Z[e] oraz 0 | a £ 1, to 6* | a3 £+ 1.
DowOD.
Przypomnijmy, ze 6% = —3, wiec 0* = 9. Jedli a = 0 £ 1 dla 38 € Z[e], to
o = 0P £36%0° + 360+ 1 =30(8— %) F93* £ 1,

co konczy dowdd wobec poprzedniego lematu.

UWAGA.
Jedli elementy aq, as, g € Zle] sa wzglednie pierwsze, uy, us, ug € Ze]*, oraz
U108 +ual +uzas = 0, to elementy oy, as, o sa parami wzglednie pierwsze.

LEMAT 3.26.
Jedli elementy oy, ag, a3 € Z[e] sa wzglednie pierwsze oraz o + o + o = 0,
to istnieje dokladnie jedno ¢ € {1, 2,3} takie, ze 0 | ;.
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DowOD.
Gdyby 0 t «; dla wszystkich ¢ € {1, 2,3}, to z Lematu 3.24 wynikatoby, ze dla
kazdego i € {1,2, 3} istnieje s; € {—1, 1} takie, ze 0 | a; + s;. Z Lematu 3.25
wynika, ze wtedy 6% | of + s; dla wszystkich i € {1,2,3}. Poniewaz

$1+ 8o+ 83 = (af + 51) + (a3 + s2) + (@ + 83) — (o + aj + a3),

wiec 0% | s1 + so + s3, co jest niemozliwe, gdyz s; + so + s3 € {£1,43}.
Jedyno$¢ ¢ wynika z powyzszej uwagi.

LEMAT 3.27.
Jedli upad+usad+us(6ma})® = 0 dlan € Ny oraz elementow uy, ug, uz € Z[e]*
1oy, aq,af € Z[e| takich, ze 0 oy, ag, af, to ug = fuy in > 2.

DowOD.
Na mocy Lematu 3.24 wiemy, ze istnieja s1, s2 € {—1, 1} takie, ze 6 | oy + 51
oraz 0 | as + sy. Ponadto z Lematu 3.25 wynika, ze w powyzszej sytuacji
01 | a3 + sy oraz 6% | a3 + so.

Zauwazmy, ze 03 | ujad + ugal. Z réwnoscei
_ 3 3 3 3
U181 + Uzse = ug (@) + 81) + us(y + 82) — (ur] + usry)

wynika zatem, ze 6 | u1s; +ussy. Poniewaz N (suj+squs) < 4 < 27 = N(63),
wiec oznacza to, ze sju; + Sqoue = 0, zatem uy = —z—ful = duy.

Dla dowodu drugiej czesci zauwazmy, ze rOWnosc¢ sju; + ssus = 0 implikuje,
ze 0% | uiad + ugad, gdyz

ULy + upaiy = uy (o + 81) + ug(ai + 89) — (S1U; + Sauy).

Stad 6| (6"a})3, co konezy dowdd.

LEMAT 3.28.
Jedli o + a3 + a3 = 0 dla elementéw ay, ag, g € Z[e], to istnieje ¢ € {1,2,3}
takie, ze a; = 0.

DowoOD.
Przypu$émy, ze istnieja elementy aq, ag, g € Z[e]\{0} takie, ze af+a3+ajs =
0. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze elementy oy, s i ag sg wzglednie
pierwsze. Na mocy Lematu 3.26 mozemy wtedy zalozy¢, ze 0 t aq, ay oraz
az = 0"aj dlan € N, i elementu of € Zle| takiego, ze 0 1 ay. W szczegdlno-
Sci, zbiér X ztozony z uktaddéw (aq, aq, o, uy, us, us, n) takich, ze elementy
aq, e, oy € Z[e] sa (parami) wzglednie pierwsze, uq, us, us € Z[e]*, n € Ny,
01 a1, ag,al, oraz uyad +usals +uz(0™ah)® = 0, jest niepusty. Ustalmy uktad
(o, g, ug, ug, ug,n) € X, dla ktérego wartosé n jest minimalna. Mozemy
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przy tym przyjac, ze u; = 1. Przypomnijmy, ze z poprzedniego lematu wy-
nika, iz n > 2 oraz uy = tu; = £1. Ponadto, jesli us = —1, to dla o, = —ay
mamy o} + (—ah)? + ugai = 0, mozemy wiec przyjac us = 1.
Pokazemy najpierw, ze (a1 + ey, a1 + €% ay) = 6 dla dowolnych 4,5 €
{0,1,2}, ¢ # j. Zauwazmy, ze

—uzf® o = o + o = (o + ag)(ag + 2an) (a1 + '),

zatem istnieje k& € {0,1,2} takie, ze 0 | a; + 2%y, gdyz element 6 jest
pierwszy. Dodatkowo 6 | €2 — 2% dla wszystkich | € {0,1,2} — istotnie
0 =e? — &' oraz

—eH2(2 Y [ —1=k (mod 3),
(¥) e —e* =10 I=k (mod 3)

+e2t2(e2 —et) [+1=k (mod 3),

— wiec oznacza to, ze 0 | ay + e%ay dla wszystkich [ € {0,1,2}, gdyz
oy + 521(){2 = (Oél + 82k0é2) + (€2l - €2k>042.

Z drugiej strony, jesli 8 | ay + e¥ay i | an + e¥ag, to B | (6% — ).
Poniewaz elementy [ i as sa wzglednie pierwsze (gdyz elementy a; i ay sa
wzglednie pierwsze), wiec 3 | €% — €%, co wobec réwnosci (%) oznacza, ze
B ] e? —e* =0 1ikonczy dowodd réwnosci (a + e an, ag + ¥ an) = 6. Istnieja
zatem wzglednie pierwsze elementy (31, s, O3 € Z[¢] takie, ze

ar + ap = 00, oy + 2y = 03, a1 +etay = 0.

Zauwazmy, ze 03773 | (513:3s3, zatem bez straty ogdlnosci mozemy zatozyc¢,
ze B3 = 0°"733% dla pewnego elementu 3} € Z[e| takiego, ze 6 t (3, oraz
6 1 31, Bo. Ponadto z réwnosci 315205 = uz(—aj)? i Lematu 3.19 wynika, ze
istnieja elementy vy, vq,v3 € Z[e]* oraz 1,72, 73 € Zle] takie, ze 31 = v173,
B2 = g3 oraz [y = vg3, przy czym 6 { y1,72,73 oraz elementy 71, 2 i 73
sg wzglednie pierwsze. Zauwazmy, ze

(1 + o) + % (g + ) + e*(ag +e%a3) = (g + ag)(1 +* + &) =0,
skad

v+ (202)7s + (hv3) (0" 1ys)? = 0,

tzn. (1,72, 73, V1, €209, €23, n — 1) € X, co przeczy minimalnosci n i konczy
dowdd.

TWIERDZENIE 3.29.
Nie istnieja z,y, 2z € Z \ {0} takie, ze 23 + y3 = 23.
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§4. ROZKEAD PRYMARNY

ZALOZENIE.
Przez caly paragraf bedziemy zakltadac, ze R jest pierscieniem.

DEFINICJA.
Ideat wtasciwy @ pierscienia R nazywamy PRYMARNYM, jesli dla dowolnych
elementow a,b € R speliony jest warunek:

abe QANbZ Q) — dneN:a" €Q.

PRZYKLAD.
Jedli p jest elementem pierwszym w dziedzinie R, to ideal (p™) jest prymarny
dla dowolnego n € N, .

DEFINICJA.
Moéwimy, ze IDEAL I PIERSCIENIA R POSIADA ROZKLAD PRYMARNY, jesli
istnieja ideaty prymarne @), ..., @, pierscienia R takie, ze [ = Q1N---NQ,.

PRZYKEAD.
Jesli a jest elementem nieodwracalnym w dziedzinie z jednoznaczno$cig roz-
ktadu R, to istnieja parami niestowarzyszone elementy pierwsze p1,...,p, €

R oraz ay,...,a, € NT takie, ze a = p* - p2». Wtedy (a) = (p{*) N+ N
(pon), zatem ideal (a) posiada rozktad prymarny.

DEFINICJA.
Pierscien R nazywamy NOETHEROWSKIM, jesli dla kazdego ideatu I pierscie-
nia R istniejg elementy aq,...,a, € R takie, ze I = (ay,...,a,).
PRZYKLAD.

Jesli R jest dziedzing ideatow gltownych, to pierscien R jest noetherowski.

LEMAT 4.1.
Jesli I,,, n € N, sg ideatami pierscienia noetherowskiego R takmi, ze I,, C 1,11
dla wszystkich n € N, to istnieje k € N takie, ze I,, = I}, dla wszystkichn € N
takich, ze n > k.

DowoOD.
Analogiczny do dowodu Lematu 1.7.

LEMAT 4.2.
Jesli I;, 1 € I, I # @, sa idealami pierscienia noetherowskiego R, to istnieje
j € I takie, ze I; = max{[l; | i € I}, tzn. jesli I; C I, dla pewnego i € I, to
I, = I.

DowOD.
Jedli dla kazdego @ € [ istnieje j; € I takie, ze I; C I,, to mozemy zdefiniowac
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funkcje f : I — I wzorem f(i) := j;. Ustalmy iq € I oraz niech i,, := f™(ip)
dlan € N. Wtedy I;, € I;, ., dla wszystkich n € N, co przeczy poprzedniemu
lematowi.

n+1

UWAGA.

Powyzszy lemat pozwala dowodzi¢ wtasnosci ideatéw wlasciwych w pierscie-
niach noetherowskich przez indukcje noetherowska. Niech (W) bedzie wta-
snoscig idealéow wlasciwych. Przypusémy, ze potrafimy udowodnié, ze jesli 1
jest ideatem piersécienia R takim, ze kazdy ideatu wlasciwy J pierécienia R
taki, ze I C J, posiada wlasnosé (W), to ideal I takze posiada wlasnosé (W).
W takiej sytuacji kazdy ideal wlasciwy pierécienia R posiada wlasnosé (W).
Istotnie, niech . bedzie zbiorem idealow pierscienia R nie posiadajgcych
whasnosci (W). Jedli ¥ # @, to z poprzedniego lematu wynika, ze w zbiorze
</ istnieje ideal maksymalny /. Z maksymalnosci ideatu I wynika, ze kaz-
dy ideal wlasciwy J pierscienia R taki, ze I C J posiada wtasnosé (W). Z
zatozenia wynika jednak, ze wtedy takze ideal I posiada wtasnosé (W), co
prowadzi do sprzecznoSci.

TWIERDZENIE 4.3.
Kazdy ideat wtasciwy pierécienia noetherowskiego posiada rozktad prymarny.

DowOD.

Niech R bedzie pierscieniem noetherowskim. Udowodnimy twierdzenie przez
indukcje noetherowska. Niech I bedzie ideatem wtasciwym pierdcienia R ta-
kim, ze kazdy ideal wtasciwy J pierscienia R taki, ze I C J, posiada rozktad
prymarny. Jesli ideat I jest prymarny, to teza jest oczywista, zalézmy za-
tem, ze ideal I nie jest prymarny. Wtedy istnieja elementy a,b € R takie,
ze ab € I, a ¢ I oraz b" ¢ I dla wszystkich n € N. Dla n € N niech
I, :={r € R | b"r € I}. Zauwazmy, ze zbiér I, jest ideatem pierscienia R
dla kazdego n € N. Ponadto Io =1, Iy # I (gdyz a € I; \ I) oraz I,, C 1,1
dla kazdego n € N, zatem na mocy Lematu 4.1 istnieje k£ € N, takie, ze
I, = I dla wszystkich n € N. Niech J := (b*) + I. Oczywiscie I C I, N J.
Z drugiej strony, jesli r € I, N J, to r = b*s + ¢ dla pewnych s € R oraz
c € I, przy czym b*r € I. Stad b*s = bfr — bkc € I, wicc s € Iy, = I,
Ostatecznie b*s € I, skad r € I, zatem I = I, NJ. Zauwazmy, ze I C I;, C R,
gdyz b% -1 =bF ¢ I, a wiec 1 € I}, zatem ideal I;, posiada rozktad prymarny.
Podobnie I C J C R, gdyz gdyby J = R, to I = I, N J = I}, zatem ideat
J takze posiada rozktad prymarny. Poniewaz I = I, N J, wiec ideal I takze
posiada rozktad prymarny, co konczy dowdd.

DEFINICJA.
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RADYKALEM IDEALU [ pierscienia R nazywamy zbior
radl :=={re R|3IneN:r" e[}

UWAGA.
Jesli I jest ideatem pierscienia R, to zbiér rad [ jest ideatlem pierscienia R.

UWAGA.
Jesli I jest idealem wtasciwym pierscienia R, to rad I # R.

PRZYKEAD.
Jesli ideal P pierscienia R jest pierwszy, to rad P = P.

UWAGA.
Ideal wtasciwy @) pierscienia R jest prymarny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych elementéw a,b € R speliony jest warunek:

abe QANbE Q) = acrad@.

STWIERDZENIE 4.4.
Jesli ideat @) jest prymarny, to ideat rad () jest pierwszy.

DowOb.
Przypusémy, ze ab € rad Q oraz a ¢ rad (). Z definicji radykatu wynika, ze
istnieje n € N takie, ze a"b™ € (). Poniewaz a ¢ rad @), wiec a” € @), zatem
z definicji ideatu prymarnego wynika, ze istnieje m € N takie, ze 0" € Q.
Stad b € rad @, co konczy dowdd.

DEFINICJA.
Niech P bedzie ideatem pierwszym pierécienia R. Méwimy, ze ideatl prymarny
@ jest P-PRYMARNY, jesli rad ) = P.

PRZYKLAD.
Jedli p jest elementem pierwszym w dziedzinie R, to ideal (p") jest (p)-
prymarny dla dowolnego n € N,..

LEMAT 4.5.
Jesli 14, ..., I, sa ideatami pierscienia R, to

rad(lyN---N1I,)=rad; N---Nrad I,.

DowoD.
Przypu$émy najpierw, ze a € rad(l; N---N1I,). Wtedy istnieje m € N takie,
zea™ € 1N---N1I,, tzn. a™ € I; dla kazdego i € [1,n], zatem a € rad I; dla
kazdego i € [1,n].
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Przypu$émy teraz, ze a € rad I; N --- Nrad I,,. Wtedy dla kazdego i € [1,n]
istnieje m; € [1,n] takie, ze a™ € I,. Stad dla m := max(my,...,m,) mamy
a”elnN---NI,, wiec a € rad(l; N---N 1), co konczy dowdd.

UWAGA.
Niech P bedzie ideatem pierwszym pierscienia R. Ideat () pierscienia R jest
P-prymarny wtedy i tylko wtedy, gdy rad () = P oraz dla dowolnych elemen-
tow a, b € R spelniony jest warunek:

abeQNbEQ — a€P.

STWIERDZENIE 4.6.
Niech P bedzie ideatem pierwszym pierécienia R. Jesli Q1, ..., @, sa ideatami
P-prymarnymi pierscienia R, to ideat Q1 N --- N @, jest P-prymarny.

DowOD.
7 poprzedniego lematu wynika, ze

rad(@QN---NQ,) =rad@Q:N---Nrad@, =PN---NP =P,

zatem dla dowodu wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych elementow a,b € R,
jesliabe Q1N---NQporaza & Q1N---NQy,, to b € P. Jedli jednak i € [1, n]
jest takie, ze a & Q);, to teza wynika z P-prymarnosci ideatu Q.

DEFINICJA.
Rozktad prymarny I = @ N --- N Q, ideatu I pierdcienia R nazywamy
ZREDUKOWANYM, jesli rad Q); # rad ); dla wszystkich ¢ # j, oraz Q1N ---N
Qi1NQi1N---NQ, ¢ Q; dla wszystkich i € [1,n].

TWIERDZENIE 4.7.
Jesli ideat I posiada rozktad prymarny, to ideatl I posiada zredukowany roz-
ktad prymarny.

DowoOD.
Niech I = @, N --- N Q, bedzie rozktadem prymarnym ideatu /. Pokazemy
najpierw, ze mozemy zatozy¢, iz rad @); # rad ); dla wszystkich ¢ # j. Istot-
nie, gdy rad @); = rad @); dla i # j, to na mocy poprzedniego lematu mozemy
zastapic¢ idealy Q; i Q; idealem Q; N Q;. W oczywisty sposob mozemy tez
zatozy¢, iz drugi warunek z definicji rozktadu zredukowanego jest spetniony.

WNIOSEK 4.8.
Kazdy ideal wtasciwy pierscienia noetherowskiego posiada zredukowany roz-
ktad prymarny.

STWIERDZENIE 4.9.
Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Jesli I C P, U --- U P, dla idealéw
pierwszych Py, ..., P, pierscienia R, to istnieje ¢ € [1, n] takie, ze I C P;.
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DowOD.

Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé¢, ze n > 1l oraz [ ¢ PpU---U P, U
P y1U---UP, dla kazdego i € [1,n]. Ustalmy elementy aq, . .., a, € I takie, ze
a; ¢ PU---UP,_1UP;,{1U---UP, dla kazdego i € [1,n]. Zauwazmy, ze a; € P,
dla kazdego i € [1,n]. Wtedy a; +as - - a, € I, zatem istnieje i € [1,n] takie,
ze a;+ag---a, € P Jedlii =1, to ay---a, € Pj, a wiec istnieje j € [2,n)]
takie, ze a; € Py, co jest niemozliwe. Jesli natomiast ¢ € [2,n], to a; € P}, co
tez jest niemozliwe.

LEMAT 4.10.
Niech I =0Q1N---Qp,1il=0Q,N---NQ,, beda zredukowanymi rozktadami
prymarnymi ideatu wtasciwego I pierécienia R. Jedli ideat rad 9y jest mak-
symalny w zbiorze {rad @1, ...,rad Q,,rad @}, ..., Q. }, to istnieje i € [1,m)]
takie, ze rad @, = rad Q] oraz Q2N --NQ, = Q1N---NQ;_ 1 NQ;,N---NQ;,.

Dowob.

Niech P, := rad@; dla i € [1,n] oraz P/ := rad @} dla ¢ € [1,m]. Niech
A:={i € [l,m]| P, # P'}. Z maksymalnosci ideatu P, wynika, ze P; ¢ P,
dla wszystkich i € [2,n] oraz P, ¢ P/ dla wszystkich ¢ € A. Z poprzedniego
stwierdzenia wynika zatem, ze istnieje element a € P; taki, ze a € P; dla
wszystkich i € [2,n] oraz a ¢ P/ dla wszystkich ¢ € A. Wiemy, ze istnieje k €
N takie, ze a* € Q1 N Nicpmpa @i (8dzie iy pa @i = R, gdy A = [1,m]).
Niech J := {b € R | a*b € I}. Pokazemy, ze

J=Q:n---NQ, i J=[(Q,
ieA

co wobec zredukowalnosci przedstawien I = Q1 N---NQ, i1 =Q\N---NQ.,
zakonczy dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jedli b € Qo N - N Qp, to a¥b €
@1NQ2N---NQ, = I. Analogicznie, gdy b € (., @, to ab € I. Przypusémy
teraz, ze a®b € I. Wtedy a*b € Q;, wiec b € Q; (gdyz a € P;) dla kazdego
i € [2,n]. Analogicznie pokazujemy, ze b € @)} dla kazdego i € A, co konczy
dowdd.

TWIERDZENIE 4.11.
Jesi I = Q1nN---Q, il =0Q]N---NQ,, sa zredukowanymi rozktadami
prymarnymi ideatu I pierécienia R, to n = m oraz istnieje permutacja o
zbioru [1,n| taka, ze rad Q; = rad Q;(i) dla kazdego i € [1,n].

DowoD.
Indukcja wykorzystujaca powyzszy lemat.

DEFINICJA.
Jesli I = Q1N ---Q), jest zredukowanym rozkltadem prymarnym idealu wta-
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sciwego [ pierscienia R, to idealy rad @)1, ..., rad (), nazywamy IDEALAMI
PIERWSZYMI STOWARZYSZONYMI Z IDEALEM 1.

DEFINICJA.
Ideal pierwszy P stowarzyszony z idealem wtasciwym I pierécienia R nazy-
wamy IZOLOWANYM, jesli P’ ¢ P dla kazdego ideatu pierwszego P’ # P
stowarzyszonego z ideatem I.

TWIERDZENIE 4.12.
Jesi I = @Q1N---Q, il =@Q,N---NQ., sa zredukowanymi rozktadami
prymarnymi ideatu I pierscienia R takimi, ze rad ); = rad ) dla kazdego
i € [1,n], to Q; = Q) dla kazdego ¢ € [1,n] takiego, ze ideal rad Q; jest
izolowany.

DowoOD.

Niech P, := rad@; dla i € [1,n]|. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyc¢,
ze ideal P; jest izolowany. Wtedy dla kazdego i € [2,n] istnieje element
a; € P;\ P;. Niech a := ay - - - a,. Zauwazmy, ze a € Po,N---N P, \ P;. Wtedy
istnieje m € N takie, ze a™ € Q; oraz a™ € Q) dla wszystkich i € [2,n].
Pokazemy, ze Q1 = Q = @, gdzie Q :={b € R | a™b € I}. Jesli b € @y, to
a™b e Q1NQaN---NQ, =1, wiec Q7 C Q. Z drugiej strony, jesli a™b € I dla
be R, toa"be Qq, wiec b € @y (gdyz z zalozenia a ¢ Py), zatem Q) C Q.
Analogicznie pokazujemy, ze @ = @, co konczy dowdd.

PRZYKEAD.
Jesli K jest cialem, to ideal (X2, XY') mam nastepujace rozktadu prymarne
w pierscieniu K[X,Y]:

(X2, XY)=(X)N(X%LY) i (X2XY)=(X)N(X2XY,Y?).
Zauwazmy, ze rad(X) = (X) C (X,Y) =rad(X?,Y) = (X? XY, Y?).

TWIERDZENIE 4.13 (HILBERTA O BAZIE).
Jesli pierscienn R jest noetherowski, to pierscien R[X] jest noetherowski.

DowoD.
Niech I bedzie ideatem pierscienia R[X]|. Musimy pokazaé, ze ideal I jest
skonczenie generowany. Jesli I = 0, to teza jest oczywista, zatézmy zatem,
ze I # 0. Niech J bedzie podzbiorem pierscienia R zlozonym z 0 oraz wspot-
czynnikéw wiodacych wielomianéw nalezacych do ideatu I. Wtedy zbiér J
jest ideatem pierécienia R, istnieja zatem elementy aq,...,a, € R takie, ze
I = (ai,...,a,). Ustalmy wielomiany Fy,...,F, € I takie, ze dla wszyst-
kich i € [1, k] wspdlezynnik wiodacy wielomianu F; jest réwny a;. Bez stra-
ty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze deg Fy = --- = deg F,, =: d. Dla kazde-
go k € [0,d — 1] niech J; bedzie podzbiorem pierécienia R zlozonym z 0
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oraz wspoétczynnikow wiodacych wielomianéw stopnia £ nalezacych do ide-
atu 1. Wtedy zbiér Ji jest ideatem pierécienia R, zatem istnieja elemen-
ty ak, ..., a0, € R takie, ze Ji = (ag1,...,aky,). Ustalmy wielomiany
Fii,...,Fyn, € I stopnia k takie, ze dla kazdego i € [1,ny] wspdlczynnik
wiodacy wielomianu Fj; jest réwny ay ;. Pokazemy, ze

[:(Fb"'7Fn7Fd*l,la"'7Fd71,nd,17'"7F0,17"'7F0,n0)-

Jedna inkluzja jest oczywista, wystarczy zatem, ze przez indukcje ze wzgledu
na deg F' udowodnimy implikacje

FGI:>FE (Flw--;Fn’Fdfl,l;---7Fd*l,nd,p“-;F0,17-~-;F0,n0)-

Jesli deg F' = —oo, tzn. F' = 0, to teza jest oczywista, zalozmy zatem, ze
k := deg F' > 0 i niech a bedzie wspdtczynnikiem wiodacym wielomianu
F. Jesli k < d, to istniejg elementy b,...,b,, € R takie, ze a = biag +
o4 b, Gy, Wiee deg(F — (b1 Fgq + - - + by, Fin,) < k. Analogicznie, gdy
k > d, to istnieja elementy by, ...,b, € R takie, ze a = bya; +- - - + bpa,,, wiec
deg(F — (biFy + -+ + b, F,) X* %) < k. W obu przypadkach mozemy wiec
zastosowac zatozenie indukcyjne, co konczy dowod.

WNIOSEK 4.14.
Dla dowolnych ciata K oraz n € N pierscien K[Xy,...,X,] jest noetherow-
ski.

WNIOSEK 4.15.
Dla dowolnego n € N, pierdcien Z[ Xy, ..., X,] jest noetherowski.

LEMAT 4.16.
Jesli I jest ideatem pierscienia noetherowskiego R, to pierscien R/I jest no-
etherowski.

PRZYKLAD.
Jesli n € Z jest liczba bezkwadratowa, to pierscien Z[y/n| jest noetherowski.

[Z[v/n] ~ ZIX]/(X? —n)]
PRZYKEAD.
W pierécieniu Z[v/5] element 2 jest nierozktadalny, ale nie jest pierwszy. W

szezegdlnodei ideat (2) nie jest pierwszy. Jest to jednak ideal prymarny oraz
rad(2) = (2,v/5 — 1). Przypomnijmy, ze 2-2 = (v/5 + 1)(v/5 — 1).



