ALGEBRA II — WYKLAD 1

§0. PRZYPOMNIENIE

DEFINICJA.
7Zbiér R z dziataniami +,- : R X R — R, wyr6znionymi elementami 0,1 € R i
operacja — : R — R nazywamy PIERSCIENIEM, jesli spelnione sg nastepujace
warunki:

1) Va,b,ce R:a+ (b+c¢)=(a+b)+c,

) Vae R:a+0=a=0+a,

) YVae R:a+ (—a)=0=(—a)+a,

) Va,be R:a+b=0b+a,

5) Va,b,c € R:a(bc) = (ab)c,

) YaeR:a-1=a=1"a,

) Ya,be R:ab=ba,

(8) Va,b,c€ R:a(b+c)=ab+ acA (a+b)c=ac+ be.

DEFINICJA.
Element a pierscienia R nazywamy DZIELNIKIEM ZERA, jesli a # 0 oraz
istnieje element b € R, b # 0, taki, ze ab = 0.

DEFINICJA.
Pierscien R nazywamy DZIEDZINA (CALKOWITOSCI), jesli 0 # 1 oraz w
pierécieniu R nie ma dzielnikéw zera.

STWIERDZENIE.
Jesli a, b i ¢ sa elementami dziedziny R takimi, ze ac = bc oraz ¢ # 0, to
a =b.

DEFINICJA.

Element a pierécienia R nazywamy ODWRACALNYM, jedli istnieje element
b € R taki, ze ab = 1.

DEFINICJA.
Element a pierscienia R nazywamy NIEODWRACALNYM, jesli a # 0 oraz
element a nie jest odwracalny.

DEFINICJA.
Pierscien R nazywamy CIALEM, jesli 0 # 1 oraz w pierscieniu R kazdy nie-
zerowy element jest odwracalny.
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DEFINICJA.
Podzbiér I pierécienia R nazywamy IDEALEM (piszemy I <1 R), jesli spelnione
sg nastepujace warunki:

(1) 0€el,
(2) a,bel = a+bel,
(3) ac RANbel = abel.

DEFINICJA.
Ideat I pierScienia R nazywamy WEASCIWYM, jesli [ # R.

DEFINICJA.
Najmniejszy ideal pierscienia R zawierajacy podzbiér X C R nazywamy
IDEALEM GENEROWANYM PRZEZ ZBIOR X i oznaczamy (X).

DEFINICJA.

Ideal I pierscienia R nazywamy GELOWNYM, jesli istnieje element a € R taki,
ze I = (a).

DEFINICJA.
Dziedzing R nazywamy DZIEDZINA IDEALOW GLOWNYCH, je$li wszystkie
idealy w pierscieniu R sa gltowne.

OZNACZENIE.
Niech X iY beda podzbiorami pierécienia R, a € R. Definiujemy

X+Y ={r+y|lzeX yeV},
a+X:={a+z|zeX},
Xa :={za |z e X}

STWIERDZENIE.
Jesli aq, ..., a, sa elementami pierscienia R, to

(a1,...,a,) = Ra; + -+ + Ra,.

DEFINICJA.
Podzbiér S pierscienia R nazywamy PODPIERSCIENIEM, jesli spelnione sg
nastepujace warunki:

(1) 0,1€ S5,
(2) a,beS = a-+babe S,
(3) aeS = —ac€s.



ALGEBRA II — WYKLAD 3

DEFINICJA.
Niech R i S beda pierscieniami. Funkcje ¢ : R — S nazywamy HOMOMOR-
FIZMEM PIERSCIENI jesli

p(0)=0,  pla+b)=p(a)+ D),
L p(ad) = p(a)p(b),

dla dowolnych elementow a,b € R.

DEFINICJA.
Jesli p : R — S jest homomorfizmem pierécieni, to JADREM HOMOMORFIZMU
» nazywamy zbior

Kerp :={a € R | y(a) =0}.

UWAGA.
Jesli ¢ : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to zbiér Ker ¢ jest idealem
pierscienia R.

DEFINICJA.

Jesli o : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to OBRAZEM HOMOMORFI-
ZMU ¢ nazywamy zbior

Imy :={p(a) | a € R}.

UWAGA.
Jesli ¢ : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to zbiér Im ¢ jest podpier-
Scieniem pierécienia S.

DEFINICJA.

Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S nazywamy MONOMORFIZMEM, jesli funk-
cja ¢ jest injekcja.

UWAGA.

Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy Kerp = 0:= {0}.

DEFINICJA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S nazywamy EPIMORFIZMEM, jesli funkcja
@ jest surjekcja.

UWAGA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy Imp = S.



ALGEBRA II — WYKLAD 4

DEFINICJA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S nazywamy IZOMORFIZMEM, jesli istnieje
homomorfizm v : S — R taki, ze Yo =1Idg i p1p = Idg.

UWAGA.
Homomorfizm pierscieni ¢ : R — S jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy jest monomorfizmem i epimorfizmem.

DEFINICJA.

Jesli I jest idealem pierscienia R, to w zbiorze R/I := {a+ 1 | a € R}
definiujemy dziatania

(a+I)+(b+1):=(a+0b)+1,
(a+1)b+1):=ab+ 1.
Definicje te sa poprawne oraz definiuja w zbiorze R/ strukture pierscienia,

z elementami wyréznionymi 0+ I i 1+ I, oraz operacja —(a+ 1) := —a + I,
nazywanego PIERSCIENIEM ILORAZOWYM. Odwzorowanie

R—R/I,a— a+1,

jest epimorfizmem pierscieni, ktory nazywany NATURALNYM RZUTOWANIEM.

DEFINICJA.
Ideat I pierécienia R nazywamy PIERWSZYM, jesli I # R oraz spetniony jest
warunek

abel — aclIVbel.

UWAGA.
Ideal I pierscienia R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy pierécien R/I
jest dziedzina.

DEFINICJA.
Ideat I pierécienia R nazywamy MAKSYMALNYM, jesli [ # R oraz speliony
jest warunek

JIRANICJ = J=1IVJ=R

UWAGA.
Ideat I pierscienia R jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien
R/I jest cialem.

UWAGA.
Kazdy ideal maksymalny jest pierwszy.
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UWAGA.
Jesli I jest ideatem wtasciwym piersécienia R, to istnieje ideal maksymalny J
pierécienia R taki, ze [ C J.
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MOTYWACJA — TEORIA PODZIELNOSCI

TWIERDZENIE.
Jesli n € Ny n > 2, to istnieja jednoznacznie wyznaczone liczby pierwsze
P < --- <pg, k>1, oraz wyktadniki aq, ..., ar > 0 takie, ze

— &1 Qg

TWIERDZENIE.
Jedli f € C[X] jest wielomianem unormowanym stopnia dodatniego, to ist-
nieja jednoznacznie wyznaczone (z doktadnoscia do porzadku) unormowane
wielomiany f, ..., fx, kK > 1, stopnia 1 takie, ze

f=Fffe

MOTYWACJA — TEORIA MODULOW

TWIERDZENIE.
Jedli G jest skonczenie generowang grupg abelowa, to istniejg jednoznacznie
wyznaczone liczby pierwsze p; < .-+ < pg, k > 0, oraz wyktadniki o > 0,
g > o>y, >0, >0,1=1,...,k, takie, ze

k l;
G ~7" D @@Zp?i,j.

i=1 j=1

LITERATURA
(1) Thomas Hungerford, Algebra.

(2) Karlheinz Spindler, Abstract Algebra with Applications, vol. II, Rings
and Fields.

(3) Jerzy Browkin, Teoria cial.
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§1. TEORIA PODZIELNOSCI W DZIEDZINACH

ZALOZENIE.
Przez caly paragraf R oznacza¢ bedzie dziedzine.

DEFINICJA.
Moéwimy, ze ELEMENT a € R DZIELI ELEMENT b € R (piszemy a | b), jesli
istnieje element ¢ € R taki, ze b = ca.

OZNACZENIE.
Jesli a,b,c € R, a # 0, to g := ¢ (przypomnijmy, ze element ¢ jest jedno-
znacznie wyznaczony).

PRZYKELAD.
Jefliae Ritoala(¢=1),1|a(¢=a)orazal0(2=0).

UWAGA.
Jesli a,b,ce R, a|boraz b|c, toa]c.

DEFINICJA.
Méwimy, Zze ELEMENTY a,b € R SA STOWARZYSZONE (piszemy a ~ b), jesli
a|lbib|a.

PRZYKLAD.
Niech a,b € Z. Wtedy a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = +b.

PRZYKLAD.
JeSli a € R, to a | 1 wtedy i tylko wtedy, gdy element a jest odwracalny.
Zatem a ~ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy element a jest odwracalny.

PRZYKLAD.
Jedlia € R, to 0 | a wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. Zatem a ~ 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy a = 0.
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STWIERDZENIE 1.1.
Jedli a,b € R, to:

(1) a|b wtedy i tylko wtedy, gdy (b) C (a),

(2) a=bwtedy i tylko wtedy, gdy (a) = (b),
(3) = jest relacja réwnowaznosci,
(4) a = b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element odwracalny ¢ € R taki,

ze a = cb,
(5) element a jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy a | ¢ dla wszystkich
elementow ¢ € R,

(6) element a jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = R.

(1) albedce R:b=ca<be Ra=(a) < (b) C (a).

(2) Wynika natychmiast z punktu (1).

(3) Wynika natychmiast z punktu (2).

(4) Gdy a = 0, to teza jest oczywista, wiec zatdézmy, ze a # 0.

Jesli a = b, to istnieja elementy c¢,d € R takie, ze a = cb oraz b = da.

Wtedy a = (ed)a, wiec cd = 1, zatem element ¢ jest odwracalny.

Jesli @ = ¢b dla elementu odwracalnego ¢ € R, to oczywiscie b | a.

Ponadto istnieje element d € R taki, ze dc = 1. Wtedy b = dcb = da,

wiec a | b, zatem a = b.

(5) Teza wynika z faktu, ze a | ¢ dla dowolnego elementu ¢ € R wtedy i
tylko wtedy, gdy a | 1

(6) Element a jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy a ~ 1, a wiec wtedy
i tylko wtedy, gdy (a) = (1) = R.

DEFINICJA.
Element p € R nazywamy NIEROZKLADALNYM, jesli element p jest nieod-
wracalny oraz, jesli a | p, to a = p lub element a jest odwracalny.

UWAGA.
Ostatni warunek powyzszej definicji jest rownowazny kazdemu z dwoch po-
nizszych warunkéw:

(1) jesli p = ab, to jeden z elementéw a i b jest odwracalny,
(2) jesli p=ab, to a~plub b~ p.
DEFINICJA.

Element p € R nazywamy PIERWSZYM, jesli element p jest nieodwracalny
oraz, jesli p | ab, to p | a lub p | b.
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PRZYKLAD.
p € Z jest elementem nierozktadalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest ele-
mentem pierwszym, oraz wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z liczb p i —p jest
pierwsza.

PRZYKLAD.
Niech Z[/5] := {a 4+ bv/5 | a,b € Z}. Wtedy 2 jest elementem nierozktadal-
nym w dziedzinie Z[v/5], ale nie jest elementem pierwszym.
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STWIERDZENIE 1.2.
Jeslipe R, p#0, to:

(1)
(2)

Dowob.

(1)

element p jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy ideal (p) jest pierwszy,

element p jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy (p) # R oraz
spelniony jest warunek

(p) C (@) = (a) = (p) V(a) = R,

jesli element p jest pierwszy, to element p jest nierozktadalny,

jesli R jest dziedzina idealow gtownych oraz element p jest nierozktadal-
ny, to element p jest pierwszy,

jesli element p jest pierwszy oraz g = p, to element ¢ jest pierwszy,

jesli element p jest nierozkladalny oraz g = p, to element ¢ jest nieroz-
ktadalny.

Zauwazmy, iz warunek, ze element p nieodwracalny, jest rownowazny
warunkowi (p) # R na mocy Stwierdzenia 1.1 (6). Podobnie, warunek

plab = plavplb
jest réwnowazny warunkowi
ab € (p) = a€(p)Vbe (p)

na mocy Stwierdzenia 1.1 (1).

Musimy sprawdzi¢, ze warunek
a|p = a=pVelement a jest odwracalny,

jest réwnowazny warunkowi

(p) C (@) = (a) = (p) V(a) = R,

co wynika ze Stwierdzenia 1.1 (1), (2) oraz (6).

Przypusémy, ze element p jest pierwszy. Musimy pokazaé, ze jesli p = ab,
to a = p lub b &~ p. Poniewaz element p jest pierwszy, wiec w powyzszej
sytuacji p | a lub p | b. W pierwszym przypadku p ~ a, w drugim zas
p = b.
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Jesli R jest dziedzing idealéw gtéwnych oraz element p jest nierozkta-
dalny, to ideal (p) jest maksymalny na mocy punktu (2), wiec jest takze
pierwszy, zatem element p jest pierwszy na mocy punktu (1).

Wynika ze Stwierdzenia 1.1 (2) oraz punktu (1) (zauwazmy, ze ¢ # 0,
gdyz p # 0).
Wynika ze Stwierdzenia 1.1 (2) oraz punktu (2) (zauwazmy, ze ¢ # 0,
gdyz p # 0).
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DEFINICJA.
Dziedzine R nazywamy DZIEDZINA Z ROZKEADEM, jedli dla kazdego nieod-
wracalnego elementu a € R, istnieja elementy nierozktadalne py, ..., pr € R,

takie, ze a = p1 - - - px.

DEFINICJA.
Dziedzine z rozktadem R nazywamy DZIEDZINA Z JEDNOZNACZNOSCIA ROZ-
KLADU, jesli dla dowolnych elementéw nierozktadalnych py,...,pg, q1,- .-,

q € R takich, ze p1---pr = q1 - - - q;, mamy k = [ oraz istnieje permutacja o
zbioru {1,...,k} taka, Zze p; = ¢oi), 1 = 1,..., k.

PRZYKLAD.
Pierécient Z[v/5] jest dziedzing z rozkladem, ktéra nie dziedzing z jednoznacz-
noscia rozktadu.

LEMAT 1.3.
Jesli p, qq, ..., qr sa elementami nierozktadalnymi dziedziny z jednoznaczno-
Scia rozktadu R takimi, ze p | ¢1---qx, to istnieje i € {1,..., k} takie, ze
Pl a.

DowOD.

Istnieje element a € R taki, ze pa = q; -+ qx. Oczywiscie a # 0. Jesli ele-
ment a jest odwracalny, to element pa jest nierozktadalny na mocy Stwier-
dzen 1.1 (4) oraz 1.2 (6), wiec z jednoznacznosci rozktadu wynika, ze k = 1
ip=pa=q. W szczegblnosci p | ¢1. Jedli element a jest nieodwracalny, to
istnieja elementy nierozkladalne pq,...,p; € R takie, ze a = p; - - - p;. Wtedy
pp1---PL = q1- - qQr, Wiec z jednoznacznosci rozktadu wynika, ze p = ¢; dla
pewnego ¢ € {1,...,k}. W szczegdlnosci p | ¢;, co konezy dowdd.

LEMAT 1.4.
W dziedzinie z jednoznaczno$cia rozktadu element jest pierwszy wtedy i tylko
wtedy, gdy jest nierozktadalny.

DowOD.
Wiemy juz, ze elementy pierwsze sg nierozktadalne (Stwierdzenie 1.2 (3)).
Przypusémy, ze element p dziedziny R z jednoznacznoscia rozkltadu jest nie-
rozkladalny. Musimy pokazaé, ze jesli p | ab, to p | a lub a | b. Jesli a = 0
lub b = 0, to teza jest oczywista. Podobnie jest, gdy jeden z elementéw a
i b jest odwracalny. Zatem mozemy zalozy¢, ze elementy a i b sg nieodwra-

calne. Wtedy istnieja elementy nierozktadalne ¢y, ..., qx, qxs1,---, Q1 € R,
k,l > 0, takie, ze a = q -+ qp oraz b = Gry1- - Q- Wtedy p | @1+ Gy,
wiec na mocy poprzedniego lematu istnieje i € {1,..., k4 [} takie, ze p | ¢;.

Jeslii <k, to p| a, w przeciwnym wypadku p | b.
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LEMAT 1.5.
Jesli elementy py, ..., 0k, q1,-..,q € R sa pierwsze oraz py---pr = q1 - qp,
to k = [ oraz istnieje permutacja o zbioru {1, ..., k} zbioru taka, Ze p; & ¢o()
dlat=1,... k.

DowoD.

Indukcja ze wzgledu na k.

Poniewaz py | q1---q, wiec pr | ¢; dla pewnego i € {1,...,l}. Bez straty
ogo6lnosci mozemy zatozy¢, ze i = [. Poniewaz, element ¢; jest nierozktadal-
ny na mocy Stwierdzenia 1.2 (3), wiec pp ~ ¢, zatem na mocy Stwierdze-
nia 1.1 (4) istnieje element odwracalny a € R taki, ze ¢ = apr. Wtedy
P Pr—1Pk = q1 - q1—10Pk-

Zatézmy najpierw, ze k = 1. Gdyby | > 1, to otrzymalibysSmy, ze 1 =
g1+ - q_1a, co jest niemozliwe, gdyz element ¢; jest nieodwracalny. Zatem
[ =1, co konczy dowodd w tym przypadku.

Zatozmy teraz, ze k > 1. Gdyby [ = 1, to podobnie jak wczesniej wyko-
rzystujac ré6wnosé py - - - pr—1 = a otrzymaliby$my sprzecznos$¢. Zatem [ > 1.

Definiujemy ¢} :=q1, ..., q|_o := qi—2, q|_; := qi—1a. Wtedy elementy ¢, ...,
q,_, sa pierwsze (Stwierdzenie 1.2 (6)) oraz py -+ px—1 = ¢} -+ q_;. Z zaloze-
nia indukcyjnego k—1 = [ —1 oraz istnieje permutacja o zbioru {1, ..., k—1}

taka, ze p; ~ qur(z') R Qo) dlat=1,...,k —1, co konczy dowdd.

WNIOSEK 1.6.
Dziedzina z rozktadem R jest dziedzina z jednoznaczno$cig rozktadu wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy element nierozktadalny w dziedzinie R jest pierwszy.

UWAGA.
Istnieja przyktady dziedzin, w ktorych kazdy element nierozktadalny jest
pierwszy, ale ktére nie sg dziedzinami z rozktadem.

LEMAT 1.7.
Jesli I, Io, .. .sa ideatami dziedziny ideatéw gtéwnych R takimi, ze I; C ;14
dlat=1,2,..., to istnieje k£ > 0 takie, ze [, = [, dlat =k, k+1,....

DowOb.
Niech I := (J;»; Li- Wtedy I < R (!). Pierécien R jest dziedzing idealow
gléwnych, wiec istnieje element a € R taki, ze I = (a). Istnieje k > 0 takie,
zea € I. Wtedy I; C I = (a) C I)y C I; dlai = k,k + 1,..., co konczy
dowod.

OZNACZENIE.
Niech S bedzie zbiorem takich elementéw nieodwracalnych a € R, dla kto-
rych nie istnieja elementy nierozktadalne py, ..., pr € R takie,zea = p; - - - px.
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LEMAT 1.8.
Istnieje funkcja f: S — S taka, ze (a) € (f(a)) dla kazdego a € S.

DowOD.
Ustalmy element a € S. Element a nie jest nierozktadalny, wiec istnieja
elementy b, c € R takie, ze a = bc oraz b,c % a. W szczegdlnosci (a) C (b)
oraz (a) € (¢). Ponadto b € S lub ¢ € S.

LEMAT 1.9.
Jesli pierscien R jest dziedzina ideatéw gtéwnych, to pierécien R jest dziedzing
z rozktadem.

DowOD.
Musimy pokazaé, ze S = &. Przypusémy, ze S # & oraz ustalmy element
a € S. Niech I; := (f""'(a)) dlai=1,2,.... Wtedy [; C I;;; dlai=1,2,...,
co jest sprzeczne z Lematem 1.7.

TWIERDZENIE 1.10.
Jesli pierscien R jest dziedzina ideatéw gtéwnych, to pierécien R jest dziedzina
z jednoznacznoscig rozktadu.

DowOD.
Poniewaz kazdy element nierozktadalny dziedziny R jest pierwszy na mocy
Stwierdzenia 1.2 (4), wiec teza wynika z poprzedniego lematu oraz Wnio-
sku 1.6.

DEFINICJA.
Dziedzine R nazywamy DZIEDZINA EUKLIDESA, jesli istnieje funkcja ¢ : R —
N taka, ze
(1) ¢(a) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0,
(2) jeslia,b € Rib#0, to istnieja elementy ¢,d € R takie, ze a = cb+d
oraz ¢(d) < ¢(b).
PRZYKLAD.

Dowolne ciato K wraz z funkcja K — N, a +— 1, gdy a # 0, oraz a — 0, gdy
a = 0, jest dziedzing Euklidesa.

PRZYKEAD.
Z wraz z funkcja Z — N, n — |n|, jest dziedzing Euklidesa.

PRZYKLAD.
Z)1) wraz z funkcja Z)1i] — N, a + b — a® + b2, jest dziedzina Euklidesa.
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TWIERDZENIE 1.11.
Kazda dziedzina Fuklidesa jest dziedzing ideatéw gtownych. W szczegdlnodci,
kazda dziedzina Euklidesa jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu.

Dowob.
Niech I <« R. Mozemy zatozy¢, ze I # 0. Wybierzmy element a € I taki, ze
o(a) =min{p(b) | b € I,b# 0}. Wtedy I = (a). Istotnie, oczywiscie (a) C I.
7 drugiej strony, gdy b € I, to istnieja elementy c,d € R takie, ze b= ca+d
ip(d) < pla). Wtedy d = b — ca € I, wigc z wyboru elementu a wynika, ze
d = 0. Zatem b = ca € Ra = (a), co konczy dowdd.

PRZYKLAD.
Z[”T‘/Ei] jest dziedzing idealéw gtoéwnych, ktora nie jest dziedzing Euklidesa.

LEMAT 1.12.
Niech a bedzie niezerowym elementem dziedziny z rozktadem R. Zatézmy, ze
elementy py,...,pr € R sa nierozkladalne oraz takie, ze jesli element ¢ € R
jest nierozkladalny oraz ¢ | a, to istnieje j takie, ze ¢ =~ p;. W powyzsze]
sytuacji istnieja wyktadniki aq,...,ap > 0 oraz element odwracalny b € R
takie, ze

a = bp* - ppt.

DowoOD.
Jedli element a jest odwracalny, to b :=a oraz a; := 0,1 =1,..., k. Jesli ele-
ment a jest nieodwracalny, to istnieja elementy nierozktadalne ¢;,...,q € R
takie, ze a = q1 - - - q;. Z wlasnosci elementow py, ..., pr wynika, ze dla kaz-

dego i = 1,...,[ istnieja element nierozkladalny b; € R oraz j; € {1,...,k}
takie, ze ¢; = b;pj,. Wtedy b:=0by---by oraz o := [{i € {1,...,{} | ji = j}|.
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LEMAT 1.13.
Jesli R jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu, element a € R jest odwra-
calny, elementy p1,...,pr € R sa nierozktadalne i parami niestowarzyszone,
ary...,ap > 0,10 | ap---pi*, to istnieja wyktadniki 3; € {0,...,qa;},
1 =1,...,k, oraz element nierozktadalny c € R takie, ze
b= Cpll .. pgk
DowOD.

Niech ¢ € R bedzie elementem nierozktadalnym takim, ze ¢ | b. Wtedy
q | api'---pp*. Poniewaz ¢ jest elementem pierwszym, wiec istnieje i €
{1,...,k} takie, ze q | p; (¢ 1 a, gdyz element ¢ nie jest odwracalny). Po-
niewaz element p; jest nierozktadalny, wiec ¢ ~ p;. Z poprzedniego lema-
tu wynika zatem, ze istnieja element odwracalny ¢ € R oraz wyktadniki
By, B = 0 takie, ze b = cp11~-~pf’“. Gdyby G; > a; dla pewnego i, to
pi | apt - P ot - pR*, co prowadzitoby do wniosku, ze p; | p; dla j # 4,
a wiec do sprzecznosci.

WNIOSEK 1.14.
Jedli R jest dziedzing z jednoznaczno$cig rozkiadu, elementy a,b € R sa
nieodwracalne, elementy py, ..., pr € R sa nierozktadalne i parami niestowa-
rzyszone, oo, ..., 0, 31, ..., 0 > 0, oraz

ap?l...pzk:bp’fl...pgk
toa=boraza; =03, i=1,... k.

DEFINICJA.
Niech X bedzie podzbiorem dziedziny R. Element a € R nazywamy NAJ-
WIEKSZYM WSPOLNYM DZIELNIKIEM ELEMENTOW ZBIORU X wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnione sg nastepujace warunki:

(1) a|b dla wszystkich b € X,
(2) jesli ¢ | b dla wszystkich b € X, to ¢ | a.

UWAGA.
Jesli element a dziedziny R jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem elemen-
tow zbioru X C R, to element b € R jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem
elementow zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy b =~ a.

DEFINICJA.
Jesli 1 jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem elementéw zbioru X C R, to
mowimy, ze elementy zbioru X sg WZGLEDNIE PIERWSZE.
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STWIERDZENIE 1.15.

Niech ay, ..., ax beda elementami dziedziny z jednoznacznoscia rozktadu

R.

(1) Istnieje najwiekszy wspélny dzielnik elementéow ay, ..., ai. Dokladniej,
jesli

Qg1 TN s
a; =bipy" ---p, t=1,...k,

dla elementéw nieodwracalnych by, ..., by, parami niestowarzyszonych
elementow nierozktadalnych py, ..., p; oraz wykladnikow «;; > 0, 7 =
1,...0k,g=1,...,1, to

min(ai,1,...,05,1) min (o g,...,0,1)
pl PR l
jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw aq, ..., ag.

(2) Jesli R jest dziedzina ideatéw glownych, to element b € R jest najwiek-
szym wspolnym dzielnikiem elementéw aq, ..., a, wtedy i tylko wtedy,
gdy

Dowob.
(1) Wynika bezposrednio z Lematu 1.13.

(2) Teza wynika z obserwacji, ze ¢ | a;, i = 1,..., k, wtedy i tylko wtedy,
gdy (c) 2 (a1) + -+ + (ax).

UWAGA.
Jesli elementy a i b dziedziny z jednoznaczno$cig rozktadu sa wzglednie pierw-
szeia | be, to a | c.

UWAGA.
Niech b € R bedzie najwigkszym wspélnym dzielnikiem elementéow aq, . . .,
ar € R. Jesli element ¢ € R, ¢ # 0, jest wspélnym dzielnikiem elementow aq,

, ax, to element IZ’ jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem elementow <,
ak
‘e ?

DowOD.
Poniewaz b | a; dlai = 1,...,k, wigc ? b jest wspélnym dzielnikiem elementéw
“, ..., “. Ponadto, jesli d Jest Wspolnym dzielnikiem elementéw % ... “k,
to dc Jest wsp6lnym dzielnikiem elementéw aq, .. ., ag, wiec dc | b, sk@d d |

co konczy dowdd.
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UWAGA.
Niech ay, ..., a; beda elementami dziedziny z jednoznacznoscia rozktadu R.
Jesli element b € R jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementow aq,
..., ag, to dla dowolnego elementu a € R element ab jest najwiekszym wspol-

nym dzielnikiem elementow aaq, ..., aag.

DowOb.
Jesli a = 0, to teza jest oczywista. Zatézmy zatem, ze a # 0. Niech ¢ be-
dzie najwigkszym wspolnym dzielnikiem elementow aaq, ..., aag. Wtedy z

poprzedniej uwagi wynika, ze element ¢ jest najwigkszym wspolnym dzielni-
kiem elementow ay, ..., ax, zatem £ ~ b, co konczy dowdd.
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§2. TEORIA PODZIELNOSCI W PIERSCIENIACH WIELOMIANOW

ZALOZENIE.
Przez caly paragraf R oznacza¢ bedzie dziedzine.

TWIERDZENIE 2.1 (ALGORYTM DZIELENIA).
Jedli F,G € R[X], G # 0, oraz wspélczynnik wiodacy wielomianu G jest
odwracalny, to istnieja jednoznacznie wyznaczone wielomiany @, H € R[X]
takie, ze

F=QG+H i degP <degH.

DowOD.
Istnienie wielomianéw () i H udowodnimy poprzez indukcje ze wzgledu na
deg F'. Jesli deg F' < deg G, to ktadziemy @) := 01 P := F. Przypus¢my teraz,
ze k = degF' > degG =: [. Niech a bedzie wspdtczynnikiem wiodacym
wielomianu F' oraz niech b bedzie wspotczynnikiem wiodgcym wielomianu
G. Dla ¢ := b~ta mamy deg(F — cX*'Q) < deg F', wiec na mocy zalozenia
indukcyjnego istnieja wielomiany @, H € R[X] takie, ze

F—cX"G=QG+H i degH <degG.
Wtedy F = (cX"™+ Q)G+ H.
Dla dowodu jednoznacznosci zatézmy, ze

QG+ Hy = Q.G + Hy

dla Q1,Q9, Hi, Hy € R[X], przy czym deg H,,deg Hy < deg G. Wtedy (Ql —
Q2)G = Hy — Hy, wige

deg(Q1 — Q2) + deg G = deg((Q1 — Q2)G) = deg(Hs — Hy) < deg G,

co jest mozliwe tylko, gdy deg(Q1 — Q2) = —oo, wiec Q1 = @2, skad tez
H, = H,.

WNIOSEK 2.2.
Jedli K jest ciatem, to pierscien K[X] jest dziedzina Euklidesa. W szcze-
gélnosci, pierscien K[X] jest dziedzina idealéw gléwnych oraz dziedzing z
jednoznacznoscig rozktadu.

DowOD.
Wystarczy rozwazyé funkcje K[X] — N, F s 2487

WNIOSEK 2.3 (TWIERDZENIE O RESZCIE).
Jesli F' € R[X] oraz a € R, to istnieje wielomian @ € R[X] taki, ze

F=(X-a)Q+ F(a). O
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DEFINICJA.

Méwimy, ze element a € R jest PIERWIASTKIEM WIELOMIANU F € R[X],
jesli F(a) = 0.

TWIERDZENIE 2.4.

Jesli F' € R[X], to element a € R jest pierwiastkiem wielomianu F' wtedy i
tylko wtedy, gdy X —a | F.

DowoOD.
Jedli element a € R jest pierwiastkiem wielomianu F', to X —a | F' na mocy
powyzszego wniosku. Z drugiej strony, gdy X — a | F', to istnieje wielomian
Q1 € R[X] taki, ze F = Q1(X — a). Z poprzedniego wniosku wiemy tez,
ze istnieje wielomian Qo € R[X] taki, ze F' = Q2(X — a) + F(a). Poniewaz
deg0,deg F(a) < deg(X — a), wigc z Twierdzenia 2.1 wynika, ze F(a) = 0.

KONSTRUKCJA.
Definiujemy

K= (R x R\ {0})/ ~
gdzie

(a,b) ~ (¢, d) < ad = be.
Oznaczamy

# = [(a,b)]~.

W zbiorze K definiujemy dziatania + i - wzorami

a c .__ ad+bc
b + d""  bd
a ., c . ac
b d bd

powyzszymi dzialaniami, elementami wyréznionymi 9 i 1

Zbiér K wraz 11T
oraz operacja 3 > =%, jest cialem, ktory nazywamy CIALEM ULAMKOW

DZIEDZINY R. Funkcja

Z
a
b

Roam €K

jest monomorfizmem pierscieni. Odtad bedziemy utozsamiac obraz tego prze-
ksztatcenia z dziedzing R i traktowac¢ dziedzine R jako podpierscien ciata K.

. C a« e
Zauwazmy, ze jesli a = be, to 3 = { = c.
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STWIERDZENIE 2.5.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu, F € R[X] i k :=
deg F' > 0. Niech a; bedzie wspétczynnikiem wiodacym wielomianu F' i niech
ap bedzie wyrazem wolnym wielomianu F. Jedli elementy b,c € R, ¢ # 0, sa
wzglednie pierwsze oraz (—lj jest pierwiastkiem wielomianu F, to b | ag i ¢ | a.

DowoD.
Niech

F=ap X"+ ap X4+ X + ao
Réwnosé F(2) = 0 implikuje rownosci

—apc® = b(apb" ™ + ap_ 10" e+ - Fa Y,

—apb® = clap_ D71 4 -+ a1+ apc ),

co konczy dowdd.

UWAGA.(1) Wielomian F' € R[X] jest elementem odwracalnym w dziedzinie
R[X] wtedy i tylko wtedy, gdy deg F' = 0 oraz element F' jest odwracalny
w dziedzinie R.

(2) Jesli element a jest nierozktadalny w dziedzinie R, to wielomian a jest
nierozktadalny w dziedzinie R[X].

(3) Jesli element a € R jest odwracalny oraz b € R, to wielomian aX + b
jest nierozktadalny w dziedzinie R[X].

PRZYKLAD.

(1) Wielomian 2X + 2 jest rozkladalny w dziedzinie Z[X], ale jest nieroz-
ktadalny w dziedzinie Q[X].

(2) Wielomian X? + 1 jest nierozktadalny w dziedzinie R[X], ale jest roz-
ktadalny w dziedzinie C[X].

DEFINICJA.
Niech R bedzie dziedzina z jednoznacznoscig rozktadu oraz

F=a X"+ a1 X+ a9 € RIX].

Wielomian F' nazywamy PRYMITYWNYM, jesli elementy ag, . .., ag sa wzgled-
nie pierwsze.
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UWAGA.
Jesli R jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozkladu oraz F € R[X], to ist-
nieje wielomian prymitywny F; € R[X] oraz element a € R taki, F = aFj.
Oczywiscie a # 0, gdy F' # 0.

UWAGA.
Jedli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu oraz wielomian F' € R[X]
jest nierozktadalny stopnia dodatniego, to wielomian F' jest prymitywny.

UWAGA.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu z ciatem utamkdéw
K. Dla wielomianu F' € K|[X] istnieja elementy a,b € R[X], a # 0, oraz
wielomian prymitywny F; € R[X]| takie, ze aF' = bF;. Oczywiscie, gdy F #
0,to b #0.

LEMAT 2.6 (GAUSS).
Jesli R jest dziedzina z jednoznaczno$cia rozktadu oraz wielomiany F,G €
R[X] sa prymitywne, to wielomian F'G jest prymitywny.

Dowdp.
Niech

F=aaX"+ap X1+ + ag,
G=bX' +b X"+ 4.

Wtedy
FG = cpny X" 4 1 XFT 4o g,

gdzie
cp = agby, + a1bp_1 + - - + apbo.

Ustalmy element nierozkladalny p € R[X]. Istnieja ig, jo > 0 takie, ze
plag,...,ai—1, ptaig, plbo,...,bj,—1, p1bj.

Wtedy p 1 cig+jo» 8dyz p jest elementem pierwszym. Istotnie p | a;b; dla

(i,7) # (i0,Jo), © + 7 = io + Jo, oraz p 1 a;b;,. Z dowolnosci elementu p
wynika, ze wielomian F'G jest prymitywny.
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LEMAT 2.7.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkéw
K. Jedli wielomiany F,G € R[X]| sa prymitywne w pierécieniu R[X], to
wielomiany F' i G sa stowarzyszone w pierscieniu R[X| wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomiany F' i G sa stowarzyszone w pierscieniu K[X].

DowOb.

Oczywiscie jesli wielomiany F' i G sa stowarzyszone w pierscieniu R[X], to
sa stowarzyszone w pierscieniu K[X].

Przypus$émy, ze wielomiany F'i G sa stowarzyszone w pierscieniu K[X]. Wte-
dy istnieja elementy niezerowe a,b € R takie, ze aF = bG. Elementy a i b
sg stowarzyszone w dziedzinie R, gdyz a jest najwiekszym wspélnym dziel-
nikiem wspoétczynnikéw wielomianu aF', za$ b jest najwiekszym wspolnym
dzielnikiem wspoélczynnikéw wielomianu bG. Zatem istnieje element odwra-
calny u € R taki, ze a = be. Wtedy bG = aF = bcF', skad G = cF', co konczy
dowod.

LEMAT 2.8.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkéw
K. Jedli wielomian F € R[X] jest prymitywny, to wielomian F jest nie-
rozkladalny w dziedzinie R[X]| wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian F jest
nierozktadalny w dziedzinie K[X].

DowOb.

Zal6zmy, ze wielomian F jest nierozkladalny w dziedzinie R[X]. Poniewaz
wielomian F jest prymitywny i nieodwracalny w dziedzinie R[X], wiec jest
nieodwracalny w dziedzinie K[X]. Zatézmy, ze F' = GH dla pewnych wie-
lomianéw G, H € K[X]. Oczywiscie G, H # 0. Ustalmy niezerowe elementy
a, b, ¢ i d dziedziny R oraz wielomiany prymitywne G1, H; € R[X] takie,
ze aG = c¢Gy oraz bH = dH,. Wtedy abF = c¢dG,H;, wiec wielomiany F' i
G1H; sa stowarzyszone w dziedzinie K[X]|. Poniewaz wielomiany F' i Gy H;
sg prymitywne, wiec na mocy poprzedniego lematu sg one stowarzyszone w
dziedzinie R[X]. Nierozkladalno$¢ wielomianu F' w dziedzinie R[X] ozna-
cza, ze degG = deg Gy = 0 lub deg H = deg H; = 0, co konczy dowdd tej
implikacji.

Zat6zmy, ze wielomian F jest nierozkladalny w dziedzinie K[X]. Oczywiscie
wtedy wielomian F' jest nieodwracalny w dziedzinie R[X]. Zalézmy zatem,
ze F' = GH dla pewnych wielomianéw G, H € R[X]. Wtedy, bez straty
ogblnoéci mozna zalozyé¢, ze degG = 0, tzn. G € R. Wtedy G | 1, wiec
element G jest odwracalny w pierscieniu R, a wiec takze w pierscieniu R[X].
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LEMAT 2.9.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznosciag rozktadu. Jesli wielomian F' €
R[X] jest prymitywny i deg F' > 0, to istnieja wielomiany nierozkladalne
Gq,...,Gy € R[X] takie, ze F' = Gy -+ - G.

DowoD.
Niech K bedzie ciatem utamkoéw dziedziny R. Z Wniosku 2.2 wynika, ze ist-
nieja wielomiany nierozkladalne Gy, ..., Gy € K[X] takie, ze F = Gy - - G
Ustalmy niezerowe elementy aq, by, ..., ag, by € R oraz wielomiany prymi-

tywne Gy, ..., Gy € R[X] takie, ze a;G; = b;G; dlai =1,... k. Wtedy
ap-agF =by - bGy -Gy,

zatem wielomiany F' oraz G --- G}, sa stowarzyszone w dziedzinie K[X], a
wiec takze w dziedzinie R[X] na mocy Lematu 2.7. Poniewaz wielomiany G,
..., Gy sa nierozkladalne na mocy poprzedniego lematu, to konczy dowdd.

WNIOSEK 2.10.
Jesli R jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu, to R[X] jest dziedzing z
rozktadem.

DowoD.

Ustalmy wielomian nieodwracalny F' € R[X]. Istniejg element a € R oraz
wielomian prymitywny F; € R[X] takie, ze F' = aF}. Jesli deg F' = 0, to
mozemy zatozy¢, ze Fy = 1, i element a jest nieodwracalny. Poniewaz R jest
dziedzing z rozktadem, wiec istniejg elementy aq,...,a; € R nierozktadalne
w dziedzinie R (a wigc takze w dziedzinie R[X]) takie, ze F =a = a1 ---q.
Gdy deg F' > 0, to z poprzedniego lematu wiemy, ze istnieja wielomiany
nierozkladalne Gy,..., Gy € R[X] takie, ze F = G-+ Gy. Jedli element a
jest odwracalny, to mozemy zalozy¢, ze a = 1, a wiec F' = G1---G. W
przeciwnym wypadku istniejg elementy nierozktadalne aq,...,a; € R takie,
ze a = ay - - - a;, co konczy dowod.
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LEMAT 2.11.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu z ciatem utamkow K.
Jesli wielomian F' € R[X] jest prymitywny, G € R[X] i F | G w dziedzinie
K[X], to F' | G w dziedzinie R[X].

DowoD.

Oczywiscie, gdy G = 0, to teza jest oczywista. Zatézmy zatem, ze G # 0.
Istnieje wielomian H € K[X]|, H # 0 taki, ze FH = G. Wiemy, zZe istnieja
niezerowe elementy a,b,c € R oraz wielomiany prymitywne G, H; € R[X]
takie, ze aH = bH, oraz G = c¢G1. Wtedy bF H, = acG1, wiec wielomiany
FH, i Gy sa stowarzyszone w dziedzinie K|[X|, zatem takze w dziedzinie
R[X] (Lemat 2.7). W szczegélnosci F' | Gy, a wigc takze F' | G w dziedzinie
R[X].

LEMAT 2.12.
Jesli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu oraz wielomian F' € R[X]
jest nierozktadalny, to wielomian F' jest pierwszy.

DowOb.

Przypu$émy, ze F' | GH. Ustalmy elementy a,b € R oraz wielomiany prymi-
tywne Gy, Hy € R[X] takie, ze G = aG1 i H = bH;. Wtedy ab jest najwiek-
szym wspolnym dzielnikiem wspotezynnikéw wielomianu GH = abGiH;,
wiec jesli deg F' = 0, to F' | ab. Poniewaz w tym przypadku element F' jest
nierozkladalny, zatem pierwszy, w dziedzinie R, wiec F' | a lub F | b, co
implikuje, ze F' | G lub F | H. Gdy deg F' > 0, to wielomian F' jest prymi-
tywny, a wiec nierozkladalny w dziedzinie K[X| na mocy Lematu 2.8, gdzie
K jest ciatem utamkéw dziedziny R. Poniewaz pierécien K|[X| jest dziedzing
z jednoznaczno$cia rozktadu (Wniosek 2.2), wiec wielomian F' jest pierwszy
w dziedzinie K[X], skad F' | G lub F' | H w dziedzinie K[X]. Zatem teza
wynika z Lematu 2.11.

WNIOSEK 2.13.
Jesli R jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu, to pierscien R[X] jest
dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu.

DowOb.
Przypomnijmy, ze na mocy Wniosku 1.6 dziedziny z jednoznaczno$cig rozkta-
du to dziedziny z rozktadem, w ktérych elementy nierozktadalne sg pierwsze.

WNIOSEK 2.14.
Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu oraz k > 1, to pierscien
R[X1, ..., X}] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.
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WNIOSEK 2.15.
Jedli K jest cialem oraz k > 1, to pierscien K[Xq,...,X}] jest dziedzina z
jednoznacznoscig rozktadu.

PRZYKLAD.
Pierscien Z[X] jest dziedzina z jednoznaczno$cia rozkladu, ktéra nie jest
dziedzing idealéw gtéownych.

TWIERDZENIE 2.16 (KRYTERIUM EISENSTEINA I).
Niech R bedzie dziedzina z jednoznacznoscig rozktadu. Jesli

F=aq X"+ a1 X'+ ... + a9 € R[X],

k > 1, jest wielomianem prymitywnym oraz istnieje element nierozktadalny
p € R taki, ze

p*aka plak‘fla EIR) p‘CZOa pQJ(GOa

to wielomian F' jest nierozkladalny w pierscieniu R[X].

DowOb.
Przypuéémy, ze F' = GH dla G € R[X]. Zauwazmy, ze wielomiany G i H sa
prymitywne. Zapiszmy

G:bZXZ—I——f—bQ, H:Cij+"'+Co.

Wtedy p | boco oraz p* t boco, wiec bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze
p | by oraz p 1 cg. Poniewaz wielomian H jest prymitywny, wiec [y := min{l |
p 1 b} jest dobrze zdefiniowane. Wtedy p 1 by co + bj,—1¢1 + -+ - + bocr, = ayy,
wiec lgp = k, skad deg G = k, deg H = 0. Ponadto prymitywnos$¢ wielomianu
F implikuje, ze element H jest odwracalny w pierécieniu R, a wiec takze w
pierécieniu R[X].
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WNIOSEK 2.17 (KRYTERIUM EISENSTEINA II).

Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu i ciatem utamkow K.
Jesli

F=aq X"+ a1 X'+ ... + a9 € R[X],
k > 1, oraz istnieje element nierozktadalny p € R taki, ze
p'faka p|a/€—17 BRI p|a07 pzj(a(h

to wielomian F' jest nierozkladalny w pierscieniu K[X].

DowOD.
Ustalmy element a € R oraz wielomian prymitywny F; € R[X] takie, ze
F =akF;. Jedli

Fi=b X" +b_ X4 4 by,
to

Ptk plbr1, ..., plbo, p2Jfb0,
gdyz p 1 a (zauwazmy, ze a; = ab;, i = 0,..., k). Z poprzedniego twierdzenia
wielomian F} jest nierozktadalny w dziedzinie R[X], a wiec takze w dziedzinie

K[X] na mocy Lematu 2.8. Poniewaz element a jest odwracalny w ciele K,
wiec oznacza to, ze wielomian F jest nierozktadalny w dziedzinie K[X].
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§3. MODULY I ICH HOMOMORFIZMY

ZALOZENIE.
Przez caly paragraf R oznaczaé bedzie pierscien.

DEFINICJA.
R-MODULEM nazywamy grupe abelowa M wraz z funkcja R x M — M,
(r,m) +— rm, taka ze spelnione sg nastepujace warunki:

(1) Vre R, myne M :r(m+n)=rm-+rn,
(2) Vr,se R, me M:(r+s)m=rm-+ sm,
(3) Vr,se€ R, me M :r(sm)=(rs)m,

(4) Yme M :1m=m.
UWAGA.

Jedli M jest R-modutem, to dla dowolnych elementéw r € R, m € M oraz
k € 7 zachodza rownosci:

r0 =0, 0m =0, k(rm) = r(km), (—r)m = —(rm) = r(—m).
PRZYKLAD.
Jesli R jest ciatlem, to R-moduly to przestrzenie liniowe nad cialem R.

PRZYKLAD.
Z-moduly to grupy abelowe.

PRZYKLAD.
Jesli I jest ideatem pierscienia R, to [ jest R-modutem.

PRZYKLAD.
Jesli ¢ : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to pierscien S jest R-
modutem wraz z dziataniem (r, s) — o(r)s.

PRZYKLAD.
Zbiér 0 := {0} wraz z dziataniem (r,0) — 0 R-modulem, ktéry nazywamy
TRYWIALNYM.

PRZYKLAD.

Jesli ¢ : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to kazdy S-modul M jest
R-modutem z dziataniem (r,m) — p(r)m.
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DEFINICJA.
Niech M i N beda R-modutami. Funkcje f : M — N nazywamy HOMOMOR-
FIZMEM R-MODULOW jesli

flm+4n)=f(m)+ f(n) i f(rm)=rf(m)
dla dowolnych elementow m,n € M oraz r € R.

UWAGA.
Jesli o : M — N jest homomorfizmem R-modultéw, to ¢ jest homomorfizmem
grup abelowych.

DEFINICJA.
Homomorfizm nazywamy MONOMORFIZMEM, jesli jest injekcja.

DEFINICJA.
Homomorfizm nazywamy EPIMORFIZMEM, jesli jest surjekcja.

DEFINICJA.
Homomorfizm f : M — N nazywamy IZOMORFIZMEM, jesli istnieje homo-
morfizm g : N — M taki, ze gf = Id, oraz fg = Idy.

DEFINICJA.
Moéwimy, ze moduty M i N sa IZOMORFICZNE i piszemy M =~ N jesli istnieje
izomorfizm M — N.

DEFINICJA.
JADREM HOMOMORFIZMU f : M — N nazywamy zbior

Ker f:={m e M | f(m) = 0}.

DEFINICJA.
OBRAZEM HOMOMORFIZMU f : M — N nazywamy zbior

Im f:={f(m)|me M}.

UWAGA.
(1) Homomorfizm f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker f =
0:={0}.
(2) Homomorfizm f : M — N jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
Imf=N.

(3) Homomorfizm f jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest mono-
morfizmem i epimorfizmem.
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PRZYKLAD.
Dla dowolnych R-modutéw M i N funkcja 0 : M — N, m +— 0, jest homo-
morfizmem, Ker 0 = M, Im 0 = 0. W szczegdlnosci, dla dowolnego R-modutu
M mamy jedyne homomorfizmy postaci 0 — M oraz M — 0.

DEFINICJA.
Niech M bedzie R-modutem. Podzbior N C M nazywamy PODMODULEM
modutu M, jesli N jest podgrupa grupy M oraz

reR meN = rme N.

UWAGA.
(1) Jesli N jest podmodutem R-modutu M, to N jest R-modutem.

(2) Jesli N jest podmodutem R-modutu M oraz U jest podmodutem modutu
N, to U jest podmodutem modutu M.

(3) Jesli U i V sa podmodutami modutu M takimi, ze U C V, to U jest
podmodutem modutu V.

UWAGA.
Jesli N jest podmodutem R-modutu M, to funkcja N — M, m — m, jest
monomorfizmem modutéow, ktéry nazywamy NATURALNYM WEOZENIEM.

PRZYKLAD.
Jesli M jest R-modutem, to zbiory 0 i M sa podmodutami modutu M.

PRZYKLAD.
Podzbiér pierscienia R jest podmodutem modutu R wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ideatem pierscienia R.

PRZYKLAD.
Jesli f: M — N jest homomorfizmem R-modutéw, to zbidr Ker f jest pod-
modutem modutu M, zas zbiér Im f jest podmodutem modutu N. Ogodlniej,
jesli U jest podmodutem modutu M, to zbiér f(U) jest podmodutem modutu
N, oraz gdy V jest podmodutem modutu N, to zbiér f~1(V) jest podmodu-
tem modutu N.

PRZYKEAD.
Jesli m jest elementem R-modutu M oraz [ jest ideatem pierscienia R, to
zbior

Im:={rm|rel}

jest podmodutem modutu M.
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PRZYKEAD.
Jesdli r € R oraz N jest podmodutem R-modutu M, to zbior

rN:={rn|ne€ N}

jest podmodutem modutu M.

PRZYKLAD.
Jesli U 1V sa podmodutami R-modutu M, to zbiér

U+V:={u+v|uelU veV}

jest podmodutem modutu M.

PRZYKLAD.
Jesli r € R oraz M jest R-modutem, to zbiér

Mr]:={me M |rm =0}

jest podmodutem modutu M.

PRZYKLAD.
Jesli r € R oraz M jest R-modutem, to zbidr
M(r) = | M[r]

a>0
jest podmodutem modutu M.

PRZYKLAD.
Jedli M;, i € I, I # @, sa podmodutami modutu M, to (,.; M; jest podmo-
dulem modutu M.

OBSERWACJA 3.1.
Jesli X jest podzbiorem R-modutu M, oraz M;, i € I, sa wszystkimi pod-
modutami modutu M zawierajacymi podzbiér X, to podmodut (,., M; jest
najmniejszym podmodulem modutu M zawierajacym podzbior X.

DEFINICJA.
Jesli X jest podzbiorem R-modutu M, to najmniejszy podmodul modutu M
zawierajacy zbior X nazywamy PODMODULEM MODULU M GENEROWANYM
PRZEZ ZBIOR X i oznaczamy RX.

DEFINICJA.
R-modul M nazywamy SKONCZENIE GENEROWANYM wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje skonczony podzbior X C M taki, ze M = RX.
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DEFINICJA.

R-modut M nazywamy CYKLICZNYM wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ele-
ment m € M taki, ze M = R{m}.

TWIERDZENIE 3.2.
Jesli mq, ..., my sa elementami R-modutu M, to

R{mq,...,mp} = Rmy +---+ Rmy.

Dowdp.
Cwiczenie.

OBSERWACJA 3.3.

Jesli R-modut M jest generowany przez elementy mq, ..., my oraz f: M —
N jest homomorfizmem R-modutéw, to modut Im f jest generowany przez
elementy f(mq), ..., f(my).

DEFINICJA.

Jesli N jest podmodutem R-modutu M, to MODULEM ILORAZOWYM nazy-
wamy zbior

M/N :={m+ N |m e N},
gdzie
m+N:={m+n|neN} meM,
wraz z dziataniami

(m+N)+(n+N):=(m+n)+ N,
r(m+ N):=rm+ N.

Funkcje M — M/N, m +— m+ N, nazywamy NATURALNYM RZUTOWANIEM.

TWIERDZENIE 3.4.
Jesli NV jest podmodutem R-modutu M, to powyzsze definicje sg poprawne i
okreslaja w zbiorze M /N strukture R-modultu. Naturalne rzutowanie M —
M/N jest epimorfizmem R-moduléw z jadrem N.

DowoD.
Cwiczenie.

UWAGA.
W powyzszym dowodzie mozna wykorzysta¢ fakt, ze m + N = n+ N wtedy
i tylko wtedy, gdy m —n € N.
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TWIERDZENIE 3.5.

Jesli f : M — N jest homomorfizmem R-modutoéw, to dla kazdego podmo-
dutu U modutu M takiego, ze U C Ker f, definicja

M/U — N, m+U — f(m),
jest poprawna i definiuje homomorfizm o jadrze Ker f/U oraz obrazie Im f.
Dowob.
Cwiczenie.
WNIOSEK 3.6 (TWIERDZENIA O IZOMORFIZMIE).
(1) Jesli f: M — N jest homomorfizmem R-moduléw, to funkcja
M/Ker f — Im f, m+ Ker f — f(m),
jest izomorfizmem R-modutéw.
(2) Jesli UiV sa podmodutami R-modutu M, to funkcja
uonVv —-U+WV)/V,u+UNV —u+V,
jest izomorfizmem R-modulow.

(3) Jesli U iV sa podmodutami R-modutu M takimi, ze V C U, to U/V
jest podmodutem modutu M/V oraz funkcja

(M/V)/(U)V)— M/U, (m+V)+ (U/V)—m+U,
jest izomorfizmem R-modutéw.

DEFINICJA.
SUMA PROSTA R-MODULOW My, ..., My, oznaczana @, M; lub M,®- - -&
M, (lub M*, gdy M; = M dlai = 1,...,k), nazywamy zbiér My x - - X My,
z dzialaniami

(my,...,mg) + (ny,...,ng) := (M1 +nq, ..., Mg + ng),

r(my,...,mg) = (rmy, ..., rmg).

Dla kazdego 7 =1, ...,k definiujemy funkcje
k
Lj:MjH@Mi, m— (0,...,0, m_  ,0,...,0),
i=1 j-te miejsce
WjI@Mi—)Mj, (ml,...,mn)i—>mj,
i=1

nazywane NATURALNYM WLOZENIEM i RZUTOWANIEM, odpowiednio.
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TWIERDZENIE 3.7.
Niech My, ..., My beda R-modutami.

(1) Suma prosta @le M; jest R-modutem.

(2) Dla kazdej liczby j = 1,...,k naturalne wlozenie ¢; : M; — @,_; M;
jest monomorfizmem R-modutow.

(3) Dla kazdej liczby j = 1, ..., k naturalne rzutowanie 7; : @le M; — M;
jest epimorfizmem R-modutéow.

DowOD.

Cwiczenie.

TWIERDZENIE 3.8.

(1) Jesli f; : M; — N, j = 1,...,k, sa homomorfizmami R-modutéw,
to istnieje doktadnie jeden homomorfizm f : @le M; — N taki, ze
foy=fidlaj=1,...k gdziet; : M; — @, M;, j =1,...,n, sa
naturalnymi wtozeniami. Homomorfizm f dany jest wzorem

f(ml, e ,mk) = f1<m1) 4+ 4 fk(TTLk)

(2) Jesli f; : N — M;, j =1,...,k, sg homomorfizmami modultéw, to ist-
nieje doktadnie jeden homomorfizm f: N — @le M; taki, ze 7; f = f;
dlaj=1,...,k, gdzie 7, : @le M; — M;, j =1,...,], sa naturalnymi
rzutowaniami. Homomorfizm f dany jest wzorem

f(n) = (fi(n), ..., fi(n)).

DowoD.
Cwiczenie.

OZNACZENIE.
Jesli f,g: M — N sa homomorfizmami R-modutéw, to definiujemy funkcje
f+g9g: M — N wzorem

(f +9)(m) := f(m)+ g(m), m € M.
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OBSERWACJA 3.9.
Niech f,g: M — N beda homomorfizmami R-modutéw.

(1) Funkcja f + g jest homomorfizmem R-modutéw.

(2) Dla dowolnego homomorfizmu h : N — U
h(f+9)=hf+hg.
(3) Dla dowolnego homomorfizmu h : V — M

(f +9)h = fh+gh.
OBSERWACJA 3.10.
Jesli My, ..., M sa R-modutami, to
(1) Tty = Ide, j = 1, .. .,k’,
(2) ity = 07 i 7&]7
(3) 11T + -4 LT — Id@fﬂ M,
gdzie dla kazdego j = 1,...,k, m; : @le M; — M; jest naturalnym rzuto-
waniem, zas ¢; : M; — @le M; jest naturalnym wtozeniem.
TWIERDZENIE 3.11.
Jesli M, My, ..., M sa R-modutami, to M ~ @le M; wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja homomorfizmy f; : M — M;ig;: M; — M, j=1,..., k, takie,
ze

(1) figj =1Ida, 5 =1,...,k,
(2) fig=0,7#1,
B) q1fi+ -+ gefe = Idpy.

Dowob.
Jesli homomorfizmy fi, ..., fx, 91, - - -, gr Sa takie jak wyzej, to homomorfizm
fiM— @, M, f(m):= (fi(m),..., fe(m)), jest izomorfizmem (izomor-
fizm odwrotny dany jest wzorem g(my,...,my) := gi(m1) + - + ge(my)).

Jesli f + M — EB?ZI M; ig: @le M; — M sa wzajemnie odwrotnymi

izomorfizmami, to poszukiwane funkcje sg postaci f; := m;f oraz g; := gi;,

j=1,...,k, gdzie dla kazdego j = 1,... ,k, 7, : @le M; — M; jest natu-

ralnym rzutowaniem, zas ¢; : M; — @le M; jest naturalnym wtozeniem.
DEFINICJA.

R-modut N nazywamy sktadnikiem prostym R-modutu M, jesli istnieje R-
modut U taki, ze M ~ N @ U.
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WNIOSEK 3.12.
R-modut N jest sktadnikiem prostym R-modutu M wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg homomorfizmy f : N — M oraz g : M — N takie, ze gf = Idy.

DowOD.

Jesli NV jest sktadnikiem prostym R-modutu M, to istnienie stosownych ho-
momorfizméw jest konsekwencja poprzedniego twierdzenia.

Zalézmy zatem, ze istniejg homomorfizmy f: N — M ig: M — N takie,
ze gf = Idy. Pokazemy, ze M ~ N @ Ker g. Istotnie, niech ¢ : Kerg — M
bedzie naturalnym wtozeniem oraz h : M — Kerg dane bedzie wzorem
h(m) := m — fg(m). Wtedy gf = Idn, ht = Idkerg, gt = 0, hf = 0 oraz
fg+ th =1dy, co konczy dowdéd wobec poprzedniego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.13.
Jesli My, ..., My sa podmodutami R-modutu M takimi, ze
(1) M =M+ -+ M,
(2) MiNn(My+---+M; 1+ Mig1+--+M,)=0,i=1,...k,
to M ~ @, M;.

DowoD.
7 zatozen twierdzenia wynika, ze dla kazdego elementu m istniejg jednoznacz-
nie wyznaczone elementy m; € M;, 1 =1,... k, takie, ze m = mqy+---+my.

Zatem funkcje f; : M — M;, 7 =1,...,k, dane wzorami
fj(m1++mk) = my, mi€M7;7 izl,...,k,

j =1,...,k, sa poprawnie okreslone. Ponadto sa one homomorfizmami R-
modutéw oraz fju; =Idy,, j=1,... .k, fju=0,7#Liufi+ -+ wufi=
Idas, gdzie dla kazdego j = 1,..., k, ¢; : M; — M jest naturalnym wlozeniem.
Zatem teza wynika z Twierdzenia 3.11.

DEFINICJA.
W sytuacji opisanej powyzszym twierdzeniem mowimy czasami, ze modut M
jest WEWNETRZNA SUMA PROSTA PODMODULOW My, ..., M.
DEFINICJA.

Moéwimy, ze ciag homomorfizméw R-modutow
MOLM1&M2—>"'—>MIC—1&M1€
jest DOKLADNY wtedy i tylko wtedy, gdy Im f; = Ker f;11, e =1,...,n — 1.

UWAGA.
Ciag 0 - M ERYY, jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy f jest monomor-
fizmem.
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UWAGA.
Ciag M LN =0 jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy f jest epimorfi-
zmenm.

PRZYKEAD.
Dla dowolnych R-modutéow M i N ciagi

O—>ML—1>M@NW—2>N—>O

0=-NZ3MoONILM-—-0

sg doktadne, gdzie v, : M — M @& N ity : N — M & N sa naturalnymi
wlozeniami, za§ m : M & N — M im : M @& N — N sa naturalnymi
rzutowaniami.

PRZYKLAD.
Jedli N jest podmodutem R-modutu M, to cigg

0-N-SMZI M/N — 0
jest doktadny, gdzie ¢« : N — M jest naturalnym wtlozeniem, zas © : M —
M/N jest naturalnym rzutowaniem.
PRZYKLAD.

Dla dowolnego homomorfizmu f : M — N ciag

0—>Kerf—>Mi>N—>Cokerf—>0

jest dokladny, gdzie Coker f := N/Im f nazywamy KOJADREM HOMOMOR-
FIZMU f.

DEFINICJA.
Ciag doktadny

0-ULVLSwWw—o

nazywamy ROZSZCZEPIALNYM, jesli istnieje izomorfizm h : V — U@ W taki,
ze hf =vorazmh =g, gdziet: U - U®W in:UdW — V sa naturalnym
wlozeniem i rzutowaniem, odpowiednio.
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LEMAT 3.14.
Jesli

0-ULvLwoo

jest ciagiem doktadnym oraz h: U@ W — V jest homomorfizmem takim, ze
ht=figh=mgdziet: U —-U@W oraz m: U & W — W sa naturalnymi
wlozeniem i rzutowaniem, to homomorfizm A jest izomorfizmem.

Dowob.
Przypu$émy, ze (u,w) € Ker h. Wtedy mamy

w = 7(u,w) = (gh)(u,w) =0
f(u) = he(u) = h(u,0) = h(u,w) =0

wiec u = 0, gdyz f jest monomorfizmem.

Aby pokazaé, ze h jest epimorfizmem, ustalmy v € V. Niech w := g(v).
Wtedy v — h(0,w) € Kerg = Im f, wigc istnieje element u € U taki, ze
v —h(0,w) = f(u), skad

h(u, w) = h(u,0) + h(0,w) = f(u) + h(0,w) = v.
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TWIERDZENIE 3.15.
Ciag doktadny

0-ULVLZW S0
jest rozszczepialny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm h : W — V/
taki, ze gh = Idy .

DowOD.
Niech t;1 : U - USW, 10 W - UWin:UdW — V beda naturalnymi
wlozeniami i rzutowaniem, odpowiednio.

Jesli ciag
0—-ULvLwoo

jest doktadny oraz x : V. — U @& W jest izomorfizmem takim, ze kf = 1 oraz
7k = g, to dla h = k=19 mamy gh = Idy.

Niech h : W — V bedzie homomorfizmem takim, ze gh = Idy, i niech
k:U®W — V bedzie homomorfizmem danym wzorem

K(u,w) = f(u) + h(w).

Wtedy ki1 = f i1 gk = m, wiec homomorfizm k jest izomorfizmem na mocy
poprzedniego lematu. Ponadto k=1 f = ¢; oraz 7! = ¢, co koniczy dowdd.
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§4. MODULY WOLNE I PROJEKTYWNE

ZALOZENIE.
Przez caty paragraf R oznaczaé¢ bedzie pierscien, R # 0.

OZNACZENIE.
Dla ustalonego k£ > 1 piszemy

i-te miejsce

1=1,...,k.

LEMAT 4.1.
Jesli mq, ..., my sa elementami R-modutu M, to istnieje doktadnie jeden ho-
momorfizm f: R¥ — M taki, ze f(e;) = my, dlai = 1,...,n. Homomorfizm

f dany jest wzorem
fri,...,rp) =rimy + -+ rpmy, r1,..., 7% € R,

oraz Im f = Rmy + - - - + Rmy,
Dowdp.
Cwiczenie.

DEFINICJA.
Elementy my, ..., my R-modulu M nazywamy LINIOWO NIEZALEZNYMI,
jesli spetniony jest nastepujacy warunek:

Vri,o..o,mp € R:rima+---+rymp =0 = ri=--- =1, =0.

PRZYKLAD.

Elementy e, ..., e, € R* s liniowo niezalezne.
UWAGA.

Jesli elementy my, ..., my R-modutu M sa liniowo niezalezne, to elementy

My, - .., My, sa liniowo niezalezne dla dowolnego ciggu 1l <1y < --- < i < n.
UWAGA.

Elementy myq, ..., m; R-modutu M sg liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,

gdy homomorfizm przedstawiony w Lemacie 4.1 jest monomorfizmem.

DEFINICJA.
Moéwimy, ze elementy myq, ..., m; R-modutu M tworza BAZE MODULU M,
jesli sa liniowo niezalezne oraz M = Rmq + - - - + Rmy,.
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LEMAT 4.2.
Jesli elementy mq, ..., my tworza baza R-modulu M, to modut M jest
(wewnetrzna) suma prosta podmodutow Rmy, ..., Rmy.

DowoD.
Cwiczenie.

DEFINICJA.
R-modut M nazywamy (SKONCZENIE GENEROWANYM) WOLNYM, jesli po-
siada baze.

OBSERWACJA 4.3.

Jesli M jest R-modutem wolnym z baza mq, ..., my oraz f : M — N jest
izomorfizmem R-modultéw, to modul N jest wolny z baza f(mq), ..., f(my).
PRZYKLAD.

Jesli K jest cialem, to wszystkie (skonczenie generowane, tj. skonczenie wy-
miarowe) K-moduly sa wolne.

PRZYKEAD.
R-modut R jest wolny z baza 1.

OBSERWACJA 4.4.

Jesli R-modulty M i N sa wolne z bazami my, ..., my oraz ny, ..., n,
odpowiednio, to modut M & N jest wolny z baza (m4,0), ..., (ms,0), (0,n1),
ceey (0, nl).

WNIOSEK 4.5.
R-modutl R* jest wolny z baza ey, ..., ex.

WNIOSEK 4.6.

Dla dowolnego skonczenie generowanego R-modutu M istnieje wolny R-
modut N oraz epimorfizm N — M.

DowOD.
Wynika z poprzedniego wniosku oraz Lematu 4.1.

TWIERDZENIE 4.7.

R-modut M jest wolny z baza mq, ..., my wtedy i tylko wtedy, gdy homo-
morfizm RF — M,

(rl,...,rk) »—>7“1m1+---+7’kmk,
jest izomorfizmem.

Dowdp.
Cwiczenie.
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TWIERDZENIE 4.8.
R-modut M jest wolny z baza mq, ..., my wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego R-modutu N oraz elementéw nq, ..., n; istnieje doktadnie jeden
homomorfizm f: M — N taki, ze f(m;) =n;,i=1,... k.

DowoD.
7 Lematu 4.1 wiemy, ze mamy homomorfizm ¢ : R¥ — M dany wzorem

g(r1, ..o rg) == rmy 4 - Ty

Jesli modut M jest wolny z bazg mq, ..., my, to homomorfizm g jest izo-
morfizmem na mocy Twierdzenia 4.7. Ustalmy R-modut N oraz elementy
ni, ..., ng. Mamy homomorfizm h : R¥ — N dany wzorem

h(ry,...,rg) i=ring + - + TNk
Wtedy f := hg™' : M — N jest homomorfizmem takim, ze f(m;) = n;,
i=1,.. k.
Ponadto, jesli f : M — N jest homomorfizmem takim, ze f(m;) = ny,

i=1,...,k to fg : R¥ — N jest homomorfizmem takim, ze fg(e;) = ny,
i=1,..., k. 7Z Lematu 4.1 wynika, ze fg = h, wiec f = hg~'.

Przypusémy teraz dla dowolnego R-modulu N oraz elementéw nq, ..., ng
istnieje doktadnie jeden homomorfizm f : M — N taki, ze f(m;) = ny,
i =1,...,k. W szczegdlnodci istnieje homomorfizm f : M — RF taki, ze

fm;) =e;,i=1,... k. Wtedy

gf(m;) = m; = Idy(mg), fglei) = e; = Idge(ei),

t=1,...,k, zatem z powyzszego warunku oraz Lematu 4.1 wynika, ze gf =
Idys i fg = Idge. Zatem homomorfizm g jest izomorfizmem, co konczy dowdd
wobec Twierdzenia 4.7.



ALGEBRA II — WYKLAD 43

OZNACZENIE.
Jesli I ideatem pierscienia R oraz M jest R-modutem, to przez I M oznacza-
my podmodul modutu M generowany przez wszystkie elementy postaci rm,
rel, meM.

LEMAT 4.9.
Niech I bedzie ideatem pierscienia R oraz M R-modutem. Jesli M = Rmy +
<-4+ Rmy, to

DowoOD.
Wiemy, ze Imq+- - -+ Imy jest podmodutem R-modutu M. Latwo tez zauwa-
zy¢, ze Imy + - - -+ Imy, C IM. Dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazac,
ze rm € Imqy + -+ + Imy dla dowolnych r € Rim € M, co jest tatwym
¢wiczeniem.

LEMAT 4.10.
Jesli I jest ideatem pierscienia R oraz M jest R-modutem, to definicja

(r+)(m+IM):=rm+IM

jest poprawna i okresla w zbiorze M /IM strukture R/I-modutu.

DowoD.
Cwiczenie.
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LEMAT 4.11.
Jesli I jest idealem wlasciwym pierscienia R, M wolnym R-modutem z baza
mi, ..., Mg, to R/I-modut M /IM jest wolny z baza mi+IM, ..., mp+IM.

DowOD.
Pokazemy najpierw, ze elementy my+1M, ..., my+IM generuja R/I-modul
M/IM. Jesli m+IM € M/IM, to istnieja elementy rq, ..., € R takie, ze
m=rym; + -+ rgmg, wiec

m—+IM =
(ri+1)(my+IM)+ -+ (rg +I)(my + IM).

Aby sprawdzi¢, ze elementy mq + IM, ..., my + [ M sa liniowo niezalezne,
zatozmy, ze

(ri+1)(mi+IM)+--+ (rp+1)(mp +IM) =0
dla pewnych ry,...,r, € R. Wtedy istniejg elementy sq,..., s, € I takie, ze
My 4 FTrEmE = Symy 4 - Spmy.

7 liniowej niezaleznosci elementéw my, ..., m; wynika, ze r1 = s, ...
T = Sk, co konczy dowdd.

WNIOSEK 4.12.
Jesli M jest wolnym R-modutem, to dowolne dwie bazy modutu M sg row-

noliczne.

DowOD.
Niech mq, ..., my oraz nq, ..., n; bedag dwoma bazami modutu M. Ustalmy
ideal maksymalny I pierscienia R. Wtedy modut M/IM jest wolnym R/I-
modutem z bazami my + IM, ..., my + IM oraz ny + IM, ..., ng+ I M.

Poniewaz R/I jest ciatem, wiec k = [, co konczy dowdd.

DEFINICJA.
Jesli M jest wolnym R-modutem, to liczb¢ elementéw dowolnej bazy modutu
M nazywamy RANGA modutu M oraz oznaczamy rkgr M.

OBSERWACJA 4.13.
Jesli M 1 N sa wolnymi R-modutami, to M & N jest wolnym R-modutem
oraz tkr(M @& N) =rkrg M + rkg N (patrz Obserwacja 4.4).
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STWIERDZENIE 4.14.
Jesli M i N sa wolnymi R-modutami, to M ~ N wtedy i tylko wtedy, gdy
rkR M = I"kR N.

DowOD.
Jesli f : M — N jest izomorfizmem oraz elementy mq, ..., m; tworza
baze modutu M, to elementy f(my), ..., f(my) tworza baze modutu N
(Obserwacja 4.3).

Zalbézmy teraz, ze elementy mq, . .., my tworzg baze modutu M oraz elementy
ni, ..., ng tworza baze modulu N. Z Twierdzenia 4.8 wiemy, ze istnieja
homomorfizmy f: M — N ig: N — M takie, ze f(m;) = n; oraz g(n;) =
mi, 1t = 1,..., k. Wtedy gf(m;) = m; oraz fg(n;) = n;, i = 1,... k, wiec
gf =1dpy i fg = Idy na mocy Twierdzenia 4.8, co konczy dowdd.

DEFINICJA.
R-modul M nazywamy PROJEKTYWNYM, jesli dla kazdego homomorfizmu
R-modutéow f : M — U oraz epimorfizmu R-modutéw g : V — U istnieje
homomorfizm h : M — V taki, ze f = gh.

TWIERDZENIE 4.15.
Jesli M jest wolnym R-modutem, to modut M jest projektywny.

Dowob.
Ustalmy baze mq, ..., m; modultu M. Niech f : M — U bedzie homo-
morfizmem R-modutéw oraz niech g : V' — U bedzie epimorfizmem R-mo-
dutéw. Wybierzmy elementy vy, ..., vy modutu V takie, ze g(v;) = f(my),
1 = 1,...,k. Na mocy Twierdzenie 4.8 istnieje homomorfizm h : M — V
taki, ze h(m;) = v;, 1 = 1,... k. Wtedy hg(m;) = f(m;), 1 =1,... k, wiec
hg = f na mocy Twierdzenia 4.8.

PRZYKLAD.
Zs jest projektywnym Zg-modutem, ktory nie jest wolny.
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LEMAT 4.16.
Jesli R-modut M jest projektywny, to kazdy ciag doktadny postaci
0—-U—-V—->M-=—0

jest rozszczepialny.
Dowdp.
Niech
0—-U—-V L M—0

bedzie ciagiem dokladnym. Z definicji modutu projektywnego wynika, ze
istnieje homomorfizm ¢ : M — V taki, ze fg = Idy;, co konczy dowod na
mocy Twierdzenie 3.15.
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§5. MODULY NAD DZIEDZINAMI IDEALOW GLOWNYCH

ZALOZENIE.
Przez caty paragraf R oznacza¢ bedzie dziedzine ideatow gtéwnych.

PRZYKEAD.
{0,2} jest podmodutem wolnego Zs-modutu Z,, ktéry nie jest wolny.

OBSERWACJA 5.1.
Jeslia € R, a# 0, to R ~ Ra.

LEMAT 5.2.
Jesli M jest podmodutem modutu R, to modut M jest wolny oraz rky M < 1.

DowoOD.
Jesli M = 0, to teza jest oczywista. Przypusémy zatem, ze M # 0. Wtedy
istnieje element a € R taki, ze M = Ra, co konczy dowdd wobec poprzedniej
obserwacji.

TWIERDZENIE 5.3.
Jesli N jest podmodutem R-modutu wolnego M, to modut N jest wolny oraz
rkR N S I‘kR M.

Dowob.
Niech myq, ..., my bedzie baza modutu M. Definiujemy

M,L:le—i-—l—Rmz, NlINﬂMl, ZIO,,]{I
Z Wniosku 3.6 (2) wynika, ze
Mi/Mifl ~ Rm; ~ R, Ni/Nifl = (Ni + Mifl)/Mifl C Mi/Mi—la

1 =1,...,k, gdyz N,y = N;N M, 1,1 =1,... k. Z poprzedniego lematu
wynika zatem, ze modut N;/N; i jest wolny oraz rkgp N;/N; 1 < 1, i =
1,... k. W szczegdlnosci N; ~ N;/N; 1 ®N;_1,i=1,..., k (Twierdzenie 4.15
oraz Lemat 4.16). Przez prosta indukcje otrzymujemy, ze

N>~ Ny /No&---&® Ni/Ny_1,

co konczy dowodd wobec Obserwacji 4.13.

CWICZENIE.
Jesli NV jest podmodutem skonczenie generowanego R-modutu M, generowa-
nego przez k elementéw, to modut N moze by¢ generowany przez [ elementow
dla pewnego | < k.
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WNIOSEK 5.4.

Skonczenie generowany R-modut M jest wolny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
projektywny.

DowOD.
=: Twierdzenie 4.15.
«: 7 Wniosku 4.6 wiemy, ze istnieje R-modut wolny N oraz ciag doktadny

0—-U—N-—=M—0.

Z Lematu 4.16 wynika, ze N ~ M @ U, wiec modul M jest (izomorficzny z)
podmodutem modutu N, zatem teza wynika z Twierdzenia 5.3.

DEFINICJA.

Jesli m jest elementem R-modutu M, to ANIHILATOREM ELEMENTU m na-
zywamy zbidr

Ann(m) :={r € R|rm = 0}.

UWAGA.
Jesli f: M — N jest izomorfizmem R-modutéw, to Ann(m) = Ann(f(m)).

OBSERWACJA 5.5.
Jesli m jest elementem R-modutu M, to zbior Ann(m) jest idealem pierscie-
nia R.

DEFINICJA.
Jesli m jest elementem R-modulu M i Ann(m) = (r), to méwimy, ze ELE-
MENT m MA RZAD T.

DEFINICJA.

Jesli M jest R-modutem, to PODMODULEM TORSYJNYM MODULU M nazy-
wamy zbior

Moy == {m € M | Ann(m) # 0}.

OBSERWACJA 5.6.
Jesli M jest R-modutem, to zbiér M, jest podmodutem modutu M.

OBSERWACJA 5.7.
Jedli R-moduty M i N sa izomorficzne, to Mo, ~ Nyoy i M/Mior >~ N/Nior.
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DEFINICJA.
R-modut M nazywamy TORSYINYM, jesli M = M.

DEFINICJA.
R-modut M nazywamy BEZTORSYJNYM, jesli M, = 0.

OBSERWACJA 5.8.
R-modut M jest beztorsyjny wtedy i tylko wtedy, gdy z warunku rm = 0
dlar € Rim € M wynika, ze r =0 lub m = 0.

TWIERDZENIE 5.9.
Skonczenie generowany modul M jest wolny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
beztorsyjny.

DowOb.
=: Oczywiste.

«<: Jedli M = 0, to teza jest oczywista. Zatézmy, ze M # 0 oraz niech my, ...,
my, beda generatorami modutu M. Mozemy zaltozy¢, ze istnieje [ € {1,...,k}
takie, ze elementy my, ..., my; sa liniowo niezalezne, oraz dla kazdego i €
{l+1,...,k} elementy mq, ...my, m;, sa liniowo niezalezne. Niech N :=
Rmy + -+ + Rmy. Modul N jest wolny oraz dla kazdego i € {l +1,...,k}
istnieje element r; € R, r; # 0, taki, ze r;m; € N. Niech r := r;q--- 1.
Wtedy M C N, wiec modut rM jest wolny na mocy Twierdzenia 5.3.
Ponadto odwzorowanie M — rM, m +— rm, jest izomorfizmem, co konczy
dowdd.

WNIOSEK 5.10.
Jesli M jest skoniczenie generowanym R-modutem, to modut M /M, jest
wolny oraz M ~ Mo & M /Mioy.

DowoOD.
Modut M /M, jest skonczenie generowany (jako obraz skonczenie generowa-
nego modutu M) oraz beztorsyjny, zatem jest wolny na mocy poprzedniego
twierdzenia. Druga cze$¢ twierdzenia jest konsekwencja zastosowania Twier-
dzenia 4.16 do ciaggu doktadnego

0 — My = M — M/M;y — 0.
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LEMAT 5.11.
Jesli M jest skonczenie generowanym R-modulem oraz M ~ U & V dla
R-modutu torsyjnego U oraz modutu wolnego V', to U ~ M, oraz V =~

M/ Mioy.

DowoD.
Latwo sprawdzié, ze (U & V)ior = {(©,0) | w € U} ~ U. Druga czes¢ tezy
wynika z Wniosku 3.6 (1) zastosowanego do kanonicznego rzutowania U @
V—-V.

OZNACZENIE.
Jesli M jest R-modutem torsyjnym, to definiujemy

P(M) = {[pl~ | p € R- pierwszy, M(p) # 0}.

LEMAT 5.12.
Jesli m jest niezerowym elementem R-modutu torsyjnego M, to istnieja ele-
menty pierwsze pq,...,pr € R takie, ze [pi]~, ..., [Prl~ € P(M) oraz ele-

menty m; € M(p;), i = 1,...,k, takie, ze

DowOD.
Niech r bedzie rzedem elementu m. Wtedy element r jest nieodwracalny.
Istnieja element odwracalny u € R, elementy pierwsze py,...,pr € R oraz
wyktadniki aq, ..., ar > 0, takie, ze

r=up - ppt.
Niech

R aq Qi—1, Qi1 (o
ri=upyt Pty Py e, 1 =1, k.

Elementy 71, ..., 7, sa wzglednie pierwsze, wiec istniejg elementy s, ..., s, €
R takie, ze

s111+ -+ sprp = 1.

Niech m; := s;rym, @ = 1,..., k. Latwo sprawdzié¢, ze m; € M(p;), i =
1,...,k, oraz

m:m1+---+mk.

Ponadto my,...,my # 0, wiec [p1]a, ..., [Prl~ € P(M). Istotnie, gdyby
m; =0, to r; € Ann(m), wiec r | 74, co jest niemozliwe.
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LEMAT 5.13.
Niech M bedzie R-modutem torsyjnym. Jesli pq, ..., pr € R sa elementami
pierwszymi takimi, ze p; % p; dla ¢ # 7, oraz
my+---+mp=0
dlam; € M(p;),i=1,...,k, to
mp=---=my =0.
DowoD.
Istnieja wyktadniki aq,...,q, > 0 takie, ze p;"m; = 0,7 = 1,...,k. Dla
kazdego i € {1,...,k} elementy p;" oraz

N0 % | Qi —1, Q41 (6%
Tii=DpP1 Pic1 Pig1 - Py

sa wzglednie pierwsze, wigc istnieja elementy s;,t; € R takie, ze s;p;" +t;1; =
1. Wtedy

m; = (sipf” + tﬂ",-)mi = —Zfﬂ"i(ml + - M- -+ mi+1 + -+ mk) = O,
co konczy dowdd.

STWIERDZENIE 5.14.
Jesli M jest skoniczenie generowanym R-modutem torsyjnym, to zbiér &2 (M)
jest skonczony oraz

M ~ @ M (p).

[plx€2(M)
DowOb.
Zatézmy, ze elementy my, ..., my generuja modut M. Z Lematu 5.12 wynika,
ze mozemy zalozy¢, iz istnieja elementy pierwsze py,...,pp € (M) takie,

ze m; € M(p;),i=1,..., k. Pokazemy, ze
P (M) ={[p]x: -, [Prl=}-

Niech {{[pi]~,.. ., [prl~} = {lar]~, .-, lal~}, gdzie ¢; # ¢; dla i # j. Dla
p € P(M) ustalmy m € M(p), m # 0. Z zalozetr i Lematu 5.12 wynika,
ze istnieja elementy n, € M(q;), i = 1,...,1, takie, ze m = ny + --- + n;.
Poniewaz m # 0, wiec z Lematu 5.13 wynika, ze istnieje i € {1,...,l} takie,
ze p = q;, co konczy dowdd powyzszej rOwWnosci.

Dla zakoniczenia dowodu zauwazmy, ze z Lematow 5.12 i 5.13 wynika, ze
odwzorowanie

!
@M(Qz) — M, (ml,...,ml) = my 4 my,
i=1

jest izomorfizmem, co konczy dowdd.
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OBSERWACJA 5.15.
Jesli f : M — N jest izomorfizmem skonczenie generowanych R-moduléw
torsyjnych, to M(p) ~ N(p) dla dowolnego elementu pierwszego p € R.

DEFINICJA.
Jesli p € R jest elementem pierwszym, to R-modul torsyjny M nazywamy
pP-TORSYJINYM, jesli M = M(p).

LEMAT 5.16.
Niech M bedzie skoniczenie generowanym R-modutem torsyjnym, py, ..., px €
R elementami pierwszymi takimi, ze p; % p,; dla ¢ # j, oraz My, ..., My
niezerowymi modutami p;-, ..., pg-torsyjnymi, odpowiednio. Jesli

M~M @& M,
to

P (M) ={[p]~, - [prl=}
oraz M; ~ M(p;),i=1,... k.

DowoD.
Latwo sprawdzi¢, ze w powyzszej sytuacji
(Ml@Mk)Q?Z) :{<O"">07 n 707"'a0) | m € Mz} :Miv
i-te miejsce
i=1,...,k oraz (M1 ®--- My)(p) = 0 dla elementu pierwszego p € R takie-
go, ze p £ p;, 1 = 1,...,k, co konczy dowdd wobec poprzedniej obserwacji.

OBSERWACJA 5.17.
Jesli p € R jest elementem pierwszym oraz M jest skonczenie generowanym
R-modutem p-torsyjnym, to istnieje wyktadnik o € N taki, ze p*M = 0.

OBSERWACJA 5.18.
Niech m bedzie elementem R-modutu M oraz niech p € R bedzie elementem
pierwszym. Jesli p®m = 0 dla pewnego a € N, to Ann(m) = (p?) dla pewnego
B ed0,...,i}.
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LEMAT 5.19.
Niech M bedzie skonczenie generowanym R-modutem p-torsyjnym. Jesli p* M =|i
0 oraz m € M jest elementem rzedu p®, to Rm jest sktadnikiem prostym mo-

dulu M.

DowoD.
Na mocy Wniosku 3.12 wystarczy skonstruowa¢ homomorfizm f : M — Rm
taki, ze fuv = Idgy,, gdzie ¢ : Rm — M jest naturalnym wtozeniem. Niech
mg :=m, mq, ..., my beda generatorami modutu M i

NZ:RmO—i——I—RmZ, ’L:O,7k3

Dla kazdego i = 0,..., k, zdefiniujemy indukcyjnie homomorfizm f; : N; —
Rm taki, fit = Idg,,. Wtedy f := fr. Oczywiscie fy := Idg.,.

Przypu$émy, ze i € {1,...,k} oraz, ze homomorfizm f; ; : N;,_y — Rm
jest zdefiniowany. Niech [ := Ann(m; + N;_1). Wtedy (p®) C I, wiec istnieje
wyktadnik 3 € {1,...,a} taki, ze I = (p”). Mamy p°m; € N;_,, wiec istnieje
element a € R taki, ze am = fi_1(p’m;). Poniewaz p*Pam = 0, wiec a = p°b
dla pewnego elementu b € R. Wtedy definicja

filn+rm;) := fi_1(n) +rbm, n € N;_1, r € R,

jest poprawna. Oczywiscie f;o = Idg,,.

OBSERWACJA 5.20.
Jesli p € R jest elementem pierwszym oraz M jest R-modulem takim, ze
pM =0, to M jest R/(p)-przestrzenia liniowa. (Warunek pM = 0 oznacza,
ze M/(p)M ~ M).

OBSERWACJA 5.21.
Jesli M i N sa R-modutami oraz r € R, to

(M & N)[r] = M[r] ® N|r|.

OBSERWACJA 5.22.
Jesli U iV sg podmodutami R-modutéw M i N odpowiednio, to

(MaeN)/(UaV)=(M/U)® (N/V).

OBSERWACJA 5.23.
Jesli m jest elementem R-modulu M, to funkcja R/ Ann(m) — Rm, r +
Ann(M) — rm, jest izomorfizmem.
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WNIOSEK 5.24.
Jesli p € R jest elementem pierwszym i M jest skonczenie generowanym
R-modutem p-torsyjnym, to istnieja jednoznacznie wyznaczone wyktadniki
ap > g > -+ > ay > 0 takie, ze

M~ R/(p™) & - & R/(p™).

DowoD.
Istnienie wyktadnikow wynika przez indukcje z poprzedniego lematu. Jedno-
znacznos¢é jest konsekwencja nastepujacego wzoru:

#{i € {1,...,k} | a; > o} = dimpgy,) M[p*]/M[p*~"].

(Zauwazmy, ze

R/(p") B < a,

RGN+ ) B2 a

(R/(07))[p"] = {

WNIOSEK 5.25.
Jesdli M jest skonczenie generowanym R-modutem, to istniejg jednoznacznie
wyznaczone parami rozne klasy abstrakcji [p1]x, - - ., [Pr]~, &£ > 0, elementéw
pierwszych dziedziny R oraz wykladniki o > 0, o; 3 > -+ > oy, > 0, [; > 0,
1=1,...,k, takie, ze

k l;
M~ R e PP R/0).

i=1 j=1

DEFINICJA.
Liczbe o wystepujaca w powyzszym wniosku nazywamy RANGA MODULU
M, za$ elementy (bardziej doktadnie, klasy abstrakcji elementéw) p;™’, i =
1,...,k,7=1,...,l;, ELEMENTARNYMI DZIELNIKAMI MODULU M.

LEMAT 5.26.
Jesli 11 J sa ideatami dziedziny R takimi, ze I + J = R, to

R/I®R/J~R/(INJ).

DowOb.
Rozwazmy homomorfizm f : R — R/I®&R/J, a — (a+I,a+.J). Pokazemy, ze
homomorfizm f jest epimorfizmem. Ustalmy elementy r € I oraz s € J takie,
zer+s=1. Wtedy dla a,b € R otrzymujemy, ze f(sa+rb) = (a+1,b+J).
Poniewaz Ker f = I N J, wiec teza wynika z Wniosku 3.6 (1).
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WNIOSEK 5.27.
Jesli elementy r, s € R sa wzglednie pierwsze, to

R/(rs) ~ R/(r) ® R/(s).

Dowob.
Ze Stwierdzenia 1.15 (2) wynika, ze (1) + (s) = R. Ponadto tatwo sprawdzi¢,
ze nasze zalozenia implikuja, iz (r) N (s) = (rs).

WNIOSEK 5.28.
Jesli r = up(" - - - pi* dla elementu odwracalnego v € R, parami niestowarzy-
szonych elementow pierwszych py, ..., pr € R oraz wyktadnikéw o, ..., qp €

N, to
R/(r) = R/(p*) ® - @ R/(p}").

WNIOSEK 5.29.
Jesdli M jest skonczenie generowanym R-modulem, to istniejg jednoznacznie
wyznaczone klasy abstrakcji [r1]~, ..., [Fk]~, & > 0, elementéw dziedziny R
i wyktadnik o € N, takie, ze r; | 71 | -+ | 71 oraz

M~R*®R/(r)® - ®R/(r).

DowoD.
Jesli

koL
M~ R* o P EP R/ (pi"),
i=1 j=1
gdzie o1 > -+ > a;y, > 0, to
ryi= H p;li’j’
1l >y
j=1,...,1, gdzie | := max(ly,...,1).

DEFINICJA.
Elementy (bardziej doktadnie, klasy abstrakcji elementéw) r;, i = 1,...k,
j=1,...,1;, NIEZMIENNICZYMI CZYNNIKAMI MODULU M.



