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TEORIA GALOIS

1. ROZSZERZENIA CIAL

DEFINICJA.
Moéwimy, ze cialo F' jest ROZSZERZENIEM ciata K, jedli K jest podciatlem
ciata F.

UWAGA.
Jesli F' jest rozszerzeniem ciata K, to F' jest przestrzenia wektorowa nad
cialem K.

DEFINICJA.
Jesli F jest rozszerzeniem ciata K, to definiujemy STOPIEN [F' : K| rozsze-
rzenia wzorem

[F: K] :=dimg F.

TWIERDZENIE 1.1.
Jesli F' jest rozszerzeniem ciata E i I jest rozszerzeniem ciata K, to

[F:K|=[F:FE| |[F:K].

DowOD.
Cwiczenie. O

OZNACZENIE.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K oraz X podzbiorem ciata F.

(1) Przez K(X) oznaczamy podciato ciata ' generowane przez K UX. Jesli
X ={u1,...,u,}, to piszemy K(uy,...,u,) zamiast K({uy,...,u,}).

(2) Przez K[X] oznaczamy podpierscien ciata F' generowany przez K U X.
Jesli X = {uy,...,u,}, to piszemy K[uy, ..., u,] zamiast K[{uy,...,u,}|.
DEFINICJA.

(1) Cialo F' nazywamy SKONCZENIE GENEROWANYM ROZSZERZENIEM ciala
K, jedli istnieja elementy wuy, .. ., u, ciata F' takie, ze F' = K (uy, ..., uy).

(2) Cialo F' nazywamy PROSTYM rozszerzeniem ciata K, jesli istnieje ele-
ment u ciata F' takie, ze F' = K (u).

TWIERDZENIE 1.2.
Jesli F' jest rozszerzeniem ciata K oraz u;, ¢ € I, elementami ciala F', to

K{ui:te I} ={f((w)): f € K[x;:i € I]}.

K({u;ci€I}) = {{890: f.9 € Klw; i € 1], g((u;) # 0}

9((us
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W szczegblnodei, jesli v € K[{u; : i € I}], to istnieje skonczony podzbidr I
zbioru [ taki, ze v € K[{u; : i € Ip}].

Podobnie, jesli v € K({u; : i € I}), to istnieje skoniczony podzbiér Iy zbioru
I taki, ze v € K({u; : i € Ip}).

DowOD.
Cwiczenie. O]

OZNACZENIE.
Jedli L i M sa podciatami ciata F', to

LM = L(M) = M(L).

DEFINICJA.

Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.

(1) Element u ciala F' nazywamy ALGEBRAICZNYM nad K, jedli istnieje
niezerowy wielomian f € K[z] taki, ze f(u) = 0.

(2) Element u ciala F' nazywamy PRZESTEPNYM nad K, jesli nie istnieje
niezerowy wielomian f € K[z taki, ze f(u) = 0.

(3) F nazywam rozszerzeniem ALGEBRAICZNYM ciala K, jesli wszystkie ele-
menty ciata F' sg algebraiczne nad K.

(4) F nazywam rozszerzeniem PRZESTEPNYM ciata K, jesli istnieje element
ciata F', ktory jest przestepny nad K.

OZNACZENIE.
Jesli o: ' — E jest izomorfizmem cial oraz K podcialem ciata F', to przez
0|k oznaczamy izomorfizm K — o(K') indukowany przez o.

TWIERDZENIE 1.3.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciala K. Jesli element u € F' jest przestepny
nad K, to istnieje izomorfizm o: K(x) ~ K (u) taki, ze o|x = ldg i o(x) = u.

DowOD.
Z definicji g(u) # 0 dla kazdego niezerowego wielomianu g € K[z]. Definiu-
jemy funkcje o: K(z) — K(u) wzorem

a(g) ::% (f,9 € Klz]).

Latwo sprawdzi¢, ze o jest dobrze okreslonym homomorfizmem (a wiec row-
niez monomorfizmem) cial. Ponadto z Twierdzenia 1.2 wynika, ze o jest
epimorfizmem. Poniewaz oczywiscie o = Idg, co konezy dowdd. O]

UWAGA /DEFINICJA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli element u € F' jest algebraiczny
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nad K, to istnieje jedyny wielomian unormowany f € K|[z| taki, ze

(f) = {g € Ka] : g(u) = 0}.

Wielomian f jest nierozktadalny, nazywamy go wielomianem MINIMALNYM
elementu u, a jego stopien STOPNIEM elementu u.

TWIERDZENIE 1.4.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli u € F' jest elementem algebra-
icznym nad K stopnia n, to:

(1) K(u) = K[u].

(2) Jedli f jest wielomianem minimalnym elementu u, to istnieje izomorfizm
o: K(u) ~ Klz]/(f) taki, ze o(k) = k+ (f) dla k € K oraz o(u) =

v+ (f).
3) [K(u): K] =n.
(4) Elementy 1, u, ..., u" ! tworzg baz¢ przestrzeni K (u) nad cialem K.
Dowob.
Cwiczenie. O
UWAGA.

Jeslio: R — S jest homomorfizmem pierscieni, to indukowany homomorfizm
R[x] — S[z] bedziemy oznaczaé réwniez przez o. Zauwazmy, ze indukowa-
ny homomorfizm R[z] — S[z] jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
wyjsciowy homomorifzm jest izomorfizmem.

DEFINICJA.
Niech F i F' beda rozszerzeniami ciata K. Homomorfizm o: £ — F nazywa-
my K-homomorfizmem, jesli o|x = Idg.

UWAGA.
Niech F i F' beda rozszerzeniami ciata K. Homomorfizm o: F — F jest K-
homomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwzorowaniem K-liniowym.

DowOD.
Zalézmy najpierw, ze o jest K-homomorifzmem. Oczywiscie o(e; + e3) =
o(e1) + o(ez) dla dowolnych e,es € E, gdyz o jest homomorifzmem cial.
Ponadto

olk-e)=o(k) -o(e) =k-o(e)

dla dowolnych k € K i e € F, gdzie pierwsza réwnos¢ wynika z faktu, ze o
jest homomorfizmem cial, a druga z faktu, ze o jest K-homomorfizmem.
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Zatozmy teraz, ze homomorfizm o jest K-liniowy. Wtedy dla dowolnego k €
K mamy

ok)=0ck-1)=k-0c(1)=k-1=k,

gdzie druga réwnos$¢ wynika z K-liniowosci, a trzeci z faktu, ze o jest homo-
morfizmem cial. O]

TWIERDZENIE 1.5.
Niech o0: K — L bedzie izomorfizmem ciat, F' rozszerzeniem ciatla K, E
rozszerzeniem ciata L, v € F'iv € E. Jesli
(1) elementy u i v sa przestepne nad ciatami K i L, odpowiednio, lub

(2) elementy u i v sa algebraiczne nad ciatami K i L, odpowiednio, oraz
(of)(v) =0, gdzie f jest wielomianem minimalnym elementu w,

to istnieje izomorfizm 7: K(u) — L(v) taki, ze o(u) = v oraz 7|x = 0.
DowOb.

(1) Mamy izomorfizm ¢’: K(z) — L(x) indukowany przez izomorfizm o: K[z] —
L[z]. Korzystajac z Twierdzenia 1.3, otrzymujemy teze.

(2) Podobnie jak poprzednio mamy izomorfizm o’: Klz|/(f) — L(z)/(cf)
indukowany przez izomorfizm o: K|x] — L[x], wiec teze otrzymujemy,
korzystajac z Twierdzenia 1.4(2). ]

WNIOSEK 1.6.
Niech F i F' beda rozszerzeniami ciata K, u € E'iv € F. Zat6zmy, ze elemen-
ty u i v sg algebraiczne nad ciatem K. Wtedy u i v maja ten sam wielomian
minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje K-izomorfizm o: K (u) — K(v)
taki, ze o(u) = v.

DowoD.
—: Wystarczy zastosowa¢ Twierdzenie 1.5(2) dla o = Idg.

<=: Niech f i g beda wielomianami minimalnymi elementéw u i v, odpo-
wiednio. Wtedy

fw) = flo(u)) = o(f(u)) = 0(0) =0,

gdzie rownos¢ f(o(u)) = o(f(u)) jest konsekwencja zatozenia o|x = Idg.
Zatem g | f. Analogicznie f | g. Poniewaz wielomiany f i g sa unormowane,
wiec [ =g. m

TWIERDZENIE 1.7.
Niech K bedzie ciatem i f € K[X], deg f > 0.
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(1) Istnieje rozszerzenie F ciala K oraz element u € F' takie, ze F' = K(u)
i f(u) =0.

(2) Jesli F jest rozszerzeniem ciata K takim, ze F' = K(u) dla pewnego
elementu u € F' takiego, ze f(u) =0, to [F: K] < deg f oraz [F : K| =
deg f wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian f jest nierozktadalny.

(3) Jesli wielomian f jest nierozkladalny oraz F'i E sa rozszerzeniami ciata
K takimi, ze F = K(u) i E = K(v) dla pewnych pierwiastkow u i v
wielomianu f, to istnieje K-izomorfizm o: F' — E.

DowoD.

(1) Niech g bedzie nierozktadalnym dzielnikiem wielomianu f. Wtedy ideat
(g9) jest maksymalny, zatem F' := KJ[z|/(g) jest cialem. Poniewaz K N
(9) = (0), wiec utozsamiajac K z obrazem przy naturalnym rzutowaniu
K[z] — F, otrzymujemy, ze I jest rozszerzeniem ciata K. Niech u :=
z+ (g). Wtedy tatwo widaé, ze F' = K (u) oraz g(u) = 0, a wigc réwniez
f(u) =0.

(2) Niech g bedzie nierozkladalnym dzielnikiem wielomianu f takim, ze
g(u) = 0. Z Twierdzenie 1.4(3) wynika, ze [F : K| = degg, co koi-
czy dowdd.

(3) Wynika z Wniosku 1.6. O
TWIERDZENIE 1.8.

Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli [F' : K] < oo, to I jest skoficzenie
generowanym rozszerzeniem algebraicznym ciata K.

DowOD.
Niech n := [F : K]. Jedli elementy vy, ..., v, tworza baze liniowg ciala F
nad ciatem K, to F' = K(vy,...,v,).
Niech teraz u € F. Wtedy elementy 1, u, ..., u™ sa liniowo zalezne nad
cialem K, zatem istnieje wielomian f € K[z] taki, ze f(u) = 0. O

TWIERDZENIE 1.9.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K oraz ' = K(X) dla pewnego podzbio-
ru X ciata F'. Jesli kazdy element zbioru X jest algebraiczny nad ciatlem K,
to F' jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K. Jesli dodatkowo |X| < oo,
to [F: K] < oo.

DowOD.
Zauwazmy najpierw, ze jeSli vy,...,v, € X, to [K(vy,...,v,) : K] < oc.
Istotnie, z zalozenia dla kazdego i € [1,n] element v; jest algebraiczny nad
ciatem K, wigc jest rowniez algebraiczny nad cialem K (vy, ..., v;_1). W szcze-
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gélnosci [K (vy,...,v;) : K(vy,...,v;_1)] < 0o na mocy Twierdzenie 1.4(3), a
wiec korzystajac z Twierdzenia 1.1, otrzymujemy

n

[K(vi,...,0,): K] :H[K(vl,...,vi):K(vl,...,vi_l)] < 00.

i=1

Z powyzszej obserwacji wynika w szczegdlnosei, ze jesli | X| < oo, to [F :

K] < .

Ustalmy teraz element v € F. Z Twierdzenia 1.2 wiemy, ze istnieja ele-
menty vy,...,v, € X takie, ze u € K(vy,...,v,). Korzystajac ponownie
z powyzszej obserwacji, otrzymujemy [K(v1,...,v,) : K] < co. Poniewaz
K(u) C K(vy,...,v,), wigc réwniez [K(u) : K] < oo, zatem element u jest
algebraiczny nad cialem K na mocy Twierdzenia 1.8. [

TWIERDZENIE 1.10.
Jesli F' jest rozszerzeniem algebraicznym ciata E, a E jest rozszerzeniem
algebraicznym ciata K, to F' jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K.

DowOD.
Ustalmy element v ciata F'. Poniewaz element u jest algebraiczny nad cialem
E. wiec istnieja elementy vy, ..., v, ciala E takie, ze v, # 0 oraz
v+ -+ viu+ vy = 0.
W szczegblnosei, element u jest algebraiczny nad cialem K (v, ..., v,). Ko-

rzystajac z Twierdzenia 1.9, wiemy, ze
[K(voy ... vp,u) s K(vo,y ... vn)], [K(vo,...,vn) 1 K] <00

(w drugim przypadku korzystamy rowniez z faktu, ze elementy vy, ..., v, sa
algebraiczne nad ciatem K). Twierdzenie 1.1 implikuje, Ze

(K (vg, ... vn,u) : K]
= [K(vo,...,Un,u) : K(vo,...,v5)] [K(vo,...,0,): K] < 00,
wiec element u jest algebraiczny nad ciatem K na mocy Twierdzenia 1.8. [

TWIERDZENIE 1.11.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli

E :={u € F : element u jest algebraiczny nad cialem K},
to E jest podcialem ciata F'.

DowOb.
Ustalmy elementy u i v zbioru E. Z Twierdzenia 1.9 otrzymujemy, ze ciato
K (u,v) jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K, a wiec K(u,v) C E. W
szczegblnodei, elementy u +v, u —v, u-vi ¥ (gdy v # 0) naleza do £. [
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A. KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE

OZNACZENIE.
Niech P i (Q beda dwoma réznymi punktami plaszezyzny R2.
(1) Przez L(P,(Q) oznaczamy prosta przechodzaca przez punkty P i Q.
(2) Przez C(P, Q) oznaczamy okreg o srodku P i promieniu P i Q).
DEFINICJA.
Punktami KONSRTUOWALNYMI nazywamy elementy najmniejszego zbioru C
punktéw na plaszezyznie R? speliajacego warunki:
(1) 7*C¢;
(2) jedli P1,Qq, P2, Q2 € C oraz Py # Q1 i Pp # (3, to:
(a) L(P1, Q1) NL(P,Q2) CC,oile L(P1, Q1) # L(P2,Q2),
(b) L(P,Q:1)NC(A,Q0) CC,
(c) C(P,Q1)NC(R,Q2) CC,oile C(P1, Q1) # C(P, Q).
DEFINICJA.

Liczbe rzeczywista ¢ nazywamy KONSTRUOWALNA, jesli punkt (¢, 0) jest kon-
struowalny:.

UWAGA.
(1) Kazda liczba wymierna jest konstruowalna.
(2) Jesli liczba ¢ jest konstruowalna, to liczba /c jest konstruowalna.
(3) Zbior liczb konstruowalnych jest podciatem ciata R.

LEMAT A.1.
Niech F' bedzie podcialem ciata R, Py, Q1, P2, Qs € F?, P, # Q11 P, #
Q2.
(1) Jesli L(Pl, Ql) 7£ L(PQ, QQ), to L(Pl, Ql) M L(PQ, QQ) C F2.
(2) L(P1, Q1) NC(Py, Q) C (F(y/u))?, dla pewnej liczby u € F'.
(3) Jesli C(Pr, Q1) # C(Pa,@s), to C(Py, Q1) NC(P, Q2) C (F(y/u))?, dla
pewnej liczby v € F'.

Dowdp.
Cwiczenie. O

STWIERDZENIE A.2.
Jesli liczba c jest konstruowalna, to liczba c jest algebraiczna stopnia 27, dla
pewnej liczby n € N, nad ciatem Q.

DowoD.
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7 Lematu A.1 wynika, ze istnieje cigg cial
Q=KChnC --CF

taki, ze ¢ € F; oraz [F; : F;_1] € {1,2} dla kazdego i € [1,t]. W szczegdlno-
Sci stopien [Fy : Q] jest potega dwdjki na mocy Twierdzenia 1.1. Poniewaz
Q € Q(¢) C F,, wiec korzystajac ponownie z Twierdzenia 1.1, wnioskujemy,
ze stopien [Q(c) : Q] tez jest potega dwojki. W szczegdlnosei liczba ¢ jest
algebraiczna nad ciatem Q wobec Twierdzenia 1.8, a jej stopien jest potega
dwojki na mocy Twierdzenia 1.4(3). O

WNIOSEK A.3.
Nie istnieje konstrukcja realizujaca trysekcje kata 60°.

DowOD.
Istnienie konstrukcji realizujacej tryskecje kata 60° oznaczataby konstruowal-
nosé liczby cos 20°. Ze wzoru cos3a = 4cos® a — 3 cos a wynika jednak, ze
liczba, cos 20° jest pierwiastkiem wielomianu 822 — 6x — 1, ktéry jest nieroz-
ktadalny nad ciatem Q. Zatem liczba cos 20° jest algebraiczna stopnia 3 nad
cialem Q, wiec nie jest konstruowalna na mocy Stwierdzenia A.2. O

WNIOSEK A .4.
Nie istnieje konstrukcja realizujaca podwojenie szescianu.

DowOD.
I[stnienie konstrukeji realizujacej podwojenie szescianu oznaczataby konstru-
owalnosé liczby v/2, ktéra jednak jest pierwiastkiem wielomianu z® — 2 nie-
rozktadalnego nad ciatem Q. Zatem liczba /2 jest algebraiczna stopnia 3
nad ciatem @Q, wiec nie jest konstruowalna na mocy Stwierdzenia A.2. [
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2. PoDSTAWOWE TWIERDZENIE TEORII GALOIS

DEFINICJA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Zbior wszystkich K-automorfizméow
ciata F' tworzy grupe, ktora nazywamy GRUPA GALOIS rozszerzenia I’ nad
cialem K i oznaczamy Autg F.

PRZYKLAD.
Niech K bedzie ciatem. Jeslia € K* ib € K to odwzorowania o,, 7,: K(x) —
K (x) dane wzorami

) =85 1 al)=5 (hee Kkl g#0),

sa K-automorfizmami ciata K(x).

Jesli ay # ag, t0 04, # 04y, Wiec | Autg (K (z))| = o0, o ile | K| = oc.

JeSlia #11b # 0, to myo0, # 0,07, wiec grupa Autx (K (x)) jest nieabelowa,
oile K £ F,.

STWIERDZENIE 2.1.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K i w € F. Jesli o,7: K(u) — F sa
K-homomorfizmami i o(u) = 7(u), to o0 = 7.

DowOb.
Latwo pokazaé, ze zbior {v € K (u) : o(v) = 7(v)} jest podciatem ciata K (u)
zawierajacym K i u, a wiec réwnym K (u). O

TWIERDZENIE 2.2.
Niech F' i E beda rozszerzeniami ciata K i f € Klx]. Jesi u € F jest
pierwiastkiem wielomianu f oraz o: F — E jest K-homomorfizmem, to o(u)
tez jest pierwiastkiem wielomianu f.

DowOD.
Cwiczenie. O

WNIOSEK 2.3.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciala K i f € Klx]. Jedli u € F jest pier-
wiastkiem wielomianu f, to | Autg (K (u))| < m, gdzie m jest liczba parami
roznych pierwiastkow wielomianu f.

DowOb.
Na mocy Stwierdzenia 2.1 automorfizm o € Auty (K (u)) jest jednoznacznie
wyznaczony przez warto$é o(u), ktéra musi by¢ pierwiastkiem wielomianu f
na mocy Twierdzenia 2.2. [

PRzZYKLADY.
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(2) AutgQ(V2) = {Idg s}
Istotnie, jeéli ¢ € Autg(Q(V/2)), to o(¥/2) jest pierwiastkiem wielomianu
2% — 2 na mocy Twierdzenia 2.2. Poniewaz pierwiastki wielomianu rézne
od /2 sa liczbami zespolonymi, wiec o(v/2) = /2.

(3) Korzystajac z réownosci C = R(z), tatwo pokazaé ze Autg C ~ Zs.
Podobnie Autg Q(v/3) ~ Zj.

(4) Jedli o € Autg Q(v/2,v/3), to 0(v/2) = £v/2 oraz 0(v/3) = +/3. Stad
tatwo widaé, ze Autg Q(v2,V3) ~ Zy @ Z,.

TWIERDZENIE 2.4.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.

(1) Jesli H < Autk F, to
H :={u€ F:o(u) =u dla wszystkich o € H}

jest podciatem ciata F' zawierajacym K.

(2) Jesli E jest podciatem ciata F' zawierajacym K, to
E':={0 € Autg F : o(u) = u dla wszystkich u € E}

jest podgrupa grupy Autyg F.
DowOD.

Cwiczenie. 0

UWAGA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Wtedy:

(1) F' ={ldr};

(2) K'= Autg I}

(3) {ldg} = F.

Ponadto, jesli E jest podciatem ciala F' zawierajacym K, to E' = Autg F.

DEFINICJA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli K = (Autg F'), to F nazywamy
ROZSZERZENIEM GALOIS ciata K.

UWAGA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli L := (Autg F), to:

(1) KCL;
(2) Auty F = Autg F;

10
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(3) F jest rozszerzeniem Galois ciata L.
PRZYKLADY.
(1) C jest rozszerzeniem Galois ciala R.

(2) Q(V/3) jest rozszerzeniem Galois ciata Q.

LEMAT 2.5.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.

(1) F/ = {IdF} 1 K, = AutKF.
(2) {ldp} =F.

(3) Jesli E i L sa podcialami ciala F' zawierajacymi cialo K takimi, ze
LCE toE CL.

) Jesi H G < Autx FiHCG,toG'C H'.
) Jesli L jest podcialem ciala F' zawierajacym K, to L C L”.
6) Jesli H < Autyg F,to H C H".
) Jesli E jest podciatem ciata F' zawierajacym K, to E' = E".
) Jesli H < Autg F, to H = H".
DowOD.
Punkty (1)—(6) wynikaja bezposrednio z definicji.
(7) Z punktu (5) wiemy, ze L C L”, wiec L C L' na mocy punktu (3). Z

drugiej strony, L' C (L')” = L na mocy (6), co koniczy dowdd réwnosci
L/ — L///'

(8) Analogiczny do dowodu punktu (7). O

UWAGA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.

(1) F jest rozszerzeniem Galois ciala K wtedy i tylko wtedy, gdy K" = K.

(2) Ogodlniej, jesli E jest podciatem ciata F' zawierajacym ciato K, to F' jest
rozszerzeniem Galois ciala F wtedy i tylko wtedy, gdy £ = E.

TWIERDZENIE 2.6.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Wtedy odwzorowanie

{F : F jest podciatem ciala ', K C E'i £ = E}
S {H:H<AwgFiH' =H), Evs E

jest dobrze okreslong bijekcjg.

11
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DowOD.
Poprawno$¢ definicji wynika Lematu 2.5(8). Odwzorowanie odwrotne, po-
prawnos¢ definicji ktérego wynika z Lematu 2.5(7), dane jest wzorem H +—
H'. [
LEMAT 2.7.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli u € F' jest elementem algebra-

icznym nad K oraz f jest wielomianem minimalnym elementu u, to odwzo-
rowanie

Autg F/ Autgy FF — {v e F: f(v) =0}, 0 Autgu) F — o(u),
jest dobrze zdefiniowana injekcja. W szczegolnosci,
[Autg F' : Autg ) F] < deg f.

DowOD.
Niech X zbiorem pierwiastkow wielomianu f. Z Twierdzenia 2.2 wiemy, ze
dziatanie grupy Autg F' na zbiorze X dane wzorem

o*xv:=o(v) (0 € Autg F, v € X),

jest dobrze okreslone. Ponadto grupa Autg(,) I jest stabilizatorem elementu
u € X na mocy Stwierdzenia 2.1. Stad funkcja

Autg F/ Autgy F — Autg F xu, 0 - Autg) F — o(u),

jest dobrze zdefiniowang bijekcja, gdzie Autx F'xu C X jest orbita przy dzia-
taniu grupy Autg F' na zbiorze X. Ostatnia nierowno$¢ wynika z nieréwnosci
| X| < deg f. O

LEMAT 2.8.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli ' i L sa podciatami ciata F
zawierajagcymi ciato K takimi,ze LC Ei[E: L] <oo,to [L': E'] <[E: L.
W szezegblnodci, jesli [F': K] < oo, to | Autg F| < oo.

DowOD.
Dowdd bedzie indukeyjny ze wzgledu na n := [E : L].
Gdy n =1, to teza jest oczywista.

Zatézmy, ze n > 1 1 wybierzmy element u € E'\ L. Poniewaz [E : L] < oo,
wiec element u jest algebraiczny nad cialem L na mocy Twierdzenia 1.8.
Niech m bedzie stopniem elementu u. Na mocy Twierdzen 1.4(3) i 1.1

[Lw):Ll=m i [E:L)]=2.

12
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Poniewaz u ¢ L, wiec m > 1. Jedli dodatkowo m < n, to z zalozenia induk-
cyjnego wiemy, ze

(L (Lw)]<m i [(L(w): E< 2,
wiec

L B = (1 (L)) (L) B) <m-2 =,
Jesli natomiast m = n, to £ = L(u) i nieréwnoé¢ [L' : E'| < n wynika z
Lematu 2.7. L

LEMAT 2.9.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciala K. Jesli H,G < Autg F', H C G i
[G:H|<oo,to[H:G|<I[G: H].

DowOD.
Niech n :=[G: H|i0y, ..., 0, beda reprezentantami réznych klas abstrakeji
ze zbioru G/H.
Niech ug, ..., u,, beda G’-liniowo niezaleznymi elementami ciata H'.

Niech V' bedzie zbiorem wszystkich ciagow (vy, ..., v,,) € H™ takich, ze

o(w) v + o1(ug)-va + - + o(up) v, = 0
oo(ur) - v1 + og(ug) vy + -+ 4+ oo(tupm) v, = 0
on(ur) -vr + oplug)-va + oo+ 0p(Un) Uy = 0

Przypu$émy, ze V # {0} i wybierzmy element (vy,...,v,) € V' \ {0} o mini-
malnej liczbie niezerowych wyrazéw. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyc,
ze v; = 110y € H Wtedy otrzymujemy o1 (u;) = u;, dla kazdego j € [1, m],
wiec pierwsze rOwnanie przyjmuje postac

UL -V F U Vg + -+ Uy - Uy, = 0.

Z G'-linowej niezaleznosci elementéw uy, . . ., u,, wynika, ze istnieje j € [1, m]
takie, ze v; € G'. Oczywiscie j # 1, gdyz v = 1. Bez straty ogélnosci zatézmy,
ze vy € G', 1 wybierzmy automorfizm o € G taki, ze o(ve) # vs.

!/

Niech V' bedzie zbiorem wszystkich ciggéw (vy,...,v.,) € H™ takich, ze

(cooy)(ur) vy + (cooy)(ug)- vy + + (cooy)(um)-v, = 0
(0o0z)(ur) vy + (0002)(uz) vy + + (00o02)(um)- vy, = 0
(oon)(ur)-vi + (goon)(ug) vy + -+ + (000n)(um) v, = 0

13
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Wtedy V = V. Istotnie, o 0 01, ..., 0 0 0, bedg reprezentantami réznych
klas abstrakeji ze zbioru G/H. Ponadto, jesli ¢ € [1,n], to istnieje i’ € [1,n]
takie, ze (0 0 0;) 1 ooy € H, i wtedy

(00 03)(uy) = 0w (uy),
dla kazdego j € [1,m], gdyz u; € H'.

Zauwazmy, ze (0(v1),...,0(vy)) € V' =V, zatem (v — o(v1),...,0m —
o(vy)) € V. Poniewaz vy — o(ve) # 0, wiec (v1 — a(v1),...,Um — 0(vy)) €
V'\ {0}. Z drugiej strony,

vp—o(v)=1-0(1)=1-1=0
oraz

vj—o(v;)) =0—0(0)=0—-0=0,

jesli v; = 0, wiec (vy — o (v1),...,Um — 0(vy,)) ma mniej niezerowych wspot-

rzednych niz (vy, ..., v,), sprzecznosé.

Zatem V = 0, co oznacza, ze m < n, i konczy dowdd. O
LEMAT 2.10.

Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.
(1) Jedli E i L sa podcialami ciala F' zawierajacymi cialo K takimi, ze
LCE/[F:Ll<xil'"=LtoE'=Fi[l':E|=[E:L].
(2) Jesli H,G < Autg F, HC G, H' = Hi |G : H] < 00, to G = G i
[H': G| =[G : H].
(3) Jesli [F: K] < 00 i K" = K, to:
(a) E” = FE dla kazdego podciala ciata F' zawierajacego ciato K
(b) H" = H dla kazdej podgrupy grupy Autg F,
(¢) |Autg F|=[F: K].
UWAGA.
Niech F bedzie rozszerzeniem ciata K. Poniewaz {Idr}” = {Idr} (Lemat 2.5(1)
i(2)), wiec Lemat 2.10(2) implikuje, ze jesli G jest skoniczona podgrupa grupy
AutK F, to G" = G.

DowoD.

(1) Z Lematu 2.5(5) wiemy, ze £ C E”. Zatem stosujac zalozenie L” = L
oraz Lematy 2.9 1 2.8, otrzymujemy, ze

E:L<[E":L=[E":L"|<[L':FE|<[E:L],
skad [L' : F'| = [E : L] = [E" : L]. Poniewaz E C E" i [E : L] < oo,

druga z réwnosci oznacza, ze £ = E.
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(2) Podobnie jak (1).

(3) Jesli E jest podcialem ciala F' zawierajacym cialo K, to [E': K| < [F:
K] < oo, wigc réwno$¢ E” = E wynika z punktu (1).
Podobnie, jesli H jest podgrupa grupy Autg F', to z Lematu 2.8 wiemy,
ze

[H :{ldr}] = |H| < |Autg F| < [F : K] < 0.

Wykorzystujac rownos¢ {Idg}”’ = {Idr}, rownosé¢ H” = H otrzymujemy
z punktu (2).

Na zakonczenie przypomnijmy, ze Autgx F' = K’ i {Idp} = F’ (Le-
mat 2.5(1)), zatem

| Autg F| = [Autg F : {Idp}| = [K': F'] = [F : K]

na mocy punktu (1). O

DEFINICJA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciala K. Podcialo E ciata F' zawierajace ciato
K nazywamy STABILNYM, jesli o(FE) C E dla kazdego automorfizmu o €
AutK F.

UWAGA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli E jest stabilnym podciatem ciata
F zawierajacym cialo K oraz 0 € Autg F, to olg € Autg E ((o]g)™' =

(07" E))-

LEMAT 2.11.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.

(1) Jesli E jest stabilnym podciatem ciata K zawierajacym ciato K, to pod-
grupa F’ jest dzielnikiem normalnym grupy Auty F.

(2) Jesli H jest dzielnikiem normalnym grupy Autg F', to podciato H' jest
stabilne.

DowoD.
(1) Ustalmy automorfizmy o € Autx F'i 7 € E’ oraz element u € E.
Poniewaz podcialo E jest stabilne, wiec 0~ (u) € E, zatem 7(071(u)) =
o~ Yu), gdyz 7 € E'. Stad

(coToo )(u) =o(r(07 () = o0 (u) =,

wiec coToo t € E.
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(2) Ustalmy automorfizmy o € Autg F' i 7 € H oraz element u € H'.
Poniewaz H jest dzielnikiem normalnym grupy Auty F, wiec 0 toToo €
H. Stad (67t o7 00)(u) = u, a wiec 7(c(u)) = o(u). Z dowolnosci
automorfizmu 7 wynika, ze o(u) € H'. O

LEMAT 2.12.
Niech F' bedzie rozszerzeniem Galois ciala K. Jesli E jest stabilnym pod-

ciatem ciata F' zawierajacym ciato K, to E jest rozszerzeniem Galois ciata
K.

DowOb.
Ustalmy element u € E \ K. Poniewaz F jest rozszerzeniem Galois ciala
K, wiec istnieje automorfizm o € Auty F' taki, ze o(u) # u. Korzystajac

ze stabilnosci podciata E, otrzymujemy, ze 7 := o|g € Autx E. Poniewaz

T(u) = o(u) # u, wiec z dowolnosci elementu u wynika, ze E jest rozszerze-

niem Galois ciata K. ]
OZNACZENIE.

Niech K bedzie ciatem. Jesli f,g € K]|x], to piszemy f ~ ¢ (i méwimy, ze
wielomiany f i g sa stowarzyszone), jesli f|gig| f.

LEMAT 2.13.
Niech F bedzie rozszerzeniem Galois ciata K. Jedli f € Klz| jest wielomia-
nem nierozktadalnym posiadajacym pierwiastek w ciele F', to istniejg parami

rézne elementy wuy, ..., u, € F takie, ze f ~ (x —u1) -+ (x — uy,).
DowOD.
Niech wuy,...,u, € F beda parami réznymi pierwiastkami wielomianu f i

g:=(r—uy) - (x—u,). Jesli 0 € Autx F, to o permutuje elementy uy, ...,
u, na mocy Twierdzenia 2.2. Stad o(g) = ¢g. Poniewaz F jest rozszerzeniem
Galois ciala K, wiec oznacza to, ze g € K|[z|. Ponadto g | f oraz degg > 0.
7 nierozktadalnosci wielomianu wynika, ze f ~ g. O

LEMAT 2.14.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli F jest podciatem ciata F' zawie-
rajacym ciato K, ktore jest algebraicznym rozszerzeniem Galois ciata K, to
podciato E stabilne.

DowoD.
Ustalmy element u ciata E iniech f € K[z] bedzie wielomianem minimalnym
elementu u (wielomian f istnieje, gdyz F jest rozszerzeniem algebraicznym
ciala K). Z Lematu 2.13 i unormowania wielomianu f wiemy, ze istnieja
parami rozne elementy uy, ..., u, € E takie, ze f = (x —uy) -+ (u —u,). W
szczegblnosci, jesli v € F jest pierwiastkiem wielomianu f, to v € E.
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Ustalmy o € Autg F'. Z Twierdzenia 2.2 wiemy, ze f(o(u)) = 0, zatem o(u) €
E na mocy powyzszej obserwacji. Z dowolnosci automorfizmu o wynika, ze
podciato E jest stabilne. O]

WNIOSEK 2.15.
Niech F' bedzie algebraicznym rozszerzeniem Galois ciata K. Jedli E jest
podciatem ciala F' zawierajacym cialo K takim ze E” = E, to E jest roz-
szerzeniem Galois ciata K wtedy i tylko wtedy, gdy podgrupa Autg F' jest
dzielnikiem normalnym grupy Auty F'.

UWAGA.
W dowodzie Twierdzenia 3.10 pokazemy, ze jesli £ jest podciatem ciata F'
zawierajacym ciatlo K, to E” = E.

DowOD.

Zat6zmy najpierw, ze E jest rozszerzeniem Galois ciata K. Poniewaz F', a
wiec rowniez FE, jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K, wiec podciato
E jest stabilne na mocy Lematu 2.14, zatem Lemat 2.11(1) implikuje, ze
podgrupa Autg F jest dzielnikiem normalnym grupy Autg F.

Zatozmy teraz, ze pogrupa Autg F jest dzielnikiem normalnym grupy Autg F'.
Wtedy podciato (Autg F')' = E” jest stabilne na mocy Lematu 2.11(2). Po-
niewaz E” = E, wiec E jest stabilnym podcialem ciata F' zawierajacym ciato
K, skad E jest rozszerzeniem Galois ciata K wobec Lematu 2.12. O

OZNACZENIE.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciala K. Jesli E jest podciatem ciata F' zawie-
rajacym ciato K, to

Extg I :=

{T € Autg F : istnieje automorfizm o € Auty F taki, ze 7 = o|g}.

UWAGA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli F jest podciatem ciata F' zawie-
rajacym cialo K, to zbior Extg F' jest podgrupa grupy Autg E.

LEMAT 2.16.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Jesli E jest stabilnym podciatem ciata
F zawierajacym ciato K, to

EXtE‘F >~ AUtK F/AutE F.

DowoOD.
Rozwazmy odwzorowanie ¢: Auty F' — Extg F' dane wzorem

p(o) :==0l|g (0 € Autg F).
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Poniewaz podciato E jest stabilne, wiec funkcja ¢ jest dobrze zdefiniowa-
nym homomorfizmem. 7 definicji grupy Extg F' wynika, ze Im ¢ = Extg F.
Ponadto tatwo wida¢, ze Ker ¢ = Autg F', zatem teza wynika z Pierwszego
Twierdzenia o Izomorfizmie. ]

TWIERDZENIE 2.17 (PODSTAWOWE TWIERDZENIE TEORII GALOIS).
Niech F' bedzie skonczenie wymiarowym rozszerzeniem Galois ciata K. Wte-
dy odwzorowanie

{E : E jest podciatem ciala F'i K C E'}
—{H : H<Autg F}, E— F',

jest bijekcja taka, ze:

(1) jesli E i L sa podciatami ciala F' zawierajacymi cialo K takimi, ze

L CE, to
[E: L) =[L":E";
w szczegblnoscel, [F @ K| = | Autg F;

(2) jesli E jest podciatem ciala F' zawierajacym ciato K, to F' jest rozsze-
rzeniem Galois ciata E;

(3) jesli E jest podciatem ciala F' zawierajacym cialo K, to E jest rozsze-
rzeniem Galois ciala K wtedy i tylko wtedy, gdy podgrupa Autg F' jest
dzielnikiem normalnym grupy Autyg F;

(4) jesli E jest podcialem ciata F' bedacym rozszerzeniem Galois ciata K,
to Autyg E ~ Autyg F/ Autg F.

DowOD.
Poniewaz F jest skonczenie wymiarowym rozszerzeniem Galois ciata K, wiec
z Lematu 2.10(3) wiemy, ze E” = E dla kazdego podciata ciala E zawiera-
jacego cialo K oraz H” = H dla kazdej podgrupy H grupy Auty F. Zatem
odwzorowanie

{E : E jest podciatem ciala F'1 K C E'}
—{H: H<AwgF}, E— F',

jest bijekcja na mocy Twierdzenia 2.6.

(1) Jezeli E' i L sa podcialami ciala F' zawierajacymi cialo K takimi, ze
L C E, to L” = L na mocy Lematu 2.10(3). Poniewaz [E : L] < [F :
K] < oo, wigc Lemat 2.10(1) implikuje, ze [L' : E'] = [L : E].
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(2) Korzystajac ponownie z Lematu 2.10(3), wiemy, ze jesli F jest podciatem
ciata F zawierajacym ciato K, to B = FE.

(3) Poniewaz [F : K] < 0o, wiec z Twierdzenia 1.8 wiemy, ze E jest rozsze-
rzeniem algebraicznym ciala K. Ponadto E” = E dla kazdego podciata
ciata E zawierajacego ciato K (Lemat 2.10(3) po raz kolejny), wiec teza
wynika z Wniosku 2.15.

(4) Niech E bedzie podciatem ciala F' bedacym rozszerzeniem Galois cia-
ta K. Podobnie jak powyzej pokazujemy, ze podciato E jest stabilne,
wiec z Lematu 2.16 wiemy, ze Extp F' ~ Autg F/Autg FF = K'/FE'.
W szczegdlnosed, | Extg F| = [K' : E'|. Z drugiej strony, z punktu (1)
wiemy, ze [K' : E'] = [E : K] = | Autg E| (druga z réwnosci jest kon-
sekwencja zalozenia, ze F jest rozszerzeniem Galois ciala K'). Zatem
| Extg F| = | Autg E|. Poniewaz Extgp F' < Autg E i |Autg F| = [E :
K] <[F: K| < o0, wiec Extg F' = Autg F', co konczy dowdd. ]

TWIERDZENIE 2.18 (ARTIN).
Niech F' bedzie cialem i G < Aut F. Jesli

K :={u€ F:o(u) =u dla kazdego o € G},
to F' jest rozszerzeniem Galois ciata K. Jesli dodatkowo |G| < oo, to [F :

DowoOD.
Oczywiscie G < Autg F oraz K = G'. Zatem K" = G" = G' = K, gdzie
druga réwnos¢ wynika z Lematu 2.5(8). Innymi stowy, F' jest rozszerzeniem
Galois ciata K.

Zat6zmy teraz dodatkowo, ze |G| < oco. Z Lematu 2.9 wiemy, ze
[F:K]=[{Id} : '] < [G : {Id}] = |G] < .
W szczegdlnodei F' jest skonczenie wymiarowym rozszerzeniem Galois ciata

K. 7 Lematu 2.10(3) wiemy zatem, ze G = G” = K' = Autg F, co konczy
dowdd. O
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3. CIALO ROZKEADU WIELOMIANU, DOMKNIECIE ALGEBRAICZNE I NORMAL-
NOSC

DEFINICJA.
Niech K bedzie ciatem i f € K|z|, f # 0. Rozszerzenie F' ciala K nazywamy
CIALEM ROZKEADU wielomianu f (nad cialem K), jedli istnieja elementy
Uy, ..., u, € F takie, ze

F=K(u,..., u,) i fr~(x—u) - (u—uy).

Ogolniej, jesli S C K|x] \ {0}, to rozszerzenie F' ciala K nazywamy CIALEM
ROZKLADU (wielomianéw ze) zbioru S (nad ciatem K), jesli istnieja elementy
ur;, € F, feS,ie(l,ng|, gdzie ny := deg f, takie, ze

F:K(UﬁilfGSiZ.E[l,nf]) i fN(ZL‘—UfJ)-"({L'—Uﬁnf)

dla kazdego f € S.

PRZYKELADY.
(1) Q(v/2) jest ciatem rozktadu wielomianu 2% — 2 € Q[z].

(2) C jest ciatem rozktadu wielomianu 22 + 1 € R[z].

(3) Q(+v/2) nie jest ciatem rozktadu wielomianu z° — 2 € Q[z].

UWAGA.
Niech K bedzie ciatem i F' cialem rozktadu zbioru S C K[xz] \ {0}.

(1) Cialo F jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K na mocy Twierdze-
nia 1.9.

(2) Jesli |S| < o0, to [F: K] < oo oraz istnieje wielomian f € K[x] taki, ze
F jest ciatem rozktadu wielomianu f.

(3) Jedli E jest podciatem ciata F' zawierajacym cialo K, to F' jest cialem
rozktadem zbioru S nad E.

TWIERDZENIE 3.1.
Niech K bedzie ciatem. Jedli f € K[z] i n := deg f > 0, to istnieje ciato F
rozktadu wielomianu f takie, ze [F': K] < nl.

DowoOD.
Dowdd bedzie indukeyjny ze wzgledu na n. Gdy n = 1, to teza jest oczywista.

Zatozmy zatem, ze n > 1. Na mocy Twierdzenia 1.7 istnieje rozszerzenie E
ciata K oraz element u € E takie, ze E = K(u), f(u) =0 oraz [E : K| < n.
Poniewaz f(u) = 0, wiec istnieje wielomian g € F[z] taki, ze f = (x —u) - g.
Wtedy deg g = n—1, wiec z zalozenia indukcyjnego istnieje ciato F' rozktadu
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wielomianu g nad ciatem F takie, ze [F': E] < (n—1)!. Wtedy F jest cialem
rozktadu wielomianu f nad cialem K oraz

[F:K|=[F:FE]-[F:K|<n-(n—1)!=n!

na mocy Twierdzenia 1.1. O]

TWIERDZENIE 3.2.
Dla ciata F' nastepujace warunki sg rownowazne.
(1) Dla kazdego wielomianu f € F[z], jesli deg f > 0, to istnieje element
u € F taki, ze f(u) =0.
(2) Dla kazdego wielomianu f € Fl[z], jesli f # 0, to istnieja elementy
U, ..., uy € F takie, ze f ~ (x —up) - (x — uyp).

(3) Jesli wielomian f € F[z] jest nierozktadalny, to deg f = 1.
(4) Jedli E jest rozszerzeniem algebraicznym ciala F', to E = F.

(5) Istnieje podcialo K ciala F' takie, ze cialo F' jest rozszerzeniem alge-
braicznym ciata K i dla kazdego wielomianu f € K[z]\ {0} istnieja
elementy uq,...,u, € F takie, ze f ~ (x —uy) -+ (u — up).

DowOb.
(1) < (2): Cwiczenie.
(2) <= (3): Cwiczenie.
(3) = (4): Niech E bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata F'. Ustalmy
element u € E. Jesli f € F[z] jest wielomianem minimalnym elementu u, to
z zalozenia deg f = 1, wiec f ~ x — u, zatem u € F'.
(4) = (3): Niech f € K|x] bedzie wielomianem nierozktadalnym. Z Twier-
dzenia 1.7 wiemy, Ze istnieje rozszerzenie F ciata F takie, ze [E : F] = deg f.
7 Twierdzenia 1.8 wiemy, ze E jest rozszerzeniem algebraicznym ciata F', a
wiec z zalozenia £ = F. Stad deg f = [F : F| = 1.
(2) = (5): Wystarczy przyja¢ K = F.
(5) = (4): Niech E bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciala F' i ustalmy

element uv € E. Z Twierdzenia 1.10 wiemy, ze E jest rozszerzeniem alge-
braicznym ciata K, wiec istnieje niezerowy wielomian f € Klz| taki, ze

f(u) = 0. Poniewaz z zalozenia istnieja elementy uy,...,u, € F takie, ze
f~(z—u) - (u—uy,), wiec istnieje i € [1,n] takie, ze u = u; € F. ]
DEFINICJA.

Cialo F' speliajace rownowazne warunki z Twierdzenia 3.2 nazywamy AL-
GEBRAICZNIE DOMKNIETYM.
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PRZYKELAD.
Zasadnicze Twierdzenie Algebry (Twierdzenie B.3) orzeka, ze ciato C liczb
zespolonych jest algebraicznie domkniete.

TWIERDZENIE 3.3.
Nastepujace warunki sg rownowazne dla rozszerzenia F' ciata K.

(1) F jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K i cialo F' jest algebraicznie
domkniete.

(2) F jest cialem rozkladu zbioru K{z| \ {0}.
(3) F jest cialem rozktadu zbioru {f € Klx] : f jest nierozktadalny}.

DowOD.
(1) = (3): Poniewaz cialo F' jest algebraicznie domknigte, wiec na mocy
Twierdzenia 3.2(2) dla kazdego wielomianu nierozkladalnego f € Klz] C
Flz] \ {0} istnieja elementy uyy,...,usn, € F, gdzie ny := deg f, takie, ze
f~(x—up1) - (v —upy,,). Aby pokazac, ze

F = K(uy; : f € K[z] nierozkladalny i i € [1,n¢]),

ustalmy element v € F'. Poniewaz F' jest rozszerzeniem algebraicznym ciata
K, wigc istnieje wielomian minimalny f € K|x] elementu u. Wtedy v = uy;
dla pewnego i € [1,ny], zatem

F C K(uy,; : f € K[z] nierozkladalny i ¢ € [1,ny]).

Inkluzja K(ug; : f € K|x] nierozktadalny i i € [1,ny]) C F' jest oczywista.
(3) = (2): Z zalozenia dla kazdego wielomianu nierozktadalnego f € K|x]
istnieja elementy wuy 1, ..., us,, € F, gdzie ny := deg [, takie, ze

[~ —upn) (2 —upn,).

Ponadto F' = K(uy, : f € K|x] nierozkladalny i i € [1,ny]). Jesli g € K[z]\

{0}, to istnieja wielomiany nierozktadalne fi,..., f,, € K[z| takie, ze
G fioe fo H (2 —ugn) (@ = ugn, ).
Jj€[tm]

Ktadac ugp;, 4. tny,  +i 7= ug,i dlaj € [1,m] ii € [1,ny] (oraz wszystkich
wielomianéw g € K[z] \ {0}), otrzymujemy

F = K(uy; : f € K[z] nierozktadalny i ¢ € [1,ny])
= K(ug; : g € K[z] \ {0} ii € [1,degg]).
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(2) = (1): Z zalozenia dla kazdego wielomianu f € K|[z] istnieja elementy
Uf1,. - Usn, € F, gdzie ny := deg f, takie, ze f ~ (v —up1) - (v — upy,).
Ponadto F' = K(uy; : f € K[z]\ {0} 17 € [1,nf]). Z definicji element uy;
jest algebraiczny nad cialem K dla kazdego wielomianu f € K[x] \ {0} oraz
i € [1,ny], wigc cialo F' jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K na mocy
Twierdzenia 1.9. Korzystajac z Twierdzenia 3.2(5), otrzymujemy, ze ciato F'
jest algebraicznie domknigte. O]

DEFINICJA.
Cialo F' spehiajace réwnowazne warunki z Twierdzenia 3.3 nazywamy DO-
MKNIECIEM ALGEBRAICZNYM ciata K.

PRZYKLAD.
Ciato C jest domknieciem algebraicznym ciata R liczb rzeczywistych.

LEMAT 3.4.
Jesli F' jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K, to [F| < Ng - |K]|.

Dowob.
Latwo pokazaé, ze |K|x]| = Ng - |K|. Rozwazmy odwzorowanie ®: F' — K|[z]
dane wzorem

®(u) := wielomian minimalny elementu u (ueF).
Wtedy [®71(f)] < Ny dla kazdego wielomianu f € K|z], wiec

TWIERDZENIE 3.5.
Dla kazdego ciata K istnieje jego algebraiczne domknigcie.

DowOb.

Wybierzmy zbior S taki, ze |S| > Ny - |[K| i K C S. Oznaczmy przez £
zbiér (1) wszystkich rozszerzen algebraicznych E ciala K takich, ze £ C S.
Oczywiscie K € £. W zbiorze £ wprowadzamy relacje czesciowego porzadku
poprzez warunek: FE; < FEs, jesli cialo Fs jest rozszerzeniem ciata Ej. Jesli
(Ei)ier jest tancuchem elementéw zbioru &, to |J,.; Ei € €, zatem z Lematu
Kuratowskiego—Zorna wynika, ze w zbiorze &£ istnieje element maksymalny.
Pokazemy, ze jesli E jest elementem maksymalnym w zbiorze £, to E jest
domknieciem algebraicznym ciala K. Oczywiscie cialo E jest rozszerzeniem
algebraicznym ciata K, wiec musimy jedynie pokazaé, ze cialo E jest alge-
braicznie domkniete.

Niech F' bedzie rozszerzeniem algebraiczny ciata F. 7Z Twierdzenia 1.10 wie-
my, ze wtedy F jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K, wiec |F| < Rg- | K|
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na mocy Lematu 3.4. Korzystajac ponownie z Lematu 3.4, wiemy, ze rOwniez
|E| < Y- |K]|. Poniewaz |S| > Nq - | K|, wigc |S — E| > R - | K. Stad

[F— B <|F| <% |K| <|S— E],

wiec istnieje injekcja £: F' — S taka, ze {(u) = wu dla wszystkich u € E.
Utozsamiajac F' z {(F'), mozemy zalozyé, ze F' C S, a wiec F' € €. Z mak-
symalnosci ciala F wynika, ze F' = F, co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 3.6.
Niech K bedzie ciatem. Jedli S C K|x] \ {0}, to istnieje ciato rozkladu wie-
lomianéw ze zbioru S nad ciatem K.

DowoOD.
Niech F' bedzie domknieciem algebraicznym ciata K oraz

X :={u € F :istnieje wielomian f € S taki, ze f(u) = 0}.
Wtedy ciato K(X) jest cialem rozkladu zbioru S. ]

TWIERDZENIE 3.7.
Niech 0: K — L bedzie izomorfizmem ciat i S C KJ[z]| \ {0}. Jesli F jest
ciatem rozktadu zbioru S nad ciatem K, a E jest cialem rozktadu zbioru
0(S) nad ciatem L, to istnieje izomorfizm &: F' — E taki, ze 7|x = 0.

DowOD.

Niech § bedzie zbiorem wszystkich trojek (M, N, ) takich, ze M jest pod-
cialem ciata F' zawierajacym ciato K, N jest podcialem ciata F zawiera-
jacym ciatlo L oraz 7: M — N jest izomorfizmem takim, ze 7|x = o.
W zbiorze & wprowadzamy relacje cze$ciowego porzadku poprzez warunek:
(M7, N1, 11) = (May, Na,13), jesii My C My, Ny C Ny i 1o|p, = 71. Korzysta-
jac z Lematu Kuratowskiego—Zorna, tatwo pokazaé, ze w zbiorze S istnie-
je element maksymalny. Pokazemy, ze jesli tréjka (M, N, T) jest elementem
maksymalnym w zbiorze S, to M = F'i N = FE, co zakonczy dowdd.

Aby pokazaé, ze M = F, wystarczy udowodnié¢, ze jesli f € S, g € K|z]
jest unormowanym dzielnikiem nierozktadalym wielomianu f i g(u) = 0 dla
pewnego u € F', to u € M. W powyzszej sytuacji wiemy jednak, ze istnieje
element v € E taki, ze (0g)(v) = 0. Zauwazmy, ze 0g = Tg, zatem korzystajac
z Twierdzenia 1.5(2), wiemy, ze istnieje izomorfizm 7: M (u) — N (v) taki, ze
T|m = 7. Wobec maksymalnosci tréjki (M, N, 1) oznacza to, ze M(u) = M,
tzn. u € M.

Réwnosé N = E pokazujemy analogicznie. O]

WNIOSEK 3.8.
Niech S C K[z]\{0}. Jedli F' i E sg cialami rozkladu zbioru S nad ciatem K,
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to ciata F'i F sg K-izomorficzne. W szczegolnodei, jesli F'i F sg domknieciami
algebraicznymi ciata K, to ciata F' i F' sg K-izomorficzne.

DowOD.
Pierwsza cze$¢ wynika z Twierdzenia 3.7 zastosowanego dla o := Idg. Druga
jest szczegblng wersja pierwszej na mocy Twierdzenia 3.3(2). H
DEFINICJA.

Niech K bedzie ciatem. Wielomian nierozktadalny f € K[z] nazywamy ROZ-
DZIELCZYM, jesli f ma tylko pierwiastki jednokrotne w swoim ciele rozktadu.

UWAGA.
Niech K bedzie cialem. Wielomian f € K[z] ma tylko pierwiastki jedno-
krotne w swoim ciele rozktadu wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian f i jego
pochodna sa wzglednie pierwsze. W konsekwencji, wielomian nieorozktadal-
ny jest rozdzielczy wtedy i tylko wtedy, gdy jego pochodna jest niezerowa.
W szczegdlnosei, jesli char K = 0, to kazdy wielomian nierozktadalny jest
rozdzielczy.

DEFINICJA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.

(1) Element u ciala F' nazywamy ROZDZIELCZYM nad ciatlem K, jesli ele-

ment u jest algebraiczny nad cialem K oraz wielomian minimalny ele-
mentu v nad cialem K jest rozdzielczy.

(2) Cialo F nazywamy rozszerzeniem ROZDZIELCZYM ciata K, jesli kazdy
element ciata F' jest rozdzielczy nad ciatem K.

UWAGA.
Niech K bedzie ciatem. Jesli char K = 0, to kazde rozszerzenie algebraiczne
ciata K jest rozdzielcze.

TWIERDZENIE 3.9.
Nastepujace warunki sg rownowazne dla rozszerzenia F' ciata K.
(1) F jest algebraicznym rozszerzeniem Galois ciata K.

(2) F jest rozszerzeniem rozdzielczym ciata K, ktére jest ciatem rozkladu
pewnego zbioru wielomianéw z K[x] \ {0}.

(3) F jest cialem rozktadu pewnego zbioru wielomianéw rozdzielczych z
Klz].

DowODb.
(1) = (2): Dla kazdego elementu u € F oznaczamy przez f, wielomian
minimalny elementu u nad cialem K (taki wielomian istnieje, gdyz F' jest
rozszerzeniem algebraicznym ciala K). Z Lematu 2.13 wiemy, ze dla kazdego
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elementu u € F' istniejg parami rézne elementy vy,...,v,, € F, takie, ze
fu=(x—wv1) - (x —0vy,,). W szczegdlnosci wielomian f, jest rozdzielezy dla
kazdego u € F oraz F jest ciatem rozktadu zbioru {f, : u € F'}.

(2) = (3): Niech F jest rozszerzeniem rozdzielczym ciata K, ktére jest
cialem rozkladu pewnego zbioru S C KJz| \ {0}. Niech T" bedzie zbiorem
unormowanych nierozktadalnych dzielnikow wielomianéw ze zbioru S. Wtedy
oczywiscie F' jest ciatem rozkladu zbioru T'. W szczegélnosci, jesli f € T,
to istnieje element u € F taki, ze f(u) = 0. Wtedy f jest wielomianem
minimalnym elementu u, wiec musi by¢ wielomianem rozdzielczym wobec
rozdzielczosci elementu u.

(3) = (1): Niech F bedzie cialem rozktadu pewnego zbioru T' wielomianéw
rozdzielezych z K[z]. Wtedy F jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K (ja-
ko ciato rozktadu zbioru wielomianéw). Aby pokazaé, ze F jest rozszerzeniem
Galois rozwazymy dwa przypadki.

1°. Zatézmy najpierw, ze [ : K] < co. Z Lematu 2.8 wiemy, ze | Autx F| <
[F: K| < co. Niech

L:={u € F:o(u) =u dla wszystkich 0 € Auty F'}.

Wtedy F jest rozszerzeniem Galois ciala L oraz Aut; F' = Autx F' na mocy
Twierdzenia 2.18. Korzystajac z Twierdzenia 2.17(1), wiemy, ze [F' : L] =
| Autg F|. Przez indukcje na [F : K| pokazemy, ze [F' : K] = | Autg F|, co
wobec réownosci [F: L] = | Autg F'| bedzie oznaczaé, ze K = L, i zakonczy
dowdd. Jesli [F: K] = 1, to teza jest oczywista, wiec zatézmy, ze [F' : K] > 1.
Poniewaz [F' : K] > 1, wiec istnieje wielomian f € T taki, ze deg f > 1. Niech
u bedzie pierwiastkiem wielomianu f. Wtedy [K(u) : K] = deg f na mocy
Twierdzenia 1.4(3) oraz f ma deg f réznych pierwiastkow (jako wielomian
rozdzielezy). Z Lematu 2.7 wiemy, ze odwzorowanie

Autg F/ Autgy F — {v e F: f(v) =0}, 0- Autgn F — o(u),

jest dobrze zdefiniowana injekcja. Pokazemy, ze jest ono réowniez surjek-
cja, a wiec [Autg F' : Autg(, F] = deg f. Istotnie, niech v € F bedzie
pierwiastkiem wielomianu f. Z Wniosku 1.6 wiemy, ze istnieje izomorfizm
7: K(u) — K(v) taki, ze 7|x = Idg i 7(u) = v. Poniewaz F jest cialem
rozkladu zbioru T nad K(u) i K(v), wiec Twierdzenie 3.7 implikuje istnienie
automorfizmu o € Autg F takiego, ze 0|k ) = 7. W szczegdlnosci o(u) = v,
co konczy dowdd surjektywnosci.

Niech 7" bedzie zbiorem dzielnikéw nierozktadalnych wielomianéw ze zbioru
T nad ciatem K (u). Wtedy T” jest zbiorem wielomianéw rozdzielczych oraz
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F jest ciatem rozktadu wielomianéw ze zbioru 7" nad ciatem K (u). Ponadto

F:K
[F: K(w)] = gk < [F: K]
na mocy Twierdzenia 1.1, wiec korzystajac z zatozenia indukcyjnego, wiemy,
ze [F: K(u)] = | Autg ) F|. Korzystajac ponownie z Twierdzenia 1.1, réw-
nosci [Autg F': Autg ) F] = deg f udowodnionej powyzej oraz Twierdzenia
Lagrange’a, otrzymujemy

[F:K|=[F: K@) [K(u): K| =|Autgq F|-deg f
= ]AutK(u) F‘ . [AutKF . AutK(u) F] = \AutK(F)],

co konczy dowodd w tym przypadku.

2°. Zalézmy teraz, ze [F' : K| = oo. Ustalmy element v € F'\ K. Na mocy
Twierdzenia 1.2 istnieje skonczony podzbiér 17" C T taki, ze u € E, gdzie
E jest ciatem rozktadu zbioru T". Korzystajac z Twierdzenia 1.9 wiemy, ze
wtedy [E : K| < 00, zatem F jest rozszerzeniem Galois ciata K na mocy cze-
sci 1°. W szezegblnodei, istnieje automorfizm 7 € Auty E taki, ze 7(u) # u.
Poniewaz F' jest ciatem rozktadu zbioru T nad cialem FE, wiec Twierdze-

nie 3.7 implikuje istnienie automorfizmu o ciata F' takiego, ze o|lp = 7.
Wtedy o € Autg F' i o(u) # u. Z dowolnosci elementu u wynika, ze F' jest
rozszerzeniem Galois ciata K. O

TwIERDZENIE 3.10 (UOGOLNIONE PODSTAWOWE TWIERDZENIE TEORII GA-
LOIS).
Niech F' bedzie algebraicznym rozszerzeniem Galois ciata K. Wtedy odwzo-
rowanie

{E : E jest podciatem ciala F'i K C E'}
S {H:H<AuwgFiH' =HY, BEvs E

jest bijekcja. Ponadto:

(1) jesli E jest podciatem ciala F' zawierajacym ciato K, to F' jest rozsze-
rzeniem Galois ciata E;

(2) jesli E jest podciatem ciala F' zawierajacym cialo K, to E jest rozsze-
rzeniem Galois ciata K wtedy i tylko wtedy, gdy podgrupa Autg F jest
dzielnikiem normalnym grupy Auty F;

(3) jesli E jest podcialem ciata F' bedacym rozszerzeniem Galois ciata K,
to Autx E ~ Autyg F/ Autg F.
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DowOD.

Korzystajac z Twierdzenia 2.6, aby udowodni¢ bijektywnos¢ powyzszego od-

wzorowania, wystarczy pokazaé, ze E” = E dla kazdego podciata F ciala I

zawierajacego ciato K, co wynika z punktu (1) udowodnionego ponizej.

(1) Niech E bedzie podciatem ciata F' zawierajacym ciato K. Z Twierdze-
nia 3.9 wiemy, ze F' jest cialem rozkladu pewnego zbioru 7' wielomianéw
rozdzielezych z K[z]. Zatem F jest réwniez cialem rozktadu zbioru T
nad ciatem E. Korzystajac ponownie z Twierdzenia 3.9, wnioskujemy,
ze F' jest rozszerzeniem Galois ciata F.

(2) Wiemy juz, ze E” = FE dla kazdego podciata E ciala F' zawierajacego
ciato K, zatem teza wynika z Wniosku 2.15.

(3) Poniewaz z zalozenia E = E” = (Autg F')' oraz Autg F' < Autg F' na
mocy punktu (1), wiec z Lematu 2.11(2) wynika, ze podcialo E’ jest sta-
bilne. Korzystajac z Lematu 2.16, otrzymujemy, ze Auty F/ Autg F ~
Extg F. Ale z Twierdzenia 3.9 wiemy, ze F jest cialem rozktadu nad
cialem K, a wiec rowniez nad E, wiec Extgp F' = Autyg F na mocy
Twierdzenia 3.7. O

DEFINICJA.
Rozszerzenie algebraiczne F' ciata K nazywamy NORMALNYM, jesli wielomian
nierozkladalny f € K|x| posiada pierwiastek w ciele F' wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja wielomiany fi,..., f, € F[z] takie, ze
f=fi-fu oraz deg f; =1 dla kazdego i € [1,n].
TWIERDZENIE 3.11.

Dla rozszerzenia algebraicznego F' ciala K nastepujace warunki sg réwno-
wazne:

(1) F jest rozszerzeniem normalnym ciata K;
(2) F jest cialem rozktadu pewnego zbioru wielomianéw z K[z \ {0};
(3) jesli K jest domknigciem algebraicznym ciata K zawierajacym ciato F
io: F— K jest K-homomorfizmem, to o(F) = F.

DowoOb.
(1) = (2): Niech {u; : i € I} bedzie baza liniowa ciala F' nad cialem
K. Jesli f; € K[x] jest wielomianem minimalnym elementu u; dla i € I,
to normalnos¢ rozszerzenia F' implikuje, ze F' jest cialem rozktadu zbioru
(2) = (3): Niech F bedzie ciatem rozkladu zbioru S C K{z]\ {0}. Wtedy
istnieja elementy us; € F, f € S, i € [1,ny], gdzie ny := deg f, takie, ze

F=K(us;: feSiiell,ng) i fN(fE—Uf,l)"‘(x—Uﬁnf)
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dla kazdego f € S. Niech o: FF — K bedzie K-homomorfizmem. Jesli f € S
ii € [1,ny], to na mocy Twierdzenia 2.2 istnieje indeks j € [1,nf] taki, ze
o(uys;) = uy, . Z réznowartoéciowosci homomorfizmu o wynika, ze dla kazdego
f € S homomorfizm o permutuje elementy zbioru {uy; : i € [1,nf]}. Stad

U(F):K(O-(uf,i):fESiie [Lnf])
= K(ug; - feSiie[lng])=F.

(3) = (1): Niech K bedzie domknieciem algebraicznym ciata F'. Korzysta-
jac z Twierdzenia 1.10, wiemy, ze K jest rowniez domknieciem algebraicznym
ciala K. Niech f € K|[z] bedzie wielomianem nierozktadalnym i u € F pier-
wiastkiem wielomianu f. Wiemy, ze istnieja elementy uy, ..., u, € K takie,
ze [~ (xr—wup)- - (x —u,). Musimy pokazaé, ze uy,...,u, € F.

Ustalmy ¢ € [1,n]. Na mocy Wniosku 1.6 istnieje K-izomorfizm o: K(u) —
K (u;). Poniewaz K jest cialem rozktadu zbioru K[z]\ {0} nad ciatem K (a
wiec réwniez ciatami K(u) i K(u;)) na mocy Twierdzenia 3.3(2), wiec na
mocy Twierdzenia 3.7 istnieje automorfizm 7 € Autg F taki, Ze 7|xw) = 0.
W szczegdlnosci 7o v: F— K, gdzie 1: F — K jest naturalnym wtozeniem,
jest K-homomorfizmem. Z zatozenia (7 o ¢)(F) = F, a wiec u; = o(u) =
(0dou)(u) € F. O

WNIOSEK 3.12.
Niech F bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata K.

(1) F jest rozszerzeniem Galois ciatla K wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest
normalnym rozszerzeniem rozdzielczym ciata K.

(2) Jesli char K = 0, to F' jest rozszerzeniem Galois ciatla K wtedy i tylko
wtedy, gdy F jest rozszerzeniem normalnym ciata K.

DowoOD.

(1) Z Twierdzenia 3.9 wiemy, ze I’ jest rozszerzeniem Galois ciala K wte-
dy i tylko wtedy, gdy jest rozszerzeniem rozdzielczym ciata K, ktore
jest cialem rozkladu pewnego zbioru wielomianéw z K[x] \ {0}. Wo-
bec Twierdzenia 3.11 ostatni warunek jest rownowazny temu, ze F' jest
rozszerzeniem normalnym ciata K.

(2) Wynika z czesci pierwszej oraz obserwacji, ze gdy char K = 0, to kazde
rozszerzenie algebraiczne ciala K jest rozdzielcze. O]

STWIERDZENIE 3.13.
Niech L = K(X) bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata K, a .S zbiorem
wielomianéw minimalnych nad ciatem K elementow zbioru X. Jesli F' jest
cialem rozktadu zbioru S nad cialem L, to
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(1) F jest rozszerzeniem normalnym ciata K;

(2) jesli E jest podciatem ciata F' zawierajacym ciato L, ktére jest rozsze-
rzeniem normalnym ciala K, to £ = F.

(1) Poniewaz L = K(X), wiec F jest réwniez ciatem rozktadu zbioru S nad
cialem K, a zatem rozszerzeniem normalnym ciata K na mocy Twier-
dzenia 3.11.

(2) Niech FE bedzie podciatem ciala F' zawierajacym ciato L, ktére jest roz-
szerzeniem normalnym ciata K. Poniewaz L C E| wiec z definicji rozsze-
rzenia normalnego dla kazdego v € X istniejg elementy w, 1, ..., Uy p, €
E takie, ze f, = (v —uy1) - (. — uyp, ), gdzie f, € K[z] jest wielomia-
nem minimalnym elementu v nad ciatem K oraz n, := deg f,, v € X.
Poniewaz F' = L(u,; : v € X ii € [1,n,]) z definicji ciata rozktadu, wiec
mamy cigg inkluzji

ECF="Llu,:veXii€[l,n,]) CE(uy;:veXiiel[l,n]) =E,

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze elementy u,,;,, v € X i1 €
[1,n,], naleza do ciala E. Zatem E = F. O

TWIERDZENIE 3.14.
Niech L bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata K. Wtedy istnieje do-
ktadnie jedno z doktadnoscig do L-izomorfizmu rozszerzenie F' ciata L takie,
ze

(1) F jest rozszerzeniem normalnym ciata K;

(2) jesli E jest podciatem ciata F' zawierajacym cialo L, ktore jest rozsze-
rzeniem normalnym ciata K, to £ = F.

DEFINICJA.
Cialo F' spelniajace warunki z Twierdzenia 3.14 nazywamy DOMKNIECIEM
NORMALNYM ciata L nad ciatem K.

DowOD.
Istnienie ciata spetniajacego powyzsze warunki wynika ze Stwierdzenia 3.13.
Niech zatem X bedzie zbiorem takim, ze L = K(X), oraz F' bedzie ciatlem
skonstruowanym w Stwierdzeniu 3.13. Zatézmy takze, ze M jest rozszerze-
niem ciata L takim, ze

(1) M jest rozszerzeniem normalnym ciata K;

(2) jesli N jest podciatem ciata M zawierajacym ciato L, ktore jest rozsze-
rzeniem normalnym ciala K, to N = M.
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Poniewaz M jest rozszerzeniem normalnym ciata K, wiec dla kazdego u € X
istnieja elementy vy 1, ..., 00, € M takie, ze f, = (x —vy1) -+ (T — Vuny)s
gdzie f, € Klz] jest wielomianem minimalnym elementu w nad cialem K
oraz n, = deg f,, u € X . Niech N := K(v,; : v € X ii € [1,n,]). Wtedy
N jest cialem rozktadu zbioru S nad ciatem K, gdzie S := {f, : v € X},
wiec N jest rozszerzeniem normalnym ciata K na mocy Twierdzenia 3.11.
Ponadto L C N, gdyz dla kazdego u € X istnicje i € [1,n,] takie, ze u = v,,.
Zatem z zatozenia N = M. Innymi stowy, M jest ciatem rozktadu zbioru S
nad cialem K, a wigc réwniez nad cialem L. Korzystajac z Twierdzenia 3.7,
otrzymujemy, ze istnieje E-izomorfizm o: F' — M. O

TWIERDZENIE 3.15.
Niech L bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata K. Jedli F' jest domknie-
ciem normalnym ciata L nad ciatem K, to:

(1) jesli rozszerzenie L jest rozdzielcze, to F jest rozszerzeniem Galois ciata
K.

Y

(2) [F: K] < oo wtedy i tylko wtedy, gdy [L : K] < oo.

DowOb.

Korzystajac z Twierdzenia 3.14 i Stwierdzenia 3.13, mozemy zaltozy¢, ze F

jest cialem rozktadu zbioru S nad ciatem L, gdzie S jest zbiorem wielomianow

minimalnych elementéw (pewnego) zbioru X nad cialem K, X C Li L =

K(X).

(1) Jesli rozszerzenie L jest rozdzielcze, to wszystkie wielomiany ze zbioru
S sa rozdzielcze, a wiec F' jest rozszerzeniem Galois ciala K na mocy
Twierdzenia 3.9.

(2) Oczywiscie [L : K] < oo, jesli [F : K] < oo. Jesli [L : K] < oo, to
mozemy zatozy¢, ze | X| < oo, wiec réwniez |S| < oo, a zatem [F': K] <
00. [
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B. ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY

LEMAT B.1.
Jesli F jest skoniczenie wymiarowym rozszerzeniem rozdzielczym nieskonczo-
nego ciata K, to istnieje element u € F' taki, ze F' = K (u).

DowOb.

Niech E bedzie domknieciem normalnym ciata F' nad ciatem K. Poniewaz
F' jest skonczenie wymiarowym rozszerzeniem rozdzielczym nieskonczonego
ciata K, wiec z Twierdzenia 3.15 wiemy, ze E jest skonczenie wymiarowym
rozszerzeniem Galois ciala K. W szczegdlnosci, z Twierdzenia 2.17 wynika,
ze istnieje tylko skoniczenie wiele podciat L ciata E takich, ze K C L. W
konsekwencji, istnieje tylko skonczenie wiele podciat L ciata F' takich, ze
K C L.

Poniewaz [F: K] < 0o, wiec istnieje element u € F taki, ze
[K(u) : K] =max{[K(w) : K] :w € F}.

Przypusémy, ze K(u) # K. Wybierzmy element v € F'\ K(u). Poniewaz
ciato K jest nieskonczone oraz istnieje tylko skonczenie wiele podcial L ciata
F takich, ze K C L, wiec istnieja elementy a,b € K takie, ze a # b oraz
Ku+a-v)=K(u+b-v). Wtedy

(a=b)-v=(ut+a-v)—(u+b-v) € K(u+a-wv).

Stad v = (a—b)"'-(a—0b)-v € K(u+a-v) (gdyz a —b € K*) oraz
u=(ut+a-v)—a-veE K(u+a-v). Zatem K(u) C K(u+ a-v), sprzecznost
z wyborem elementu u. Zatem K(u) = K. .

LEMAT B.2.
Nie istnieje rozszerzenia stopnia 2 ciata C.

DowOD.
Gdyby F' byto rozszerzeniem stopnia 2 ciata C, to F' bytoby rozszerzeniem
algebraicznym ciata C (na mocy Twierdzenia 1.8) oraz istniatby element
u € F taki, ze FF = C(u). Twierdzenia 1.4 implikowaloby zatem, ze wielomian
minimalny elementu u bytby stopnia 2, co jest jednak niemozliwe, gdyz tatwo
pokazaé, ze kazdy wielomian stopnia 2 o wspotezynnikach w ciele C posiada
pierwiastek zespolony. O

TWIERDZENIE B.3 (ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY).
Ciato C jest algebraicznie domknigte.

DowOD.
Ustalmy wielomian f € C[z] taki, ze deg f > 0. Z Twierdzenia 1.7 wiemy,
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ze istnieja rozszerzenie F' ciala C oraz element u € F takie, ze F' = C(u),
f(u) =01 [F: C] < co. W szezegdlnosci z Twierdzenia 1.1 wiemy, ze [F :
R] =2-[F : C] < oo, wiec Twierdzenie 1.8 implikuje, ze F jest rozszerzeniem
algebraicznym ciata R.

Niech E bedzie domknigciem normalnym ciata F' nad ciatem R. Wtedy E
jest rozszerzeniem Galois ciala R takim, ze [E : R] < oo na mocy Twier-
dzenia 3.15. W szczegélnosci | Autg F| = [E : R] < oo na mocy Twierdze-
nia 2.17(1). Jedli | Autg E| = 2" -m dlan € Nim € Ny takich, ze 2 { m, to
z Pierwszego Twierdzenia Sylowa wiemy, ze istnieje podgrupa G < Autg F
taka, ze |G| = 2". Niech

K :={u € E:o(u) = u dla wszystkich o € G}.

Wtedy [K : R] = [Autg £ : G] = m na mocy na mocy Twierdzenia 2.17(1).
Z Lematu B.1 wiemy, ze istnieje element u € K taki, ze K = R(u). Jedli f
jest wielomianem minimalnym elementu u, to f jest wielomianem nierozkta-
dalnym stopnia m nad ciatem R (na mocy Twierdzenia 1.4(3)), wiec m = 1,
gdyz 2 ¥ m. W szczegblnosci, | Autg F| = 2", a wiec istnieje | € N takie, ze
| Aute E| = 2!, gdyz Aute E < Autg E.

Gdyby [ > 0, to na mocy Pierwszego Twierdzenia Sylowa istniataby podgru-
pa H grupy Autc E taka, ze [Autc E : H] = 2. Niech

L:={u€ FE:o(u)=u dla wszystkich c € H}.

Wtedy [L : C] = [Autc £ : H] = 2 na mocy na mocy Twierdzenia 2.17(1),
co jest niemozliwe na mocy Lematu B.2. Stad [ = 0, a wiec Autc F = {Idg}.
Zauwazmy, ze cialo E jest rozszerzeniem Galois ciala C na mocy Twier-
dzenia 2.17(2), wiec oznacza to, ze E = C, a co z tym idzie FF = C. W
szczegblnosei, u € C oraz f(u) = 0. O
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4. GRuUPA GALOIS WIELOMIANU

DEFINICJA.
Niech K bedzie cialem. GRUPA GALOIS wielomianu f € K[z] nazywamy
grupe Autg F, gdzie F' jest cialem rozkladu wielomianu f nad cialem K.

OZNACZENIE.
Jedli K jest ciatem i f € K|[z], to grupa Galois wielomianu f nad nad cialem
K oznaczamy Galg f.

TWIERDZENIE 4.1.
Niech K bedzie ciatem i f € K[z] wielomianem stopnia n.

(1)

DowoD.

(1)

Jesli X jest zbiorem pierwiastkéw wielomianu f w jego ciele rozktadu
nad ciatem K, to funkcja

p: Galg f — &x, 0= (z+— o(2)),

jest dobrze zdefiniowanym monomorfizmem grup.
W szczegolnosci, grupa Galg f jest izomorficzna z podgrupa grupy Gx.

Jesli wielomian f jest rozdzielezy, to n dzieli | Galk f| oraz grupa Im ¢
jest podgrupa przechodnig grupy Gx ~ G,,.

Poprawnos¢ definicji funkcji ¢ wynika z Twierdzenia 2.2. Latwo tez
sprawdzi¢, ze ¢ jest homomorfizmem grup. Jesli F' jest ciatem rozkta-
du wielomianu f nad cialem K, to z definicji F = K(X) i Galg f =
Autg F', wiec ¢ jest monomorfizmem.

Zatozmy teraz, ze wielomian f jest rozdzielczy. Wtedy w szczegolnosci
| X| =n, wiec Gx ~ &,

Wybierzmy pierwiastek u € X. Wtedy [K(u) : K] = n na mocy Twier-
dzenia 1.4. Poniewaz F jest rozszerzeniem Galois ciata K na mocy
Twierdzenia 3.9, wiec Twierdzenie 2.17(1) implikuje, ze

(Galg f: Autg K] = [Autg F' : Autg,) K] = [K(u) : K] =n.

W szczegdlnoscei, n dzieli | Galk f|.

Dla dowodu przechodniosci podgrupy Im ¢ ustalmy pierwiastki u,v €
X. Na mocy Wniosku 1.6 istnieje K-izomorfizm 7: K(u) — K(v) taki,
ze T(u) = v. Korzystajac z Twierdzenia 3.7, wiemy, zZe istnieje izomor-
fizm o: I — F taki, ze o|gw) = 7. Wtedy 0 € Galg f i o(u) = v, co
konczy dowdd. O]

TWIERDZENIE 4.2.
Niech p bedzie liczba pierwsza i f € Q[z] wielomianem nierozkladalnym
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stopnia p. Jesli f ma dokladnie dwa nierzeczywiste pierwiastki zespolone, to
Galg f ~ G,.

DowOD.
Niech X bedzie zbiorem pierwiastkéw (zespolonych) wielomianu f. Na mocy
Twierdzenia 4.1(1) mozemy utozsami¢ grupe Galg f z podgrupa grupy Sx.
Poniewaz char Q = 0, wiec wielomian f jest rozdzielczy, zatem |X| = p, a
wicc &x ~ 6,. Wystarczy zatem pokazac, ze Galg f = Gx.
Korzystajac z Twierdzenia 4.1(2), wiemy, ze p dzieli | Galg f|. Z Twierdzenia
Cauchy’ego wynika zatem, ze istnieje permutacja o € Galg f rzedu p. Bez
straty ogdlnosci mozemy zaltozy¢, ze o(a) = b, gdzie a i b sa nierzeczywistymi
pierwiastkami zespolonymi wielomianu f.
Niech 7 € Galg f bedzie permutacja zbioru X indukowang przez sprzezenie
zespolone. Wtedy 7 jest transpozycja elementéw a i b oraz permutacje 71 o
generuja grupe Gx. Poniewaz 7,0 € Galg f, wiec mamy cigg inkluzji

6X = <7',O'> gGaleg 6X7

z ktorego wynika, ze Galg f = Gx. m
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5. CIALA SKONCZONE

TWIERDZENIE 5.1.
Niech P bedzie najmniejszym podciatem ciata F'.

(1) Jesli char F > 0, to P ~F,, gdzie p := char F.
(2) Jesli char F =0, to P ~ Q.

DowOD.
Poniewaz P jest podciatem ciata F', wiec funkcja ¢: Z — P zdefiniowana
wzorem

po(m):=m-1 (m € Z),

jest dobrze okreslonym homomorfizmem. Wtedy Kerp = (p), gdzie p :=
char F'.

(1) Zalézmy, ze p > 0. Niech ¢: Z/Kerp — P bedzie monomorfizmem
indukowanym przez ¢. Wtedy Z/ Ker ¢ ~ Im ¢ jest dziedzina. Poniewaz
kazda skonczona dziedzina jest ciatem, wiec Im ¢ jest ciatem i ¢ jest
monomorfizmem ciat. Z minimalnosci podciata P wynika, ze P = Im ¢ ~

F

(2) Zalézmy, ze char F' = 0. Wtedy Ker p = {0} i p(m) jest elementem od-
wracalnym dla kazdej liczby m € S := Z\ {0}. Stad mamy indukowany
homomorfizm ciat ¢: Q = S7'Z — P, ktéry musi by¢ monomorfizmem.
Z minimalnosci podciata P wynika, ze P =Imvy ~ Q. O

P

WNIOSEK 5.2.
Jesli F' jest ciatem skoniczonym, to istnieje liczba pierwsza p taka, ze char F' =
pi|F|=p™ dla pewnej liczby n € N,

DowOb.
Niech P bedzie najmniejszym podciatem ciata F'. Poniewaz ciato F' jest skon-
czone, wigc z Twierdzenia 5.1 wynika, ze p := char ' > 01 P ~ Z,. W
szczegblnosci, p € P, gdyz Z, ~ P jest cialem. Zauwazmy, ze cialo F' jest
przestrzenia liniowa nad ciatem P. Jedli n := dimp F', to |F| = |P|" = p™ i
n € Ny, gdyz P # {0}. O

TWIERDZENIE 5.3.
Jedli I jest cialem i G jest podgrupa skonczong grupy F*, to grupa G jest
cykliczna. W szczegélnosci, jesli F jest ciatem skonczonym, to grupa F* jest
cykliczna.

DowOb.
Poniewaz G jest skoniczong grupa abelowa, wiec istnieja liczby my,...,m, €

36



TEORIA GALOIS

N, takie, ze my | mg | -+ | my, i
Gl @ ® Lo,

W szczegblnosci, ordg u | m, dla kazdego elementu u € G. Innymi stowy,
kazdy element grupy G jest pierwiastkiem wielomianu ™" — 1. Poniewaz
wielomian ™" — 1 ma co najwyzej m,, pierwiastkow w ciele F, wiec

my - -my = |G| < m,,.

Stad m; =---=my,_1 =1, a wiec G ~Z,,,. O]
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6. RozDZIELCZOSC

DEFINICJA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K.

(1) Element u € F nazywamy CZYSTO NIEROZDZIELCZYM nad K, jesli jest
algebraiczny i istnieje m € N, takie, ze f = (x — u)™, gdzie f € K|[z]
jest wielomianem minimalnym elementu .

(2) Rozszerzenie F nazywamy CZYSTO NIEROZDZIELCZYM, jesli kazdy ele-
ment ciata F' jest czysto nierozdzielczy nad ciatem K.

TWIERDZENIE 6.1.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K. Element u € F' jest rozdzielczy i
czysto nierozdzielczy nad ciatem K wtedy i tylko wtedy, gdy u € K.

DowOD.
Niech f bedzie wielomianem minimalnym ciata elementu v € F. Wtedy
element jest rozdzielczy i czysto nierozdzielczy wtedy i tylko wtedy, gdy
ged(f, f') = 1 oraz istnieje m € N, takie, ze f = (z — u)™. Poniewaz
ff=m-(x—um™" wicc

(x —u)™ ! gdy char F'{m,
0 gdy char F' | m,

ged(f, f') = {

wiec powyzsze warunki moga by¢ spelione wtedy i tylko wtedy, gdy m = 1,
a wiec u € K. O

LEMAT 6.2.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K charakterystyki p > 0. Jesli element
u € F jest algebraiczny nad ciatem K, to istnieje n € N takie, ze element
uP" jest rozdzielczy nad ciatem K.

DowOD.
Jesli element u jest rozdzielczy nad ciatem K (w szczegblnosci, jesli u € K),
to teza jest oczywista. Zalozmy zatem, ze element u nie jest rozdzielczy i
niech f bedzie wielomianem minimalnym elementu w. Poniewaz element u
nie jest rozdzielczy, wiec f = 0, zatem istnieje wielomian g € K|x] taki,

ze f = g(zP). Poniewaz g(uP) = 0 oraz degg < deg f, wiec z zalozenia

indukcyjnego istnieje n € N takie, ze element (uP)P" = " jest rozdzielezy

nad ciatem K. ]
LEMAT 6.3.

Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K oraz F' = K(X) dla pewnego podzbio-
ru X ciata F. Jedli kazdy element zbioru X jest rozdzielczy nad cialem K,
to F' jest rozszerzeniem rozdzielczym ciata K.
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DowOD.
Ustalmy element v € F. Z Twierdzenia 1.2 wiemy, ze istnieja elementy
ug, ..., u, € X takie, ze v € K(uq,...,u,). Dla kazdego i € [1,n] niech f;
bedzie wielomianem minimalnym elementu u; nad cialem K. Wtedy wielo-
miany fi, ..., f, sarozdzielcze nad ciatem K. Niech E bedzie ciatem rozktadu
zbioru {fi,..., fn} nad ciatem K(uy,...,u,). Wtedy E jest rowniez cialem
rozkladu zbioru {f1,..., f,} nad cialem K, zatem E jest rozszerzeniem roz-
dzielczym ciata K na mocy Twierdzenia 3.9. W szczegdlnosci element v jest
rozdzielczy nad ciatem K, gdyz v € K(uy,...,u,) C E. O

TWIERDZENIE 6.4.
Niech F' bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata K. Jedli S jest zbiorem
wszystkich elementéw ciata F', ktore sa rozdzielcze nad cialem K, to S jest
podciatem ciata F', ktore jest rozszerzeniem rozdzielczym ciata K.

DowOD.
Musimy pokazaé, ze S jest podciatem ciala F', réwnowaznie S = K(S). Z
Lematu 6.3 wiemy jednak, ze K(S) C S. Poniewaz inkluzja S C K(S) jest
oczywista, wiec to konczy dowod. O]

DEFINICJA.
Niech F' bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciata K. Jedli S jest podciatem
ciata F' ztozonym ze wszystkich elementow, ktore sa rozdzielcze nad cialem
K, to definiujemy STOPIEN ROZDZIELCZY [F' : K| ciala F' nad cialem K
wzorem [F': K| :=[S : K] oraz STOPIEN NIEROZDZIELCZY [F : K|; ciala F’
nad ciatem K wzorem [F : KJ; :== [F : S].

UWAGA.
Jesli F' jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K, to [F: K| = [F : K|s-[F':
KJ;.

DowOD.
Bezposrednio z definicji oraz Twierdzenia 1.1. ]

OZNACZENIE.
Jedli F'i E sa rozszerzeniami ciala K, to przez Morg (F, E) oznaczamy zbior
wszystkich K-homomorfizméw F' — E.

UWAGA.
Niech F' bedzie skoficzenie wymiarowym rozszerzeniem ciata K. Jesli E jest
rozszerzeniem ciata K, to zbior Morg (F, E) jest skoniczony.

DowOb.
Korzystajac z zalozenia [F : K| < oo i Twierdzenia 1.8 wiemy, ze F jest
skoniczenie generowanym rozszerzeniem algebraicznym ciata K. Wybierzmy
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zatem skonczony podzbiér X C F taki, ze ' = K(X), oraz dla kazde-
go u € X niech f, bedzie wielomianem minimalnym elementu u. Niech Y
zbiorem pierwiastkéw wielomianu [,y fu W ciele £. Korzystajac z Twier-
dzenia 2.2, wiemy, ze jesli 0 € Morg(F, E), to o(X) C Y. Ponadto, jesli
0,7 € Morg(F, E), to 0 =7, oile o(u) = 7(u) dla kazdego elementu u € X,
wiec

| Morg (F, E)| < |Y¥| < o0,

gdzie druga z nierownosci wynika z faktu, ze zbiér Y jest skonczony. O

LEMAT 6.5.
Niech F' bedzie rozszerzeniem ciata K, E podciatem ciala F' zawierajacym
cialo K oraz N jest rozszerzeniem normalnym ciala K zawierajacym cia-
to F. Niech ¥: Autg N — Morg(E,N) i &: Morg(F,N) x Autg N —
Mor g (F, N) beda funkcjami danymi wzorami

U(o):=0op (0 € Autg N)

O(r,0) =007 (1 € Morg(F,N), 0 € Autg N),

gdzie p: 2 — N jest naturalnym wtozeniem. Wtedy

(1) Funkcja ¥ jest surjekcja.

(2) Jesli X jest zbiorem reprezentantéw wiékien funkcji W, to funkcja ®|nior, (5,8 x x
jest bijekcja.

(3) |Morg(F,N)| = |Morg(F,N)|-|Morg(E,N)]|.

DowoD.

(1) Z Twierdzenia 3.11 wiemy, ze cialo N jest cialem rozktadu pewnego
zbioru S C K[z] \ {0} nad cialem K. Wtedy N jest réowniez cialem
rozktadu zbioru S nad ciatem E. Ustalmy o € Morg(F, N). Poniewaz
S C K|z], wiec N jest ciatem rozktadu zbioru S nad ciatem o(FE). Stad
na mocy Twierdzenia 3.7 istnieje automorfizm & € Autyx N taki, ze
g=07o0 .

(2) Pokazemy najpierw, ze ®|nior, (7,n)x x jest surjekcja. Dla ¢ € Morg (F, N)
definiujemy o € Morg(E, N) wzorem o := ¢ o1, gdzie v: E — F jest
naturalnym wtozeniem. Z punktu (1) wiemy, ze istnieje automorfizm
T € X taki, ze U(7) = 0. Jedli 7 := 5 to¢, to (1,5) € Morg(F, N) x X
i¢p=(7,0).
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Zatézmy teraz, ze 11,70 € Morg(F,N), 01,00 € X oraz ®(m,01) =
O (13, 09). Wtedy 17101 =p =101, gdyz 71,79 € Morg(F, N). Stad

V(o)) =010 =010T10L=090T90L =030 = V(0y),
Poniewaz 01,0, € X, wiec 07 = 09, a wiec roOwniez
_ 1 _ 1 _
=0, o(o10m) =05 0(030T) =To.

(3) Z punktu (2) wiemy, ze |Morg(F, N)| = |Morg(F, N)| - | X]|, gdzie X
jest zbiorem reprezentantéw widkien funkcji W. Ponadto z punktu (1)
wynika, ze | X| = | Morg(F, N)|, co konczy dowdd. O

STWIERDZENIE 6.6.
Niech F' bedzie skoniczenie wymiarowym rozszerzeniem ciata K. Jesli N jest
rozszerzeniem normalnym ciata K zawierajacym ciato F', to

| Morg (F, N)| = [F : K],.

Dowob.
Zatézmy najpierw, ze F' jest rozszerzeniem rozdzielczym ciata K, a wigc w
szezegblnodel [F @ K|s=[F : K|. Gdy [F: K] =1,to F = K i

| Moty (F, N)| = | Morg (K,N)| =1 = [F : K].

Zatézmy wiec, ze [F': K] > 1 i wybierzmy element v € F'\ K. Jesli [K(u) :
K] < [F: K], to z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze

| Morg (K (u), N)| = [K(u) : K] i | Morg () (F, N)| = [F : K(u)].
Zatem korzystajac z Lematu 6.5(3), otrzymujemy

| Mor (F, N)| = [ Mor ) (F, N)| - | Morg (K (u), N
= [F: K(u)] - [K(u) : K] = [F: K],

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z Twierdzenia 1.1.

Zatozmy zatem, ze K(u) = F. Wtedy [F : K| = deg f, gdzie f jest wielomia-
nem minimalnym elementu u nad ciatem K (na mocy Twierdzenia 1.4(3)).
Stwierdzenie 2.1, Twierdzenie 2.2 i Wniosek 1.6 implikuja, ze K-morfizmdow
z F'= K(u) do N jest doktadnie tyle co pierwiastkow wielomianu f w ciele
N. Poniewaz rozszerzenie F' jest rozdzielcze, a rozszerzenie N jest normalne,
wiec tych pierwiastkow jest doktadnie deg f = [F : K], co konczy dowdd
réwnosci | Morg (F, N)| = [F : K] w tym przypadku.
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Niech teraz F' bedzie dowolnym ciatem i oznaczmy przez S podciato ciata
F ztozone ze wszystkich elementéw, ktore sa rozdzielcze nad K. 7 czesci
pierwszej dowodu wiemy, ze

| Morg (S, N)| =[S : K] =[F: K|s.

Dla zakonczenia dowodu wystarczy zatem pokazaé ze funkcja ®: Morg (F, N) —
Morg (S, N) dana wzorem

®(0) :=0opuk (0 € Morg(F,N)),

gdzie pf: S — F jest naturalnym wlozeniem, jest bijekcja. Teza jest oczywi-
sta, gdy char K = 0, gdyz wtedy S = F. Zat6zmy zatem, ze p := char K # 0.
Pokazemy najpierw, ze funkcja ® jest surjekcja. W tym celu ustalmy homo-
morfizm 7 € Morg(S, N). Poniewaz N jest rozszerzeniem normalnym ciata
K, wiec N jest cialem rozktadu nad cialem K pewnego zbioru T" wielomia-
néw z Kz] \ {0} na mocy Twierdzenia 3.11. W konsekwencji N jest cialem
rozkladu zbioru 7' nad ciatami S i 7(95). Korzystajac z Twierdzenia 3.7,
otrzymujemy, ze istnieje automorfizm 7 € Autx(N) taki, ze 7o ud = 7,
gdzie ¥ : S — N jest naturalnym wlozeniem. Wtedy 7 = ®(7 o uf), gdzie
ponownie p¥: F — N jest naturalnym wlozeniem.

Zalézmy teraz, ze o1, 09 € Morg (F, N) sa homomorfizmami takimi, ze ®(o1) =
B(0y). Jedli u € F, to istnieje n € N takie, ze u?" € S na mocy Lematu 6.2.
Wtedy

n

(a1(w)”" = o1(u”") = oa(u”") = (02(u))"",
wiec 01(u) = o9(u). Z dowolnosci elementu u wynika, ze 01 = 03, a wiec
jest injekcja, co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 6.7.
Jedli F' jest skonczenie wymiarowym rozszerzeniem ciata K oraz E jest pod-
ciatem ciata F' zawierajacym ciato K, to

[F:K]s=[F:FEls-[E: K] 1 [F: K|, =[F:E];|EF:K|.

DowoOD.
Niech K bedzie domknieciem algebraicznym ciala K zawierajacym ciato F.
Wtedy z Twierdzen 3.3(2)i 3.11 wynika, ze K jest rozszerzeniem normalnym
cial K i E. Korzystajac ze Stwierdzenia 6.6, wiemy zatem, ze

[F : K]y = | Morg (F, K)|, [F : E], = |Morg(F, K)|
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[E: K], = |Morg(E, K)|.
Lemat 6.5 implikuje zatem, ze

[F: K], = |Morg(F, K)|
= |Morg(F, K)| - |Morg(E,K)| = [F : Bl - [E : K],.
Mamy ponadto

[F: K] = b = paei; = [ Bl - [E: K],

gdzie druga rowno$c jest konsekwencja czesci pierwszej oraz Twierdzenia 1.1.
]

WNIOSEK 6.8.
Niech f € K|z]| bedzie unormowanym wielomianem nierozktadalnym, F' cia-
tem rozktadu wielomianu f oraz u € F pierwiastkiem wielomianu f. Jesli
Uy, ..., u, € F' sg parami roznymi pierwiastkami wielomianu f w ciele F', to
n=[K(u): K] oraz

f=(z—u) - (z— un))[K(“):K]i.

DowOD.
Teza jest oczywista, gdy char K = 0, zatem zal6zmy, ze p := char K # 0.
Niech 71, ..., r, beda krotno$ciami elementéw wuq, ..., u, jako pierwiast-
kéw wielomianu f. Ustalmy i € [1,n]. Wniosek 1.6 implikuje, ze istnieje
K-izomorfizm o: K(u) — K(u;) taki, ze 0;(u) = ;. Korzystajac z Twier-
dzenia 3.7, otrzymujemy istnienie K-izomorfizmu o;: F' — F' takiego, ze
G| k() = 0;. Poniewaz f € Klz], wiec z Twierdzenia 2.2 wynika, ze

(@ —u)" (@ —u)™ = f=0:f = (= Ts(w))" -+ (& — Ts(un))™
Poniewaz pierécien F[z] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu, wiec
r; = r, gdzie r jest krotnoscig elementu u jako pierwiastku wielomianu f.
Stad

f=(@-w)(e—w) i degf=n-r

Zauwazmy, ze n = | Morg (K (u), F')|. Istotnie, jesli o € Morg (K (u), F), to

o(u) = u; dla pewnego i € [1,n] na mocy Twierdzenia 2.2, wiec | Morg (K (u), F')| <
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n na mocy Stwierdzenia 2.1. Z drugiej strony, homomorfizmy oy, .. ., 0, skon-
struowane powyzej sa parami roézne, co dowodzi przeciwnej nieréwnosci.

Poniewaz F jest rozszerzeniem normalnym ciata K (u) na mocy Twierdze-
nia 3.11, wigc powyzsze obserwacja oznacza wobec Stwierdzenia 6.6, ze n =
[K(u) : K]s. Na zakonczenie dowodu pierwszej czesci zauwazmy jeszcze, ze

K(u):K e ner
[K(u) : K]; = [[K((u)):K]L = dff =5 ="
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7. ROZSZERZENIA CYKLICZNE

DEFINICJA.
Niech F bedzie skoficzenie wymiarowym rozszerzeniem ciala K oraz K do-
mknieciem algebraicznym ciata K zawierajacym ciato F. Jesli u € F, to
NORMA elementu u (wzgledem F' i K) nazywamy

NEw = [ (o)
g€Morg (F,K)
Podobnie, SLADEM elementu u (wzgledem F' i K) nazywamy
TE(u) :=[F: K); - Z o(u).
g€Morg (F,K)

OZNACZENIE.
Jedli ciata K i F wynikaja z kontekstu, to piszemy N i T zamiast NE i TE.

PRZYKELAD.
Jesi K =RiF=C,to

Morg(C, C) = {Idc, 7},
gdzie 7: C — C jest dane wzorem:

7(z): =z (2 €C).
Zatem

N(z)=z'-7' = |z i T(z)=1-(2+7%) =2rez
dla kazdej liczby z € C.

TWIERDZENIE 7.1.
Niech F' bedzie skonczenie wymiarowym rozszerzeniem Galois ciata K. Jesli

u € F, to

NE(u) = H o(u) i TE(u) = Z o(u).

ocAutg F occAutg F

DowOD.
Niech K bedzie domknieciem algebraicznym ciala K zawierajacym ciato F.
Poniewaz F' jest rozszerzeniem normalnym ciata K" na mocy Wniosku 3.12(1),
wiec z Twierdzenia 3.11 wynika, ze Morg(F, K) = Autg(F). Korzystajac
ponownie z Wniosku 3.12(1), wiemy, ze F' jest rozszerzeniem rozdzielczym
ciala K, zatem [F : K]; = 1 i teza wynika wprost z definicji. H
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TWIERDZENIE 7.2.
Niech F' bedzie skonczenie wymiarowym rozszerzeniem ciata K.

(1) Jesli u,v € F, to

NE(u-v) = NE(u) - NE(v) i TE(u+v) = TE(uw) +TE(®).
(2) Jesliu e K, to

NE(u) = ulf*] i TE()=[F:K]-u.

(3) Jesliue Fif=a"+a, 2" 1+ +ag jest wielomianem minimalnym
elementu u nad cialem K, to

NE() = (~1)" - ag) <O TEw) = ~[F : K(u)] - .

W szczegolnosei, NE(u), TE (u) € K.

(4) Jesli E jest podciatem ciata F' zawierajacym ciato K oraz u € F, to
Nig(u) = N¢(Ng(w) 1 Ti(u) = T(Tg (w).

UWAGA.
Z punktu (3) wynika, ze jesli u € F', to elementy Ni(u) i Nj(u) nie zaleza
od wyboru domknigcia algebraicznego K ciata K.

DowOD.
(1) Bezposrednio z definicji.

(2) Poniewaz u € K, wigc o(u) = u dla kazdego homomorfizmu o €
Morg (F, K). Poniewaz ponadto |Morg(F,K)| = [F' : K|s na mocy
Stwierdzenia 6.6, wiec

Niw= T (el
g€Morg (F,K)

_ H U[F:KL- _ u[F:K]y[F:K}i _ U[F:K}

g€Morg (F,K)

Analogicznie, TE (u) = [F : K] - u.

(0) Niech E bedzie podciatem ciata F' zawierajacym ciato K. Z Lematu 6.5
wiemy, ze zbior Morg (F, K) sktada si¢ z elementéw postaci oy o 75,

ke [1,t,j € [1,r], gdzie homomorifzmy 71, ..., 7, sa wszystkimi parami
réznymi elementami zbioru Morg (F, K), natomiast o1, ...,0; € Autg K
sg takimi automorfizmami, ze homomorfizmy oy o u, ..., o, o u, gdzie
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pu: E — K jest naturalnym wiozeniem, s wszystkimi parami réznymi
elementami zbioru Morg (E, K). Poniewaz [F' : K|; = [F : E|; - [E : KJ;
na mocy Wniosku 6.7, wiec

Nic(u) = [T T (on(r(w))

k=1 j=1

= [T (o (T (o))

j=

Analogicznie

Ti(u) = [E: K], - Y onl(T (u)).

k=1
Bedziemy stosowaé notacje i wzory z punktu (0) dla F := K (u).
Poniewaz u € K (u), wiec N}?(u)(u) = ylFE@] ng(u) (u) =[F: K(u)]-u
na mocy punktu (2). Zatem, stosujac wzory z czesci (0), otrzymujemy

t

NE(u) = T (o ay) OO
k=1

t

TE() = [F: K(w)] - K@) : K] -3 oxlw).

k=1
Zatem dla dowodu wystarczy pokazac, ze

t

[T(on(w) ™™ = (—1)mae i [K(@): K- o) = —aq.

k=1 k=1
Poniewaz oy o i, ..., 0y o p sg wszystkimi parami roznymi elementa-
mi zbioru Morg (K (u), K), wiec o1(u), ..., oy(u) sa wszystkimi parami

roznymi pierwiastkami wielomianu f na mocy Wniosku 1.6, Stwierdze-
nia 2.1 oraz Twierdzenia 2.2. Korzystajac z Wniosku 6.8, otrzymujemy

f = (= ra(w)) (o = o)) KO
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W szczegdlnosci n = deg f =t - [K(u) : K];. Ponadto

ap = ((=1) - oy (u) - - - o () K@K
= (—)E@EL (g (1) - oy (w) ) K@D

)" ﬁ [K(u Kl

k=1

Podobnie

t

an1 = —[K(u): K; - Zak(u),

k=1
co konczy dowdd.
(4) Ponownie bedziemy stosowaé notacje i wzory z z punktu (0).
7 czedci (3) wiemy, ze NE(u),TE(u) € E, wiec op(NE(u)) = (op o
W) (NE(u)) oraz o;(TE (u)) = (op o p)(TE (u)) dla kazdego k € [1,t].
Poniewaz o1 0y, ..., 0y 0 p1 sa wszystkimi parami réznymi elementami
zbioru Morg (E, K), wiec

t t
Hak (Ng (u [EK H (o 0 ) (N (u )))[E:Kh
k=1 k=1

(N

= I (oWE@)* = NE(Ng ().

oEMorg (E,K)
Analogicznie dowodzimy, ze TE (u) = TE(TE (u)). O

DEFINICJA.
Zbior S automorfizméw ciata F' nazywamy LINIOWO NIEZALEZNYM, o ile
spetniony jest warunek: jesli a,, 0 € S, sg elementami ciala F' takimi, ze
#{o €S a,#0} <o00i) s, 0(u) =0 dla wszystkich elementow
u € F, to a, = 0 dla wszystkich automorfizmow o € S.

LEMAT 7.3.
Kazdy zbiér automorfizméw ciata F' jest liniowo niezalezny.

DowOb.
Przypusémy, ze istnieje zbior automorfizméw ciata F', ktory nie jest liniowo
niezalezny, i ustalmy minimalny taki zbiér S. Wtedy |S| < oo oraz istnieja
elementy a,, o € S, takie, ze a, # 0 dla kazdego automorifzmu o € S oraz

(%) Zao co(u) =0

c€eS
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dla wszystkich elementéw u € F'.

Zauwazmy, ze |S| > 1. Istotnie, gdyby S = {01}, t0 0 = > __sas-0(1) = a,,,
co bytoby sprzeczne z zatozeniami. Wybierzmy zatem automorfizmy oy, 09 €
S oraz element v € F' takie, ze 01(v) # 02(v). Z zalozenia (x) zastosowanego
dla v réwnego v - u wynika, ze

> a,-0(v)-o(u)=0
og€eS

dla wszystkich elementéow v € F. Odejmujac od powyzszej réwnosci row-
nos¢ (x) pomnozong przez oq(v), otrzymujemy, ze

Z a, - o(u)=0
oeS’

dla wszystkich elementéw u € F, gdzie S’ := 5\ {01} oraz a], := (0,(v) —
o(v))-a, dlao € S'. Poniewaz o, € S i a,, # 0, wigc zbiér S’ nie jest liniowo
niezalezny, co przeczy minimalnosci zbioru S i konczy dowdd. ]

DEFINICJA.

(1) Rozszerzenie F' ciala K nazywamy CYKLICZNYM, jesli F' jest algebra-
icznym rozszerzeniem Galois ciala K takim, ze grupa Auty F' jest cy-
kliczna.

(2) Rozszerzenie F ciala K nazywamy ABELOWYM, jesli F' jest algebraicz-
nym rozszerzeniem Galois ciata K takim, ze grupa Auty F' jest abelowa.

TWIERDZENIE 7.4.

Niech F' bedzie skonczenie wymiarowym rozszerzeniem cyklicznym ciata K.

Jedli o jest generatorem grupy Auty F' oraz u € F, to

(1) TE(u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element v € F taki, ze
u=uv—o(v);

(2) NE(u) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element v € F taki, ze
u=uv-ov)

UWAGA.

Twierdzenie 7.4(1) nosi nazwe Hilberts Satz 90.

DowoD.

Niech n := [F : K|. Poniewaz n = | Autx F'| na mocy Twierdzenia 2.17(1),
wigc Twierdzenie 7.1 implikuje, ze

TW)=v+0o)+-+""(v) i N@)=v-o®)- 0" (v).
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(1) Zalézmy najpierw, ze u = v — o(v). Wtedy korzystajac z pierwszego z
powyzszych wzoréw oraz réwnosci 0" = Idp, otrzymujemy tatwo T'(v) =
0.
Zatézmy teraz, ze T'(u) = 0. Z Lematu 7.3 wiemy, ze istnieje element z €
F taki, ze T'(z) # 0. Poniewaz T'(z) € K na mocy Twierdzenia 7.2(3),
wiee 7(T'(2)71-2) = T(2) 7' -7(2) dla kazdego automorfizmu 7 € Auty F.
W konsekwencji, jesli w := T'(z) ™'z, to T'(w) = T'(2)"'-T(z) = 1. Niech

[y

V= ; ol (u) - o' (w).

)

i
o

j=0
Poniewaz

u+o(u)+-+ 0" Hu)=T(u) =0

wiec
Vo) =33 o) o)~ 3 ) o)
— ' u.gi(w)_Zgj(u)-a"(w):u-l—()-w:u.

(2) Podobnie jak w dowodzie punktu (1) tatwo pokazaé, ze jesli u = v-o(v) ™!

dla pewnego elementu v € F, to N(u) = 1.

Przypu$émy teraz, ze N(u) = 1. Oczywiscie u # 0. Korzystajac z Lema-
tu 7.3, wiemy, ze istnieje element y € F taki, ze element v zdefiniowany
wzorem

wiec
o= ([[rw) e =1+ S ([7w) o'
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= (L) o) + S ([ ) - o)

=S ([ ) o) = (o).

Stad uw = v - o(v)~!, co konczy dowdd. O

STWIERDZENIE 7.5.

Niech F' bedzie rozszerzeniem cyklicznym ciata K oraz [F : K] = m-p', gdzie
p:=char K # 0 i p t m. Wtedy istnieje ciag cial

K:E()CElC"'EtgF

taki, ze F' jest rozszerzeniem cyklicznym stopnia m ciata F; oraz F; jest
rozszerzeniem cyklicznym ciala E; ; stopnia p, dla i € [1,¢].

DowoD.

Poniewaz Auty F jest grupa cykliczng rzedu m-p', wiec istnieje cigg podgrup
{1dp} = Gy1 <Gy <+ <Gy < Go = Autg F

taki, ze Gy jest grupa cykliczna rzedu m oraz G,_;/G; jest grupa cykliczna
rzedu p dla i € [0,¢ — 1]. Niech

E; =G} :={u€ F:o(u) = u dla wszystkich o € G,}

dla i € [0,t + 1]. Poniewaz F jest skoficzenie wymiarowym rozszerzeniem
Galois ciata K, wigc z definicji Ey = K, za$ z Lematu 2.10(3) wiemy, ze
Autg, F' = G; dla kazdego i € [0,t + 1]. Zatem, korzystajac z Twierdze-
nia 2.17(1), otrzymujemy

[F: E) =[Gy :Gal =m oraz [E;: E, 1] =[Gi1:Gi|=p
dla wszystkich i € [1,1].

Ustalmy teraz i € [1,¢+1]. Z Twierdzenia 2.17(2) wiemy, ze F' jest rozszerze-
niem Galois ciala E;_;. Poniewaz Autg, F' = G jest dzielnikiem normalnym
grupy Autg, , F' = G,_1, wiec Twierdzenie 2.17(3) i (4) implikuje, ze E; jest
rozszerzeniem Galois ciata F;_; takim, ze Autg, | F; = G;_1/G; dla kazdego
ie[l,t+1]. O

LEMAT 7.6.

Niech K bedzie ciatem charakterystyki p #0,a € K i f :=aP —z — a. Jedli
f(u) =0 dla pewnego u € F, gdzie F jest rozszerzeniem ciala K, to

f=—-u)-(z—=(ut 1) (z-(utp-1).

W szczegdlnodci, jesli F jest cialem rozktadu wielomianu F, to F' = K(u).
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DowOD.
Przypomnijmy ze F, C K na mocy Twierdzenia 5.1. Dla kazdego i € I,
mamy ¥ =1, wiec

flu+i)=w+i)’ —(u+i)—a=uv" 4+ —u—i—a= f(u) =0,

zatem u, u+ 1, ..., u + p — 1 sa wszystkimi parami ré6znymi pierwiastkami
wielomianu f, co konczy dowdd pierwszej czesci. Poniewaz 1,... ,p—1¢€ K,
zatem jesli F' jest cialem rozktadu wielomianu f, to

F=Kuu+1,...,u+p—1)=K(u). O

LEMAT 7.7.
Niech K bedzie cialem charakterystyki p # 0,a € Ki f :=a? —x—a. Jesli F
jest ciatlem rozktadu wielomianu f oraz u € F jest pierwiastkiem wielomianu
f, to funkcja ®: Autx F' — F, dana wzorem

O(0) :=o0(u) —u (0 € Autg F),
jest dobrze zdefiniowanym monomorfizmem grup.

DowoOb.
Z Lematu 7.6 wiemy, ze F' = K (u) oraz

f=@—u)-(r=(ut1) - (z—-(utp-1).

W szcezegdélnosci F jest ciatem rozkladu pewnego zbioru wielomianéw roz-
dzielczych (czynnikéw nierozkladalnych wielomianu f nad ciatem K), wiec
F jest rozszerzeniem Galois ciata K na mocy Twierdzenia 3.9.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2.1 oraz Twierdzenia 2.2, wiemy, ze funkcja ®
jest dobrze zdefiniowang injekcjg. Latwo sprawdzi¢, ze @ jest réwniez homo-
morfizmem grup. O]

STWIERDZENIE 7.8.
Niech K bedzie cialem charakterystki p # 0. Cialo F' jest rozszerzeniem
cyklicznym ciata K stopnia p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element a € K
taki, ze F' wielomian f := x? — x — a jest nierozkladalny oraz F' jest ciatem
rozktadu wielomianu f.

Dowob.
—>: Zalézmy, ze F' jest rozszerzeniem cyklicznym ciata K stopnia p, i niech o
bedzie generatorem grupy Auty F. Z Twierdzenia 7.2(2) wiemy, ze TE (1) =
[F: K] -1 =0, wigc istnieje element v € F taki, ze 1 = v — o(v) na mocy
Twierdzenia 7.4(1). Niech u := —v. Wtedy o(u) = u + 1 # u, wigc u € K.
Poniewaz stopien [F': K] jest liczba pierwsza, wiec F' = K (u).
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Niech a := uP — u. Wtedy
ola@)=cwP —o(u)=u+1P—(u+1l)=v’"+1—-u—1=aq,

zatem a € K, gdyz F jest rozszerzeniem Galois ciata K i o jest generatorem
grupy Autg F. Oczywiscie u jest pierwiastkiem wielomianu f := 2P — x — a.
Poniewaz deg f = p = [F : K| = [K(u) : K|, wiec z Twierdzenia 1.7(2)
wynika, ze wielomian f jest nierozkladalny (nad ciatem K).

7 Lematu 7.6 wiemy, ze
f=@—-u)-(z—(u+1) - (z—(u+p-—1)).

Poniewaz oczywiscie F' = K(u) = K(u,u+1,...,u+p — 1), wiec F jest
ciatem rozktadu wielomianu f.

<: Zalézmy, ze a € K, wielomian f := 2P — x — a jest nierozktadalny
oraz F' jest cialem rozktadu wielomianu f. Z Lematu 7.7 wiemy, ze grupa
Autg F' jest izomorficzna z podgrupa grupy addytywnej ciata F,, a wiec jest
cykliczna. Ponadto z Lematu 7.6 wynika, ze jesli u € F' jest pierwiastkiem
wielomianu f, to F' = K(u). Stad

[F:K|=[K(u): K]=degf=0p
na mocy Twierdzenia 1.7(2). O

WNIOSEK 7.9.
Niech K bedzie ciatem charakterystykip #0,a € K i f := 2P —x—a. Wtedy
nad cialem K wielomian f jest nierozktadalny albo jest iloczynem parami
niestowarzyszonych wielomianéw stopnia 1.

DowOb.
Niech F' bedzie cialem rozkladu wielomianu F. Z Lematu 7.7 wiemy, ze
funkcja ®: Autg F' — F, dana wzorem

O(0) :=o0(u) —u (0 € Autg F),

jest dobrze zdefiniowanym monomorfizmem grup. W szczegblnosci, Autg F' =
{Idg} lub @ jest izomorfizmem. Z Lematu 7.6 wiemy, ze wielomian f nad
cialem F' wielomian f jest jest iloczynem parami niestowarzyszonych wielo-
mianéw stopnia 1. Stad F' jest rozszerzeniem Galois ciata K na mocy Twier-
dzenia 3.9. Zatem jesli Autgx F' = {Idr}, to ' = K, a wiec nad cialem
K wielomian f jest jest iloczynem parami niestowarzyszonych wielomianow
stopnia 1.

Zatozmy zatem , ze P jest izomorfizmem. Jesli v jest pierwiastkiem wielo-
mianu f, to z Lematu 7.6 wynika, ze istnieje automorfizm o € Auty F taki,

33



TEORIA GALOIS

ze ®(0) = v—u, tzn. o(v) = u. Stad wynika, ze elementy u i v maja ten sam
wielomian minimalny nad ciatem K. Poniewaz z Lematu 7.6 wynika, ze nad
cialem K wielomian f jest iloczynem parami niestowarzyszonych wielomia-
now nierozktadalnych, wiec dowolnosé pierwiastka v implikuje, ze wielomian
f jest nierozktadalny. O

DEFINICJA.
Jesli K jest cialem i n € N, to element ( € K jest nazywany PIER-
WIASTKIEM (PIERWOTNYM) n-TEGO STOPNIA Z JEDYNKI, jesli (" = 1 (oraz
¢(m#1ldlame [l,n—1]).
UWAGI.
(1) Jesli K jest cialem i n € Ny, to zbiér pierwiastkéw n-tego stopnia z
jedynki z dzialaniem mnozenia tworzy grupe, ktoéra jest cykliczna (na

mocy Twierdzenia 5.3) rzedu co najwyzej n. Jesli ¢ jest pierwiastkiem
pierwotnym z jedynki, to ( jest generatorem tej grupy.

(2) Zalézmy, ze K jest ciatem charakterystyki p. Jesli p | n (w szczegblnosci
p #0), toa™ —1= (2™ — 1)P, gdzie m := ». W szczegblnosel kazdy
pierwiastek n-tego stopnia z 1 jest pierwiastkiem stopnia m. Poniewaz
m < n, wiec nie istniejg pierwiastki pierwotne n-tego stopnia z 1.

(3) Zalézmy, ze K jest ciatem charakterystyki p. Jesli pfni f:=2"—1, to
ged(f, f') = 1, wiec wielomian f ma n parami réznych pierwiastkow w
ciele F' rozkltadu wielomianu f nad cialem K. Zatem grupa pierwiastkow
n-tego stopnia z jedynki w ciele F', ktéra jest cykliczna, ma rzad n, wiec
w ciele F'istnieje pierwiastek pierwotny n-tego stopnia z 1. Ponadto, jesli
istnieje pierwiastek pierwotny n-tego stopnia z 1 w ciele K, to F' = K.

PRZYKLADY.
(1) 1 jest pierwiastkiem n-tego stopnia z 1 dla kazdej liczby n € N,

(2) Jedli K jest ciatem charakterystyki p # 0 i n := p* dla pewnej liczby
k € N, to 1 jest jednym pierwiastkiem n-tego stopnia z 1.
(3) W ciele Q(2) sa cztery pierwiastki czwartego stopnia z 1 (w tym dwa

pierwotne), ale tylko jeden (trywialny) pierwiastek trzeciego stopnia z
1.

4) Dla kazdej liczby n € N, liczba cos 2E + ¢ - sin 2& jest pierwiastkiem
J Yy + n n J
pierwotnym n-tego stopnia z 1.

LEMAT 7.10.
Niech n € N, i K bedzie cialem zawierajacym pierwiastek pierwotny ¢ n-tego
stopnia z 1.
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(1) Jedli d | n, to n := ("4 jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia d z 1.

(2) Jesli d | n, a € K oraz u jest niezerowym pierwiastkiem wielomianu
f = 2% — a (w pewnym rozszerzeniu ciata K), to wielomian f na d
réznych pierwiastkéw: u, n-u, ..., n% ' - u, gdzie n jest pierwiastkiem
pierwotnym stopnia d z 1. Ponadto cialo K(u) jest ciatem rozkladu
wielomianu f i rozszerzeniem Galois ciata K.

DowOD.
(1) Cwiczenie.
(2) Oczywiscie (' - u)? = 1 dla kazdego i € [0,d — 1], gdyz 1 jest pierwiast-
kiem d-tego stopnia z 1. Ponadto pierwotnos¢ n implikuje, ze elementy
w, n-u, ..., %! u sg parami rézne. Stad

= —u) o) o =),

Poniewaz n € K, wicc K(u,n-u,...,n% - u) = K(u), zatem cialo
K (u) jest ciatem rozkladu wielomianu f. Ponadto z powyzszej réwnosci
wynika, ze wielomian f jest iloczynem wielomianow rozdzielczych, zatem
cialo K'(u) jest rozszerzeniem Galois ciala K na mocy Twierdzenia 3.9.

O

TWIERDZENIE 7.11.
Niech n € N, i K bedzie cialem zawierajacym pierwiastek pierwotny ¢ n-
tego stopnia z 1. Jesli F' jest rozszerzeniem ciata K, to nastepujace warunki
sg rOwnowazne.

(1) F jest rozszerzeniem cyklicznym stopnia d takiego, ze d | n.
(2) F jest ciatem rozkladu nad cialem K wielomianu postaci 2 — a.
(3) F jest cialem rozkladu nad cialem K wielomianu nierozktadalnego po-

staci 2¢ — b, gdzie d | n.

DowOD.
(2) = (1): Niech u € F bedzie pierwiastkiem wielomianu f := z" —
a. Bez straty ogdlnosci mozemy zaltozy¢, ze a # 0 i konsekwencji u # 0.
Z Lematu 7.10(2) wiemy, ze F' = K(u) oraz F jest rozszerzeniem Galois
ciala K. Niech G bedzie grupa pierwiastkoéw n-tego stopnia z 1 w ciele K.
Definiujemy funkcje ®: Autyx F' — G wzorem

O(0) =2 (o€ Autg F).

Z Twierdzenia 2.2 i Lematu 7.10(2) wynika, ze funkcja ® jest dobrze okreslo-
na. Ponadto Stwierdzenie 2.1 implikuje, ze funkcja ® jest réznowartosciowa.
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bLatwo tez sprawdzi¢, ze funkcja @ jest homomorfizmem. 7 powyzszych fak-
tow wynika, ze grupa Autg F' jest izomorficzna z podgrupa grupy G, ktora
jest cykliczna rzedu n. Stad grupa Autg I jest cykliczna rzedu dzielacego n.
(1) = (3): Z zalozenia grupa Auty F' jest cykliczna rzedu d oraz d =
[F : K]. Niech ¢ bedzie generatorem grupy Autg F. Jedli n := (™4, to
n jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia d z 1 na mocy Lematu 7.10(1).
Korzystajac z Twierdzenia 7.2(2), otrzymujemy

Nic(n) = nt"™ =yt = 1.

Wobec Twierdzenia 7.4(2) oznacza to, ze istnieje element w € F' taki, ze
n=w-(o(w)) . Innymi stowy, jesli v := w™!, to o(v) =7 - v, wiec

o) =nt- 0t =1-09 =2

Poniewaz F' jest rozszerzeniem Galois ciata K, wiec powyzsza rownos¢ ozna-
cza, ze b := v? € K, zatem element v jest pierwiastkiem wielomianu f :=
1% — b € K[x]. Z Lematu 7.10(2) wiemy, ze cialo K (v) jest ciatem rozktadu
wielomianu f, a v, n-v, ..., n% ' -v sa wszystkimi parami réznymi pierwiast-
kami wielomianu f. Poniewaz o'(v) = ° - v, wiec o indukuje K-izomorfizm
K(v) ~ K(n'-v) taki, ze o(v) = ' - v, a zatem elementy v i 7' - v ma-
ja ten sam wielomian minimalny nad ciatem K na mocy Wniosku 1.6, dla
kazdego i € [0,d — 1]. Stad wynika, ze wielomian f jest nierozkladalny. W
szczegblnosci,

[K(v): K] =deg f=d=[F: K|

na mocy Twierdzenia 1.7(2), zatem F' = K (v).

(3) = (2): Jedli v jest pierwiastkiem wielomianu ¢ — b, to F' = K(v) na
mocy Lematu 7.10(2). Niech u := ( - v i a = b™/?. Wtedy

Ut = (Cv>n _ Cn =1 (Ud>n/d _ bn/d =a,

zatem u jest pierwiastkiem wielomianu f := 2™ — a. Korzystajac ponownie
z Lematu 7.10(2), wiemy, ze ciatlo K (u) jest cialem rozktadu wielomianu f.
Ponadto

K(u) = K(y-v) = K(v) = F.

gdyz n € K, co konczy dowdd. O]
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8. ROZSZERZENIA CYKLOTOMICZNE

DEFINICJA.
ROZSZERZENIEM CYKLOTOMICZNYM RZEDU n ciala K nazywamy ciato roz-
ktadu wielomianu 2™ — 1.

UWAGA.

Jesli K jest ciatem charakterystyki p # 0, to F' jest rozszerzeniem cyklo-
tomicznym rzedu n ciala K wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozszerzeniem
cyklotomicznym stopnia p-n. W konsekwencji wystarczy bada¢ rozszerzenia
cyklotomiczne stopni niepodzielnych przez char K.

TWIERDZENIE &8.1.
Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita, K ciatem taki, ze char K t n oraz
F rozszerzeniem cyklotomicznym ciata K rzedu n.

(1)
(2)
(3)

DowoOD.

(1)

F=K(§), £ € F jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1.
Grupa Autg F' jest izomorficzna z podgrupa grupy Z.

Ciato F' jest rozszerzeniem abelowym ciatla K stopnia d takiego, ze
d | ¢(n). Jesli n jest liczba pierwsza, to cialo F' jest rozszerzeniem cy-
klicznym ciata K.

Poniewaz char F' = char K { n, wiec istnieje £ € F bedace pierwiast-
kiem pierwotnym stopnia n z 1. Wtedy 1, &, ..., £*! sy wszystkimi
pierwiastkami wielomianu " — 1, wiec F' = K (§).

Jesli 0 € Autg F, to o(§) jest pierwiastkiem pierwotnym wielomianu
2" — 1 na mocy Twierdzenia 2.2, zatem o(§) = £ dla pewnego (jedno-
znacznie wyznaczonego) i € 2. Oznaczajac ¢ przez ® (o), otrzymujemy
funkcje ®: Autx F' — Z). Funkcja ta jest réoznowartosciowa na mocy
Stwierdzenia 2.1 i punktu (1). Ponadto tatwo pokazaé, ze funkcja ® jest
homomorfizmem, co implikuje teze.

Poniewaz pierwiastki wielomianu x™ — 1 sg parami rézne, wiec wielo-
mian 2" — 1 jest iloczynem wielomianéw rozdzielczych, zatem ciato F
jest rozszerzeniem Galois ciata K na mocy Twierdzenia 3.9. Poniewaz
dodatkowo |Z}| = ¢(n) oraz, gdy n € P, grupa Z jest cykliczna na mo-
cy Twierdzenia 5.3, wiec teza wynika z punktu (2) (oraz Twierdzenia
Lagrange’a). ]
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9. ROZSZERZENIA PIERWIASTNIKOWE

DEFINICJA.
Rozszerzenie F' ciala K nazywamy PIERWIASTNIKOWYM, jesli istnieja ele-
menty uy, ..., u, ciala F takie, ze F' = K(uy,...,u,) oraz dla kazdego
i € [1,n] istnieje m; € Ny takie, ze u]" € K(uy,...,uj_1).

UWAGA.

Jesli I jest rozszerzeniem pierwiastnikowym ciala K, to F' jest skonczenie
wymiarowym rozszerzeniem algebraicznym ciata K.

DowODb.
Wybierzmy elementy uy, ..., u, ciala F takie, ze F' = K(uy,...,u,) oraz dla
kazdego i € [1, n] istnieje m; € N, takie, ze u;" € K(uy,...,u;—1). Wtedy na
mocy Twierdzenia 1.9 dla kazdego ¢ € [1,n] K (uy,...,u;) jest rozszerzeniem
algebraicznym ciata K (ui,...,u;—1) oraz [K(uy,...,u;) : K(uy,...,u—1)] <
oo. Stad [K(uq,...,u,) : K] < co wobec Twierdzenia 1.1. W szczegdlnodci,
Twierdzenie 1.8 implikuje, ze K (uq, . .., u,) jest rozszerzeniem algebraicznym
ciata K. O

DEFINICJA.

Niech K bedzie ciatem i f € Klz] \ {0}. Méwmy, ze réwnanie f(z) = 0
jest ROZWIAZALNE PRZED PIERWIASTNIKI wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
rozszerzenie pierwiastnikowe F' ciata K i ciato rozktadu F wielomianu f nad
ciatem K takie, ze £ C F.

LEMAT 9.1.
Jest F' jest skonczenie wymiarowym rozszerzeniem ciata K i N jest domknie-
ciem normalnym ciata F', to istnieja podciata Ey, ..., E, ciala N takie, ze

E; ~ F dla kazdego i € [1,r] oraz N = E; - -- E,..

DowOD.
Wybierzmy baze wy, ..., w, ciata F' nad cialem K. Zauwazmy, ze elementy
wy, ..., W, sg algebraiczne nad ciatem K na mocy Twierdzenia 1.8. Dla

kazdego i € [1,n] niech f; € K|x] bedzie wielomianem minimalnym elementu
u;. Ze Stwierdzenia 3.13 i Twierdzenia 3.14 wynika, ze IV jest ciatem rozktadu
zbioru {fi,..., fu} nad ciatem K.

Ustalmy ¢ € [1,n] oraz pierwiastek v € N wielomianu f;. Z Twierdzenia 1.5
wiemy, ze istnieje K-izomorfizm o: K(w;) — K (v) taki, ze o(w;) = v. Twier-
dzenie 3.7 implikuje, Ze istnieje automorfizm 7 € Autg N taki, Ze 7|k (w,) = 0.
Zauwazmy, ze E; , := 7(F) jest podciatem ciata NV zawierajacym ciato K oraz
element 7(w;) = o(w;) = v. Innymi stowy, dla kazdego ¢ € [1,n] oraz pier-
wiastka v wielomianu f; istnieje podciato E; , ciala N takie, ze v € E;,, oraz
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E;,~F.Jesli £y, ..., E, sag wszystkimi cialami otrzymanymi w ten sposéb,
to N = E;--- E,, gdyz N jest cialem rozktadu zbioru { f1, ..., f, } nad cialem
K. O

WNIOSEK 9.2.
Jest F' jest rozszerzeniem pierwiastnikowym ciata K i N jest domknigciem
normalnym ciata F', to N jest rozszerzeniem pierwiastnikowym ciata K.

DowOb.
7 Lematu 9.1 wynika, ze istnieja podciata Fy, ..., E,. ciata N takie, ze F; >~ F
dla kazdego i € [1,7r] oraz N = Ej - -+ E,.. Z izomorfizmu E; ~ F wynika, ze
E; jest rozszerzeniem pierwiastnikowym ciata K dla kazdego ¢ € [1,r], wiec
rowniez N = Fj --- E, jest rozszerzeniem pierwiastnikowym ciata K.

LEMAT 9.3.
Jesli F' jest rozszerzeniem Galois ciala F, E jest rozszerzeniem Galois ciata
K oraz F jest cialem rozkladu nad cialem E pewnego zbioru wielomianow

o wspotczynnikach w ciele K, wtedy ciato F jest rozszerzeniem Galois ciata
K.

DowOD.
Ustalmy element u ciata F' nienalezacy do K. Jesli u ¢ E| to istnieje automor-
fizm o € Autg F' C Autg F taki, ze o(u) # u, poniewaz F jest rozszerzeniem
Galois ciata E. Zalézmy zatem, ze u € E. Poniewaz E jest rozszerzeniem
Galois ciata K, wiec istnieje automorfizm o € Auty E taki, ze o(u) # u. Z
Twierdzenia 3.7 wiemy, ze istnieje automorfizm 7 € Autg F taki, ze 7|g = 0.
Wtedy 7(u) = o(u) # u, co konczy dowdd. O

TWIERDZENIE 9.4.
Jesli I jest rozszerzeniem pierwiastnikowym ciata K i F jest podciatem ciala
F zawierajgcym ciato K, to grupa Autx F jest rozwigzalna.

DowOD.

Zalézmy najpierw, ze E = F oraz F jest rozszerzeniem Galois ciala K. Z
definicji rozszerzenia pierwiastkowego wiemy, ze istnieja elementy uq, ..., u,
ciata F' oraz liczby my, ..., m, € N, takie, ze F' = K(uy,...,u,) oraz u;" €
K(uy,...,u;—1) dla kazdego ¢ € [1,n]. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢,
ze u; # 0 oraz char K { m; dla kazdego ¢ € [1,n]. Istotnie, jesli char K | m;,
to p := char K € P oraz m; = r-p', gdzie r,t € N, oraz p{r. Wtedy element
ul jest czysto nierozdzielezy nad ciatem K(ug,...,u;—1). Wiemy jednak z
Twierdzenia 3.9, ze cialo F', jako rozszerzenie Galois, jest rozdzielcze nad
cialem K, a wiec réwniez rozdzielcze nad ciatem K (ug, ..., u;_1). To oznacza,
ze u] € K(uy,...,u;—1) na mocy Twierdzenia 6.1, zatem mozemy zastapi¢
liczbe m; liczbg r.
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Niech m := m;y - - - m,, oraz niech F(£) bedzie rozszerzeniem cyklotomicznym
ciata F' rzedu m, gdzie £ jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia m z 1. Po-
kazemy, ze wystarczy pokazac, ze grupa Autg g F'(§) jest rozwigzalna. Istot-
nie, F'(§) jest rozszerzeniem Galois ciala F' (na mocy Twierdzenia 8.1(3)),
wiec réwniez ciala K (na mocy Lematu 9.3). Z Twierdzenia 2.17(4) wiemy,
ze Autg F' ~ Autg F(€)/ Autp F(§). W szczegdlnosci, rozwigzalnosé gru-
py Autg F' jest rownowazna rozwiazalnosci grupy Autg F(§), gdyz na mocy
Twierdzenia 8.1(2) grupa Autp F'(€) jest abelowa. Analogicznie K (&) jest roz-
szerzeniem abelowym ciata K oraz Autg K(§) ~ Autg F(§)/ Autge) F(E),
wiec rozwiazalno$¢é grupy Autg F/(§) jest rownowazna rozwiazalnosci grupy
Aut () F(E)-

Aby pokazaé rozwigzalno$é grupy Autge) F(§) oznaczmy dla i € [0, n] przez
E; cialo K(& uy,...,u;). W szczegblnosei Ey = K(€) i B, = F(£). Niech
H; = Autg, F(§) dla i € [0,n]. W szczegblnosci Hy = Autg ) F(§) oraz
H, = {ldpe}. Na mocy Lematu 7.10(1) cialo K(§) zawiera pierwiastek
pierwotny stopnia m; z jedynki. Ustalmy i € [1,n]. Poniewaz u." € E; i,
wiec na mocy Lematu 7.10(2) cialo E; = E;_1(u;) jest cialem rozktadu nad
cialem FE;_; wielomianu 2™ — u;" i rozszerzeniem Galois ciata F;_;. Wobec
Twierdzenia 2.17(3) oznacza to, ze grupa H; jest dzielnikiem normalnym
grupy H,_1, za$ Twierdzenie 2.17(4) implikuje, ze H;_1/H; ~ Autg, , E;.
Ponadto z Twierdzenia 7.11 wynika, ze E; jest rozszerzeniem cyklicznym
ciata E;_;, zatem grupa Autg, | F; jest cykliczna, a wiec réwniez abelowa.
Innymi stowy ciag

{Idp(e)} = Hy < Hyy < --- < Hy < Hy = Autge) F(€)

jest ciagiem oznaczajacym rozwigzalnodé grupy Autg e F(§).

Rozwazmy teraz sytuacje ogdlna. Niech
L:={u€ E:o(u) =u dla wszystkich o € Autx E}.

Wtedy Autxg F = Auty E, cialo E jest rozszerzeniem Galois ciala L oraz
cialo F' jest rozszerzeniem pierwiastnikowym ciata L. Niech N bedzie do-
mknieciem normalnym ciata F' nad ciatem L. Wtedy N jest rozszerzeniem
pierwiastnikowym ciata L na mocy Wniosku 9.2 oraz £ jest podciatem sta-
blinym ciata N wzgledem podciata L na mocy Lematu 2.14. W szczeg6lnosci
otrzymujemy homomorfizm ®: Auty N — Auty, F dany wzorem ®(0) := ol|g
dla o € Auty N. Ze Stwierdzenia 3.13 i Twierdzenia 3.14 wynika, ze N jest
ciatem rozktadu zbioru pewnego zbioru wielomianéw nad ciatem L, wiec &
jest epimorfizmem na mocy Twierdzenia 3.7.

Niech
M :={u € N : o(u) = u dla wszystkich ¢ € Auty N}.
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Wtedy N jest pierwiastnikowym rozszerzeniem Galois ciata M, wiec gru-
pa Aut;, N = Auty, N jest rozwigzalna na mocy pierwszej czesci dowodu.
Poniewaz Auty F = Aut;, F = Im ® oraz obraz grupy rozwiazalnej jest roz-
wiazalny, to konczy dowod. 0

WNIOSEK 9.5.
Niech K bedzie cialem i f € K[z]. Jesli réwnanie f(z) = 0 jest rozwiazalne
przez pierwiastniki, to grupa Galois wielomianu f jest rozwigzalna.

DowOD.
Natychmiast z definicji i Twierdzenia 9.4. O
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C. OGOLNE ROWNANIE STOPNIA 1

DEFINICJA.
Jesli K jest cialem i n € N, , to OGOLNYM ROWNANIEM STOPNIA n NAD
CIALEM K nazywamy roéwnanie

.ﬁEn—tl '.I'nil ++(_1)n71 'tn,1 -1 + (-1)” tn =0

o wspotezynnikach w ciele funkcji wymiernych K(ty,...,t,).

OZNACZENIE.
Niech K bedzie cialem oraz n € N. Jedli 0 € &,, oraz u € K(xy,...,x,), to
przez u’ oznaczamy obraz funkcji u przy K-automorfizmie ciata K (xq, ..., x,)

indukowanym przez przyporzadkowanie z; — 2,0, @ € [1,7].

DEFINICJA.
Jedli K jest cialem oraz n € Ny, to funkcje wymierna v € K(xq,...,x,)
nazywamy SYMETRYCZNA, jesli u” = u dla wszystkich permutacji o € G,,.

LeEmAT C.1.
Jesli n € N, oraz E bedzie cialem symetrycznych funkeji wymiernych nad
cialem K od n zmiennych, to Autg K(x1,...,z,) ~ &,.

DowODb.
Mamy monomorfizm ®: &,, - Autx K(z1,...,x,) dany wzorem

(®(0))(u) :=u’ (0 €6y, ue K(xy,...,x,)).
Wtedy

E={ue€ K(xy,...,2,) : 0(u) = u dla wszystkich o € Im ®}.

Z Twierdzenia 2.18 wynika, ze Autg K(z1,...,7,) ~Im®d ~ G,,. O
LemaT C.2.
Jedli K jest cialem oraz n € N,, to funkcja wymierna f € K(xq,...,z,)

jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja wielomiany symetryczne
f7g E KI:'I17 e ;-/I/‘n] takle, Ze u = %

DowoOD.
<=: Oczywiste.
= Wybierzmy wielomiany a,b € K|y, ..., ,] takie, ze u = §. Wtedy u =

5, gdzie f := a-HUegn\{Id} b oraz 9:= ngen.b”. Oczywiécie wielomian g jest
symetryczny. Ponadto f = u - g, wiec wielomian f tez jest symetryczny. [

62



TEORIA GALOIS

DEFINICJA.
Jesli K jest cialem n € N, to ELEMENTARNYMI FUNKCJAMI SYMETRYCZ-
NYMI nazywamy wielomiany s, ..., s, € K[z1,...,z,] zdefiniowane wzorami

;1= Z Tj - T, (i € [1,n]).

1<j1<-<gi<n

STWIERDZENIE C.3.
Jesli n € N, oraz F jest cialem symetrycznych funkcji wymiernych nad
cialem K od n zmiennych, to £ = K(s1,...,S,).

DowOb.
Korzystajac z Lematu C.2, wiemy, ze wystarczy pokazac, ze jesli wielomian
f € Klxy,...,x,] jest symetryczny, to f € K[sq,..., S,

Niech < bedzie porzadkiem leksykograficznym na jednomianach, tj.
it el <alt ol = Fepa =g A AP =g ADE< .

Zauwazmy, ze jednomianami wiodacymi (w powyzszym porzadku) wielomia-
now Si, ..., S, sa wielomiany

hi =z x; (i € [1,n]),

odpowiednio. Ponadto, jedli jednomian h = 2" - - - 2P jest jednomianem wio-
dacym wielomianu symetrycznego f, to p;1 > -+ > p,. W szczegdlnodci,
istnieja wyktadniki my,...,m, € N takie, ze h = h{" --- h]'». Stad istnieje
u € K takie, ze wielomian f—wu-s{" -+ s jest wielomianem symetrycznym
z mniejszym (lub zerowym) jednomianem wiodacym, wiec teza wynika przez

prosta indukcje. O

TwIERDZENIE C.4 (ABEL).
Niech K bedzie ciatem i n € N, . Jesli ogbélne rownanie stopnia n nad ciatlem
K jest rozwigzalne przez pierwiastniki, to n < 4.

DowOD.
Niech
Pni=a" —t " e (D)t (D) 8y,
oraz F' bedzie ciatem rozktadu wielomianu p, nad ciatem K (ty,...,t,). Wte-
dy istniejg elementy uq,...,u, € F takie, ze F' = K(ty,...,t,)(u1,...,uy,)
oraz

Pn= (T —uy) (T — up).
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Stad tatwo widaé, ze t; = s;(uq, ..., u,) dla kazdego i € [1,n]. W szczegdlno-
sci, ty, ..., ty, € K(ug,...,uy), awiec F'= K(uq,...,uy).

Rozwazmy odwzorowanie ®: K|ty,...,t,] = K[z1,...,z,] dane wzorem

O(g) :=g(s1,.--,5n)-

Przypusémy, ze ®(g) = 0. Wtedy

g=g(t1, ... ty) = g(s1(ur, ..., up), ..., Sp(us, ..., upy))
= (®(9))(u,...,u,) = 0.
Zatem @ jest monomorfizmem oraz Im® = Klsq,...,s,]. Stad ® indukuje
izomorfizm ®: K(t1,...,t,) ~ K(s1,...,5n).

Zauwazmy, ze

B(pa) = 4" — 514" 4o+ (1) s (<1) s,
=(x—m) - (x—xz,).

W szczegdlnoscd, ciato K(xq,...,x,) jest cialem rozkltadu wielomianu ®(p,)
nad ciatem K(sp,...,s,). Twierdzenie 3.7 implikuje zatem, ze

Autpeqy, ) F = At o) K21, .0, 20).

Poniewaz K(si,...,s,) jest cialem symetrycznych funkcji wymiernych na
mocy Stwierdzenia C.3, wiec z Lematu C.1 wynika, ze Autgq, . F ~ &,.
Z Wnhniosku 9.5 wiemy, ze jesli rownanie p,(z) = 0 jest rozwigzalne przez
pierwiastniki, to grupa Autg, .. +,) I jest rozwigzalna. Poniewaz grupa &,
jest rozwiazalna wtedy i tylko wtedy, gdy n < 4, wiec otrzymujemy teze. [l
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