ALGEBRA
ZESTAW 5
SKONCZONE GRUPY ABELOWE

1. Grupe nazywamy elementarng, jesli jest izomorficzna z grupa postaci
ZLyn, gdzie p jest liczbg pierwsza, zas n jest dodatnig liczbg catkowita. Przed-
stawi¢ w postaci sumy prostej grup elementarnych nastepujace grupy:

(1) Z50.
(2) Z1go.
(3) Zlﬁo.

2. Dla kazdej z grup G z zadania 1 znalez¢ dodatnie liczby catkowite dy,
ceey dk takie, Zedl | dQ ’ ‘ dkl

GQZdI@"'@de.

3. Wyznaczy¢ wszystkie (z doktadnoscia do izomorfizmu grupy abelowe
rzedu n.

(1) n = 20.
(2) n = 40.
(3) n=T10.

4. Udowodni¢, ze jedli w grupie abelowej G istnieja elementy rzedu m i
n, to w grupie G istnieje element rzedu lem(m,n), gdzie lem(m,n) oznacza
najmniejsza wspolna wielokrotnosc¢ liczb m i n.

5. Udowodni¢, ze jesli p jest liczbg pierwsza, to grupa Z; jest cykliczna.
W szczegdlnosci,
Z; ~ p—1-
6. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza, k dodatnia liczba catko-
witg 1 a liczba catkowita. Udowodni¢, ze jesli

1 (modp®) i a#1 (modptt)

a

to

k+1)

=1 (modp i a"#1 (mod p*t?).

7. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza i n > 1 liczba catkowita.



(1) Udowodnié, ze liczba p + 1 jest elementem rzedu p"~! w grupie L.
(2) Udowodni¢, ze w grupie Z,, istnieje element rzedu p — 1 (Wskazowka.
Mozna wykorzystac istnienie kanonicznego epimorfizmu Z. — Z.)
(3) Udowodni¢, ze grupa Z,. jest cykliczna.
8. Udowodni¢, ze
9. Niech £ > 11 a beda liczbami catkowitymi. Udowodni¢, ze jesli
a=1 (mod2¥) i a#1 (mod2"M)

to
a®>=1 (mod 2"1) i a?#1 (mod 251%).

10. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita.

(1) Udowodnié¢, ze liczba 5 jest elementem rzedu 2"~ w grupie Z,.

(2) Udowodni¢, ze w grupie Z, istnieje element rzedu 2, ktéry nie nalezy
do podgrupy (5) grupy Z,. generowanej przez liczbe 5 ( Wskazdwka.
Zauwazmy, ze (5) C {a € Z3, :a =1 (mod 4)}).

(3) Udowodnié, ze
Liw == Lign—2 @ Zs.

11. Przedstawi¢ w postaci sumy prostej grup elementarnych nastepujace
grupy:

(1) Zipp-

(2) Ziso-
(3) Ziso-
(4) Zigrs:

12. Dla kazdej z grup G z zadania 11 znalez¢ dodatnie liczby catkowite
dy, ..., dy takie, ze dy | dy | ... | di i

G:Zdl @@de
13. Udowodni¢, ze jesli G jest niecykliczng skonczong grupa abelows, to
istnieje podgrupa grupy G postaci Z, ® Z, dla pewnej liczby pierwszej p.
14. Niech p bedzie liczba pierwsza. Opisa¢ wszystkie niecykliczne pod-
grupy grupy Zy, © Zy, © Zj,.
15. Niech g bedzie elementem maksymalnego rzedu skonczonej grupy
abelowej G. Udowodnié, Ze istnieje podgrupa H grupy G taka, ze G = H®(g).



