ALGEBRA
ZESTAW 4
HOMOMORFIZMY GRUP

1. Udowodni¢, ze jesli G jest grupa, to odwzorowanie

G— G, v—at
jest homomorfizmem grup wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G jest abelowa.

2. Udowodni¢, ze jesli grupa G' ma wiecej niz dwa elementy, to grupa
Aut(G) ma co najmniej dwa elementy.

3. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita i G grupa. Opisaé¢ bijekcje
{¢:¢: Z, — G jest homomorfizmem grup}
< {g € G : rzad elementu g dzieli n}

taka, ze homomorfizm odpowiadajacy elementowi g jest réznowarto$ciowy
wtedy i tylko wtedy, gdy rzad elementu g jest rowny n.

4. Niech G bedzie grupa abelows oraz H; i Hy grupami. Opisac bijekcje

{¢:¢: Hi & Hy — G jest homomorfizmem grup} «+»
{(¢1,v2) : 1 H — G 11y Hy — G sa homomorfizmami grup}

taka, ze homomorfizm grup odpowiadajacy parze (1,12) jest réznowarto-
Sciowy wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) 11 1 19 sa réznowartosciowe,
(2) Imey NImapy = {e}.
5. Znalez¢ wszystkie automorfizmy (endomorfizmy) grupy Zso @ Zs.

6. Niech N bedzie dzielnikiem normalnym grupy H. Udowodni¢, ze jesli
h € H, to funkcja
N—=Ng—h-g-h

jest dobrze okreslonym automorfizmem grupy N, ktory oznaczamy oy 5. (Au-
tomorfizmy postaci opj nazywamy wewnetrznymi.)



7. Niech G i H beda grupami. Przypu$émy, ze N jest dzielnikiem nor-
malnym grupy G i h jest elementem grupy H takimi, ze

N-(hy=H i Nn(h) = {e}.
Opisac bijekcje
{¢:¢: H— G jest homomorfizmem grup} <
{(1,v2) 11 N — G ig: (h) — G sa homomorfizmami grup
takimi, ze 1 0 On = TG s(h) © (o

taka, ze homomorfizm grup odpowiadajacy parze (1,1s) jest réznowarto-
Sciowy wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) 91 1y sa réznowartosciowe,
(2) Imepy NImepy = {e}.

8. Znalez¢ wszystkie automorfizmy (endomorfizmy) grupy Ss. Ktére ze
znalezionych automorfizméw sg wewnetrzne?

9. Znalez¢ wszystkie automorfizmy (endomorfizmy) grupy Dy,. Ktore ze
znalezionych automorfizméw sg wewnetrzne?

10. Znalezé wszystkie automorfizmy (endomorfizmy) grupy A,. Ktére
ze znalezionych automorfizmoéw sg wewnetrzne?

11. Znalez¢ wszystkie automorfizmy (endomorfizmy) grupy Z. Ktére ze
znalezionych automorfizméw sg wewnetrzne?

12. Udowodni¢, ze jesli n jest dodatnia liczba catkowita, to Aut(Z,,) ~
7.
13. Opisa¢ wszystkie homomorfizmy Dy — Zo @ Zg i Lo & Lo — Dy.

14. Udowodni¢, ze jesli |G| = n dla grupy G i catkowitej liczby dodatniej
n, to | Aut(G)| dzieli liczbe (n — 1)!.

15. Niech o bedzie automorfizmem grupy skonczonej G takim, ze
{9€G:o(g) =g} ={e}.
(1) Udowodnié, ze
G={g" 0o(g):9€C}

(2) Udowodni¢, ze jesli 0 = Idg, to grupa G jest abelowa. ( Wskazdwka:
Korzystajac z czedci pierwszej, udowodnié, ze o(g) = g~! dla kazdego
elementu g € G.)



