Algebra I, 2013/2014 Zestaw nr 3 Dzielniki normalne

Zadanie 1. Uzasadnij, ze kazda podgrupa grupy abelowej G jest dzielnikiem normalnym.
Zadanie 2. Wyznacz wszystkie dzielniki normalne grupy Ss.

Zadanie 3. Pokaz, ze podgrupa A, grupy Sy jest dzielnikiem normalnym.

Zadanie 4. Uzasadnij, ze w podgrupie A4 grupy Sy nie istnieje dzielnik normalny rzedu 2.

Zadanie 5. Niech @ bedzie podgrupa grupy GL2(C) generowana przez macierze:
I=[5] 7=07]TiK=[5%7]
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Wyznacz dzielniki normalne podgrupy Q.
Zadanie 6. Wyznacz wszystkie podgrupy grupy Dy, ktére nie sg dzielnikami normalnymi.
Zadanie 7. Niech H bedzie podgrupa grupy G. Udowodnij, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

H jest dzielnikiem normalnym grupy G;

(a
(b) gHg~! = H dla dowolnego elementu g € G;

)
)

(c) g-'Hg = H dla dowolnego elementu g € G;

(d) ghg~! € H dla dowolnych elementéw g € G i h € H;
)

(e) g~thg € H dla dowolnych elementéw g € G i h € H.

Zadanie 8. Niech H bedzie podgrupa grupy G. Pokaz, ze relacja p okre$lona wzorem:
rpy = ay t € H

jest relacja réwnowaznosci. Ponadto udowodnij, ze H jest dzielnikiem normalny grupy G wtedy i tylko
wtedy, gdy p jest zgodna z dzialaniem w grupie G, tzn. dla dowolnych z, y, z, t € G:

zpy 1 zpt = (x2)p(yt).
Zadanie 9. Udowodnij, ze jesli [G : H] = 2, to H jest dzielnikiem normalnym grupy G.

Zadanie 10. Niech C bedzie zbiorem dzielnikéw normalnych grupy G. Pokaz, ze ()¢ H jest dzielni-
kiem normalnym grupy G.

Zadanie 11. Niech G bedzie grupa. Udowodnij, ze centrum Z(G) = {g € G : Vheg gh = hg} grupy
G jest dzielnikiem normalnym grupy G.

Zadanie 12. Niech H oraz J beda dzielnikami normalnymi grupy G. Zalézmy, ze H N J = {e}. Pokaz,
ze dla dowolnych elementéw h € H i j € J mamy hj = jh.

Niech G bedzie grupa, H podgrupa grupy G, a p relacja rownowaznosci, okreslong wzgledem podgrupy
H, ktéra jest zgodna z dzialaniem w grupie GG. Na klasach abstrakcji, wyznaczonych przez relacje p,
mozemy wprowadzi¢ dzialanie, a mianowicie dla x, y € G:

(zH)(yH) = (xy)H.

Zadanie 13. Niech G/H bedzie zbiorem wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgledem dzielnika
normalnego H grupy G. Pokaz, ze G/H, wraz z wyzej okreSlonym dziataniem, jest grupa.

Zadanie 14. Podgrupa H = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} grupy A4 jest dzielnikiem normalnym.
Jaki rzad ma grupa A4/H?

Zadanie 15*. Niech H bedzie podgrupa o skonczonym indeksie nieskonczonej grupy G. Pokaz, ze G
ma dzielnik normalny o skonczonym indeksie, ktéra jest podgrupa H.

Zadanie 16 Niech G bedzie grupa abelowa, a H jej podgrupa. Udowodnij, ze G/H jest grupa abelowa.



