ALGEBRA
ZESTAW 1
POLGRUPY, MONOIDY, GRUPY

Niech G bedzie niepustym zbiorem z dzialaniem -: G x G — G.

Definicja. Pare (G,-) (zwykle méwi si¢ zbiér G) nazywamy pélgrupg, jesli
dziatanie - jest {gczne, tzn.

a-(b-c)=(a-b)-c
dla dowolnych elementéw a, b i ¢ zbioru G.

Definicja. Pétgrupe (G, -) nazywamy monoidem, jesli dla dziatania - istnieje
element neutralny, tzn. taki element e, ze

a-e=a=¢e-a
dla wszystkich elementéow a potgrupy G.
1. Poda¢ przyktad pétgrupy, ktora nie jest monoidem.

2. Udowodnié, ze jesli para (G, -) jest monoidem, to element neutralny
dla dziatania - jest wyznaczony jednoznacznie, tzn. jesli istniejg elementy ¢
i ¢’ monoidu G takie, ze

dla wszystkich elementéw a monoidu G, to €' = €”.

Oznaczenie. Jedli para (G, -) jest monoidem, to element neutralny dla dzia-
tania - bedziemy oznacza¢ symbolem e,y lub, krocej, eg lub e.

Definicja. Monoid (G, -) nazywamy grupg, jesli dla kazdego elementu a mo-
noidu G istnieje element do niego odwrotny, tzn. takie element a’, ze
a-d =eqgy=d-a.
3. Poda¢ przyktad monoidu, ktory nie jest grupa.

4. Udowodnié, ze jesli para (G, -) jest grupa, to dla kazdego elementu a
grupy G element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie, tzn. jesli istnieja
elementy a' i a” grupy G takie, ze

a-d=egy=d-a 1 a-d=eqgy=d"aq,

toa =ad".



Oznaczenie. Jesdli para (G,-) jest grupa i a jest elementem grupy G, to
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element odwrotny do elementu a oznaczamy symbolem a™~".

5. Udowodnié, ze jesli para (G, ) jest grupa oraz a i a’ sa elementami
grupy G takimi, ze

a-d =e@q,),
toa =at.
Definicja. Grupe (G, -) nazywamy abelowq, jesli dziatanie - jest przemienne,
tzn.
a-b=>b-a

dla dowolnych elementow a i b grupy G.

Oznaczenie. Jesli dziatanie oznaczamy symbolem +, to piszemy zwykle 0
zamiast e oraz —a zamiast a~! i nazywamy element —a elementem przeciw-
nym do elementu a.

6. Ktére z ponizszych zbioréw sa grupami (poélgrupami, monoidami)
wzgledem zwyklego dodawania (mnozenia) liczb:
1) zbiér liczb naturalnych,
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zbioér liczb wymiernych,

(1)
(2) zbiér liczb catkowitych,
(3)
(4)

4) zbiér liczb niewymiernych.

7. Ktore nastepujacych zbioréw macierzy kwadratowych stopnia n o
wspélezynnikach w ustalonym ciele K tworza grupe (pdtgrupe, monoid)
wzgledem dodawania (mnozenia) macierzy:

(1) zbior wszystkich macierzy,

(2) zbiér macierzy nieosobliwych, tzn. macierzy o wyznaczniku réznym od
0,

(3) zbiér macierzy o wyznaczniku réwnym 1,
(4) zbiér macierzy o wyznaczniku réwnym 0,

(5) zbiér macierzy o wyznaczniku réwnym 2.

8. Wyznaczy¢ grupy izometrii wlasnych nastepujacych figur:



(1) trojkata réwnobocznego,

(2) prostokata niebedacego kwadratem,

(3) rombu niebedacego kwadratem,

(4) kwadratu,

(5) prostopadtoscianu, ktérego zadna Sciana nie jest kwadratem,

(6) prostopadtoscianu, ktérego podstawa jest kwadratem, ale zadna $ciana

boczna nie jest kwadratem,
(7) szescianu.

9. Niech (G, ) bedzie pétgrupa. Udowodnié, ze nastepujace warunki sa
rownowazne:

(1) Dla dowolnych elementéw a i b pétgrupy G istnieja elementy = i y
potgrupy G takie, ze a-x =biy-a=>b.

(2) Pélgrupa (G, ) jest grupa.

(3) Dla dowolnych elementéw a i b pétgrupy G istnieja jedyne elementy x
iy poétgrupy G takie, ze a-z=biy-a=0>0.

10. Niech (G, ) bedzie pétgrupa taka, ze |G| < oco. Udowodnié, ze pét-
grupa (G, -) jest grupa wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace
warunki:

(1) dla dowolnych elementéw a i b poélgrupy G istnieje co najwyzej jeden
element x potgrupy G taki, ze a - x = b,

(2) dla dowolnych elementéw a i b pblgrupy G istnieje co najwyzej jeden
element y potgrupy G taki, ze y - a = b.

Poda¢ przyktad, ze powyzsze twierdzenie moze nie by¢ prawdziwe, gdy
|G| = 0.

11. Niech
G={zeR:z>1}

W zbiorze GG definiujemy dziatanie * wzorem
rxy =xy—r—Yy—+2 (x,y € G).

Udowodni¢, ze dziatanie *x jest dobrze okreslone, oraz, ze zbiér G wraz z
dziataniem * jest grupa.



12. Niech (G, -) bedzie grupa i
X:={aeG:a"=eq,}
Udowodnié, ze jesli | X| < 2, to
a-b=b-a
dla dowolnych elementéw a € X i b € G.
13. Niech (G, -) bedzie grupa taka, ze |G| < oo.
(1) Udowodni¢, ze | X| jest liczba parzysta, gdzie
X={a€eG:a"#eq,}
(2) Udowodnié, ze jesli |G| jest liczba parzysta, to istnieje element a grupy
G taki, ze a # e, 1 a*> = e,

(3) Udowodnié, ze jesli |G| jest liczba parzysta, to istnieje element a grupy
G taki, ze a nie jest kwadratem, tzn.

ag {b’:be G}
14. Niech (G, -) bedzie grupa taka, ze
a2 = €@G,)
dla kazdego elementu a grupy G. Udowodnié, ze grupa G jest abelowa.

15. Niech (G, -) bedzie grupa. Udowodnié, Ze nastepujace warunki sa
rownowazne:

1) Grupa (G,-) jest abelowa.

2) (ab)? = a?b? dla dowolnych elementéw a i b grupy G.
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) Istnieje liczba catkowita n taka, ze (ab)"~! = a" 1", (ab)™ = a"b" i

(a

(ab)™' = a~'b~! dla dowolnych elementéw a i b grupy G.

I

(ab)"*! = @™y dla dowolnych elementéw a i b grupy G.

16. Udowodni¢, ze jesli (G, -) jest grupa oraz a i b sa elementami grupy
G takimi, ze b-a-b~' = a* dla pewnej liczby caltkowitej n, to b -a-b™" = a*"
dla kazdej liczby naturalnej n.



