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4.2 Twierdzenia Sylowa

Jesli G jest grupa, ktéra dziata na zbiorze X, to definiujemy
X© ={x € X:Gxx={x}}.

Elementy zbioru X® nazywamy punktami statymi dla dziatania grupy G na X. )

Jesli grupa G dziata na zbiorze skoficzonym X, p € P oraz |G| = p", n € N4, to

IXC| = |X| (mod p). J

(4.6): Orbity tworza podziat zbioru X.
(4.7): Liczba elementéw orbity dzieli rzad grupy.

4
Dowéd
(4.6) = istnieja x1, ..., xx € X takie, ze
X = IXC[ 416G % x|+ + ]G % xil
zbiory XC, Gxxy, ..., G*xy s3 parami roztaczne oraz |G * x;| > 1 dla kazdego i.
(4.7) = |G x x| | |G| dla kazdego i.
Poniewaz |G * x;| > 1, |G| = p", oraz p € P jest liczba pierwsza, wiec p | |G * x;|, i =1,...,n,

co konczy dowdd. [
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Jesli grupa H dziata na zbiorze skoficzonym X, p € P oraz |H| = p", n € N4, to

X" = |X| (mod p).

Twierdzenie 4.9 (Cauchy)

Jedli p € P oraz p | |G|, to istnieje g € G taki, ze ord(g) = p.

Dowéd
Niech
X :={(g1,-...8) € G’ :g1--g,=1}.
Zauwazmy, ze |X| = |G|, zatem p | |X].

Rozwazmy dziatanie grupy Z, na zbiorze X dane wzorem

kx(gr,--. &) (8k+1,--- 8,81, ---,8) (k€ ZLp, (g1,-.-,8) € X).
(Nalezy sprawdzi¢, ze jesli g1 ---gp = 1, to gk+1 - - - 8p&1 - - - 8k = 1).
Zauwazmy, ze
X% ={(g,....8) lg € Gigl=1}.
(48) = p||X%].
Poniewaz (1,...,1) € X%, wiec |X%| > p > 1.
Zatem istnieje g # 1 takie, ze gP = 1.
Poniewaz p € P jest liczba pierwsza, wiec (3.8) = ord(g) = p. O
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Jedli p € P oraz p | |G|, to istnieje g € G taki, ze ord(g) = p.

Twierdzenie 4.9 (Cauchy) J

Jesli p € P, to grupe G nazwiemy p-grupa, jesli dla kazdego g € G, ord(g) = p" dla pewnego
neN.

Jesli H < G i H jest p-grupa, to H nazywamy p-podgrupa grupy G. y

Whiosek 4.10

Jedli p € P oraz |G| < oo, to

G jest p-grupa <= |G| = p" dla pewnego n € N.

Dowéd
<«=: Twierdzenie Lagrange'a.
=
Zatézmy, ze G jest p-grupa.
Niech g € Pi g | |G|.
(4.9) = istnieje g € G taki, ze ord(g) = q.
Stad g = p, bo G jest p-grupa, co koriczy dowéd. [J
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Definicja
Niech H < G.

Definiujemy normalizator Ng(H) podgrupy H w grupie G wzorem

Ng(H) = {g € G : gHg ' = H}.

Uwaga
Jesli H < G, to Ng(H) < G oraz H < Ng(H).

Lemat 4.11
Jesli p € P oraz H jest p-podgrupa grupy skonczonej G, to
[N¢(H): Hl =[G : H (mod p).

Lemat 4.8

Jedli p € P i p-grupa skofnczona H dziata na zbiorze skoficzonym X, to \XH| = |X| (mod p).

Dowéd
H dziata na G/H przez (lewe) przesunigcia zgodnie ze wzorem
h*(gH):=(h-g)H (he H, geG).
(Trzeba sprawdzi¢, ze gdy g’ ~p g’/, to h- g’ ~y h- g’ dla wszystkich h € H oraz g’, g"’ € G.)
Zauwazmy, ze gH € (G/H)" wtedy i tylko wtedy, gdy g € Ng(H).
Stad |(G/H)"| = [Ng(H) : H], co koficzy dowéd na mocy (4.8). [
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Twierdzenie 4.9 (Cauchy) J

Jesli p € P oraz p | |G|, to istnieje g € G taki, ze ord(g) = p.

Lemat 4.11

Jedli p € P oraz H jest p-podgrupa grupy skonczonej G, to

[Ng(H) : Hl =[G : H] (mod p). )

Whiosek 4.12

Jesli p € P i H jest p-podgrupa grupy skoficzonej G taka, ze p | [G : H], to p | [Ng(H) : H].

W szczegéblnosci istnieje p-podgrupa K grupy G taka, ze H J K oraz [K : H] = p.

.

Dowéd
Poniewaz [Ng(H) : H] = [G : H] (mod p) na mocy (4.11), wiec p | [Ng(H) : H].
Poniewaz p | [Ng(H) : H], wiec (4.9) = istnieje podgrupa L < Ng(H)/H rzedu p.
Niech K = 7 ~*(L), gdzie w: Ng(H) — Ng(H)/H jest naturalnym rzutowaniem.
Witedy K < Ng(H) na mocy (1.11), a wiec takze K < G.
Ponadto [K : H] = |L| = p, zatem |K| = p|H|, wiec K jest p-grupa.
Wreszcie H 9 K, gdyz K C Ng(H). O
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Whiosek 4.12

Jesli p € P i H jest p-podgrupa grupy skoficzonej G taka, ze p | [G : H], to istnieje p-podgrupa K
grupy G taka, ze H < K oraz [K : H] = p.

e

Twierdzenie 4.13 (Pierwsze Twierdzenie Sylowa)

Niech p € P oraz |G| = p"m, n,m € N oraz p t m.

Wtedy
(1) dla kazdego i € {0, ..., n} istnieje podgrupa grupy G rzedu p' oraz
(2) dla kazdego i € {1, ..., n} kazda podgrupa grupy G rzedu p'~! jest dzielnikiem normalnym

pewnej podgrupy grupy G rzedu p'. y

Dowéd

Wynika natychmiast z (4.12) przez indukcje ze wzgledu na i. [J
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Twierdzenie 4.13 (Pierwsze Twierdzenie Sylowa)

Niech p € P oraz |G| = p"m, n,m € N oraz p t m.
Kazda p-grupa jest zawarta w pewnej podgrupie rzedu p”.

Jesli p € P, to podgrupe P grupy G nazywamy p-podgrupa Sylowa, jesli P jest maksymalng (w
sensie zawierania) p-podgrupa grupy G.

Kazda p-podgrupa jest zawarta w pewnej p-podgrupie Sylowa.

\

M

W szczegdlnosci w kazdej grupie istnieje p-podgrupa Sylowa.

.

Whiosek 4.14

Niech p € P oraz |G| = p"m, n,m € N oraz p t m.
(1) Podgrupa H grupy G jest p-podgrupa Sylowa wtedy i tylko wtedy, gdy |H| = p".

(2) Jesli H jest sprzezona z p-podgrupa Sylowa, to H jest p-podgrupa Sylowa.

.

Dowéd

Natychmiast z Pierwszego Twierdzenia Sylowa. [
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Jesli p € P i p-grupa skoriczona Q dziata na zbiorze skoficzonym X, to |[X€¢| = |X| (mod p). J

Twierdzenie 4.1 rugie Twierdzenie Sylowa)

Niech p € P bedzie liczba pierwsza.

Dowolne dwie p-podgrupy Sylowa grupy skoniczonej G sa ze soba sprzezone.

Dowéd
Niech P i Q beda dwoma p-podgrupami Sylowa grupy G.
Grupa Q dziata na G/P zgodnie ze wzorem
q*(gP)—~(q-g)P (9€Q, g€0).
(48) = |(G/P)?| =[G : P] (mod p).
Poniewaz P jest p-podgrupa Sylowa, wiec p t [G : P], skad (G/P)Q # .

Zauwazmy, ze jedli gP € (G/P)9, to Q C gPg~ L.

1 1

"q-g € P, wiecq € gPg™".
, wiec wtedy Q = gPg 1. [J

Istotnie, jesli g = (gP) = gP, to g~

Poniewaz Q| = |P| = \ng’l
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Jesli p € P i p-grupa skoriczona P dziata na zbiorze skoficzonym X, to |[XF| = |X| (mod p).

Twierdzenie 4.16 (Trzecie Twierdzenie Sylowa)

Niech p € P oraz N bedzie liczba p-podgrup Sylowa grupy skonczonej G.
Wtedy N dzieli |G| oraz N =1 (mod p).

Dowéd
Niech X bedzie zbiorem wszystkich p-podgrup Sylowa grupy G i wybierzmy P € X.
Wtedy N = | X]|.

Grupa G dziata na zbiorze X przez sprzezenia, tzn.

g+Q=gQe ! (€6, Qe X).

Z Drugiego Twierdzenia Sylowa wiemy, ze X = G * P, zatem z (4.7) wynika, ze
N =|X| =[G : Gpl,

wiec N dzieli |G| na mocy (1.30).
Przez ograniczenie powyzszego dziatania otrzymujemy dziatanie grupy P na zbiorze X.
Oczywiécie P € XP.
Z drugiej strony, jesli Q € X*, to P C Gg = Ng(Q).
Witedy P jest p-podgrupa Sylowa grupy Ng(Q), wiec na mocy Drugiego Twierdzenia Sylowa
istnieje g € N¢(Q) takie, ze gQg ™! = P.
Ale gQg’1 = Q, gdyz g € Ng(Q), zatem Q = P.
Ostatecznie X = {P}, co koriczy dowéd twierdzenia wobec (4.8). O
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