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4 Dziatania grup na zbiorach i twierdzenia Sylowa

4.1 Dziatania grup na zbiorach

Definicja

Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy kazda funkcje §: G X X — X, (g,x) — g * x, taka,
ze
1k x=x i (g - h)*xx=gx*(h*x)
dla dowolnych g, h € G oraz x € X.
Méwimy tez, ze w powyzszej sytuacji grupa G dziata na zbiorze X.

Przyktady

@ Jedli X jest zbiorem i G < Sy, to G dziata na X zgodnie ze wzorem
o x x := o(x) (o € G, x € X).
@ Jedli H < G, to H dziata na G zgodnie ze wzorem
hxg:=h-g (h € H, g€G).
Dziatanie to nazywamy dziataniem przez (lewe) przesuniecia.
@ Jedli H < G, to H dziata na G zgodnie ze wzorem
hxg:=h-g-h™' (heH, ges).

Dziatanie to nazywamy dziataniem przez sprzezenia.

.
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Stwierdzenie 4.1

(1) Jesli 6: G x X — X jest dziataniem grupy G na X, to funkcja ¢s: G — Sx dana wzorem
(ps(g))(x) :=6(g,x) (g €G, x€X),
jest (dobrze okreslonym) homomorfizmem.
(2) Jesli ¢: G — Sx jest homomorfizmem grup, to funkcja 6, : G x X — X dana wzorem
oo(g,x) = (p(g))(x) (g €6, x€X),
Jjest dziataniem grupy G na X.
(3) Jesli & jest dziataniem grupy G na zbiorze X, to d,,; = 6.

(4) Jesli X jest zbiorem oraz ¢: G — Sx jest homomorfizmem grup, to @5, = ¢.

Dowéd
(1) [Poprawnos¢ definicji]: Musimy sprawdzié, ze ¢5(g) € Sx.
Mamy
(es(@)((ws(8™))(x) = (g, 8™ X)) =gx(g ' *x)=(g-g Nrxx=1rx=x,
a wiec ©;5(g) 0 ps(g™!) = Idx. Analogicznie ps5(g 1) o ¢s(g) = Idx.
[Homomorfizm]: Mamy
(s(e1 - £2))(x) = d(g1 - &2, %) = (&1 - &) * x = g1 * (g2 * x)
= 6(g1, (g2, x)) = (vs5(81))((ps(82))(x)),

a wiec p5(g1 - 82) = vs(g1) 0 vs(g2).
(3) Mamy
dp5(g,x) = (vs(g))(x) =d(g,x). O
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Stwierdzenie 4.1

(1) Jesli §: G x X — X jest dziataniem grupy G na X, to funkcja ¢s: G — Sx dana wzorem
(ps(g))(x) :=d(g,x) (g €G, x€X),

Jjest (dobrze okreslonym) homomorfizmem.

Whiosek 4.2 (Cayley)

Jesli G jest grupa, to istnieje monomorfizm G — Sg.

Dowéd
Niech §: G X G — G bedzie dziataniem grupy G na G przez lewe przesuniecia.
Wtedy ps5: G — S¢ jest homomorfizmem grup.
Musimy sprawdzi¢, ze Ker ps = {1}.
Zatézmy, ze g € Ker ps.
Wtedy ps5(g) = Idg, wiec

g-h=24(g, h) = (ps(g))(h) =Ide(h) = h

dla dowolnego h € G.
W szczegdlnoéci g = g-1=1. OJ
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Stwierdzenie 4.1

(1) Jesli 6: G x X — X jest dziataniem grupy G na X, to funkcja ¢s: G — Sx dana wzorem
(ps(g))(x) :=0(g,x) (g €G, x€X),

jest (dobrze okreslonym) homomorfizmem.

Stwierdzenie 4.3.

Jesli & jest dziataniem grupy G na G przez sprzezenia, to Im s C Aut(G).

Dowéd

Nalezy sprawdzi¢, ze dla kazdego g € G funkcja ¢, := ¢5(g) jest homomorfizmem grupy G.
Mamy

velgr- ) =0(g, g1 &) =g (g1-&) e ' =(ge e ) (Eeae)=qrla) vele) O

Automorfizmem wewnetrznym grupy G nazywamy kazdy automorfizm postaci ¢s(g), gdzie
g € G, za$ § jest dziataniem grupy G na G przez sprzezenia.

Zbiér wszystkich automorfizméw wewnetrznych grupy G tworzy grupe (gdyz jest réwny Im ¢5),
ktéra nazywamy grupa automorfizméw wewnetrznych grupy G i oznaczamy Inn(G).
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Centrum grupy G nazywamy

C(G) :={g € G:g-h=h- g dlawszystkich h € G}.

Przyktady

@ C(G) = G wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grupa abelowa.

e

@ Jesli F jest ciatem oraz n € Ny, to C(GL,(F)) sktada sie z wszystkich macierzy postaci
A-ld,, dla X € F*.

o C(Ds) = {Id, Oyg00 }.

Stwierdzenie 4.4

Jesli § jest dziataniem grupy G na G przez sprzezenia, to Ker o5 = C(G).
W szczegdlnosci, C(G) < G oraz Inn(G) ~ G/C(G).

e

G

Dowéd
Mamy

g EKerps < Vhecg-h g™}

Czeé¢ druga wynika z (1.25) i (1.34). O

C(G) jest grupa abelowa.

=h < Veecg-h=h-g < g e C(G).
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Stwierdzenie 4.3.

Jesli § jest dziataniem grupy G na G przez sprzezenia, to Im s C Aut(G).

Oznaczenie

Jesli g1, 8 € Goraz X C G, to g:1.Xg> :={g1-h-g : h € X}.

Whiosek 4.5

JedliH < Gorazg € G, to gHg ! < G i gHg™! ~ H.

Dowéd
Niech @(h) :=g - h-g~'(h € G).
(43) = ¢ € Aut(G).
Stad funkcja ¢ o u: H — G, gdzie u: H — G jest naturalnym wiozeniem, jest monomorfizmem.
Poniewaz Im(¢ o 1) = gHg ~*!, wiec dostajemy teze z (1.10) i (1.12)(3). O
Definicja

Podgrupy H, K < G nazywamy sprzezonymi, jesli istnieje g € G takie, ze K = gHg L.

(1) Relacja sprzezenia jest relacja réwnowaznosci.
(2) Jesli H < G, to

H 4G <= H = K dla dowolnej podgrupy K sprzezonej z H.
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Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to dla x € X definiujemy
G ={g€G:g*xx=x} i Gxx:={g*xx:g € G}.
G, nazywamy stabilizatorem lub podgrupa izotropii elementu x, natomiast G * x bedziemy

nazywac orbita elementu x. y

Stwierdzenie 4.6

Zatézmy, ze grupa G dziata na zbiorze X.

(1) Relacja ~ na X dana wzorem
X~ y:<= y=gsx*xdlapewnegog € G
jest relacja réwnowaznosci.

(2) Klasa abstrakcji elementu x € X w powyzszej relacji jest G * x.

e

Dowéd
(1) [Zwrotnos¢]: x = 1% x = x ~ x.
[Symetrycznoé¢]: x vy — y = gxx —
gil*y:gfl*(g*x):(gfl-g)*x:l*x:x = y ~ X
[Przechodnio$é]: x ~y Ay ~z = y=gsxxANz=hxy = z=hx*(gxx)=(h-g)*x
—— X~ Z
(2) Bezposrednio z definicji.
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Stwierdzenie 4.6

[Swwierdzenieds
Zatézmy, ze grupa G dziata na zbiorze X.
(1) Relacja ~ na X dana wzorem
X~ y:<= y=g*xdlapewnego a € G
jest relacja réwnowaznosci.
(2) Klasa abstrakcji x € X w powyzszej relacji jest G * x.
(3) G <G.
(4) Gpux = 8Gig™ 1.

Dowéd

B)lxx=x = 1€ G = G #2.
Jedli g, h € Gy, to

(g~h71)*><:g>k(h71>'=(h>i<x))_g>k((h71-h)>|<x):g*(1>r<x):g>k><:x7

wiec g - h™! € G,.

Zatem G, < G na mocy (1.9).
(4) Mamy

h€ Gpx < hx(g*x)=g+x gil*(h*(g*x))zx

— gl h-geG < hegGg O
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Twierdzenie 4.7

Jesli grupa G dziata na zbiorze X oraz x € X, to funkcja

G/G, € g6y — g#x € G *x
jest bijekcja.
W szczegélnosci, jedli |G| < oo, to |G * x| | |G].

Dowéd
[Poprawnos¢ definicji]: Jesli g1 Gx = g2 Gy, to gfl - g2 € Gy, wiec
axx=gx((g &) rx)=g*x
[Surjetywnosé]: Bezposrednio z definicji.
[Injektywnos¢]: Jesli g1 = x = g * x, to
-1 -1 -1
(&1 &) *xx=g *(g*xx)=g *(g*x)=x,

wiec gfl - g € Gy, zatem g1Gx = g G,. [
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