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3.4 Jednoznaczno$é

Cel

Celem tego rozdziatu jest udowodnienie, ze jesli G jest skoriczona grupa abelowa, to istnieja

jednoznacznie wyznaczone py,...,px € P,oraz nj; € Ny, i € {1,...,k}, j € {1,...,/;}, takie,
ze

li
G ~ Z nj ;.
iez? j=1 pfw
prL< p2 < :--- < pgoraz
nip < nip <o <onpg,
dla kazdego i.

Na tym wyktadzie zajmiemy si¢ jednoznacznoscia.
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Jedli G jest grupa abelowa i m € Z, to
0O:¢m:={geG:m-g=0}.

Uwaga

W powyzszej sytuacji 0 :¢ m < G.

Lemat 3.14
Niech ¢: G — H bedzie izomorfizmem grup abelowych.
Jeslim € Z, to

@(0:6 m)=0:y m.

W szczegdlnosci, 0 :¢ m ~ 0 :y m.

Dowéd
tatwo widaé, ze (0 :¢ m) C 0 :yy m.
Podobnie, <p’1(0 tHm) C0:gm.

Stad
0 m=(p (0 m) C0:m). O
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Jesdli G jest grupa abelowa oraz m € Z, to
m-G:={m-g:g¢€ G}.

Uwaga

W powyzszej sytuacji m- G < G.

Lemat 3.15

Niech ¢: G — H bedzie izomorfizmem grup abelowych.
Jeslim € Z, to

o(m-G)=m-H.

W szczegdlnosci, m- G ~ m - H.

Dowéd

Cwiczenie. [
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Lemat 3.16

Niech p € Piny,...,n € Ny.
Jedlim e Ni
!
6= @Zp"i’

i=1
to

1

‘pm . G‘ — Hpmax(ﬂ,nifm).
i=1 y
Dowéd

Wystarczy zauwazy¢, ze jesli n € N, to

Ipm . Zp"l _ pmax(O,n—m)A |
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Stwierdzenie 3.17

Niech p1 < --- < p, € P.
Dodatkowo, dla kazdego i = 1,...,n, niech nj3 < --- <) E Ny imiy <o <mjy, € Ny,
li, ki € N.

Jesli
no i n ki
DDz DD
i=1 j=1 1 i=1 j=1 1
toh = ki, ..., I = ky oraz nj j = m; j dla wszystkich i =1,...,n, j=1,...,/. )
Dowéd
Niech
n l; n ki
c=DDzo, 1+ H=DDz
: b,
i=1 j=1 i i=1 j=1

Ustalmy izomorfizm ¢: G — H.
Dla kazdego i = 1, ..., n definiujemy

max(”i,/,-vmi,kl-)

qi=p;
(gdzie nj,; =0, gdy l; = 0, oraz mj x, := 0, gdy k; = 0) oraz
G :=0:16q; i H; :=0:y4 q;.
Wtedy

li ki
G~ P Zrj 0 H~ o) Zmij-
=1 =1

I k;
(1) = @, Zpin,-‘j ~ @, Zpim,-,j.
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Dowéd (c.d)
Mamy

li ki
@an"d‘ ~ @me;d‘ .
j=1 i j=1 i
Chcemy pokazaé, ze

ki = I, nj1 = mji, ni2 = mj 2, ceey Ni kg = Mj k; -

Réwnowaznie, r; , = s;, dla u € N, gdzie

fiw = {Jj: nij = u}| i si = |{j: mij = u}|.
(3.16) = dla v € N mamy
I ki
Py @Dzl =T e @Dz my | = e
= b P

(3.15) = dla v € N mamy
Z(u —V)hy = Z(u — V)Sju-
u>v u>v
Oczywidcie, rj,, =0 =s;,, dla u > w := max(n,-,/’., m,-,k,.).
W szczegdlnosci, powyzsza réwnosé mozemy zapisaé

w
> (w—v)(riu = siw) = 0.
u=v+1
Nietrywialne réwnania dostajemy dla v =10, ..., w — 1.
W efekcie dostajemy tréjkatny uktad w réwnan z w niewiadomymi x, 1= rjy — Sju, U =1,...,w,
i jedynkami na przekatnej. Rozwiazujac ten uktfad, otrzymujemy, ze x, =0dlauv=1,...,w, skad

wynika teza. [
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Whiosek 3.13

Jesdli G jest skoriczona grupa abelowa, to istnieja p1 < --- < p, € P, h,...,Il, € Ni, oraz
nj €Ny, i=1,...,n j=1,... 1, takie, ze
n Ii
DDz
i=1 j=1

.

Stwierdzenie 3.17

Niech p; < -+~ < p, € P.
Dodatkowo, dla kazdego i = 1,...,n, niech n;; < .- < ni, € Npimig <o <mj . € Ny,
Ii, ki € N.
Jesli
n I n ki
DDz DD m;
i=1 j=1 i i=1 j=1 i

toh = ki, ..., In = ky oraz n; j = m; ; dla wszystkich i = 1,...,n, j=1,...,/.

.

Twierdzenie 3.18

Jesdli G jest skoriczona grupa abelowa, to istnieja jednoznacznie wyznaczone: n € N,

p1<---<pk €P, l1,...,ln€N+,orazn,-,1§~-~§n,-,/,.€N+,i€{1,...,n},takie,ie
n i

A
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