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3.3 Istnienie

Cel

Celem tego rozdziatu jest udowodnienie, ze jesli G jest skoficzona grupa abelowa, to istnieja

jednoznacznie wyznaczone p1,...,px € Poraz nj; e N, i€ {1,...,k}, j € {1,...,/;}, takie,
ze
ko i
6> DDz
= =

pr < p2 <--- < pg oraz
nii < nip<---<njg,
dla kazdego i.

Na tym wyktadzie zajmiemy sig istnieniem.

Strategia

| \

| Istnieja p1, ..., px € P oraz grupy Gi, ..., G takie, ze
GG @& Gk
oraz |G| = p;"" dla kazdego i.
Il Jedli |G| = p" dlap € Pimé€N, toistnieja ni, ..., n € Ny takie, ze
Gzanl @~~@an,.

Przypomnienie

(38): k-g=0 = ord(g) | k.
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Istnieja p1, ..., px € P takie, ze
GG - D Gk

oraz |G;| = p;" dla kazdego i.

| N

Lemat 3.11

Niech p € P.

Jesli G jest skoriczona grupa abelowa taka, ze ord(g) jest potega liczby p dla kazdego g € G, to
|G| jest réwniez potega liczby p.

N

Dowéd
Indukcja na |G|.
Gdy |G| = 1, to teza jest oczywista.
Zatézmy, ze |G| > 1 i ustalmy g € G \ {0}.
Niech H := (g).
Witedy |H| = ord(g) jest potega liczby p.
Niech G’ := G/H.

Weedy |G'] = {5} < |G|.

Pokazemy za chwile, Ze ord(x) jest potega liczby p dla kazdego x € G’.

Wtedy z zatozenia indukcyjnego otrzymamy, ze |G’| jest potega liczby p.

Poniewaz |G| = |G’| - |H|, to zakoriczy dowdd.

Ustalmy x € G’. Wtedy x = g + H dla pewnego g € G.

Poniewaz ord(g) - g = 0, wiec ord(g) - x = ord(g) - (g + H) = 0 + H, zatem ord(x) | ord(g) (na
mocy (3.8)). Poniewaz ord(g) jest potega liczby p, wiec ord(x) jest potega liczby p. [J
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Stwierdzenie 3.12

Jesli G jest skoniczong grupa abelowa, to istnieja pi, ..., px € P oraz grupy Gi, ..., Gi takie, ze
G~G & D G
oraz |G;| jest potega liczby p; dla kazdego i.

Dowéd
Niech
Gl = pit - p¥
dla parami réznych p1,...,px € Poraz I, ..., Iy € N;.

Dla kazdego i niech
A
Gi:={geG|p g=0}
tatwo wida¢, ze Gi, ..., G, < G, gdyz grupa G jest abelowa.

(3.8) = jedli g € Gj, to ord(g) | p,{" = ord(g) jest potega liczby p;.
(3.11) = |G;]| jest potega liczby p; dla kazdego i.
Pokazemy, ze

GﬁGléBEBGk

Doktadniej, pokazemy, ze homomorfizm ¢: G; & - - - & Gy — G dany wzorem
wlgt, - 8¢) =g+ + 8k (g1 € G, ..., g € Gk),

jest izomorfizmem.
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I i
IGl=pt--p", G :={g€G|p -g=0}
P: G D DG > G, o(gr,...,8) =8+ +gk (g1 € G1, ..., g € Gy).

¢ jest mono.
Przypusémy, ze
g+ -+g=0
dla pewnych g1 € Gy, ..., gk € Gy.
Ustalmy i € {1,...,k}.
Wiemy, ze istnieja m, | € Z takie, ze

I I i1 I U
mp! +lpt - p T P =1
Wtedy
I I I _ 1; /
g =1-g=(mp/+Ip! - -p P pl) &
i ; i1 ]
=mp/ - gi+lpt ---p PPl a

I li—1 I /
=0—Ip! - p P Pl (e g g gk)

=—(0+--+0)=0.
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/ U I:
|Gl =p!---pfy, G :={gcG|p -g=0}

p:G® DG — G, p(gr,-..,8) =g+ + 8k (g1 € Gi, ..., &k € Gy).
@ jest epi.
Niech g € G.
Poniewaz
IG\ IGly _
NWD v ) =1,
P1 Py
wiec istnieja my, ..., my € Z takie, ze
|G| Gl _
m1—+ -+ m —Ik_l.
P1 Py
Niech
. |G| P
8= mi—- 8§, i=1,..., k.
P/
Wtedy
I
p; - & = milG|-g =0,
gdyz ord(g) | |G|, wiec g1 € Gi, ..., gk € Gk.
Ponadto
<p(g1,~~~,gk):g1+---+gk:m1%~ +- +mk'G‘ g
P k

=(m1'(f1‘ + - +mk‘5‘) g=l-g=g

co konczy dowdd. [
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Krok Il

Jesli |G| = p" dlap € Pim €N, toistnieja n, ..., n € N, takie, ze
GZZPnl @--'@an,‘

v

Jedli ¢ G — H jest epimorfizmem grup, to
sup{ord(g) : g € G} > sup{ord(h) : h € H}.

Dowéd
Musimy pokaza¢, ze dla kazdego h € H istnieje g € G taki, ze ord(h) < ord(g).
Ustalmy h € H.
Poniewaz ¢ jest epi, wiec istnieje g € G taki, ze p(g) = h.
Jesli ord(g) = oo, to oczywiscie ord(g) > ord(h).
W przeciwnym wypadku
ord(g) - h = ord(g) - p(g) = w(ord(g) - 8) = ¢(0) = 0,

wiec ord(h) < ord(g) na mocy (3.8) (lub (1.32)). O
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Stwierdzenie 3.10

Niech G bedzie grupa (abelowa), ktérej rzad jest potega liczby p € P.
Witedy istnieja ni, ..., n € Ny takie, ze

G:anl @'-'@an/‘

Dowéd
Indukcja ze wzgledu na |G|.
Gdy |G| =1, to teza jest oczywista (pusta suma prosta).
Jesli |G| > 1, to wybierzmy gy € G taki, ze
ord(go) = max{ord(g) : g € G}.

(1.31) = ord(g) | |G|.
W szczegdlnosci, ord(gp) = p™ dla pewnego ng € N.
Niech H := (go).
(3.7) = H=~Zym.
(1.30) = |G/H| = |G|/|H]| jest potega liczby p i |G/H| < |G].
(Zl) = n1,...,n € N takie, ze

G/H= T & ® Ly,
Powyzszy izomorfizm bedziemy traktowad jako utozsamienie.
Dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze G ~ H & G/H.

Na mocy (3.4) w tym celu nalezy skonstruowaé homomorfizm p: G/H — G taki, ze
(m o p)(x) = x dla kazdego x € G/H, gdzie m: G — G/H jest naturalnym rzutowaniem.
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H = (go), ord(go) = p™ = max{ord(g) : g € G},
w: G — anl D---D an, epimorfizm taki, ze Ker m = H.

Cel: Skonstruowaé p: Z,m @ --- & Ly — G taki, ze mo pu = Ide”l @ DL -

Niech e := (0,...,0,1,0,...,0), przy czym 1 jest na i-tym miejscu.
Zauwazmy, ze ord(e;) = p"i, wiec p"i = ord(e;) < p™ na mocy (3.9), zatem n; < no.
Wybierzmy g/ € G takie, ze 7(g/) = e;.
Mamy
m(p" - g/) = p" - 7(g]) = p" e =(0,...,0),

wiec p"i - g/ € Kerm = H.
Stad p"i - g/ = ki - go dla pewnego k; € Z.
Wiemy, ze ord(g!) = p" dia pewnego n! < ng.
Stad p™0 - g/ = po 7 p - g = pPO=7 .0 = 0, wiec
PO ki - go = p™T"ip"i - g/ = p™ - g/ =0, zatem p"™ | p"0~ " k; na mocy (3.8).
Z powyzszego p"i | ki, wigc istnieje k! € Z taka, ze ki = p"ik!.
Niech g; := g/ — k! - go.
Wtedy 7(gi) = w(g/) = e oraz

P - gi=p" g — Pkl -go=ki-g —ki-go=0.
W szczegdlnosci, ord(g;i) | p" = ord(ei) na mocy (3.8).
(3.6) + (3.1) = istnieje homomorfizm p1: Zym @ - -+ @ Zyn — G taki, ze p(e;) = g dla
kazdego i.
Wiedy m(u(e)) = m(gi) = e dla kazdego i, wiec mo p = Idzp,,1 ©:--@2,p ha mocy (3.5). O
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Stwierdzenie 3.12

Jesli G jest skoficzong grupa abelowa, to istnieja p1, . .., px € P oraz grupy Gi, ..., Gi takie, ze
GG & D Gk
oraz |G| = p;"i dla kazdego i.

Stwierdzenie 3.10

| N

Niech G bedzie grupa (abelowa), ktérej rzad jest potega liczby p € P.
Witedy istnieja ni, ..., n € Ny takie, ze

G:anl $~H®an/4

| A

Whiosek 3.13
Jesdli G jest skonczonq grupa abelowq to istnieja p1 < -+ < pp €P, h,...,I, € N} oraz
nj €Ny, i=1,...,n j=1,...,1, takie, ze
n
PPz O
i=1 j=1
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