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3 Klasyfikacja skonczonych grup abelowych

Notacja

Przez caty rozdziat wszystkie rozwazane grupy beda grupami abelowymi.

Dziatanie w rozwazanych grupach bedziemy oznacza¢ symbolem +, wiec w szczegélnosci przez 0
bedziemy oznaczaé element neutralny.

M

Cel

Celem tego rozdziatu jest udowodnienie, ze jesli G jest skoriczona grupa abelowa, to istnieja

jednoznacznie wyznaczone: (k € N), p1,...,pk €P, (h..., Ik € Ny) oraz n; j € Ny,
i€e{l,...,k} je{l,..., [}, takie, ze
k I

pr < p2 <--- < pg oraz
nix < nip < --- < njg,

dla kazdego i.
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3.1 Sumy proste

Definicja
Jedli G i H sa grupami, to suma prosta grup G i H nazywamy zbiér G X H z dziataniem po
wspétrzednych, tzn. jesli g1,82 € G i h1, ho € H, to
(81, h1) + (&2, h2) := (&1 + &2, 1 + h2).
Sume prosta grup G i H oznaczamy symbolem G & H.

M

Uwaga

Suma prosta grup (abelowych) jest grupa (abelowa).
Jedli G, H i K s3 grupami, to

GAH~H®G i (GOH)OK~GH(H®K).

W zwigzku w powyzszym, jesli Gi, ..., G, sa grupami, to definicja
n
Phe=ce --oa,
i=1

jest poprawna.

'
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Niech Gy, ..., Gy, i Hy, ..., H, beda grupami.
Jesli pji: G — H;, i€ {1,...,m}, j € {1,...,n}, s3 homomorfizmami, to funkcja

PG D DGy —> H DD H,

dana wzorem

w(g1,---,8m) = (p1,1(81) + -+ @1,m(&m) - - - » pn,1(g1) + - - + ©n,m(gm))
(g1 € G, ..., 8m € Gm),

jest homomorfizmem grup. y

Dowéd

Cwiczenie. [
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Jedli G i H sa grupami oraz istnieje grupa H’ taka, ze H@® H' ~ G, to méwimy, ze H jest

sktadnikiem prostym grupy G. y

Jedli H i H' sa grupami, to istnieja homomorfizmy p: H - H@® H' i m: H® H' — H takie, ze
mop=Ildy.

4

Stwierdzenie 3.2

Niech G i H beda grupami.

Jesli istnieja homomorfizmy p: H — G oraz w: G — H takie, ze w o p = ldy, to

G~ H® Kerm.

.
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Stwierdzenie 3.2

Niech G i H beda grupami.
Jesli istnieja homomorfizmy p: H — G oraz w: G — H takie, ze w o p = ldy, to

G~ H® Kerm.

Dowéd
Definiujemy homomorfizm ¢: H @& Ker 1 — G wzorem
w(h,g):=uh)+g (h€H, ge&Kerm).
Pokazemy, ze ¢ jest izomorfizmem.

1°. ¢ jest mono.
Ustalmy h € H i g € Ker r takie, ze u(h) + g = 0.

Wtedy
h=h+0=n(u(h)) + n(g) = m(u(h) + g) = =(0) = 0.
Ponadto,
g = —p(h) = —p(0) = -0=0.
2°. ¢ jest epi.
Ustalmy g € G.
Niech
h:=n(g) i g =g—unx(g)-
Wtedy

m(g') = n(g) — n(u(n(g)) = 7(g) — 7(g) =0,
wiec (h,g’) € H & Ker .

Ponadto,
o(h,g") =uh) +g" = p(n(g)+&—pn(n(e) =g O
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Stwierdzenie 3.2
Niech G i H beda grupami.

Jesli istnieja homomorfizmy p: H — G oraz w: G — H takie, ze m o p = ldy, to

G~ H® Kerm.

Whiosek 3.3
Jesli H < G i istnieje homomorfizm 7: G — H taki, ze w(h) = h dla kazdego h € H, to
G~ H®Kerm.

Dowéd

Wynika natychmiast z (3.2) (jako p: H — G bierzemy naturalne witozenie). [

Whiosek 3.4

Jesli H' < G (grupy abelowe) i istnieje pu: G/H' — G taki, ze w0 pu = Idg /s, gdzie
7: G — G/H' jest naturalnym rzutowaniem, to

G~G/H @ H.

Dowéd

Wynika z (3.2), gdyz Kerm = H'. O
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3.2 Grupy cykliczne

Grupe G nazywamy cykliczna, jesli istnieje element g € G taki, ze G = (g).
Element g € G taki, ze (g) = G, nazywamy generatorem grupy G.

v
Niech G = (X).
Jesdli p,: G — H sa homomorfizmami takimi, ze ¢(g) = ¥(g) dla kazdego g € X, to ¢ = 1. )

Dowéd

Niech G’ bedzie zbiorem elementéw g € G takich, ze p(g) = ¥(g).
Latwo sprawdzi¢, ze G’ < G.
Ponadto z zatozenia X C G’, wiec

G=(X)CG CG. O
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Stwierdzenie 3.6

Niech G = (g) i n:= ord(g) < co.
Jedli h € H iord(h) | n, to istnieje jedyny homomorfizm ¢: G — H taki, ze p(g) = h.

Dowéd
Jedno$¢ ¢ wynika z (3.5).
Wiemy z (1.32), ze
G={k-g:ke{0,1,...,n—1}}.

Definiujemy funkcje ¢: G — H wzorem
pk-g):=k-h (ke {0,1,...,n—1}).
Aby pokazaé, ze ¢ jest homomorfizmem, ustalmy k,/ € {0,1,...,n—1}.
Wtedy k- g+ /- g = ((k+ /) mod n) - g, wiec
olk-g+1-g)=((k+I)modn) - h.
Z drugiej strony,
olk-g)+o(l-g)=(k+1)-h
Stad
(p(k- &)+ oll-8) — plk-g+1-&) = (((k+ ) divn)n) - h =0,
gdyz ord(h) | n.

Innymi stowy,
ok-g+1-g)=opk-g)+eo(-g). O
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Stwierdzenie 3.6

Niech G = (g) i n:= ord(g) < oo.
Jesli h € Hiord(h) | n, to istnieje jedyny homomorfizm ¢: G — H taki, ze p(g) = h.

Stwierdzenie 3.7

Jesli G jest skoriczona grupa cykliczng, to G ~ Z,, gdzie n := |G]|.

Dowéd
Ustalmy generator g grupy G.
(3.6) = istnieja homomorfizmy ¢: G — Z, i ¢: Z, — G takie, ze o(g) = 1i (1) = g.
Wtedy ¢((1)) = 1 i (¢(g)) = g, wiec ¢ 0 = Idz, i 1) o ¢ = Idg na mocy (3.6). O

Whiosek 3.8

Niech g € G.
(1) Jesli ord(g) < oo i k- g = 0 dla pewnego k € Z, to ord(g) | k.

(2) Jedli k - g = 0 dla pewnego k # 0, to ord(g) < co (a wiec w szczegblnosci ord(g) | k).

Dowéd
(1) Niech H := (g) i n := ord(g).
(3.6) = istnieje homomorfizm ¢: H — 7Z, taki, ze ¢(g) = 1.
Poniewaz k- g = 0, wigc k-1 =0 w Z,, zatem n | k.
(2) Jesli k- g =0, to |k|-g=0.
Zatem, gdy k #0,to {m e N, :m-g=1} # 2.
Stad ord(g) < oo na mocy (1.32). O
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