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3 Klasyfikacja skończonych grup abelowych

Notacja

Przez cały rozdział wszystkie rozważane grupy będą grupami abelowymi.

Działanie w rozważanych grupach będziemy oznaczać symbolem +, więc w szczególności przez 0
będziemy oznaczać element neutralny.

Cel

Celem tego rozdziału jest udowodnienie, że jeśli G jest skończoną grupą abelową, to istnieją
jednoznacznie wyznaczone: (k ∈ N), p1, . . . , pk ∈ P, (l1 . . . , lk ∈ N+) oraz ni,j ∈ N+,
i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , li}, takie, że

G '
k⊕

i=1

li⊕
j=1

Z
p
ni,j
i

,

p1 < p2 < · · · < pk oraz
ni,1 ≤ ni,2 ≤ · · · ≤ ni,li ,

dla każdego i .
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3.1 Sumy proste

Definicja

Jeśli G i H są grupami, to sumą prostą grup G i H nazywamy zbiór G × H z działaniem po
współrzędnych, tzn. jeśli g1, g2 ∈ G i h1, h2 ∈ H, to

(g1, h1) + (g2, h2) := (g1 + g2, h1 + h2).

Sumę prostą grup G i H oznaczamy symbolem G ⊕ H.

Uwaga

Suma prosta grup (abelowych) jest grupą (abelową).

Jeśli G , H i K są grupami, to

G ⊕ H ' H ⊕ G i (G ⊕ H)⊕ K ' G ⊕ (H ⊕ K).

W związku w powyższym, jeśli G1, . . . , Gn są grupami, to definicja

n⊕
i=1

Gi := G1 ⊕ · · · ⊕ Gn

jest poprawna.
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Lemma 3.1

Niech G1, . . . , Gm i H1, . . . , Hn będą grupami.
Jeśli ϕj,i : Gi → Hj , i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, są homomorfizmami, to funkcja

ϕ : G1 ⊕ · · · ⊕ Gm → H1 ⊕ · · · ⊕ Hn

dana wzorem

ϕ(g1, . . . , gm) := (ϕ1,1(g1) + · · · + ϕ1,m(gm), . . . , ϕn,1(g1) + · · · + ϕn,m(gm))

(g1 ∈ G1, . . . , gm ∈ Gm),

jest homomorfizmem grup.

Dowód

Ćwiczenie.
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Definicja

Jeśli G i H są grupami oraz istnieje grupa H′ taka, że H ⊕ H′ ' G , to mówimy, że H jest
składnikiem prostym grupy G .

Uwaga

Jeśli H i H′ są grupami, to istnieją homomorfizmy µ : H → H ⊕ H′ i π : H ⊕ H′ → H takie, że
π ◦ µ = IdH .

Stwierdzenie 3.2

Niech G i H będą grupami.

Jeśli istnieją homomorfizmy µ : H → G oraz π : G → H takie, że π ◦ µ = IdH , to

G ' H ⊕ Ker π.
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Stwierdzenie 3.2

Niech G i H będą grupami.

Jeśli istnieją homomorfizmy µ : H → G oraz π : G → H takie, że π ◦ µ = IdH , to

G ' H ⊕ Ker π.

Dowód

Definiujemy homomorfizm ϕ : H ⊕ Ker π → G wzorem

ϕ(h, g) := µ(h) + g (h ∈ H, g ∈ Ker π).

Pokażemy, że ϕ jest izomorfizmem.

1◦. ϕ jest mono.

Ustalmy h ∈ H i g ∈ Ker π takie, że µ(h) + g = 0.

Wtedy
h = h + 0 = π(µ(h)) + π(g) = π(µ(h) + g) = π(0) = 0.

Ponadto,
g = −µ(h) = −µ(0) = −0 = 0.

2◦. ϕ jest epi.

Ustalmy g ∈ G .

Niech
h := π(g) i g ′ := g − µ(π(g)).

Wtedy
π(g ′) = π(g)− π(µ(π(g)) = π(g)− π(g) = 0,

więc (h, g ′) ∈ H ⊕ Ker π.

Ponadto,
ϕ(h, g ′) = µ(h) + g ′ = µ(π(g)) + g − µ(π(g)) = g .
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Stwierdzenie 3.2

Niech G i H będą grupami.

Jeśli istnieją homomorfizmy µ : H → G oraz π : G → H takie, że π ◦ µ = IdH , to

G ' H ⊕ Ker π.

Wniosek 3.3

Jeśli H ≤ G i istnieje homomorfizm π : G → H taki, że π(h) = h dla każdego h ∈ H, to

G ' H ⊕ Ker π.

Dowód

Wynika natychmiast z (3.2) (jako µ : H → G bierzemy naturalne włożenie).

Wniosek 3.4

Jeśli H′ ≤ G (grupy abelowe) i istnieje µ : G/H′ → G taki, że π ◦ µ = IdG/H′ , gdzie
π : G → G/H′ jest naturalnym rzutowaniem, to

G ' G/H′ ⊕ H′.

Dowód

Wynika z (3.2), gdyż Ker π = H′.
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3.2 Grupy cykliczne

Definicja

Grupę G nazywamy cykliczną, jeśli istnieje element g ∈ G taki, że G = 〈g〉.
Element g ∈ G taki, że 〈g〉 = G , nazywamy generatorem grupy G .

Lemat 3.5

Niech G = 〈X〉.
Jeśli ϕ,ψ : G → H są homomorfizmami takimi, że ϕ(g) = ψ(g) dla każdego g ∈ X , to ϕ = ψ.

Dowód

Niech G ′ będzie zbiorem elementów g ∈ G takich, że ϕ(g) = ψ(g).

Łatwo sprawdzić, że G ′ ≤ G .

Ponadto z założenia X ⊆ G ′, więc

G = 〈X〉 ⊆ G ′ ⊆ G .
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Stwierdzenie 3.6

Niech G = 〈g〉 i n := ord(g) <∞.

Jeśli h ∈ H i ord(h) | n, to istnieje jedyny homomorfizm ϕ : G → H taki, że ϕ(g) = h.

Dowód

Jedność ϕ wynika z (3.5).

Wiemy z (1.32), że
G = {k · g : k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}}.

Definiujemy funkcję ϕ : G → H wzorem

ϕ(k · g) := k · h (k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}).

Aby pokazać, że ϕ jest homomorfizmem, ustalmy k, l ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
Wtedy k · g + l · g = ((k + l) mod n) · g , więc

ϕ(k · g + l · g) = ((k + l) mod n) · h.

Z drugiej strony,
ϕ(k · g) + ϕ(l · g) = (k + l) · h.

Stąd
(ϕ(k · g) + ϕ(l · g))− ϕ(k · g + l · g) = (((k + l) div n)n) · h = 0,

gdyż ord(h) | n.

Innymi słowy,
ϕ(k · g + l · g) = ϕ(k · g) + ϕ(l · g).
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Stwierdzenie 3.6

Niech G = 〈g〉 i n := ord(g) <∞.

Jeśli h ∈ H i ord(h) | n, to istnieje jedyny homomorfizm ϕ : G → H taki, że ϕ(g) = h.

Stwierdzenie 3.7

Jeśli G jest skończoną grupą cykliczną, to G ' Zn, gdzie n := |G |.

Dowód

Ustalmy generator g grupy G .

(3.6) =⇒ istnieją homomorfizmy ϕ : G → Zn i ψ : Zn → G takie, że ϕ(g) = 1 i ψ(1) = g .

Wtedy ϕ(ψ(1)) = 1 i ψ(ϕ(g)) = g , więc ϕ ◦ ψ = IdZn i ψ ◦ ϕ = IdG na mocy (3.6).

Wniosek 3.8

Niech g ∈ G .

(1) Jeśli ord(g) <∞ i k · g = 0 dla pewnego k ∈ Z, to ord(g) | k.

(2) Jeśli k · g = 0 dla pewnego k 6= 0, to ord(g) <∞ (a więc w szczególności ord(g) | k).

Dowód

(1) Niech H := 〈g〉 i n := ord(g).

(3.6) =⇒ istnieje homomorfizm ϕ : H → Zn taki, że ϕ(g) = 1.

Ponieważ k · g = 0, więc k · 1 = 0 w Zn, zatem n | k.

(2) Jeśli k · g = 0, to |k| · g = 0.

Zatem, gdy k 6= 0, to {m ∈ N+ : m · g = 1} 6= ∅.

Stąd ord(g) <∞ na mocy (1.32).
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