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2.4 Najwiekszy wspdlny dzielnik

Zatozenie

Przez caty podrozdziat R jest dziedzing catkowitosci.

Niech r,s € R.
Element d dziedziny R nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem (nwd) elementéw r i s, jesli:
(1) d|rid]s;

(2) jeslic|ric|s, toc|d.

N

4

Lemat 2.22

Niech d bedzie nwd elementéw r i s dziedziny R.
Jedlid’ € R, to

d’ jest nwd elementéw ri s <— d’ ~d.

G

Dowéd
Jedli d’ jest nwd elementéw r i s, to korzystajac z definicji nwd, otrzymujemy tatwo, ze d | d’ i
d’ | d, wiec d ~d.
Z drugiej strony, gdy d’ &~ d, tod’ | d, wiecd’ | rid’|s.
Ponadto, jeslic | ric|s, to c | d, a wigc réwniez ¢ | d’, gdyz d | d’. O
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Przyktad

Niech
R:={a+bV3:a,bcZ}

Wtedy nie istnieje nwd liczb 2 + 224/3 oraz 4.
Istotnie:

@ Wspdlnymi dzielnikami sa
+1, 42,  £1+£./3
@ Zauwazmy, ze jedli u | v, to |ul?||v|?.
W szczegélnosci, jesli u jest nwd, to |u| > |v| dla wszystkich wspélnych dzielnikéw v.
Ponadto, jesli |u| = |v|iv | u, tov = u.
@ Z powyzszych wtasnosci wynika, ze gdyby istniat nwd, to
+2 =~ +14+1V3.

Poniewaz R* = {1}, to prowadzi do sprzecznosci.
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Lemat 2.23
Niech R bedzie UFD.
Niech p1, ..., p, beda elementami nierozktadalnymi dziedziny R takimi, ze p; % p; dla i # j.

Jedlifyy . lny ki, ... kn €N, to

U ) k; ki
pip Pty
wtedy i tylko wtedy, gdy /i < k; dla kazdego i.

Dowéd

Cwiczenie. [

Stwierdzenie 2.24

Jesli R jest UFD, to dla dowolnych elementéw r i s istnieje nwd. J

Dowéd
Jedli r =0, to s jest nwd r i s.
Jedlir € R*, tor (lub 1) jest nwd ris.
Zatézmy, ze r,s ¢ R™ U {0}.
Istnieja elementy nierozktadalne py, ..., pn, u,v € R* oraz h,..., I, ki, ..., k, € N takie, ze
pi % py diai # ],

n

kn . _ In
A i s =vp; Py

k-
r=up .. p

Wtedy d := p;"i"(kl’ll) - prinChnln) jest nwd ris. O
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W Z nwd jest wyznaczony z doktadnoscia do znaku.

Zwykle wybiera sie liczbe nieujemna.

Jesli F jest ciatem, to nwd w F[X] jest wyznaczony z doktadnoscia do niezerowego skalara.

Z wyjatkiem sytuacji, gdy nwd jest réwne 0, to jako nwd wybieramy wielomian, ktéry przy
najwyzszej potedze ma wspétczynnik réwny 1 (takie wielomiany nazywa si¢ unormowanymi lub

monicznymi).
ymi) 4

Stwierdzenie 2.25

Jesli R jest PID, to dla dowolnych r, s € R istniejg x,y € R takie, ze x - r + y - s jest nwd
elementéw r i s.

M

Dowéd
tatwo sprawdzi¢, ze (r) + (s) < R.
Poniewaz R jest PID, wigc istnieje d taki, ze (d) = (r) + (s).
Wtedy d jest nwd elementéw r i s oraz istnieja x,y € R takie,zed =x-r+y-s.

Jedli R jest dziedzing Euklidesa, to nwd oraz elementy x i y mozna znalezé, korzystajac z
(rozszerzonego) algorytmu Euklidesa.
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Niech r,s € R.

Element t dziedziny R nazywamy najmniejsza wspdlng wielokrotnoscia (nww) elementéw r i s
dziedziny R, jesli:

Q) r|tis|t

(2) jeslir |t is|t tot]|t. )

Lemat 2.26

Niech t bedzie nww elementéw r i s dziedziny R.
Jesli t’ € R, to

t’ jest nww elementéw ris <= t' ~t.

G

Dowéd

Cwiczenie. [

Przyktad

Niech R := {a+ b2v/3: a,b € Z}.
Witedy istnieje nwd 2 i 1 + 21/3 (1 spetnia warunki nwd), ale nie istnieje ich nww.

Istotnie, 4 i 2 + 221/3 s3 dwiema wspdlnymi wielokrotnoéciami, ktéra nie maja wspélnego
dzielnika, ktéry bytby wspdlna wielokrotnoscia wyjsciowych liczb.
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Jesli istnieje nww t elementéw r i s, to istnieje nwd d elementéw risorazt-d xr-s.

Stwierdzenie 2.27 J

Dowéd
Jesli r = 0, to teza jest oczywista (t =0i d = s).
Zatézmy, ze r # 0 # s.
Poniewaz r | r-sis|r-s, wigct]|r-s.
W szczegéblnosci t # 0 (gdyz r - s # 0) oraz istnieje d taki, ze t -d = r - s.
Pokazemy, ze d jest nwd r i s.
Najpierw pokazemy, ze d | r, s.
Poniewaz r | t, wigc istnieje s’ taki, ze r - s’ = t.
Wtedy
r-s’-d=t-d=r-s,
wiec s = s’ - d, zatem d | s.
Podobnie d | r.
Pokazemy teraz, ze jeSlic | ric|s, toc | d.
Istnieja s” i r”/ takie,ze r=c-r'"is=c-s".

Wtedy c - r’’ - s’ jest wspélng wielokrotnoscia r i s, a wiec t | c - r’/ - s"’
1

, skad istnieje d’ taki, ze
t-d =c-r"-s

Zauwazmy, ze

skad d = c-d’, awiec c | d. O
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Stwierdzenie 2.28

Jedli dla dowolnych dwéch elementéw dziedziny R istnieje ich nwd, to dla dowolnych dwéch
elementéw dziedziny R istnieje ich nww.

Dowéd
Ustalmy r,s € R.
Gdy r = 0, to teza jest oczywista (nww jest réwne 0).
Zatézmy zatem, ze r # 0 # s.
Niech d bedzie ich nwd.
Wtedy r=d-r' is=d-s’ dla pewnych r’,s’ € R.
Zauwazmy, ze nwd r’ i s’ jest 1.
Pokazemy, ze t :==d - r' - s’ jest nww r i s.
Oczywiscie r | tis | t.
Przypusémy, ze r | t' i s | t’ dla pewnego t' € R.
Niech d’ bedzie nwd t i t’.
Istnieje ¢ taki, ze t = d’ - c.
Poniewaz r | ti r | t’, wigc r | d’, zatem istnieje s’ takie, ze d’ = r - s"’.
Analogicznie istnieje r’’ takie, ze d’ = s - r".
Wtedy

wiecs’ =s"" - ¢, tzn. c | 5.
Podobnie c | r’, wiec c € R*.
Stad t jest nwd t i t’, a wiec w szczegdlnodci t | t'. [J
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Stwierdzenie 2.28

Jesli dla dowolnych dwéch elementéw dziedziny R istnieje ich nwd, to dla dowolnych dwéch
elementéw dziedziny R istnieje ich nww.

Stwierdzenie 2.24

Jesdli R jest UFD, to dla dowolnych elementéw r i s istnieje nwd.

Whiosek 2.29

Jesdli R jest UFD, to dla dowolnych dwéch elementéw dziedziny R istnieje ich nww.

-

Dowéd
(2.28) + (2.24). O
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