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2.3 Dziedziny Euklidesa

Dziedzing R nazywamy dziedzing Euklidesa, jedli istnieje funkcja av: R — N taka, ze

Vs,ter dgrer S=q-t+r Aa(r) < oft).
40

Przyktad J

Z jest dziedzing Euklidesa.

Twierdzenie 2.17 J

Kazda dziedzina Euklidesa jest PID.
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Kazda dziedzina Euklidesa jest PID.

Twierdzenie 2.17 J

Dowéd
Niech R wraz z funkcja a: R — N bedzie dziedzing Euklidesa.
Niech I < R.
1°. | = {0}.
Witedy | = (0).
2°. 1 #{0}.
Wybierzmy t € I\ {0} taki, ze
o(t) = min{a(s) : s € I\ {0}}.

Pokazemy, ze (t) = I.

Oczywiscie (t) C /.

Ustalmy s € [.

Istnieja g, r € R takie, ze s =q-t+ria(r) < aft).
Zauwazmy, zer =s—q-t € l.

Z wyboru t wynika, ze r = 0.

Stads=gq-t € (t). O
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Twierdzenie 2.17
Kazda dziedzina Euklidesa jest PID. J

Whiosek 2.18
Kazda dziedzina Euklidesa jest UFD. J

Przypomnienie

(2.16): PID = UFD. J

Dowéd
(2.17)+(2.16). O
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Twierdzenie 2.19 (Algorytm dzielenia dla wielomianéw)

Niech F bedzie ciatem.
Jesli f, g € F[X] oraz g # 0, to istnieja (jednoznacznie wyznaczone) wielomiany q, r € F[X]
takie, ze

f=q-g+r i degr < degg.

Dowdd (Istnienie)
Indukcja na deg f.
Jeslideg f < degg (np. f =0),toq:=0ir:=f.
Jedli n:=deg f > degg =: m, to istnieje A € F takie, ze deg(f — XA - X"~ - g) < degf.
Z zatozenia indukcyjnego istnieja qo, r € F[X] takie, ze
fF=X-X"".g=q-g+r i degr < degg.
Biorac g := X\ - X"™™ + qo, otrzymujemy teze.
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Twierdzenie 2.19 (Algorytm dzielenia dla wielomianéw)

Niech F bedzie ciatem.
Jesli f, g € F[X] oraz g # 0, to istnieja (jednoznacznie wyznaczone) wielomiany q i r takie, ze

f=q-g+r i degr < degg.

Dowdd (Jednoznaczno$¢)
JeSlif=qgi-g+n=q-g+nidegnr,degn < degg, to
g (n—q)=n—n.
Gdyby g1 # g2, to deg(q1 — q2) > 0, wigc
deg(r» — r1) = deg(g - (q1 — q2)) = deg g + deg(q1 — q2)
> degg > max{degri,degr} > deg(r. — 1),

sprzecznos¢.

Zatem q1 = q2, wiec
n—n=g (q—q)=g-0=0,

tzn. n =n. O
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Whiosek 2.20
Jesli F jest ciatem, to F[X] jest dziedzing Euklidesa. J

Dowéd
Funkcja a: F[X] — N dana wzorem
a(f) =27 (f € FX]),

spetnia warunki definicji. [

Whiosek 2.21
Jesli F jest ciatem, to F[X] jest UFD. J

Dowéd
(2.20)+(2.18). O

Mozna pokazaé, ze jesli R jest UFD, to R[X] jest UFD.
W szczegéblnosci, jesli F jest ciatem, to F[Xi, ..., X,] jest UFD.
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