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1.5 Twierdzenie Lagrange'a

Umowa

W tym podrozdziale badamy tylko grupy.

Jedli H < G, to zdefiniowaliémy relacje réwnowaznosci ~py wzorem
S Yy e H

gl~HE = g & €H.

Jedli H < G, to definiujemy relacje N;_, wzorem:

M

gL~y @i & g E€H.

e

Uwaga

Jedli H< G, to ~jy=rop.

Dowéd
Mamy

def, 1 HAG6 1 1 —1 —1y—1 def,
gih g = g EH = gll;m=g e (g ) EH =5 g~n g

Analogicznie
!
gL~HE = g~y & O
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Lemat 1.27

Jesli H < G, to ~, jest relacja réwnowaznosci. J

Dowdéd

Cwiczenie. [J

Jesli H < G, to H\G := G/~},. J

Jedlig € Goraz X C G, to

gX:={g-h:heX} i Xg:={h-g:he X} )

Jesli g € G oraz H < G, to gH i Hg nazywamy warstwami lewo- i prawostronna elementu g
wzgledem H.

G

Grzegorz Bobitiski (UMK) Algebra |



Lemat 1.28

Jesli H< GigeG,to

lel~, =g i lel.y = He.

Dowéd
Mamy

def, def, — © —
g clgle, = g~ng = gl g €eH = g =g (g7 g)€egH.

Podobnie,

g cgH = g —g. hdlapewnegohec H = g 1.g' =hec H

def. def,
= grng = g €lgle,. O

Z Lematu 1.28 wynika, ze jesli | I R oraz r € R, to
[[ley=r+1
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Lemat 1.29

Jedli H < G, to |G/H| = |[H\G]. J

Dowéd
Definiujemy ®: G/H — H\G wzorem
-1
*(lel~y) =g 1y, (g€ 6).
Zauwazmy, ze ta funkcje jest poprawnie okreslona.
Istotnie,

_ H<G _ 1y — — —_
gy =lelny, = &' € H = gt (g7 ) =(g; @)t EH

—1 —1
= [g ]N;_I =g, ]N;_l
Podobnie pokazujemy, ze funkcja W: H\G — G/H dana wzorem
—1
W(gl.,) =g 0~y (8E€G)

jest poprawnie okreslona.
Ponadto ® o W = Idy\g i W o ® = Idg /. U

Definicja

Jesli H < G, to liczbe |G/H| = |H\ G| nazywamy indeksem podgrupy H w grupie G i oznaczamy
[G : H].

Twierdzenie 1.30 (Lagrange)

Jedli H < G, to
1G] = |H| - [G : H].
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Twierdzenie 1.30 (Lagrange)
Jedli H < G, to

|Gl = |H| - [G : H].

Dowéd
Wiadomo, ze jesli
@ ~ jest relacja réwnowaznosci w zbiorze X,
@ istnieje liczba kardynalna a taka, ze | Y| = a dla kazdej klasy abstrakcji Y € X/~,

to

IXI=a-|X/~|
Chcemy zastosowaé powyzszy fakt dla X = G i ~=~y.
Wtedy

X/~ = |G/~u| = |G/H| =[G : H].

Zatem dla zakoriczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze | Y| = |H| dla kazdego Y € G/H.

Ustalmy Y € G/H.

Wtedy Y = [g]~,, dla pewnego g € G.

(1.28) = Y =gH.

Definiujemy ®: H — gH wzorem ®(h) := gh, h € H.

Z definicji zbioru gH funkcja jest dobrze okreslona oraz jest surjekcja.

Pokazemy, ze @ jest réwniez injekcja.

To bedzie oznaczato, ze ® jest bijekcja, a wiec zgodnie z zapowiedzig
[Hl = |gH| = |Y].

Ustalmy hy, h, € H takie, ze ®(hy) = ®(h2).

Wtedy

=g ' g-m=g - Oh)=g - O)=g - g-h=hHh O
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Twierdzenie 1.30 (Lagrange)

Jedli H < G, to
1G] = |H| - [G : H].

Rzedem grupy nazywamy liczbe jej elementéw.

Whiosek 1.31

Jesli |G| < o i H < G, to |H| dzieli |G].
Innymi stowy, rzad podgrupy dzieli rzad grupy.

-
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Rzedem elementu g grupy G nazywamy

d = .
ord(s) := |(8)| )
Stwierdzenie 1.32
Jedli g € G, to
ord(g) = min{n € N, : g" =1}.
Ponadto, jesli ord(g) < oo, to
(g) = {g" : k€ {0,1,... ord(g) — 1}}. )

Uwaga

W powyzszym stwierdzeniu zaktadamy, ze min @ := oco.
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Stwierdzenie 1.32

Jedlig € G, to

ord(g) = min{n € N; : g" = 1}.
Ponadto, jedli ord(g) < oo, to

(g) ={g": ke {0,1,... ord(g) —1}}.

(1.16): (g) = {g : 1 € z}.

S

Dowéd

Niech

m:=min{n € N : g" =1}.
Pokazmy najpierw, ze elementy g, 0 < k < m, sa parami rézne.
Istotnie, przypusémy, ze g¥ = g/ dla k, | € Z takich, 22 0 < k < | < m.
Wtedy

g =6 (=1

oraz | — k € N i | — k < m, co jest niemozliwe wobec definicji liczby m.
(1.16) = jesli m = oo, to ord(g) = m.
Istotnie,

m=oco>ord(g) =|{g)|={g' 1 €Z} > {g"  keN} =|{g":0< k< m}=m.
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Stwierdzenie 1.32

Jedli g € G, to

ord(g) = min{n € N; : g" = 1}.
Ponadto, jesli ord(g) < oo, to

(g) = {gk :ke€{0,1,...,0rd(g) — 1}}.

Przypomnienie

(1.16): (g) = {g : 1 € 2}

Zatézmy, ze m < oo.

Pokazemy, ze dla kazdego | € Z istnieje k € Z takie, 22 0 < k < mi g' = g*.
Wiemy, ze istnieja q, k € Z takie, ze | =q - m+ ki0 < k < m.

Wtedy

Z powyzszego,

W szczegélnosci,

ord(g) = |(g)| = [{g" : k€ {0,1,....,m—1}}[ =m. O
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