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1.4 Struktury ilorazowe

Definicja

Relacja kongurencji (kongruencja) w pétgrupie (monoidzie, grupie) X nazywamy kazda relacje
réwnowaznosci ~ w zbiorze X taka, ze

Vg o p€X X1 ™ X2 AY1 ™~ Yo = X1 Y1~ X2 2.

Jedli R jest pierscieniem, to relacja ~ w zbiorze R jest kongurencjg w pierscieniu R, jesli ~ jest
kongurencja w grupie addytywnej i monoidzie multiplikatywnym pierécienia R.

.

Przyktady

@ Jesli n € Ny, to =, jest kongruencja w (grupie/pierécieniu) Z.

@ Jedli R jest pierscieniem, r € Roraz f ~ g : <= f(r) = g(r), f,g € R[X], to ~ jest
kongruencja w R[X].

@ Niech ¢: X — Y bedzie homomorfizmem.

Definiujemy ~, wzorem:
X1~ X2 D= p(x1) = o(x2) (x1, % € X).

Wtedy ~, jest kongruencja w X.
Zauwazmy, ze dwa powyzsze przyktady kongruencji sg szczegdlnymi przyktadami relacji tego
typu.
Innymi przyktadami sa:
o Jesli F jest ciatem, n € Ny i A~ B : <= det A =det B (A, B € GL,(F)), to ~ jest
kongruencja w GL,(F).
o JeSlinENyio~T:<= sgno=sgnt (0,7 €S,), to ~ jest kongruencja w S,.
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Lemat 1.18

Niech ~ bedzie kongruencja w grupie G.

Jeslig,h € Gorazg ~ h, to g ! ~ h™ L.

Dowéd

Mamy
g l=gt1=g  h-htngltig-ht=1.a"'=n"t O
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Stwierdzenie 1.19

Jesli ~ jest kongruencja w pétgrupie X i w X/~ definiujemy - wzorem

[xi]~ - D]~ =[x - xo]~ (x1, %2 € X),

to powyzsza definicja jest poprawna.

Dowéd

Cwiczenie. [

Powyzsze stwierdzenie mozna stosowac oczywiscie réwniez w przypadku monoidéw i grup.

W konsekwencji, mozemy je takze stosowaé w przypadku pierscieni. y

Przyktady

@ (Z/=n,+, ) mozna utozsamié¢ (Zn, +n, *n)-

@ C mozna utozsami¢ z R[X]/~, gdzie

Saxf ~ > bx =
ST (-1 *am = D> (1) bac i > (1) amer = Y (—1) barsa
k k k k

4
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Stwierdzenie 1.20 / Definicja

Jesli ~ jest kongruencja w pierscieniu/grupie/monoidzie/pétgrupie X, to X/~ jest
pierScieniem/grupa/monoidem/pétgrupa, ktéry(a) nazywamy
pierscieniem/grupa/monoidem/pétgrupa ilorazowym(a).

Dowéd
Wersja dla pierscieni.
tatwo sprawdzié, ze + i - w X/~ s3 faczne i przemienne oraz - jest rodzielne wzgledem +.
[0]~ i [1]~ sa elementami neutralnymi dla + i -.

Jesli x € X, to [—x]~ jest elementem przeciwnym do [x]~. [J

Stwierdzenie 1.21 / Definicja

Jesli ~ jest kongruencja w strukturze algebraicznej X, to w: X — X/~ dane wzorem
()=~ (xeX),

jest epimorfizmem, ktéry nazywamy naturalnym rzutowaniem.

Dowéd
Mamy
m(xxy) =[xxylo =K~ * yle = 7(x) x7(y). O

Niech ~ bedzie kongruencja w strukturze algebraicznej X i 7w: X — X/~ naturalnym
rzutowaniem.

Wtedy ~=r .
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Jesli ~ jest kongruencja w grupie G, to definiujemy

N~ = [1]~. )

Jedli ~ jest kongruencja w pierécieniu R, to

N~ = [0]~.

Przyktady

@ Jedlin € Ny, to N=, = nZ.

'

@ Jesli ¢: X — Y jest homomorfizmem grup (lub pierscieni), to N, = Ker ¢.

G
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Definicja

Podzbiér N grupy G nazywamy dzielnikiem normalnym, je$li N < G oraz

Ve Vhen g-h-g~' € N.

Jedli N jest dzielnikiem normalnym grupy G, to piszemy N < G.

Uwaga

Jedli grupa G jest abelowa, to H < G wtedy i tylko wtedy H < G.

Przyktad
Niech

[ (123\ (123
w=1{ () o o)
Wiedy H < S;i H 4 S;.

Istotnie
123 123 123\ ' /(123 123\ (123 "
231) °\213) ° \231 ={31)°(312) = l132) &1

| A

Definicja
Podzbiér I pierscienia R nazywamy ideatem, jesli / jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia R

oraz
Vier Vaci r-a€l.

Piszemy | < R.

G

Grzegorz Bobifiski (UMK) Algebra |



Przyktady

@ Jesli G jest grupa, to {1}, G J G.
@ Jesli R jest pierscieniem, to {0}, R < R.
@ Jesline Ny, to A, IS,

@ Jedlin € Ny, to nZ 1 Z.
Jedlin> 1, to nZ L Z.

@ Jedli R jest pierscieniem i r € R, to

{f € RIX] : f(r) = 0} < R[X].
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Lemat 1.22

(1) Jesli ~ jest kongruencja w grupie G, to N < G.

(2) Jesli ~ jest kongruencja w pierscieniu R, to N~ < R.

(9 H<G <= H#ABih,hy€H = h -hy " €H.

Dowéd
1) 1e€el]e =No = No #0.
Jedligr, g2 € Nu,togr ~1iz(118) gy ' ~ 171 =1,
Stad g1 -g2_1 ~1-1=1, awiecg -g2_1 € N~.
Zatem N. < G na mocy (1.9).
Jedlige Gihe Ny, to
g.hAg’INg-l-gfl:L
Zatemg-h-g~l € No.
(2) Z (1) wiemy juz, ze N < (R, +).
Ustalmy r € Ria€ No.
Wtedy r-a~r-0=0.
Zatemr-a € No. O
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Jesli H jest podgrupa grupy G, to definiujemy

gi~HE = g & €H. )

Jesli | jest ideatem pierscienia R, to

ne~ R <<= n—ne€l )

Lemat 1.23

(1) Jesli G jest grupai H < G, to ~p jest relacja réwnowaznosci w G.

(2) Jesli G jest grupai N < G, to ~p jest kongruencja w G.
(3) Jesli R jest pierscieniem i /| < R, to ~ jest kongruencja w R.

'

Dowéd
(1) [Zwrotnoéd]: g7 lg=1€H — g ~ng.
[Symetrycznosd]:
gi~Hg = g @EH = (g '@) '€EH = g 'laeH = o ~ua.
[Przechodnio$¢]:

g~HE AR ~HE = g &8 HEH = (g 'e) (& '@)eH = g 'gs €

H = g1 ~n g
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Lemat 1.23

(1) Jesli G jest grupai H < G, to ~p jest relacja réwnowaznosci w G.

(2) Jesli G jest grupai N < G, to ~p jest kongruencja w G.
(3) Jesli R jest pierscieniem i | < R, to ~ jest kongruencja w R.

Dowdéd (kont.)
(2) Niech g1 ~y g i h1 ~p ha.
Mamy

(g-m) " g ho=h" g mh=ht g g bt B
Z zatozenia, gfl - g, hfl - hy € N.
Poniewaz N <I G, wigc h; ' - (g7 ' - &) - h1 € N.

Ostatecznie,

(& m) " mh=h" g m o m b EN,
a wiec grh1 ~n g2ha.
(3) Niech rp ~; i 51 ~ 5.
Mamy
n-ss—n-s1=rn-(s2—=s)+s-(n—n)
Z zatozenia, n — r,sp — s1 € 1.
Skad tatwo widaé, ze rn - sp — -5y € 1. [
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Notacja
Jesli G jest grupai H < G, to G/H := G/~py.
Jedli X C G, to
X/H = {[x]~, : x € X}.
Jesli R jest pierscieniem i | I R, to R/l := R/~j.
Jedli X C R, to
X/ = {[X]NI i x € X},

Przyktady

o Jesli H= G, to |G/H| = 1.
@ Jesli G jest grupa, to G/{1} ~ G.

@ Jesli R jest pierscieniem, to R/{0} ~ R.

.
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Stwierdzenie 1.24

(1) Jesli ~ jest kongruencja w grupie G, to ~y =~

(2) Jesli G jest grupa i N I G, to N, = N.

Z powyzszego stwierdzenia otrzymujemy réwniez odpowiednia wersje dla pierscieni. J

Dowéd
(1) Mamy

gin. & = & @EN. = gl m~l = p~g = g~
Analogicznie,

g~ = m~g = g e~ = g @EN. = g~
(2) Mamy

ge€EN,, = g~nl = g l=gl1eN = g=(g ) ten.
Analogicznie

gEN = g ' 1=g'eN = gyl = g€N.,. O
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Stwierdzenie 1.25

Jedli p: X — Y jest homomorfizmem grup/pierécieni i N Y, to o~ }(N) < X.
W szczegdlnosci, Ker ¢ < X.

(1.11): Jedli o G — H jest homomorfizmem grup i H/ < H, to ;pfl(H,) < G.

Dowéd
Wiemy z (1.11), ze o 1(N) < X.
Ustalmy x € X i g € ¢ }(N).
Wtedy ¢(g) € N, wiec
elx-g-x") = w(x) og) - (p(x) " €N.

Stad x - g - x~ ! € o H(N).
Wersje dla pierécieni dowodzimy podobnie. [J
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Stwierdzenie 1.26

Jesli ¢: X — Y jest epimorfizmem grup/pierscieni i N < X, to o(N) < Y. J

.10): Jesli ¢ — Jest homomorfizmem oraz < X, to g < Y.
1.10): Jesli o X — Y jest h rfi X' < x Xy <vy

Dowéd
Wiemy z (1.10), ze p(N) < Y.
Ustalmy y € Y i h € ¢o(N).
Witedy istnieje g € N taki, ze h = ¢(g).
Istnieje x € X taki, ze ¢(x) = y [gdyz ¢ jest epi].
Wtedy x - g - x~1 € N.
Stad
yohoyTh =00 0(g) - (e() T = wlx g - xTT) € p(N).
Wersje dla pierscieni dowodzimy podobnie. [

(Kontr)przyktad

Jesli G jest grupa, H< GiH A G, to H<LH, ale u(H) = H 4 G, gdzie p: H — G jest
naturalnym wtozeniem.
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