Algebra |

Wyktad Il

Grzegorz Bobinski (UMK)

Grzegorz Bobiriski (UMK) Algebra |



1.3 Podstruktury

Definicja
Podzbiér Y pétgrupy X nazywamy podpétgrupa, jesli

Yyimey Yi-y2 €Y.

M

Uwaga

Jedli Y jest podpétgrupa pétgrupy X, to funkcja '|¥><v5 Y X Y — Y jest dziataniem w zbiorze
Y, ktére réwniez oznaczamy symbolem -.

Witedy (Y, -) jest pétgrupa.

Innymi stowy, podzbiér Y pétgrupy X jest podpdtgrupa, jesli zbiér Y wraz z funkcja - := Wx v
Jjest (poprawnie zdefiniowang) pétgrupa.

M

Definicja

Zbiér Y nazywamy podmonoidem/podgrupa monoidu/grupy X, jesli Y jest podpdigrupa pétgrupy
X oraz (Y, -) jest monoidem/grupa.

Zbiér S nazywamy podpierscieniem pierscienia R, jesli S jest podgrupa grupy addytywnej
pierécienia R oraz S jest podmonoidem monoidu multiplikatywnego pierscienia R.

e

Uwaga

Zbiér S jest podpierscieniem pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy S jest podpdtgrupa grupy
addytywnej pierscienia R, S jest podpétgrupa monoidu multiplikatywnego pierscienia R oraz
(S,+, ) jest pierscieniem.

.
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Terminologia i Oznaczenie

Sfromutowanie ,Y jest podstruktura struktury X" oznacza, ze

X jest pierscieniem/grupa/monoidem/pétgrupa, a

Y jest podpierscieniem/podgrupa/podmonoidem/podpétgrupa struktury X, odpowiednio.
Jesli Y jest podstrukturag stuktury X, to piszemy Y < X.

Jesli Y < X i Z < Y (tego samego typu), to Z < X, tj. relacja bycia podstruktura jest
przechodnia.

Stwierdzenie 1.7/Definicja

Jesli Y < X, to odwzorowanie pu: Y — X, p(y) :==y, y € Y, jest monomorfizmem, ktéry
nazywamy naturalnym wtozeniem.

.

'

e

Dowéd

Mamy
pi-y2) =y-ye = pn) - w(y). O
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Stwierdzenie 1.8

(1) Podzbiér Y monoidu X jest podmonoidem wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa warunki:
(2) jesliyi, 2 € Y, toy-y2 € Y5
(b) istnieje e € Y taki, ze
Vyey e y=y=y- e
(2) Podzbiér H grupy G jest podgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa warunki:
(a) jesli hi,hp € H, to hy - hy € H;
(b) 1€ H;
(c) jedlih € H,to h=! € H.
(3) Podzbiér S pierscienia R jest podpierscieniem wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa warunki:
(a) jeslisi;,s» €S, tos1 +s €8S;
(b) 0€S;
) jeslis€ S, to —s € S;
) jeslis;,s» € S, tos; - s €S;
) istnieje e € S taki, ze

b
C
d
e

Vses e-s=s=s-e.

Dowéd
(1) Oczywiste.
(3) Natychmiast z (1) i (2).
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Stwierdzenie 1.8

(2) Podzbiér H grupy G jest podgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa warunki:
(a) jesli hy,ho € H, to hy - h, € H;
(b) 1 €H;
(c) jedlih € H, to h=! € H.

Dowdéd (kont.)
(2) <= Oczywiste.
=: Musimy pokaza¢, ze jesli H < G, to (b) i (c), tzn. 1 € H oraz Vpey h~! € H.
Poniewaz H jest podmonoidem grupy G, wiec na mocy (1) istnieje e € H taki, ze e - e = e.

Wtedy

1 1

l=e-e =e-e-e =e-l=ecH.
W szczegdlnosci, 1 jest elementem neutralnym grupy H.

Ustalmy teraz h € H.

Istnieje | € H takie, ze h- | = 1.

Wtedy

Z powyzszego dowodu wynika, ze jedli G jest grupa, a Y jest podmonoidem grupy G, to 1 € Y.
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Przyktady (podgrup)

@ Jedli G jest grupa, to {1}, G < G.

@ JeslincZ, tonZ :={k €Z:n|k} <Z.

Jedli F=Qlub F=R, to F; < F*.

T:={zeC:|z| =1} < C*.

Jeslin € Ny, toi A, :={o € S, :sgno =1} < S,. A, nazywamy n-ta grupa alternujaca.

Jedli V jest przestrzenia liniowa, to
GL(V) := {f: V — V : f jest odwracalnym przeksztatceniem liniowym} < Sy.

@ Jesli G jest grupa, to Aut(G) := {¢: G — G : ¢ jest automorfizmem grupy G} < Sg.

@ Jesli F jest ciatem, n € Ni i SL,(F) := {A € GL,(F) : det A = 1} < GL,(F). y

Przyktady (podpierscieni)

@ Jesli R jest pierscieniem, to {0}, R < R.
e Z<Q<R<ZC.
@ Jedli R jest pierscieniem i S < R, to S[X] < R[X] .
@ Jedli R jest pierscieniem, to R[X] < R[[X]].
@ Jedli n € N, i R jest pierécieniem, to R[X"] := {3, axX"} < R[X].
o {0,2,4} < Z.
Zauwazmy, ze 1 € {0,2,4},ale4-0=0,4-2=2i4-4=4.

@ Zbiér funkji ciaghych [0, 1] — R jest podpierscieniem pierécienia RI%1.

-
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Stwierdzenie 1.9

Niech G bedzie grupa i H C G.
Wtedy H < G wtedy i tylko wtedy, gdy H # @ i

iy hyet by hy " € H.

(1.8)(2): H < G <—
(a) jeslihy, hy € H,tohy - hy € H;

-

(b) 1€ H;

<) jedlih € H toh™! € H.
(c) j

-

Dowéd
= Zatézmy, ze H < G.
Wtedy 1 € H, wiec H # @.
Jedli hi, by € H, to hy ' € H, wiec by - h; ' € H.
<: Wybierzmy hy € H (wiemy, ze H # ).
Witedy 1 = ho - hy ' € H.
Jedlihe Htoh ™' =1-h"1 € H.
Jesli hy, by € H, to hy ' € H, wigc hy - hy = hy - (b ')~ € H. O
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Jedli p: X — Y jest homomorfizmem, to
Im g = p(X)(= {o(x) : x € X}).

Im ¢ nazywamy obrazem homomorfizmu ¢.

'

Stwierdzenie 1.10

Jedli p: X — Y jest homomorfizmem oraz X’ < X, to ¢(X’) < Y.
W szczegdlnosci, Imp < Y.

G
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Jedli p: X — Y jest homomorfizmem oraz X’ < X, to ¢(X’) < Y.

Stwierdzenie 1.10 J

(18)(3): S < R+

(
(a) jeslisy,sp € S,tos] +sp € S; vV
(b) 0€sS;
(c) jedlis € S,to —s € S;

(d) jedlisy,sp € S, tosy -sp € S; v

(e) istnieje e € S taki, e e - s = s = s - e dla wszystkich s € S.

Dowéd
Udowodnimy to stwierdzenie w przypadku pierécieni (korzystajac z (1.8)(3)).
(a)+(d): Zatézmy, ze y1,y» € (X').
Z definicji istnieja x1, x € X’ takie, ze
ea)=yn i ele)=y.

Poniewaz X’ < X, wigc x1 + x2, x1 - x2 € X’ ((1.8)(3)(a)+(d) dla S = X’ i R = X).
Wtedy
vty = o0a) + () = pla + x) € o(X).
Analogicznie,
-y =pla) - o) = ol - x) € o(X).
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Stwierdzenie 1.10

Jedli p: X — Y jest homomorfizmem oraz X’ < X, to ¢(X’') < Y. J

(18)(3): S < R =
(a) jeslis;,sp € S,tos; +s0 € S; vV
(b) 0 €S v
(c)
(d) jeslisy,sp € S, tosy -sp € S; v
(e)

(15): @(0R) =05 i @(—r) = —p(r).

jedlis € S,to —s € S; v

istnieje e € S taki, ze e - s = s = s - e dla wszystkich s € S. v

Dowdéd (kont.)
(b): 0x € X’ ((1.8)(b) dla S = X’). Z (1.5) wynika, ze

Oy = ¢(0x) € v(X').
(c) + (e): Jedli y € p(X'), to z definicji istnieje x € X’ taki, ze y = ¢(x).
Witedy —x € X’ ((1.8)(c) dla S = X’) i z (1.5) wynika, ze

—y = —p(x) = p(—x) € p(X).
Ponadto, jesli e jest elementem neutralnym dla mnozenia w X’ (istnieje na mocy (1.8)(e) dla
S=X'), to
ple) -y = ple) - p(x) = p(e - x) = ¢(x) = y.
Podobnie,
y-ple)=y. O
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Jesdli p: G — H jest homomorfizmem grup, to
Kerp := o '(1n)(= {g € G : v(g) = 1n}).

Ker ¢ nazywamy jadrem homomorfizmu ¢.

Poniewaz kazdy homomorfizm pierscieni jest homomorfizmem grup addytywnych tych pierscieni,
wiec jesdli ¢: R — S jest homomorfizmem pierscieni, to

Kero = {r € R: ¢(r) =0s}.

Stwierdzenie 1.11

Jedli ¢: G — H jest homomorfizmem grup i H' < H, to 4,971(H’) <G.
W szczegdlnosci, Ker ¢ < G.

(Kontr)przyktad (dla piescieni)
Niech ¢: Z — Zg, p(k) := kmod 6, k € Z.
Mamy:

@ {0,2,4} < Ze, ale

o v 1({0,2,4}) = {0, 42, +4,...} L Z.

.

.

-

e
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Stwierdzenie 1.11

Jedli po: G — H jest homomorfizmem grup i H' < H, to ¢ }(H') < G. J

Przypomnienie

(19): K<L & K#D ik - k2—1 € K dla wszystkich kq , kp € K.
(15): @(1g) = 1y i p(e™ 1) = (v(e) ~1
(18)(2)(b): K < L=1; € K.

Dowdéd
Skorzystamy z (1.9).
Mamy 1 € H' ((1.8)(2)(b) dla K = H' i L = H), wiec

e(lg) =1n € H',

zatem 1 € ¢~} (H’), w szczegdlnosci ¢ ~H(H') # 2.
Niech g1, € © ' (H').
Musimy sprawdzi¢, czy gi - g{l € Lpfl(H/).
Z definicji o(g1), ¢(g2) € H’', wiec

_q (L9)dla K = H'
€

/

ol g ') = vla) - (v(e)
Zatem g1 - g, ' € T H(H'). O
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Stwierdzenie 1.12
Niech ¢: G — H bedzie homomorfizmem grup.
(1) ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker p = {1}.
(2) ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Im ¢ = H.
(3) ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker o = {1} i Im ¢ = H.

Kerp = {1} <= |Kerp|=1.

(1.6): izo = mono + epi.
(15): ¢(1g) = 1y

(S

Dowéd

(3): Natychmiast z (1), (2) oraz (1.6).

(2): Oczywisty.

(1) =: Natychmiast z (1.5).

Istotnie, z zatozenia | Ker p| < 1, a z (1.5) 1¢ € Ker ¢.

Zatem Ker o = {1¢}.

<: Zatézmy, ze Ker o = {1¢}, i przypusémy, ze p(g1) = p(g2).

Wtedy

wle g ') =vle) (#(&) " = vl&)  (#(&) " =1u,

a wiec g1 -g2_1 € Ker . Stad g - g2_1 =1y, a wigc g1 = g. O
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Lemat 1.13

Niech G bedzie grupa.
Jedli Hi < G, i€, to

H <G.

i€l
4

(1L9): H< G <= H#@ih - hy' € Hdlawszystkich hy, hy € H.
(1.8)(2)(b): H < G =1 € H.

-

Dowéd

Skorzystamy z (1.9).

(1.8)(2)(b) = 1 € H; dla kazdego i = 1 € (|, H; = (|, Hi # 2.
Niech hy, hy € mi H;.

Witedy hi, hy € H; dla kazdego i.

(1.9) = hy - by € H; dla kazdego i => hy - hy' € (), Hi. O

(Kontr)przyktad (dla pierscieni)
Niech R := Zy X Z4. Wtedy

S = {(070)7(07 1)7(012)7 (073)} <R i Sy = {(070)7(17 1)7(072)7(113)} <R,
ale SN S, g R.
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Stwierdzenie 1.14/Definicja/Oznacznie

Jesdli G jest grupa i X C G, to istnieje najmniejsza (w sensie inkluzji) podgrupa grupy G
zawierajaca zbiér X.

Te grupe nazywamy podgrupa generowang przez zbiér X oraz oznaczamy (X).

Dowéd
Niech H;, i € I, beda wszystkimi podgrupami grupy G zawierajacymi zbiér X.
Wtedy H := n/‘el H; jest szukana podgrupa.
Istotnie: 1° H < G na mocy (1.13).
2°: X C H; dla kazdego i € | = X C (), H;i = H.
3°: Jedli H < G i X C H', to H' = H; dla pewnego j, wiec H' = H; D N Hi=H. O

Notacja

(g1,---,8n) = ({g1,---,&n})
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Stwierdzenie 1.15

Niech G bedzie grupa.
Jedli X C G, to

(X)={g' g" neN g,....g.€X e1,...,65 € {£1}}.

Dowéd

Niech
Ho:={g' - g;":n€N g, ...,8 € X, e1,...,60 € {£1}}.

tatwo zauwazy¢, ze
@ Hy <G,
=gl -gindan=0= 1€ Hy = Hy # &;

gt (b = g g by ]

o X C Ho,
g =¢g"l

o jedli H< G i X C H, to Hy C H.
XCH=>g,...,en€H=g,... 8" €H=>g ' --g" cH

Stad Hy = (X). O
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Stwierdzenie 1.15

Niech G bedzie grupa.
Jedli X C G, to

(X)={g' -g":n€N, gi,...,80 € X, €1,...,6n € {£1}}. )

Whiosek 1.16

Jesli g jest elementem grupy G, to

(g) ={g" :meZ}.

'

Dowéd

Wystarczy zauwazyé, ze

gsl .. .gs,, :g€1+"‘+€n' O

Whiosek 1.17

Jesli G jest grupa abelowg oraz g1, ...,gm € G, to

(g1s--- gm) ={g> - & ki, ..., km€Z}. O
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