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1.2 Homomorfizmy

Niech X = (X, *) i Y = (Y, %) beda pétgrupami.
Homomorfizmem z pétgrupy X do pétgrupy Y nazywamy kazda funkcje p: X — Y taka, ze

Vi pex Plxa xx2) = o(xi) *x p(x2).

Sformutowanie: ,¢: X — Y jest homomorfizmem pétgrup/monoidéw/grup” oznacza, ze X i Y sa
pétgrupami/monoidami/grupami oraz ¢ jest homomorfizmem z pétgrupy X do pétgrupy Y
(pamigtajmy, ze kazdy monoid/grupa jest tez pétgrupa).

Jedli R i S sa pierscieniami, to funkcje ¢: R — S nazywamy homomorfizmem pierscieni, jesli ¢

Jjest homomorfizmem grup addytywnych oraz monoidéw multiplikatywnych pierscieni R i S. y

Terminologia

Sformutowanie , X jest strukturg algebraiczn3” oznacza, ze X jest pierscieniem, grupa, monoidem
lub pétgrupa.

Stwierdzenie 1.4

(1) Jesli X jest struktura algebraiczng, to ldx jest homomorfizmem.

G

(2) Jeslip: X — Y iv: Y — Z s3 homomorfizmami, to ¢ o ¢ tez jest homomorfizmem.

e

Dowéd

Cwiczenie. [
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Przyktady

@ Jedline Ny, toZ — Zn, k — kmod n, jest homomorfizmem grup i pierscieni.
@ R — R*, x s e*, jest homomorfizmem grup. [ = e* - €]

@ Jedline N, to S, = Ta, 0 — sgno, jest homomorfizmem grup.
[sen(7 o o) = sgn(7) - sgn(o)]

@ Jesli F jest ciatem oraz n € N, to M,(F) — F, A+ Tr A, jest homomorfizmem grup.
[Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B)]

© Jedli F jest ciatem oraz n € Ny, to GL,(F) — F*, A — det A, jest homomorfizmem grup.
[det(A - B) = det(A) - det(B)]

@ Jedli R jest pierscieniem oraz r € R, to R[X] — R, f — f(r), jest homomorfizmem

pierscieni.
@ Jedli R jest pierscieniem, n € Ny oraz i € {1,...,n}, tot;: R — R",
r—(0,...,0,r,0,...,0), jest homomorfizmem pierscieni.
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Stwierdzenie 1.5

Jedli ¢: G — H jest homomorfizmem grup, to
e(le) =1n

oraz
Vees e(g™h) = (v(g) ™"

Dowéd
©(16) = (1) - 1n = ¢(16) - v(16) - (¢(16))
=¢(le - 16) - (0(16)) 7" = ¢(16) - (¢(1¢)) ™ = 1n.
Ustalmy g € G. Wtedy
el =9 ln=vp(e") o) (v&) " =vle" &) (pg)™"
=¢(1c) - (p(g) "  =1n - (p(8)) ' = (w(e) ! O

—1

Uwaga
Niech ¢: R — S bedzie homomorfizmem pierscieni.
Wtedy ¢ jest homomorfizmem grup addytywnych pierscieni R i S.
Stad
PO0R) =05 i Vier 9(=r) = —(r).

Nie musi natomiast zachodzi¢ réwnos$¢ p(1r) = 1s.

Cwiczenie

Poda¢ przyktad homomorfizmu pierscieni (monoidéw) ¢: X — Y takiego, ze ¢(1x) # ly.
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Definicja
Homomorfizm ¢: X — Y nazywamy izomorfizmem, jesli istnieje homomorfizm ¢ : Y — X taki,
ze

o =Ildx i por =Idy.
Jesli p jest izomorfizmem i X = Y, to ¢ nazywamy automorfizmem.
Jedli istnieje izomorfizm X — Y, to méwimy, ze struktury algebraiczne X i Y sg izomorficzne i
piszemy X ~ Y.

G

Przyktady

o R~ R, := (R4, -) — odpowiedni izomorfizm dany jest wzorem
RS x— e Ry,

a izomorfizm odwrotny
Rydym—Iny €R.

@ Zn ~ T, — odpowiedni izomorfizm dany jest wzorem
Z,> ke eT,,

gdzie €, jest pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z 1, np.

ep = cos(27m/n) + vsin(2w/n).

e
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Homomorfizm ¢: X — Y nazywam monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja.

Homomorfizm ¢ nazywamy epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja.

Stwierdzenie 1.6

Homomorfizm ¢: X — Y jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest monomorfizmem i
epimorfizmem.

Dowéd
=: Oczywiste.
<=: Zatézmy, ze ¢ jest monomorfizmem i epimorfizmem.
Witedy ¢ jest bijekcja, wiec istnieje funkcja ¢: Y — X taka, ze

Yop=Idx i @ot=Idy.

Musimy pokazaé, i jest homomorfizmem.
W tym celu ustalmy odpowiadajjce sobie dziatania * i * w zbiorach X i Y, odpowiednio, oraz
elementy y; i y» zbioru Y.
Niech
xa=Y) 1 xe =)

Witedy réwniez

p(x) =n P(x2) = ya.
Stad

Py x y2) = P(p(x) * () = P(plx * x2)) = x1 * x2 = P(y1) * P(y2). O

Grzegorz Bobifiski (UMK) Algebra |



