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Oznaczenie

Jedli X C R, to

Xy :={x € X:x>0} i X_ :={x€ X:x<0}.
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1 Struktury algebraiczne i ich homomorfizmy

1.1 Dziatania w zbiorach i ich wtasnosci
Definicja

Dziataniem w zbiorze X nazywamy kazda funkcje postaci X x X — X.

Przyktady

Dodawanie liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych, zespolonych.

Odejmowanie liczb catkowitych, wymiernych, rzeczywistych, zespolonych.
Mnozenie liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych, zespolonych.
Dzielenie niezerowych liczb wymiernych, rzeczywistych, zespolonych.

Dodawanie macierzy ustalonego rozmiaru.

Mnozenia macierzy kwadratowych ustalonego rozmiaru funkgji.

Sktadanie funkcji o tej samej dziedzinie i przeciwdziedzinie.

Oznaczenia

Dziatania bedziemy zwykle oznacza¢ symbolami takimi jak *, + lub -.

G

Jesli * jest dziataniem w zbiorze X oraz x,y € X, to
x*xy:= x(x,y).
Jesli dziatanie oznaczamy symbolem +, to nazywamy je dodawaniem.

Jesli dziatanie oznaczamy symbolem -, to nazywamy je mnozeniem i piszemy czesto xy zamiast
X-y.
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Dziatanie * w zbiorze X nazywamy facznym, jesli
Veyzex (xxy)*z=xx*(y * z).

Zbiér X wraz tacznym dziataniem * nazywamy pétgrupa.

Jesli (X, *) jest pbtgrupg oraz xi, ..., x, € X, to wynik dziatania

.

X1 K vk Xy

nie zalezy od kolejnosci wykonywania dziatan.

Przyktady

Dziatanie dodawania liczb rzeczywistych jest taczne.

'

Dziatanie odejmowania liczb rzeczywistych nie jest taczne.
Dziatanie mnozenia liczb rzeczywistych jest taczne.
Dziatanie dzielenia niezerowych liczb rzeczywistych nie jest taczne.

Dziatania dodawania i mnozenia macierzy s3 taczne.

Dziatanie sktadania funkcji jest taczne.

e
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Dziatanie * w zbiorze X nazywamy przemiennym, jesli
Viyex X kY =y % X.

Pétgrupe (X, ) taka, ze dziatanie * jest przemienne, nazywamy pétgrupa przemienna.

y
Jesli (X, *) jest pbétgrupa przemienng oraz xi, ..., X, € X, to
XL ¥ ek Xnp = Xg(1) % 000 ¥ Xo(n)y
dla dowolnej permutacji o zbioru {1,...,n}. )

Przyktady

Dziatania dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych sa przemienne.
Dziatanie odejmowania liczb rzeczywistych nie jest przemienne.
Dziatanie dzielenia niezerowych liczb rzeczywistych nie jest przemienne.
Dziatanie dodawania macierzy jest przemienne.

Dziatanie mnozenia macierzy nie jest przemienne.

Dziatanie sktadania funkcji nie jest przemienne.

e
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Niech * bedzie dziataniem w zbiorze X.

Méwimy, ze element e € X jest elementem neutralnym dla dziatania *, jesli
Viex X ke =X = ex*X.

Pétgrupe (przemienna), ktéra posiada element neutralny, nazywamy monoidem (przemiennym).

Jesli e i ex s elementami neutralnymi dla dziatania * w zbiorze X, to e; = e;.

(.

Dowéd
Mamy
€] = €1 *x & = €. O

Jesli dziatanie oznaczamy symbolem + i posiada ono element neutralny, to oznaczamy go
symbolem 0 i nazywamy zerem.

Jesli dziatanie oznaczamy symbolem - i posiada ono element neutralny, to oznaczamy go symbolem
1 i nazywamy jedynka.

Przyktady

o (N, +) jest monoidem (przemiennym).

.

@ (Ny,+) jest pétgrupa (przemienna), ktéra nie jest monoidem.

'
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Niech e bedzie elementem neutralnym dla dziatania * w zbiorze X.
Jesli x € X, to méwimy, ze y € X jest elementem odwrotnym (wzgledem dziatania *) do x, jesli

Xky=€e=y*X.
W powyzszej sytuacji x nazywamy elementem odwracalnym (wzgledem dziatania ).

Monoid, w ktérym kazdy element jest odwracalny, nazywamy grupa.

Grupe, w ktérej dziatanie jest przemienne, nazywamy grupa abelowa. y

Niech x bedzie elementem monoidu (X, *). Jedli y1 i y» sa elementami odwrotnymi do x, to
yi =Y.

M

Dowéd

Mamy
yi=yixe=yi*x(xxy)=yixxxy =(y1*xx)ky, =exys =y, [l

Niech x bedzie elementem zbioru X.

Jesli (X, +) jest monoidem, to element odwrotny (o ile istnieje) do x oznaczamy —x i nazywamy

go elementem przeciwnym.

Jedli (X, -) jest monoidem, to element odwrotny (o ile istnieje) do x oznaczamy x .
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Przyktady (grup)

0 Z:=(Z,+).
Q:=(Q+).
e R:= (R, +).
e C:=(C,+).
° = (Q@\ {0}, ).
° = (R\ {0}, ).
o CX = (C\ {0}, ).
o T, = (lzeCiz =1}, (nEN,)
e Z, _({o ..... n—1},+,) (n € Ny).
@ 7Y :=({ke{0,...,n—1} : ged(k,n) =1}, ;) (n € N;).
© M n(Z) := (Mm,n(Z), +) (m, n € Ny).
® M n(Q) := (Mm,n(Q), +) (m, n € Ny).
® Mip,n(R) := (Mm,n(R), +) (m, n € Ny).
® Mpm,n(C) := (Mm,n(C), +) (m, n € Ny).
@ GL,(Q) := ({A € M,(Q) : det A # 0}, ) (n € Ny).
@ GL,(R) := ({A € M,(R) : det A # 0}, ) (n € Ny).
@ GL,(C) := ({A € M,(C) : det A # 0}, ) (n € Ny).
° = ({o: X = X : o jest bijekcja}, o) (X zbiér).
S, S{ _____ n} (n € N;), n-ta grupa symetryczna.

4
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Terminologia

Dziatanie w abstrakcyjnej pétgrupie/monoidzie/grupie bedziemy zwykle domyslnie oznaczaé
symbolem -.

Dlatego bedziemy zwykle identyfikowaé pétgrupe/monoid/grupe ze zbiorem, na ktérym jest
zdefiniowana struktura pétgrupy (monoidu, grupy).

Innymi stowy, bedziemy pisaé¢ np. ,Niech X bedzie grupa” zamiast ,Niech (X, ) bedzie grupa”.
Ponadto element neutralny bedziemy zwykle oznacza¢ 1, a element odwrotny do elementu x przez

X
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Niech G bedzie grupa.
(1) 171 =1.
(2) Jesli g € G, to
e hH™

Il
™

Dowéd
(1) Z definicji a := 17! jest elementem takim, ze
l-a=1=a-1.
Z definicji elementu neutralnego wiemy, ze
1-1=1=1-1,
wiec 17t=a=1.
(2) Z definicji a := (g ') ™" jest elementem takim, ze

g 1-3:1:a<g_1.

Z definicji elementu g~ wiemy, ze

wige (g7 1) 7*
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Niech G bedzie grupa.
1) 17t =1.
(2) Jeslig € G, to
(RO
(3) Jeslig,h € G, to
(gh)'=h"tg h

(4) Przyporzadkowanie
Go>gr g71 €G
Jjest bijekcja.

Dowdd (kont.)
(4) Niech ®: G — G bedzie funkcja dana wzorem

o(g) =g ' (g€G).

Z (2) wynika, ze
®od = ldg,

a wigc @ jest bijekcja (¢! = @).
(3) Z definicji a := (gh) ™! jest elementem takim, ze
a-gh=1=gh-a.
Ale
h gt gh=h""-1-h=1
Podobnie gh- h~lg™! =1, wiec (gh) ' =a=h"1g 1. O
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Niech x bedzie elementem pétgrupy X.

Jedli n € Ny, to
il X jeslin=1,
el T S T
jeslin > 1.
Jedli X jest monoidem, to
x =1.

Jesli X jest grupa oraz n € Z_, to

x" = (x_l)_".

g

Jesli dziatanie oznaczamy symbolem +, to piszemy nx zamiast x".

(.

(1) Jesli X jest monoidem/grupa i n € N/n € Z, to
1" =1.
(2) Jesli X jest pétgrupa/monoidem/grupa, x € X in,m € N /n,m € N/n,m € Z, to

X = XX oraz (xM)™ = x"".

Dowéd

Cwiczenie. [J
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Definicja

Niech X bedzie zbiorem z dziataniami * i #.
Moéwimy, ze dziatanie * jest rozdzielne wzgledem dziatania #, jesli

Va,y,zex x x (y#z) = (x * y)#(x * z)

Va,y,zex (X#y) * z = (x * 2)#(y * z).

G

Definicja
Pierscieniem nazywamy zbiér R wraz z dwoma dziataniami + i - takimi, ze:
(1) (R,+) jest grupa abelowa;
(2) (R, ") jest monoidem przemiennym;
(3) - jest rozdzielne wzgledem +.
Jesli dodatkowo
(4) 0#1;
(5) (R\ {0}, ) jest grupa (abelowa),
to (R, +, -) nazywamy ciatem.

-

Uwaga

Dziatania w pierécieniu bedziemy oznaczaé symbolami + i -.
Jesli R jest pierScieniem, to zaktadamy, ze - w R ma wyzszy priorytet niz 4, a wigc np.

rs+t:=(r-s)+t.

G
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Jesli R jest pierscieniem, to

(1)
@)

(R, +) nazywamy grupa addytywna pierscienia R,

(R, ) nazywamy monoidem multiplikatywnym pierscienia R.

e

Przyktady (pierscieni)

Z:=(Z,+,").
Q:=(Q+,).
R:= (R, +,-).
C:=(C,+,).

Zn:=({0,1,...,n =1}, +n,n) (n € N1).
Pierscien R[T] wielomianéw o wspétczynnik w R (R pierscien).
Pierscien R[[T]] szeregéw formalnych o wspétczynnikach w R (R pierscien).
Pierécien RX funkcji X — R (R pierscien).
Przypomnijmy, ze jesli f,g: X — R, to
(F+e)x):=f(x)+glx) i (f-g)lx):=f(x)-g(x).
Jedli Ry, ..., R, sa pierscieniami, to zbiér R; X - -- X R, z dodawaniem i mnozeniem po
wspotrzednych jest pierscieniem.

W szczegéblnosci, jesli R jest pierscieniem oraz n € Ny, to zbiér R" := R X - - - X R (n razy)
z dodawaniem i mnozeniem po wspbtrzednych jest pierscieniem.

Zauwazmy, ze R" = RIL7,

G
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Przyktady (grup)
@ R :=(R,+) (R pierscien).
@ R* := ({r € R : r jest odwracalny}, -) (R pierscien).
@ My, n(R) := (Mm,n(R), +) (m, n € N, R pierscien).
@ GL,(F) := ({A € M,(F) : det A # 0}, -) (n € N, F ciato).
Ogdlniej:
GLA(R) := ({A € M,(R) : det A € R*},-) (n € N, R pierscien).

Jesdli R jest pierscieniem, to

'

Vier0-r=0=r-0

oraz

Vi ser (—r)s = —(rs) = r(—s).

G

Dowéd
Mamy ciagi réwnosci
0-r=0-r+0-r—=0-r=(0+4+0)-r—0-r=0-r—0-r=0

oraz
(=r)s=(—r)s+rs—rs=(—r+r)s—rs=0-s—rs=0—rs=—rs. [
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