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ALGEBRA 1

1. STRUKTURY ALGEBRAICZNE I ICH HOMOMORFIZMY
1.1. DZIALANIA W ZBIORACH I ICH WELASNOSCI

DEFINICJA.
DzZIALANIEM w zbiorze X nazywamy kazda funkcje postaci X x X — X.

OZNACZENIE.
Dziatania bedziemy zwykle oznacza¢ symbolami takimi jak %, + lub -. Jesli
% jest dzialaniem w zbiorze X, to wynik dziatania * na elementach z,y € X
oznaczamy przez x*y (zamiast *(x,y)). Jesli dziatanie oznaczamy symbolem
+, to nazywamy je DODAWANIEM. Gdy dziatanie oznaczamy symbolem -, to
nazywamy je MNOZENIEM i piszemy czesto xy zamiast x - y.

PRZYKLAD.
Ponizsza tabela zawiera niektore wezesniej poznane przyktady dziatan. Dla
podzbioru X zbioru R przez X, oznaczamy zbior liczb dodatnich nalezacych
do X. Podobnie, przez X _ oznaczamy zbiér liczby ujemnych nalezacych do
X. Dalej, dla dodatniej liczby catkowitej n przez Z, oznaczamy zbiér reszt
z dzielenia przez n, a przez +, i -, dzialania dodawania i mnozenia modulo
n w tym zbiorze.

Dziatanie Zbior

+ NN, Z,Z:,Z_,Q,Qy, Q_, R, Ry, R_, ...
— Z,Q,R, ...
. NN, Z, Z,,Q Q. R Ry, ...
; Qy, Ry, ...

+ns n Ly n € Ny

+, — M,, »(R), m,n € N,
. M, (R), n € N,

zbiér n X n macierzy odwracalnych, n € N
o zbior funkcji (odwracalnych) X — X dla pewnego zbioru X
DEFINICJA.

Dziatanie * w zbiorze X nazywamy LACZNYM, jesli
(x*xy)*z=u1xx*(y*2)
dla dowolnych elementow x, y i z zbioru X.

Zbiér X wraz lgcznym dzialaniem x nazywamy POLGRUPA.

CWICZENIE.
Sprawdzi¢, ktore z poznanych dziatan sa taczne.

UWAGA.
Jesli x jest dziataniem tacznym w zbiorze X oraz xy, ..., x, sa elementami
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zbioru X, to wynik dziatania
Tykeo kI,

nie zalezy od kolejnos$ci wykonywania dziatan.

DowoD.
Indukcja (éwiczenie). O

DEFINICJA.
Dziatanie * w zbiorze X nazywamy PRZEMIENNYM, jesli

TRY=Y*xT

dla dowolnych elementow x i y zbioru X.
Poétgrupe, w ktoérej dzialanie jest przemienne, nazywamy POLGRUPA PRZE-
MIENNA.

CWICZENIE.
Sprawdzi¢, ktore z poznanych dziatan sg przemienne.

UWAGA.
Jedli zbiér X z dziataniem x jest potgrupa przemienng oraz i, ..., T, Sa
elementami zbioru X, to

Tk *Ty = To(1) * % To(n)

dla dowolnej permutacji o zbioru {1,...,n}.
DowoOD.
Cwiczenie — nalezy wykorzystac fakt, ze kazda permutacje mozna przedstawic¢
jako iloczyn transpozycji postaci (i,i + 1). O
DEFINICJA.

Niech % bedzie dziataniem w zbiorze X. Méwimy, ze element e zbioru X jest
ELEMENTEM NEUTRALNYM dla dziatania x*, jesli

r*xe=Tr=e*xx

dla dowolnego elementu x zbioru X.
Poétgrupe (przemienna), ktéra posiada element neutralny, nazywamy MONO-
IDEM (PRZEMIENNYM).

CWICZENIE.
Sprawdzi¢, ktore z poznanych dziatan posiadaja element neutralny.
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UWAGA.
Jesli * jest dziataniem w zbiorze X oraz e; i e; sg elementami neutralnymi
dla dziatania *, to e; = es.

DowOD.
Poniewaz e jest elementem neutralnym, wiec e;*es = e5. Podobnie, poniewaz
es jest elementem neutralnym, wiec e; * e; = e, co konczy dowdd. O
OZNACZENIE.

Jesli dziatanie oznaczamy symbolem + i posiada ono element neutralny, to
oznaczamy go symbolem 0 i nazywamy ZEREM. Podobnie, jesli dziatanie
oznaczamy symbolem - i posiada ono element neutralny, to oznaczamy go
symbolem 1 i nazywamy JEDYNKA.

DEFINICJA.
Niech * bedzie dzialaniem w zbiorze X posiadajacym element neutralny e.
Jedli x jest elementem zbioru X, to méwimy, ze element y zbioru X jest
ELEMENTEM ODWROTNYM (wzgledem dziatania ) do elementu x, jesli

Txy=e€e=1yx.
Element, ktory posiada element odwrotny, nazywamy ELEMENTEM ODWRA-
CALNYM (wzgledem dziatania ).

Monoid, w ktorym kazdy element jest odwracalny, nazywamy GRUPA.
Grupe, w ktorej dziatanie jest przemienne, nazywamy GRUPA ABELOWA.

CWICZENIE.
Sprawdzi¢, dla ktorych poznanych dziatan wszystkie elementy sg odwracalne.

TERMINOLOGIA.
Dziatanie w (abstrakcyjnej) grupie (monoidzie, polgrupie) bedziemy zwy-
kle domyslnie oznacza¢ symbolem -. Dlatego zwykle bedziemy identyfikowaé
grupe (monoid, pélgrupe) ze zbiorem, na ktérym jest zdefiniowana struktura
grupy (monoidu, pétgrupy).

UWACGA.
Niech X bedzie monoidem oraz x elementem zbioru X. Jesli y; i y2 sa ele-
mentami odwrotnymi do elementu z, to y; = y».

DowOD.
Poniewaz y; jest elementem odwrotnym do elementu x oraz 1 jest elementem
neutralnym, wiec

1xys = (2)ys =1 y2 = 4.

Analogicznie, y;xys = y1, co konczy dowodd. ]
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OZNACZENIE.
Niech x bedzie elementem zbioru X. Jesli dziatanie w zbiorze X oznaczamy
symbolem +, to element odwrotny do elementu z oznaczamy —x i nazy-
wamy go ELEMENTEM PRZECIWNYM. Podobnie, jesli dziatanie oznaczamy

symbolem -, to element odwrotny oznaczamy z~".

1

PRZYKLADY.

(1)

Zbior liczb catkowitych (wymiernych, rzeczywistych, zespolonych) z dzia-
taniem dodawania jest grupa, ktéra oznaczamy Z (Q, R, C, odpowied-
nio).

Zbioér niezerowych liczb wymiernych (rzeczywistych, zespolonych) z dzia-
taniem mnozenia jest grupa, ktora oznaczamy Q* (R*, C*, odpowied-
nio).

Jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to zbiér reszt z dzielenia przez n
z dziataniem dodawania modulo n jest grupa, ktora oznaczamy Z,.

Jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to zbidr reszt z dzielenia przez n,
ktore sa wzglednie pierwsze z n, z dziataniem dodawania modulo n jest
grupa, ktora oznaczamy Z,.

Jesli n jest dodatnia liczba catkowita, to zbidr pierwiastkow zespolonych
n-tego stopnia z 1 z dzialanie mnozenia liczb zespolonych jest grupa,
ktora oznaczamy T,,.

Jesli X jest zbiorem, to zbiér funkcji odwracalnych X — X ze skta-
daniem funkcji jest grupa, ktéra oznaczamy symbolem Sx. Gdy X =
{1,...,n} dla dodatniej liczby catkowitej n, to piszemy S,, zamiast Sx.
Grupy S,, nazywamy GRUPAMI SYMETRYCZNYMI.

Jedli n jest dodatnig liczbg, to zbidér n X n macierzy odwracalnych
o wspotezynnikach wymiernych (rzeczywistych, zespolonych) z dziata-
niem mnozenia macierzy jest grupa, ktéra oznaczamy GL,(Q) (GL,(R),
GL,(C), odpowiednio).

LEMAT 1.1.
Niech G bedzie grupa.

(1)
(2)
(3)
(4)

1=t =1.

Jeslige G, to (gt =g.

Jesli g,h € G, to (gh)™' = h=1g~L,

Przyporzadkowanie
Gog—g'ted

jest bijekcja.
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DowoOD.

(1) Teza wynika z réwnosci 1 -1 = 1, ktora jest konsekwencja faktu, ze 1 jest
elementem neutralnym. Inaczej, mamy cigg réwnosci

I'=1-1'=1-DH-1t'=1-1-17H=1-1=1

(2) Teza wynika z réwnosci

g9 =1=g"g

ktore wynikajg z faktu, ze g jest elementem odwrotnym do elementu g. Ina-
czej, mamy cigg rownosci

G H ' =) =) g g=1g=y

(3) Poniewaz gg' = 1 = hh™! oraz 1 jest elementem neutralnym, wigc
otrzymujemy cigg réwnosci

g.h.hil.gfl:g.(h.hil).gfl:g.l.gilzg.gflzl‘

Analogicznie pokazujemy, ze h™' - g~ - g - h = 1, co konczy dowodd. Inaczej,

mamy cigg rownosci
(gh)™' =(gh)™ 1= (gh) ™ -g-g ' =(gh) " -g-1-g
=(gh)™ -g-h-h7t gt =((gh)" - (g-h)-h"-g!
— . hil . gil — hil . gil'

-1

(4) Teza jest konsekwencja punktu (2). Doktadniej, jesli o: G — G jest
funkcja dang wzorem

o(g) =97 (9€G),
to z punktu (2) wynika, ze 0 o 0 = Idg. ]

DEFINICJA.

Niech z bedzie elementem potgrupy X.
Jesli n € N, to definiujemy

" T jeslin =1,
C |2 jeslin > 1.

Jesli dodatkowo X jest monoidem, to definiujemy
=1
Wreszcie, jesli X jest grupa oraz n € Z_, to definiujemy

"= (7)™
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OZNACZENIE.

Jesli dziatanie oznaczamy symbolem +, to piszemy nz zamiast x".
LEMAT 1.2.

(1) Jesli X jest monoidem (grupa) in € N (n € Z), to

1" =1.

(2) Jedli x jest elementem poélgrupy (monoidu, grupy) X oraz n,m € N,
(n,m €N, n,m € Z), to

" =™ oraz (™)™ = 2"

DowoOD.
Cwiczenie. O]

DEFINICJA.
Niech X bedzie zbiorem z dziataniami *x i #. Mdéwimy, ze dziatanie * jest
ROZDZIELNE wzgledem dziatania #, jesli

v x (y#z) = (v y)## (e * 2)

(x#ty) * 2 = (2% 2)#(y * 2)
dla dowolnych elementow x, y i z zbioru X.

DEFINICJA.
PIERSCIENIEM nazywamy zbiér R wraz z dwoma dziataniami + i - takimi,
ze€:

(1) zbiér R wraz z dzialaniem + tworzy grupe abelowa;
(2) zbiér R wraz z dziataniem - tworzy monoid przemienny:;
(3) dziatanie - jest rozdzielne wzgledem dziatania +.

Jesli dodatkowo w pierécieniu R mamy 0 # 1 oraz zbiér R\ {0} wraz z
dziataniem - tworzy grupe (abelowa), to zbiér R z dziataniami + i - nazywamy
CIALEM.

UWAGA.
Dziatania w (abstrakcyjnym) pierscieniu bedziemy zwykle oznaczaé symbo-
lami 4 i - oraz nazywa¢ dodawaniem i mnozeniem, odpowiednio. Dlatego
zwykle bedziemy identyfikowaé pierécien ze zbiorem, na ktorym jest zdefi-
niowana struktura pierscieniu.
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Ponadto, jesli R jest pierscieniem, to zaktadamy, ze dziatanie mnozenia w
pierécieniu ma wyzszy priorytet niz dziatanie dodawania. Zatem, na przyktad,
jesli r, s it sa elementami pierécienia R, to

rs+t:=(r-s)+t.

DEFINICJA.
Jesli R jest pierscieniem, to zbiér R wraz z dziataniem + bedziemy nazywaé
GRUPA ADDYTYWNA pierscienia R. Podobnie, zbiér R wraz z dziataniem -
bedzie nazywa¢ MONOIDEM MULTIPLIKATYWNYM pierscienia R.

TERMINOLOGIA.
Sformutowanie X jest struktura algebraiczng” oznacza, ze X jest pierscie-
niem, grupa, monoidem lub pélgrupa.

PRzZYKLADY.

(1)

(2)

Zbiér liczb catkowitych (wymiernych, rzeczywistych, zespolonych) z dzia-
taniami dodawania i mnozenia jest pierscieniem, ktéry oznaczamy Z, Q,
R i C, odpowiednio.

Jesli n jest dodatnia liczba catkowita, to zbiér reszt z dzielenia przez n
z dzialaniami dodawania i mnozenia modulo n jest pierscieniem, ktory
oznaczamy Z,.

Jedli R jest pierscieniem, to zbiér wielomianéw o wspoétczynnikach w
pierscieniu R z dziataniami dodawania i mnozenia wielomianow jest pier-
Scieniem, ktéry oznaczamy R[X] .

Jesli R jest pierscieniem, to zbiodr szeregéw formalnych o wspotezyn-
nikach w pier$cieniu R z dziataniami dodawania i mnozenia szeregow
formalnych jest pierécieniem, ktéry oznaczamy R[[X]] .

Jedli Ry, ..., R, sa pierscieniami, to zbiér Ry X - -- X R, z dodawaniem
i mnozeniem po wspoétrzednych jest pierscieniem. W szczegdlnosci, je-
sli R jest pierscieniem oraz n jest dodatnig liczba calkowita, to zbior
R™ ciaggow dhugosci n o wspotezynnikach w zbiorze R z dodawaniem i
mnozeniem po wspotrzednych jest pierécieniem.

PRZYKLADY.

(1)

(2)

Jedli R jest pierscieniem, to zbiér R* elementéw odwracalnych w pier-
Scieniu R z dzialaniem mmnozenia jest grupa, ktora nazywamy GRUPA
MULTIPLIKATYWNA pierscienia R.

Jesli n jest dodatnia liczba catkowita oraz F jest ciatem, to zbior GL,, (F')
n X n-macierzy odwracalnych o wspotczynnikach w ciele F' jest grupa.
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LEMAT 1.3.
Jesli R jest pierscieniem, to 0-7 = 0 = r-0 dla kazdego elementu r pierécienia
R. Ponadto, jesli r i s sa elementami pierscienia R, to

—r-s=(-r)-s=r-(—s).

DowOD.
Mamy ciag rownosci

0-r=0-74+0-r=0-r=(0+0)-7=0-7r=0-r—=0-r=0.

Ponadto
(—r)-s = (—r)-s+r-s—r-s=((—-r)+r)-s—r-s=0-s—r-s =0—r-s = —r-s.
co konczy dowdd. O

1.2. HOMOMORFIZMY

DEFINICJA.
Niech X i Y bedg pétgrupami z dziataniami * i x odpowiednio. HOMOMOR-
FIZMEM nazywamy kazda funkcje ¢: X — Y taka, ze

p(z1 % 12) = p(71) * (72)

dla dowolnych elementow xy i zo zbioru X.

Sformutowanie: ,p: X — Y jest homomorfizmem potgrup (monoidéw, grup)”
oznacza, ze X i Y sa pétgrupami (monoidami, grupami, odpowiednio) oraz
@ jest homomorfizmem potgrup.

Jesli R i S sa pierscieniami, to funkcje ¢: R — S nazywamy HOMOMOR-
FIZMEM PIERSCIENI, jeSli ¢ jest homomorfizmem grup addytywnych oraz
monoidéw multiplikatywnych pierscieni R i S.

STWIERDZENIE 1.4.
(1) Jesli X jest struktura algebraiczna, to Idx jest homomorfizmem.
(2) Jedli o: X — Y i9¢:Y — Z sg homomorfizmami, to ¢ o ¢ tez jest

homomorfizmem.

DowOD.
Cwiczenie. O

PRZYKLADY.

(1) Jedli n jest dodatnia liczbg catkowita, to funkcja Z — Z,,, ktéra przypo-
rzadkowuje liczbie catkowitej jej reszte z dzielenia przez n, jest homo-
morfizmem grup i pierscieni.
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Funkcja R — R*, ktora przyporzadkowuje liczbie rzeczywistej x liczbe
e”, jest homomorfizmem grup.

Jesli n jest dodatnig liczbg catkowita, to funkcja S,, — T, ktéra przy-
porzadkowuje permutacji o jej znak sign o, jest homomorfizmem grup.

Jesli F' jest cialem oraz n jest dodatniag liczbg catkowita, to funkcja
M, (F) — F, ktéra przyporzadkowuje macierzy jej §lad, jest homomor-
fizmem grup.

Jesli F' jest cialem oraz n jest dodatnig liczba caltkowita, to funkcja
GL,(F) — F*, ktéra przyporzadkowuje macierzy jej wyznacznik, jest
homomorfizmem grup.

Jesli R jest pierscieniem oraz r jest elementem pierécienia R, to funkcja
R[X] — R, ktéra przyporzadkowuje wielomianowi f warto$¢ f(r), jest
homomorfizmem pierscieni.

Jesli R jest pierécieniem, n dodatnig liczba catkowita orazi € {1,...,n},
to funkcja ¢;: R — R", ktora przyporzadkowuje elementowi r € R ciag
0,...,0,7r,0,...,0), gdzie r znajduje sie na i-tym miejscu, jest homo-
morfizmem pierscieni. Zauwazmy, ze ¢;(1) nie jest elementem neutralnym
pierscienia R, jesli n > 1.

STWIERDZENIE 1.5.
Jesli p: G — H jest homomorfizmem grup, to

oraz

p(1)=1

e(g™") = (e(g) !

dla dowolnego elementu g grupy G.

DowoD.

Mamy ciag rownosci

(1) = (1) - 1=p(1) - (1) - (p(1))""
=o(1-1)- (p(1)) " =¢(1) - (p(1)" = 1.

Ustalmy teraz element g grupy G. Wtedy

elg ) =vlg)-1=0lg") - elg) - (p(9)"
=0l 9) () =) (p(9) " =1 (elg) " = (e(g) ",

co konczy dowdd. O
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CWICZENIE.
Podaé przyktad homomorfizmu monoidéw ¢: X — Y takiego, ze ¢(1) # 1.

UWAGA.
7 powyzszego dowodu wynika, ze jesli p: X — Y jest homomorfizmem mo-
noidéw i Y jest grupa, to ¢(1) = 1.

UWAGA.
Niech R i S bedzie funkcja pomiedzy pierécieniami R i S. Wiemy, ze p: R —
S jest homomorfizmem pierscieni, jesli jest homomorfizmem grup addytyw-
nych oraz monoidéw multiplikatywnych pierscieni R i S. W szczegdlnosei,
jesli ¢: R — S jest homomorfizmem pierscieni, to ¢(0) = 01 @(—r) = —p(r)
dla kazdego elementu r pierscienia R. Nie musi natomiast zachodzi¢ rownosé
(1) = 1. Jedli jednak S jest cialem i ¢(1) # 0, to p(1) = 1.

CWICZENIE.
Podaé przyktad homomorfizmu pierécieni p: R — S takiego, ze ¢(1) # 1.

DEFINICJA.
Homomorfizm ¢: X — Y nazywamy IZOMORFIZMEM, jesli istnieje homo-
morfizm ¢: Y — X taki, ze

Yo =Idyx i po =Idy.

Jesli p jest izomorfizmem i1 X =Y, to ¢ nazywamy AUTOMORFIZMEM struk-
tury X.

Jesli istnieje izomorfizm X — Y, to méwimy, ze struktury algebraiczne X i
Y sa IZOMORFICZNE i piszemy X ~ Y.

PRZYKLADY.

(1) Grupy Z, i T, sa izomorficzne — odpowiedni izomorfizm dany jest wzo-
rem

Zn ke eT,,

gdzie ¢, jest pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z 1.

(2) Grupy R i R, := ((0,00),) sa izomorficzne — odpowiedni izomorfizm
dany jest wzorem

R>z—e" € Ry,
a izomorfizm odwrotny

10
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DEFINICJA.
Homomorfizm ¢: X — Y nazywam MONOMORFIZMEM, jesli ¢ jest injekcja.

Homomorfizm ¢ nazywamy EPIMORFIZMEM, jesli ¢ jest surjekcja.

STWIERDZENIE 1.6.
Homomorfizm ¢: X — Y jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
monomorfizmem i epimorfizmem.

DowOD.
Jest oczywiste, ze jesli ¢ jest izomorfizmem, to ¢ jest monomorfizmem i
epimorfizmem. Zatézmy zatem, ze ¢ jest monomorfizmem i epimorfizmem.
Wtedy istnieje funkcja ¢: Y — X taka, ze

Yo =Idyx i po =Idy.

Musimy pokazaé, ¥ jest homomorfizmem. W tym celu ustalmy odpowiada-
jace sobie dziatania % i x w zbiorach X i Y, odpowiednio, oraz elementy y; i
Yo zbioru Y. Niech

Ty = ¢(y1) 1 T2 = w(?b)-

Wtedy réwniez

@(r1) = 1 1 ©(r2) = Yo
Stad

Y(y1xy2) = P(p(z1)*p(r2)) = Y(p(T1%72)) = 21%22 = Y(y1) ¥ P (y2). O

1.3. PODSTRUKTURY

DEFINICJA.
Podzbiér Y pélgrupy X nazywamy PODPOLGRUPA, jeSli y; - 4o € Y dla
dowolnych elementow y; i1 yo zbioru Y.

UWAGA.
Jedli Y jest podpotgrupa potgrupy X, to funkcja |3y : YV x Y — Y jest
dziataniem w zbiorze Y, ktore rowniez oznaczamy symbolem -. Wtedy zbior
Y 7z dziataniem - jest potgrupa

DEFINICJA.
Zbiér Y nazywamy PODMONOIDEM/PODGRUPA monoidu/grupy X, jesli YV
jest podpotgrupa potgrupy X oraz zbiér Y wraz z dziataniem - jest mono-
idem /grupa. Podobnie, zbiér S nazywamy PODPIERSCIENIEM pierscienia R,
jesli S jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia R oraz S jest podmono-
idem monoidu multiplikatywnego pierécienia R.

11
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UWACGA.
Zbior S jest podpierdcieniem pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy S jest
podpoétgrupa grupy addytywnej pierscienia R, S jest podpoétgrupa monoidu
multiplikatywnego pierscienia R oraz zbior S wraz z dziataniami + i - jest
pierscieniem.

TERMINOLOGIA.
Sfromutowanie ,Y jest podstrukturg struktury X7 oznacza, ze X jest pier-
Scieniem, grupa, monoidem, poétgrupg, a Y jest podpierscieniem, podgrupa,
podmonoidem, podpotgrupa, odpowiednio. Jedli Y jest podstrukturg stuktu-
ry X, to piszemy Y < X.

UWAGA.
JedliY < X 1 Z <Y (tego samego typu), to Z < X.

PRZYKLAD.
Jesli X jest struktura algebraiczna, to X < X.

STWIERDZENIE 1.7.
Niech Y bedzie podstrukturg struktury algebraicznej X. Wtedy odwzorowa-
nie pu: Y — X dane wzorem u(y) :=y, y € Y, jest monomorfizmem, ktéry
nazywamy NATURALNYM WLOZENIEM.

DOWQD.
Cwiczenie.
STWIERDZENIE 1.8.
(1) Podzbiér Y monoidu X jest podmonoidem wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnione sg warunki:
(a) jeSliyp,y2 €Y, toy; - ys €Y
(b) istnieje element e zbioru Y taki, ze e -y = y = y - e dla kazdego
elementu y zbioru Y.
(2) Podzbiér H grupy G jest podgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione
sg warunki:
(a) jesli hy,he € H, to hy - hy € H,;
(b) 1€ H;
(c) jeslihe H, toh™t € H.
(3) Podzbiér S pierscienia R jest podpierscieniem wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sg warunki:
(a) jesli si,s0 €5, to s1+ 59 €5
(b) 0€S;
(c) jeslis€ S, tos e,
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(d) jesli s1,89 € 5, to s1- 59 € S
(e) istnieje element e zbioru S taki, ze e-s = s = s - e dla kazdego
elementu s zbioru S.

DowoOD.
Punkt (1) jest oczywisty. Dla dowodu punktu (2) musimy pokazaé, ze jesli
H jest podgrupa grupy G, to 1 € H oraz h™' € H dla kazdego elementu h
zbioru H. Poniewaz H jest podmonoidem grupy G, wiec na mocy punktu (1)
istnieje element e zbioru H taki, ze e - e = e. Wtedy

l=e-e"=¢e-e-e =e-1=e¢,

awiec 1 € H. W szczegolnosci, 1 jest elementem neutralnym grupy H. Ustal-
my teraz element h € H. Wtedy istnieje element [ zbioru H taki, ze h-1 = 1.
Stad

ht=ht-1=hr1hl=1-1=I,

awiec h™! € H.
Punkt (3) wynika natychmiast z punktow (2) i (1). O
UWAGA.
7 powyzszego dowodu wynika, ze jesli G jest grupa, a Y jest podmonoidem
grupy G, to 1 € Y.
PRZYKLADY.
(1) Jesli G jest grupa, to zbiory {1} i G sa podgrupami grupy G, ktore
nazywamy PODGRUPAMI TRYWIALNYMI.

(2) Jesli n jest liczba catkowita, to zbiér nZ liczb catkowitych podzielnych
przez n jest podgrupa grupy Z.

(3) Jedli F jest jednym ze zbioréw Q i R, to zbiér F jest podgrupa grupy
F*.
(4) Zbior T liczb zespolonych o module 1 jest podgrupa grupa grupy C*.

(5) Jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to zbiér A,, permutacji parzystych
zbioru {1,...,n} jest podgrupa grupy S,, ktéra nazywamy GRUPA AL-
TERNUJACA.

(6) Jesli V' jest przestrzenig liniowa, to zbior GL(V') odwracalnych endo-
morfizméw przestrzeni V' jest podgrupa grupy Sy .

(7) Jesli G jest grupa, to zbior Aut(G) automorfizméw grupy G jest pod-
grupg grupy Sg.

13



(8)

ALGEBRA 1

Jesli F jest cialem i n jest dodatnia liczba catkowita, to zbior SL, (F')
macierzy o wyznaczniku réwnym 1 jest podgrupa grupy GL, (F).

PRZYKLADY.

(1)

(7)

Jesli R jest pierécieniem, to zbiory {0} i R sa podpierécieniami pierscie-
nia R, ktére nazywamy PODPIERSCIENIAMI TRYWIALNYMI.

Mamy nastepujacy ciag podpierscieni Z < Q <R < C.

Jesli S jest podpierscieniem pierscienia R, to pierscien S[X] jest pod-
pierécieniem pierscienia R[X] .

Jesli R jest pierécieniem, to R[X]| jest podpierscieniem pierscienia R[[X]].

Jesli n jest dodatnig liczbg catkowita i R jest pierscieniem, to zbior
R[X™] wielomianéw, w ktérych wszystkie nietrywialne wyrazy maja sto-
piefi podzielny przez n, jest podpierscieniem pierécienia R[X] .

Zbiér {0,2,4} jest pierscieniem pierécienia Zg — elementem neutralnym
dla mnozenia jest 4.

Zbior funkcji ciagtych [0,1] — R jest podpierécieniem pierécienia R,

STWIERDZENIE 1.9.
Podzbiér H grupy G jest podgrupa grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy H # &
oraz hy - hy Le H dla dowolnych elementéw hy i hy podzbioru H.

DowoD.

Zalézmy najpierw, ze podzbiér H jest podgrupa grupy G. Wtedy 1 € H,
wiec H # @. Jesli hy,hy € H, to hy' € H, wiec hy -hy' € H.

Zalézmy teraz, ze spelniony jest warunek przedstawiony w stwierdzeniu.
Wybierzmy element hy € H. Wtedy 1 = hg - hy' € H. Ponadto, jedli
h € H,to h™' = 1-h™' € H. Wreszcie, je$li hy,hy € H, to hy' € H,
wiec hy - hy = hy - (hy!)~! € H. O

DEFINICJA.
Jesli ¢ X — Y jest homomorfizmem struktur algebraicznych, to definiujemy
zbior Im ¢ C Y wzorem

Imy :={p(z):z € X}.

Zbioér Im ¢ nazywamy OBRAZEM homomorfizmu ¢.

STWIERDZENIE 1.10.

Jesli p: X — Y jest homomorfizmem struktur algebraicznych oraz X' < X,
to p(X') <Y.

W szczegdlnosei, Imp < Y.
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DowoOD.
Udowodnimy to stwierdzenie w przypadku pierscieni, korzystajac ze Stwier-
dzenia 1.8(3). Dowody w pozostatych przypadkach sa szczegdlnymi przypad-
kami dowodu w przypadku pierécieni.
Zatézmy najpierw, ze yi,ys € @(X'). Z definicji istnieja wtedy x1, 29 € X
takie, ze p(x1) = y1 1 p(x2) = yo. Poniewaz X' < X, wiec x1+x9, 2129 € X'.
Wtedy

Y1+ Y2 = @(21) + 9(22) = p(21 + 22) € P(X)
oraz

Y1+ Y2 = (71) - p(72) = (71 - 72) € p(X).
Nastepnie, ze Stwierdzenia 1.5 wynika, ze ¢(0) = 0, wiec 0 € ¢(X’). Podob-
nie, jesli y € Y, to istnieje x € X’ taki, ze y = ¢(z). Poniewaz —z € X' oraz,
na mocy Stwierdzenia 1.5, p(—z) = —p(x), wiec

—y = —p(z) = p(—z) € p(X).

Na zakonczenie dowodu nalezy zauwazy¢, ze jesli e jest elementem neutral-
nym dla mnozenia w zbiorze X', to element p(e) jest elementem neutralnym

dla mnozenia w zbiorze ¢(X'). O
DEFINICJA.

Jesli ¢: G — H jest homomorfizmem grup, to definiujemy zbiér Kerp C G

wzorem

Kerp:={ge G:p(g) =1}
Zbior Ker ¢ nazywamy JADREM homomorfizmu ¢.

UWAGA.
Jesli p: R — S jest homomorfizmem pierécieni, to ¢ jest rowniez homomor-
fizmem grup addytywnych pierscieni R i S. Zatem zbiér Ker ¢ jest réwniez
zdefiniowany dla homomorfizmoéow pierscieni. W tym przypadku

Kerp ={re R:p(r)=0}.

STWIERDZENIE 1.11.
Jesli ¢: G — H jest homomorfizmem grup i H' jest podgrupa grupy H, to
zbior =1 (H') jest podgrupa grupy G.
W szczegolnosci, zbior Ker ¢ jest podgrupa grupy G.
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Dowo.
Skorzystamy ze Stwierdzenia 1.8(2).

Zalézmy najpierw, ze g1, go € @ L(H'). Wtedy ©(g1), ©(g2) € H', wigc o(g; -
g2) = (1) - ¢(g2) € H', wiec g1 - g2 € ™' (H').

Wiemy, ze ¢(1) = 1 na mocy Stwierdzenia 1.5 oraz 1 € H', wiec 1 € o' (H').
Na zakoticzenie zaldzmy, ze g € ¢ 1(H'). Wtedy ¢(g) € H', wiec réwniez
(p(g))~! € H'. Ze Stwierdzenia 1.5 wiemy jednak, ze (p(g))™t = ¢(g7 ), co
konczy dowdd. O

PRZYKLAD.
Niech ¢: Z — Zg bedzie homomorfizmem danym wzorem ¢(k) := kmod 6,
k € Z. Wtedy zbior ¢=1({0,2,4}) = {0, 42, £4, ...} nie jest podpierscieniem
pierdcienia Z, mimo iz zbiér {0, 2,4} jest podpierécieniem pierscienia Zsg.

STWIERDZENIE 1.12.
Niech ¢: G — H bedzie homomorfizmem grup.

(1) ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker ¢ = {1}.
(2) ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Im ¢ = H.
(3) ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Kerp = {1} i Imp = H.

UWAGA.
Zauwazmy, ze jesli ¢ jest homomorfizmem grup, to Ker ¢ = {1} wtedy i tylko
wtedy, gdy |Ker | = 1.

DowOD.
Punkt (3) wynika natychmiast z punktéw (1) i (2) oraz Stwierdzenia 1.6.
Punkt (2) jest oczywisty. Dla dowodu punktu (1) wystarczy pokazaé, ze
jesli Keryp = {1}, to funkcja ¢ jest réznowartodciowa. Zatézmy zatem, ze
0(g1) = (g2). Wtedy o(g1-95") =1, tzn. g -g; ' € Kerp. Stad g1- g5 ' = 1,
a wiec g1 = ¢o. ]

LEMAT 1.13.
Niech G bedzie grupa. Jesli H;, ¢ € I, sa podgrupami grupy G, to zbiér
(Micr Hi jest podgrupa grupy G.

DowOD.
Cwiczenie. n

PRZYKLAD.
Niech R bedzie pierécieniem Zy X Z4 (z dzialaniami po wspéhrzednych). Wte-
dy zbiory R; := {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3)} 1S := {(0,0),(1,1),(0,2),(1,3)}
sa podpierscieniami pierscienia R, ale zbior Ry N Ry = {(0,0), (0,2)} nie jest
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podpierscieniem pierécienia .

STWIERDZENIE 1.14.
Jesli X jest podzbiorem grupy G, to istnieje najmniejsza (w sensie inkluzji)
podgrupa grupy G zawierajaca zbior X. Te grupe nazywamy PODGRUPA
GENEROWANA przez zbiér X oraz oznaczamy (X).

DowOb.
Niech H;, v € I, beda wszystkimi podgrupami grupy G zawierajacymi zbior
X. Wtedy (,c; H; jest szukang podgrupa. O
OZNACZENIE.

Jesli X = {q1,...,9n} jest podzbiorem grupy G, to piszemy (gi,...,3gn)
zamiast ({g1,...,0n})-

STWIERDZENIE 1.15.
Jedli X jest podzbiorem grupy G, to
(X)={g7" g :neN g1,...,90, € X, e1,...,6, € {£1}}.

DowoOD.
Latwo zauwazy¢, ze jesli H jest podgrupa grupy G zawierajacg podzbior X,

to kazdy element powyzszej postaci nalezy do H. Z drugiej strony, zbior opi-

sany w stwierdzeniu oczywiscie jest podgrupa grupy H (np. (g7 ---gn) ! =

g, =" g1 7h), co konezy dowdd. -

WNIOSEK 1.16.
Jesli g jest elementem grupy G, to

(9) ={9"™ :meZ}.

DowOD.

Wystarczy zauwazy¢, ze g°' - - - go» = g1t +en, ]
WNIOSEK 1.17.

Jesli G jest grupa abelowa oraz ¢y, ..., 9, € G, to

(91, s gn) ={g1" - g :neN, my,....,m, € Z}.

DowOD.
Cwiczenie. O

1.4. STRUKTURY ILORAZOWE

DEFINICJA.
RELACJA KONGURENCJI (KONGRUENCJA) w poélgrupie (monoidzie, grupie)
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X nazywamy kazda relacje rownowaznosci ~ w zbiorze X taka, ze jesli x4,
X2, Y1 1 Yo sa elementami zbioru X oraz 1 ~ X2 1 y; ~ Y2, t0 T1 - Y1 ~ X2 - Ys.

Jesli R jest pierscieniem, to relacja ~ w zbiorze R jest KONGURENCJA W
pierscieniu R, jesli ~ jest kongurencja w grupie addytywnej i monoidzie mul-
tiplikatywnym pierécienia R.

PRZYKLADY.

(1) Jedli n jest dodatnig liczba catkowita, to relacja przystawania modulo n
jest relacja kongruencji w grupie/pierscieniu Z.

(2) Jesli r jest elementem pierécienia R, to relacja ~ w pierScieniu wielo-
mianéw R[X]| zdefiniowana wzorem f ~ g wtedy i tylko wtedy, gdy
f(r) = g(r), jest relacja kongruencji.

(3) Niech ¢: X — Y bedzie homomorfizmem struktur algebraicznych. De-
finiujemy relacj¢ ~, w zbiorze X wzorem x; ~, zo wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢(z1) = ¢(z2). Wtedy relacja ~,, jest relacja kongruencji. Zauwaz-
my, ze obie powyzsze relacje sa szczegdlnymi przyktadami relacji tego
typu. Innymi przyktadami relacji otrzymanych w ten sposéb sa naste-
pujace relacje:

(a) Jedli F jest cialem i n jest dodatnig liczba catkowita, to relacja ~ w
grupie GL, (F) zdefiniowana wzorem: A ~ B wtedy i tylko wtedy,
gdy det A = det B, jest kongruencja.

(b) Jesli n jest dodatnia liczba catkowita, to relacja ~ w grupie S,
zdefiniowana wzorem: o ~ 7 wtedy i tylko wtedy, gdy signo =
sign 7, jest kongruencja.

LEMAT 1.18.
Niech ~ bedzie relacja kongruencji w grupie G. Jesli g i h sa elementami
grupy G oraz g ~ h, to gt ~ h™L.

DowoOD.
Mamy nastepujacy ciag rownowaznosci i rownosci

gl=¢gt 1l=¢t h-ht~gtog-ht=1-A"1=0"",
co konczy dowdd. O

STWIERDZENIE 1.19.
Jesli ~ jest relacja kongruencji w pélgrupie X i w zbiorze ilorazowym X/~
definiujemy dziatanie - wzorem
(1]~ - (o] =21 - 22 (21,22 € X)),

Wtedy powyzsza definicja jest poprawna.
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DowoOD.
Cwiczenie. O

UWAGA.
Powyzsze stwierdzenie mozna stosowaé oczywiscie rowniez w przypadku mo-
noidéow i grup. W konsekwencji, mozemy je takze stosowa¢ w przypadku
pierscieni.

PRZYKLAD.
Jedli n jest dodatnig liczba catkowita i =, jest relacjg przystawania modulo n,
to zbiér Z/=,, z dzialaniami otrzymanymi ze zwyktych dziatan dodawania i
mnozenia w sposob opisany w Stwierdzeniu 1.19 mozna utozsamic ze zbiorem
reszt z dzielenia przez n z dziataniami dodawania i mnozenia modulo n.

STWIERDZENIE 1.20.
Jesli ~ jest relacja kongruencji w pierscieniu (grupie, monoidzie, pétgrupie)
X, to zbiér X/~ z dzialaniami opisanymi w Stwierdzeniu 1.19 jest pier-
Scieniem (grupa, monoidem, pétgrupa), ktory(a) nazywamy PIERSCIENIEM
(GRUPA, MONOIDEM, POLGRUPA) ILORAZOWYM(4).

DowOD.
Latwo sprawdzié, ze jesli dziatanie w zbiorze X jest taczne/przemienne, to
odpowiednie dziatanie w zbiorze X/~ jest taczne/przemienne. Podobnie roz-
dzielno$¢ w X indukuje odpowiednia rozdzielnosé w X/~. Podobnie, klasa
abstrakcji elementu neutralnego dla dziatania w zbiorze X jest elementem
neutralnymi dla odpowiedniego dzialania w zbiorze X/~. Wreszcie, elemen-
tem odwrotnym (przeciwnym) do klasy abstrakcji elementu x € X jest klasa
abstrakcji elementu odwrotnego (przeciwnego) do x. O

STWIERDZENIE 1.21.
Jesli ~ jest relacja kongruencji w strukturze algebraicznej X, to odwzorowa-
nie 7: X — X/~, dane wzorem 7(x) := [z]., © € X, jest epimorfizmem,
ktéry nazywamy NATURALNYM RZUTOWANIEM.

DowOD.
Cwiczenie. O]

UWAGA.
Jedli ~ jest relacjg kongruencji w strukturze algebraicznej X, to ~=~, gdzie
m: X — X/~ jest naturalnym rzutowaniem.

DEFINICJA.
Jesli ~ jest relacja kongruencji w grupie GG, to definiujemy zbiér N. wzorem

N. :=[1]~.
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UWACGA.
Jesli R jest pierscieniem, to R jest grupa ze wzgledu na dziatanie dodawania.
Stad, jesli ~ jest relacja kongruencji w pierscieniu R, to

N. = [0].

PRZYKLADY.

(1) Jesli n jest dodatnia liczba catkowita i =, jest relacja przystawania
modulo n, to N=_ jest zbiorem liczb podzielnych przez n.

(2) Jedli : X = Y jest homomorfizmem grup (lub pierscieni), to N., =
Ker ¢.

DEFINICJA.
Podzbiéor N grupy G nazywamy DZIELNIKIEM NORMALNYM, jesli N jest
podgrupa grupy G oraz g - h - g~' € N dla dowolnych elementéw h € N i
g € G. Jedli podzbior N jest dzielnikiem normalnym grupy G, to piszemy
N <G.

UWAGA.
Jesli grupa G jest abelowa, to kazda podgrupa jest dzielnikiem normalnym.

PRZYKLAD.
Podzbior

123 123
123 )7\ 213
jest podgrupa grupy Ss, ktéra nie jest dzielnikiem normalnym.
DEFINICJA.
Podzbior I pierscienia R nazywamy IDEALEM, jesli I jest podgrupa grupy
addytywnej pierécienia R oraz r-a € I (ia-r € I) dla dowolnych elementow
r pierscienia R i a idealu I. Jesli podzbior I jest idealem pierscienia R, to
piszemy [ < R.
PRZYKLADY.
(1) W kazdej grupie G (pierscieniu R) zbiory {1} i G ({0} i R) sa dzielnikami
normalnymi (ideatami).
(2) Jesli n jest dodatnia liczba catkowita to podgrupa A, jest dzielnikiem
normalnym grupy S,.
(3) Jeslin jest dodatnia liczba catkowita, to zbiér nZ jest ideatem pierscienia
Z. Dodatkowo, jesli n > 1, to nZ nie jest podpierscieniem pierscienia R.
(4) Jesli R jest pierscieniem i r € R, to zbiér wielomianéw f € R[X] takich,
ze f(r) =0, jest idealem pierscienia R.
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LEMAT 1.22.
(1) Jesli ~ jest relacja kongruencji w grupie G, to zbiér N jest dzielnikiem
normalnym grupy G.
(2) Jesli ~ jest relacja kongruencji w pierécieniu R, to zbiér N jest ideatem
pierscienia R.

DowoOD.
(1) Jesli g1,90 € No,to g ~11igy~1,skad g1 - go ~1-1=1. Oczywiscie,
1 € N. = [1]~. Wreszcie, jesli g ~ 1, to, korzystajac z Lematu 1.18, mamy
gt ~ 171 =1, zatem N. jest podgrupa grupy G. Ponadto, jedli ¢ € G i
he N,tog-h-gt~g-1-g7t =1, co koiczy dowdd tego punktu.
(2) Z punktu (1) wiemy juz, ze N. jest podgrupa grupy addytywnej pier-
Scienia R. Aby zakonczy¢ dowdd, zatézmy, ze r € Ria € I. Wtedy r - a ~
r-0=0. O
DEFINICJA.
Jesli H jest podgrupa grupy G, to definiujemy relacje ~ g w zbiorze G wzorem
g1~ go wtedy i tylko wtedy, gdy g;* - g2 € H.

UWAGA.
Jesli H jest podgrupa grupy addytywnej pierScienia R (np. ideatem), to
r1 ~pg ro wtedy 1 tylko wtedy, gdy o —r; € H.
LEMAT 1.23.
(1) Jesli H jest podgrupa grupy G, to relacja ~py jest relacja réwnowaznosci
w zbiorze G.

(2) Jesli N jest dzielnikiem normalnym grupy G, to relacja ~y jest relacja
kongruencji w grupie G.

(3) Jesli I jest ideatem pierscienia R, to relacja ~j jest relacja kongruencji
w pierécieniu R.

Dowop.
(1) Cwiczenie.

(2) Jedli g1 ~n g2 i hy ~n ho, to
(gr-hi) " ga-ha=h" g7 ga-ha=hi" g7 ga-hy-hi' Do

7 zalozenia, g; ' - go,hy' - hy € N. Poniewaz N jest dzielnikiem normalnym,
wiec hy' - (97" - g2) - b € N. Ostatecznie, (g - hi)™' - ga - hy € N.

(3) Jeshi rq ~p ro i 81~ Sg, to
Ty Sy — 118 =72 (S92 — 1)+ 81+ (ra —11),
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skad tatwo widac, ze ry - s — 1y - 51 € 1. O

OZNACZENIE.
Jesli H jest podgrupa grupy G, to piszemy G/H zamiast G /~p. Podobnie,
jesli I jest ideatem w pierécieniu R, to piszemy R/I zamiast R/~.

PRZYKLAD.
Jesli G jest grupa, to |G/G| =11 G/{1} ~ G. Podobne, jesli R jest pierscie-
niem, to R/{0} ~ R.

STWIERDZENIE 1.24.
(1) Jesli ~ jest relacja kongruencji w grupie G, to ~y_=n.

(2) Jesli N jest dzielnikiem normalnym w grupie G, to N, = N.

UWAGA.
7, powyzszego stwierdzenia otrzymujemy réwniez odpowiednia wersje dla
pierscieni.

DowOD.
(1) Jesli g1, 92 € Gi g1 ~n_ go, to g7 ' - go € No = [1], a wiec g; ' - go ~ 1,
skad g, ~ g1. Analogicznie, jesli g, ~ g, to 1 ~ g;* - g, wiec g; ' - g2 € No,
skad g1 ~n. go-
(2) Postepujemy podobnie jak w punkcie (1). O

STWIERDZENIE 1.25.
Jedli ¢: X — Y jest homomorfizmem grup (pierscieni) i N jest dzielnikiem
normalnym grupy (idealem piericienia) Y, to zbiér ¢ '(N) jest dzielnikiem
normalnym grupy (ideatem pierécienia) X.
W szczegblnosci, zbior Ker ¢ jest dzielnikiem normalnym grupy (idealem
pierdcienia) X.

DowOb.
Wiemy juz ze Stwierdzenia 1.11, ze zbiér ¢ !(N) jest podgrupa grupy X.
Aby pokazaé, ze zbiér ¢ 1 (N) jest dzielnikiem normalnym grupy X, ustalmy
elementy x € X i g € o }(N). Wtedy ¢(g) € N, wigc

p(z-g-27") = p(x) ¢(9) - (p(x)) ™" €N,
gdyz zbiér N jest dzielnikiem normalnym grupy Y. Stad z-g-2~! € o= }(V).
Wersje dla pierscieni dowodzimy podobnie. O

STWIERDZENIE 1.26.
Jesli : X — Y jest epimorfizmem grup (pierscieni) i N jest dzielnikiem
normalnym grupy (ideatem pierscienia) X, to zbiér ¢(N) jest dzielnikiem
normalnym grupy (ideatem pierécienia) Y.
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DowoOD.
Wiemy juz ze Stwierdzenia 1.10, ze zbior (V) jest podgrupa grupy Y. Aby
pokazaé, ze zbiér p(N) jest dzielnikiem normalnym grupy Y, ustalmy ele-
menty y € Y i h € o(N). Wtedy istnieje element g € N taki, ze h = ¢(g).
Poniewaz ¢ jest epimorfizmem, wiec istnieje element x € X taki, ze p(z) = y.
Wtedy z-g-27' € N, gdyz N jest dzielnikiem normalnym grupy. Stad

-1

y-h-y =)o) (e) " =pl-g-27") € p(N).

Wersje dla pierscieni dowodzimy podobnie. O]

PRZYKLAD.
Jesli H jest podgrupa grupy G, ktéra nie jest dzielnikiem normalnym, to
H jest dzielnikiem normalnym grupy H, ale u(H) = H nie jest dzielnikiem
normalnym grupy G, gdzie u: H — G jest naturalnym wtozeniem.

1.5. TWIERDZENIE LAGRANGE’A

DEFINICJA.
Jesli H jest podgrupa grupy G, to definiujemy relacje ~/; wzorem: g, ~y go
wtedy i tylko wtedy, gdy g2 - g7 ' € H.

UWAGA.
Jesli H jest dzielnikiem normalnym grupy G, to relacje ~pg i ~; si¢ pokry-
waja.

LEMAT 1.27.

Jesli H jest podgrupa grupy G, to relacja ~/; jest relacja réwnowaznosci.

DowoOD.
Cwiczenie. 0

OZNACZENIE.
Jedli H jest podgrupa grupy G, to piszemy H\G zamiast G /~;.

OZNACZENIE.
Jesli g jest elementem grupy G oraz X podzbiorem grupy G, to definiujemy
zbiory ¢ X i X g wzorami

gX ={g-h:heX} i Xg:={h-g:heX}

DEFINICJA.
Jesli g jest elementem grupy G oraz H jest podgrupa grupy G, to zbiory gH i
H g nazywamy WARSTWAMI LEWO- I PRAWOSTRONNA elementu g wzgledem
podgrupy H.
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LEMAT 1.28.
Jesli H jest podgrupa grupy G, to

Gl =9gH  oraz  [gl., = Hyg
dla kazdego elementu g grupy G.

DowoOD.
Jeslig' € [g]~,, to g7 g € Hyawiec g =g-(97'-¢') € gH. Podobnie, jesli
¢ € gH, to ¢’ = g - h dla pewnego elementu h € H, a wiec g~ ' - ¢ = h € H,
skad g ~p ¢'. ]

UWAGA.
7 Lematu 1.28 wynika, ze jesli I jest ideatem w pierscieniu R oraz r € R, to

[r]e, =7+ 1.

LEMAT 1.29.
Jedli H jest podgrupa grupy G, to zbiory G/H i H\G sa réwnoliczne.

DowOD.
Definiujemy funkcje ®: G/H — H\G wzorem

O(lglvy) =07,  (9€G).

Zauwazmy, ze ta funkcja jest poprawnie okreslona. Istotnie, jesli [¢1]~, =
[92)~s to g1 - g2 € H, wige

g () =g )T €,

skad [g7 ']~ = [92 ']~

Podobnie pokazujemy, ze funkcja ¥: H\G — G/H, dana wzorem
U([gler) =197~y (9€@),

jest poprawnie okreslona. Ponadto tatwo widac, ze ® o W = Idg\¢ 1 W o ® =
Idg/u, co konczy dowdd. O

DEFINICJA.
Jedli H jest podgrupa grupy G, to liczbe elementéw zbioru G/H (réwnowaz-
nie, zbioru H\G) nazywamy INDEKSEM podgrupy H w grupie G i oznaczamy
G : H].

TWIERDZENIE 1.30 (LAGRANGE).
Jedli H jest podgrupa grupy G, to

Gl = |H]-(G : H).
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DowoOD.

Wiadomo, ze jesli ~ jest relacja rownowaznosci w zbiorze X oraz istnieje
liczba kardynalna a taka, ze |Y| = a dla kazdej klasy abstrakcji Y € X/~ to
| X | =a-|X/~|. Teze twierdzenia otrzymamy, stosujac powyzszg obserwacje
dla X = G i ~=~p, jedli pokazemy, ze |Y| = |H| dla kazdego zbioru Y €
G/H. Jedli jednak Y € G/H, to Y = [g]~, dla pewnego g € G. Wtedy
Y = gH na mocy Lematu 1.28. Definiujemy funkcje¢ ®: H — gH wzorem
®(h) := gh, h € H. 7 definicji zbioru gH funkcja ® jest dobrze okreslona
oraz jest surjekcja. Ponadto, jesli hy, ho € H i ®(hy) = ®(hs), to

hi=g ' g-hi=g " ®h)=g " - ®hy) =g ' g-hy=hy,
co konczy dowdd. O

DEFINICJA.
RZEDEM grupy nazywamy liczbe jej elementow.

WNIOSEK 1.31.
Jesli H jest podgrupa grupy skonczonej G, to rzad grupy H dzieli rzad grupy
G. [

DEFINICJA.
RZEDEM elementu ¢ grupy G nazywamy rzad podgrupy (g) generowanej
przez element G. Rzad elementu g oznaczamy symbolem ord(g).

STWIERDZENIE 1.32.
Jedli g jest elementem grupy G, to

ord(¢g) = min{n € N : ¢" = 1}.
W szczegdlnosci, jesli ord(g) < oo, to
(9) ={g* k€ {0,1,...,0rd(g) — 1}}.

UWAGA.
W powyzszym stwierdzeniu zaktadamy, ze min @ := oo.

Dowép.
Niech

m :=min{n € N, : g" = 1}.

Pokazmy najpierw, ze elementy ¢¥, 0 < k < m, sa parami rézne. Istotnie,
przypuséémy, ze ¢¢ = ¢' dla pewnych liczb catkowitych k i [ takich, ze 0 <
k <l <m. Wtedy

g =g (") =1
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oraz | —k € Ny il —k < m, co jest niemozliwe wobec definicji liczby m.

7 powyzszej obserwacji oraz Wniosku 1.16 natychmiast wynika, jesli m = oo,
to ord(g) = co. Zatdézmy zatem, ze m < co. Aby dokonczy¢ dowdd, wystarczy,
wobec Wniosku 1.16, pokazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej n istnieje liczba
calkowita k taka, ze 0 < k < m i ¢" = ¢*. Wiemy jednak, ze istnieja liczby
catkowite ¢ i k takie,zen=q-m+ki0 <k < m. Wtedy

g =1(g")1 - g"=11g"=1.¢4"= 4",
co konczy dowdod. O

1.6. TWIERDZENIA O IZOMORFIZMIE

UWAGA.

Jesli N jest dzielnikiem normalnym grupy G i H jest podgrupa grupy G
zawierajacg zbior N, to N jest dzielnikiem normalnym grupy H. Ponadto,
grupa ilorazowa H/N jest podgrupa grupy G/N. Jedli dodatkowo H jest
dzielnikiem normalnym grupy G, to H/N jest dzielnikiem normalnym grupy
G/N.

Podobnie, jesli I i J sa ideatem pierécienia R takimi, ze I C J, to podgrupa
J/1I grupy addytywnej pierscienia R/I jest ideatem pierscienia R/I.

LEMAT 1.33.
Niech ¢: X — Y bedzie homomorfizmem grup (pierscieni). Jesli N jest
dzielnikiem normalnym grupy (ideatem pierécienia) X takim, ze N C Ker ¢,
to istnieje jedyny homomorfizm ¢': X/N — Y taki, ze ¢ = ¢’ om, gdzie
m: X — X/N jest naturalnym rzutowaniem. Homomorfizm ¢’ dany jest
wzorem

¢ ([z]ey) =o(x)  (z€X).
Ponadto
Ker ¢’ = (Kerp)/N i Imy' = Imep.

DowOD.
Udowodnimy lemat w wersji dla grup.
Pokazemy najpierw, ze funkcja ¢’ zdefiniowana powyzszym wzorem jest po-
prawnie okreslona. Przypusémy zatem, ze [z]., = [y]~, dla pewnych ele-
mentéw x i y grupy X. Wtedy 271 -y € N C Ker ¢, skad

1 1

oy) =plx- -z -y)=p() - plx y)=p() 1=p).

Latwo widaé, ze ¢ jest istotnie homomorfizmem, ¢ = ¢’ o 7w oraz Im ¢’ =
Im ¢. Ponadto, jesli ¢'([z]~,) =1, to x € Ker ¢, zatem Ker ¢’ = (Ker¢)/N.
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Aby pokazaé jedynosé homomorfizmu ¢', przypusémy, ze ¢: X/N — Y jest
homomorfizmem takim, ze ¢ = ¥ o . Wtedy dla kazdego elementu x € X
mamy

U([z]ay) = ¥(m(2)) = @(x) = ¢ ([2]y),
co konczy dowdd. O]

TWIERDZENIE 1.34 (PIERWSZE TWIERDZENIE O IZOMORFIZMIE).
Jesli p: X — Y jest homomorfizmem grup (pierscieni), to funkcja

: X/ Kerp — Im g, [x]NKeW — p(z),

jest izomorfizmem.

DowOD.
7 Lematu 1.33 wiemy, ze 1) jest homomorfizmem takim, ze

Kery = Ker ¢/ Ker ¢ oraz Imy =Ime.

Stad oraz ze Stwierdzenia 1.12(3) wynika teza. O

PRZYKLADY.
(1) Jesli n jest dodatnig liczba caltkowita, to

7 — L, k+— kmodn,

indukuje jest izomorfizm Z/nZ ~ 7Z, (grup i pierdcieni).
(2) Funkcja

R — T, x +— cos(2rz) + isin(27x),
indukuje izomorfizm R/Z ~ T.
(3) Jesli F jest ciatem, to funkcja
GL,(F) — F*, A det A,
indukuje izomorfizm GL,,(F')/SL,(F) ~ F*.

TWIERDZENIE 1.35 (TRZECIE TWIERDZENIE O [ZOMORFIZMIE (WERSJA DLA
GRUP)).
Niech M i N beda dzielnikami normalnymi grupy G takimi, ze M C N.
Wtedy

(G/M)/(N/M) ~ G/N.
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UWACGA.
Mamy analogiczne twierdzenie o izomorfizmie dla pierécieni, w ktérym dziel-
niki normalne nalezy zastapi¢ ideatami.

DowoOb.
Niech 7: G — G/N bedzie naturalnym rzutowaniem. Wtedy Im7 = G/N
oraz Ker m = N. Z Lematu 1.33 istnieje homomorfizm 7': G/M — G/N taki,
ze Kern’ = N/M iImn' = G/N. Zatem teza wynika z Twierdzenia 1.34. [J

PRZYKLAD.
Niech m i n beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Wtedy mamy izomorfizm

Lin/{0,m, ..., mn —m} ~ (Z/mnZ)/(mZ/mnZ) ~ 7/mZ.

OZNACZENIE.
Jesli X 1Y sa podzbiorami grupy G, to definiujemy zbiér XY wzorem

XY ={z-y:zeXiyeY}

UWAGA.
Jesli X jest podzbiorem, a N dzielnikiem normalnym grupy G, to XN = N X.

DowOD.
Pokazemy inkluzje XN C NX. Dowdd przeciwnej inkluzji jest analogiczny.
Zauwazmy jednak, ze jeliz € X in € N,tox-n =z -n-a ' -2 oraz
r-n-z €N, O

LEMAT 1.36.
Jesli H jest podgrupa, a N dzielnikiem normalnym grupy G, to H N N jest
dzielnikiem normalnym grupy H oraz HN jest podgrupa grupy G.

DowOD.
Cwiczenie. O]

TWIERDZENIE 1.37 (DRUGIE TWIERDZENIE O IZOMORFIZMIE (WERSJA DLA
GRUP)).
Jesli H jest podgrupa, a N dzielnikiem normalnym grupy G, to

(HN/N) ~ (H/H N N).

DowoD.
Niech ¢: H — G/N bedzie zlozeniem naturalnego zanurzenia H — G oraz
naturalnego rzutowania G — G/N. Wtedy Ker ¢ = H N N. Ponadto Im ¢ =
HN/N. Istotnie, inkluzja Im ¢ € HN/N jest oczywista. Ponadto, jesli h € H
ige N,to (h-g)N = hN = p(h). Stad teza wynika z Twierdzenia 1.34. [
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TWIERDZENIE 1.38 (DRUGIE TWIERDZENIE O [ZOMORFIZMIE (WERSJA DLA
PIERSCIENI) ).
Jesli S jest podpierécieniem, a [ ideatem pierécienia R, to

(S+1)/T~S8/(SNI).

DowOD.
Cwiczenie. 0

UWAGA.
Odpowiednikiem Drugiego Twierdzenia o Izomorfizmie dla skonczenie wy-
miarowych przestrzeni liniowych jest wzor

dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dim(U N W).

PRZYKLAD.
Grupe G nazywamy ROZWIAZALNA, jesli istnieje ciag

{1}=HyCH,C...CH,=G
podgrup grupy G taki, ze dla kazdego¢ = 1,...,n grupa H;_; jest dzielnikiem

normalnym grupy H; takim, ze grupa H;/H,;_; jest abelowa. Pokazemy, ze
jesli H jest podgrupa grupy rozwiazalnej G, to grupa H jest rozwiazalna.

Istotnie, jesli mamy ciag podgrup jak wyzej, to definiujemy cigg
H CH C.. CH
podgrup grupy H wzorami: H! := H;N H, i = 1,...,n. Wtedy oczywiscie

H{ = {1} oraz H] = H. Latwo tez pokaza¢, ze jesh i € {1,...,n}, to grupa
H!_, jest dzielnikiem normalnym grupy H;. Ponadto

H ,=H NH =(H_1NH)NH=H,_1N(HNH])=H;_1NH],
wiec
Hi/H; | = H}/(H; NV H; 1)~ (H{H;y)/H;y < H;j/H; 4,

zatem jest grupg abelowg dla kazdego i =1,...,n.
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2.  TEORIA PODZIELNOSCI W PIERSCIENIACH

2.1. IDEALY

LEMAT 2.1.
Jesli I;, j € J, sa ideatami pierdcienia R, to zbiér () icJ I; jest idealem pier-
Scienia R.

DowOD.
Cwiczenie. 0

STWIERDZENIE 2.2.
Jesli X jest podzbiorem pierscienia R, to istnieje najmniejszy ideal pierscienia
R zawierajacy zbiér X. Ten ideal nazywamy IDEALEM GENEROWANYM przez
zbiér X oraz oznaczamy (X).

DowOD.
Cwiczenie. O
OZNACZENIE.
Jesli X = {ry,...,r,} jest podzbiorem pierécienia R, to piszemy (ry,...,r,)
zamiast ({ry,...,m.}).

STWIERDZENIE 2.3.
Jesli rq, ..., r, sa elementami pierscienia R, to

(ri,...;m) =4{s1-m+- 48y -1n:81,...,5, € R}.
W szczegdlnoscei, jesli r € R, to
(ry={s-r:se R}

Dowép.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Ideal I pierscienia element R, dla ktérego istnieje element r € R taki, ze
I = (r), nazywamy GLOWNYM.

Pierécien, w ktorym kazdy ideal jest gtéwny, nazywamy PIERSCIENIEM IDE-
ALOW GLOWNYCH.

DEFINICJA.
Pierscien R nazywamy DZIEDZINA (CALKOWITOSCI), jesli 0 # 11 dla dowol-
nych elementow r i s pierscienia R z rownosci r - s = 0 wynika, ze r = 0 lub
s =0.
Pierscien ideatow gltownych, ktoéry jest dziedzing calkowitosci, nazywamy
DZIEDZINA IDEALOW GLOWNYCH.
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PRZYKLADY.

(0) Kazde ciato jest dziedzing catkowitosci.

(1) Pierscien Z jest dziedzing catkowitosci.

(2) Pierscien R[X] jest dziedzina catkowitosci wtedy i tylko wtedy, gdy pier-
Scien R jest dziedzing catkowitosci.

(3) Pierécien Z,, jest dziedzing catkowitosci wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
liczba pierwsza.

(4) Jedli |R| < oo, to pierscien R jest dziedzing catkowitosci wtedy i tylko
wtedy, gdy R jest ciatem.

STWIERDZENIE 2.4.
Jesli 7, s1 1 s9 sa elementami dziedziny catkowitosci R takimi, ze r # 0 i
T8 =7T":89, t0 §1 = S9.

DowOD.
RO6wWnNos¢ r - s1 = 1 - s9 jest rownowazna réwnosci r - (s; — s3) = 0. Podobnie,
s1 = so wtedy i tylko wtedy, gdy s; — so = 0. Poniewaz r # 0, wigc teza
wynika natychmiast z definicji dziedziny catkowitosci.

DEFINICJA.
Ideat I pierécienia R nazywamy PIERWSZYM, jesli I # R iz warunkur-s € [
wynika, ze r € I lub s € I.

STWIERDZENIE 2.5.
Ideat I pierscienia R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien R/I
jest dziedzing catkowitosci.

DowoOD.
Cwiczenie. O]

PRZYKLAD.
Jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to ideat nZ jest pierwszy wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba n jest pierwsza.

DEFINICJA.
Ideat I pier§cienia R nazywamy MAKSYMALNYM, jesli I # R i z inklugzji
I C J, gdzie J jest ideatem, wynika, ze J = I lub J = R.

STWIERDZENIE 2.6.
Ideat I pierscienia R jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien
R/1 jest ciatem.

DowOD.
Zauwazmy najpierw, ze warunek I # R jest rownowazny warunkowi 0 + [ #
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1+1.

Zatézmy, ze ideat I jest maksymalny i ustalmy element r pierscienia R niena-
lezacy do ideatu I. Niech J := I+ (r). Wtedy zbiér J jest ideatem pierscienia
Ril CJ. Stad J = R, a wiec w szczegdlnosci istnieje element s pierécienia
Rtaki,zes-r+1=1+1.

Zalézmy teraz, ze pierscien R/I jest cialem i ustalmy ideal J pierécienia
R taki, ze I C J. Wybierzmy element r € J\ I. Wtedy istnieje element
s pierscienia R taki, ze s-r+ 1 = 1+ I. Stad wynika, ze 1 € J, a wiegc
J=R. [

PRZYKELAD.
Jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to ideat nZ jest maksymalny wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba n jest pierwsza.

WNIOSEK 2.7.
Kazdy ideal maksymalny jest pierwszy. O]

TWIERDZENIE 2.8 (CHINSKIE TWIERDZENIE O RESZTACH).
Niech Iy, ..., I, bedg idealami w pierscieniu R takimi, ze [; + I; = R dla
wszystkich ¢, 7 € {1,...,n} takich, ze i # j. Wtedy funkcja R/(IN...N1,) —
R/I; x --- x R/I, dana wzorem

r+hLhn.. . Iy—r+h,...,r+1,), (r € R),

jest izomorfizmem pierscieni.

DowoOD.
Definiujemy homomorfizm ¢: R — R/I; X -+ X R/I, wzorem

o(r) = (r+1I,...,r+ 1), (r € R).

Wtedy Kerp = I N...N I,, wiec, korzystajac z Pierwszego Twierdzenia
o Izomorfizmie, wystarczy pokazaé, ze ¢ jest epimorfizmem. W tym celu

ustalmy elementy to,...,t, € [y oraz sy € I, ..., s, € I, takie, ze
t2+82:"':tn+8n:1.

Jeslie; :== s9---s,,t0ey + 1, =0+ 1y, ..., e+ 1, = 0+ I,. Ponadto

e1 + I = 1+ [;. Podobnie pokazujemy, ze istnieja elementy e, ..., e, takie,

ze e, +1; = 14 1; oraz e, + [; = 0+ I;, jeSli j # 1. Zalézmy teraz, ze
ri,..., 1 € R. Wtedy

ori-er+-+rp-en)=rm+nL,...,rn+ 1,).

Stad wynika, ze ¢ jest epimorfizmem, co konczy dowod. O
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2.2. DZIEDZINY Z JEDNOZNACZNOSCIA ROZKEADU
ZALOZENIE.
Przez caly podrozdzial R jest dziedzing catkowitosci.

DEFINICJA.
Méwimy, ze element r dziedziny R DZIELI element s dziedziny R (i piszemy
r | s), jesli istnieje element ¢ dziedziny R taki, ze s =t - r.
Moéwimy, ze elementy 7 i s dziedziny R sa STOWARZYSZONE (i piszemy r & s),
jeslir|sis|r.

UWACGA.
Relacja podzielnosci jest zwrotna i przechodnia, tzn. r | r dla kazdego ele-
mentu r oraz jeslir | sis|t, tor]t.

PRZYPOMNIENIE.
Przypomnijmy, ze element r dziedziny R nazywamy odwracalnym, jesli ist-
nieje element s dziedziny R taki, ze r-s = 1.
PRZYKLADY.
(1) Jedynymi elementami odwracalnymi w pierscieniu Z sa 11 —1.
(2) Jedynymi elementami odwracalnymi w pierscieniu R[X] sg elementy od-
wracalne w dziedzinie R.
STWIERDZENIE 2.9.

(1) Jedli r i s sa elementami dziedziny R, to r | s wtedy i tylko wtedy, gdy
(s) C (r) (réwnowaznie s € (1)).

(2) Jedliri s sa elementami dziedziny R, to r =~ s wtedy i tylko wtedy, gdy
(r) = (s).

(3) Jesli r jest elementem dziedziny R, to r jest elementem odwracalnym
wtedy i tylko wtedy, gdy r | 1.

(4) Jesli r jest elementem dziedziny R, to r jest elementem odwracalnym
wtedy i tylko wtedy, gdy r | s dla wszystkich s € R.

(5) Jedli r jest elementem dziedziny R, to r jest elementem odwracalnym
wtedy i tylko wtedy, gdy () = R.

(6) = jest relacja réwnowaznosci.

(7) Jedli r i s sa elementami dziedziny R, to r =~ s wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje element odwracalny u € R taki, ze r = u - s.

Dowdp.
Cwiczenie. O

33



ALGEBRA 1

DEFINICJA.
Niezerowy element r dziedziny R nazywamy NIEROZKLADALNYM, jesli ele-
ment r nie jest odwracalny oraz z warunku s | r wynika, ze s ~ r lub s jest
elementem odwracalnym.

STWIERDZENIE 2.10.

(1) Niezerowy element r dziedziny R jest nierozkladalny wtedy i tylko wte-
dy, gdy ideal (r) jest maksymalny w zbiorze wszystkich wtasciwych ide-
atow glownych dziedziny R, tzn. (r) # R i jesli [ jest idealem gltéwnym
takim, ze (r) C I, to I = (r) lub I = R.

(2) Element stowarzyszony z elementem nierozktadalnym jest nierozktadal-
ny.

DowOb.

(1) Przypu$émy najpierw, ze element r jest nierozktadalny. Wtedy element

r nie jest odwracalny, wigc (1) # R na mocy Stwierdzenia 2.9(5). Ponadto,

niech I bedzie ideatem gléwnym taki, ze (r) € I. Wybierzmy element s

taki, ze I = (s). Wtedy s | r na mocy Stwierdzenia 2.9(1). Stad s ~ r lub

element s jest odwracalny. Stad I = (s) = (r) lub I = (s) = R na mocy
Stwierdzenie 2.9.

Implikacje przeciwng dowodzimy analogicznie.

(2) Wynika natychmiast z punktu (1) oraz Stwierdzenia 2.9(2). O
DEFINICJA.

Dziedzine catkowitosci R nazywamy DZIEDZINA Z ROZKLADEM, jesli dla kaz-

dego niezerowego i nieodwracalnego elementu r dziedziny R istnieja nieroz-
ktadalne elementy 7y, ..., r, w dziedzinie R takie, ze

r="T1-""Tp.

DEFINICJA.
Dziedzine z rozktadem R nazywamy DZIEDZINA Z JEDNOZNACZNOSCIA ROZ-
KLADU, jesli dla dowolnych elementow nierozktadalnych ry, ..., r, 181, ...,

sm takich, ze
rl...rnzsl...sm,

mamy n = m oraz istnieje permutacja o zbioru {1,...,n} taka, ze r; = s,
dla kazdego ¢t =1,...,n.

PRZYKLADY.

(1) Pierscien Z jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu.
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(2) Niech R := {a + /3 : a,b € Z}. Wtedy R jest podpierscieniem pier-
Scienia C. Ponadto R jest dziedzing z rozktadem, ktora nie jest dziedzing
z jednoznacznoscig rozktadu. Istotnie, 2 i 14 11/3 sa elementami nieroz-

ktadalnymi oraz 2 -2 = (1 +¢v/3) - (1 —13/3), ale 2 % 1 +1/3.

DEFINICJA.
Niezerowy element r dziedziny R nazywamy PIERWSZYM, jesli element r nie
jest odwracalny i z warunku r | s1 - so wynika, ze r | s; lub r | ss.

STWIERDZENIE 2.11.
(1) Niezerowy element r dziedziny R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy
ideal (r) jest pierwszy.

(2) Element stowarzyszony z elementem pierwszym jest pierwszy.

DowOD.
(1) Zauwazmy, ze nieodwracalnos¢ elementu r, na mocy Stwierdzenia 2.9(5),
jest rébwnowazna warunkowi (r) # R . Ponadto, korzystajac ze Stwierdze-
nia 2.9(1), otrzymujemy roéwnowaznosé¢ nastepujacych warunkow:

o jesli 7| sy -89, tor | sy lub r | so;
e jesli 51 -89 € (1), to 81 € (r) lub s5 € (r);

co konczy dowdd.
(2) Wynika natychmiast z punktu (1) oraz Stwierdzenia 2.9(2). O

TWIERDZENIE 2.12.
Dziedzina z rozkladem jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

DowOb.
Zatézmy najpierw, ze R jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu i ustalmy
nierozkladalny element r dziedziny R. Przypusémy, ze r | s - so dla pewnych
elementéw s; 1 sy pierdcienia R. Jesli sy = 0 lub so = 0, to r | s1 lub 7 | so,
odpowiednio. Podobnie, jesli element s; jest odwracalny, to s; - So = S5 na
mocy Stwierdzenia 2.9(7). W szczegdlnosci, sy - so | 2, wiee 7 | s2. Podobnie
pokazujemy, ze r | s1, gdy element sy jest odwracalny.

Zat6zmy zatem, ze elementy s; i so sg niezerowe i nieodwracalne. W szcze-
gblnosci, s1 - s9 # 0, gdyz R jest dziedzing. Poniewaz R jest dziedzing z
rozktadem, wigc istnieja elementy nierozktadalne ¢, ..., ¢, takie, ze

S1=q1" " q 1 S2 = (qi+1" " Gm
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dla pewnych 1 <[ < m. Wiemy, ze istnieje element ¢ pierscienia R taki, ze
r-t = $1-59. Poniewaz s;-s9 # 0, wiec t # 0. Jesli element ¢ jest odwracalny,
to r-t & r, wiec element 7t jest nierozktadalny na mocy Stwierdzenia 2.10(2).
To jest niemozliwe, gdyz

ret=q1 gm,

m > 21 R jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu. Zatem element ¢ jest
niezerowy i nieodwracalny, wiec istnieja elementy nierozktadalne pq, ..., p,
takie, ze t = py - - - pp. Wtedy

TePLPn =1 G
Poniewaz R jest dziedzina z jednoznacznoscig rozktadu, wiec istnieje ¢ takie,
ze r ~ q;. Jesli i <1, tor| sy, w przeciwnym wypadku r | ss.

Zatézmy teraz, ze w dziedzinie z rozktadem R kazdy element nierozktadalny
jest pierwszy. Aby pokazaé, ze R jest dziedzing z jednoznaczno$cig rozkladu,
ustalmy elementy nierozktadalne ri, ..., r,, s1, ..., s, takie, ze

T1-Tp S| Sy

Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze n < m. Przez indukcje ze wzgledu
na n pokazemy, ze n = m oraz istnieje permutacja o zbioru {1,...,n} taka,
ze T; & Sy dla kazdego 1 =1,...,n.

Niech zatem najpierw n = 0. Wtedy ry---7, = 1. Gdyby m > 0, tor; | 1, a
wiec element s; byltby odwracalny na mocy Stwierdzenia 2.9(3), sprzecznos¢.

Niech teraz n > 0. Zauwazmy, ze 1, | $1---Sp. Poniewaz element r, jest
nierozktadalny, a wiec na mocy zalozenia rowniez pierwszy, zatem istnieje
j€{1,...,m} takie, ze r, | s;. Bez straty zalozenia mozemy zatozy¢, ze j =
m. Poniewaz element r,, nie jest odwracalny i element s,,, jest nierozktadalny,
wiec 1, &2 Sp,. Ze Stwierdzenia 2.9(7) wynika, Ze istnieja elementy odwracalne
wiv takie, ze s, =u-r, 1

Pl Ty 1 Ty =81 Sm1 " Sm V.
Wtedy

PLo e Ty g Ty =81 Sy Tn - V.
wiec

PLoc Ty 1 =81 Sy 1 U-V
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na mocy Stwierdzenia 2.4, zatem
Ty Tpo1 = 81 Sm—1

na mocy Stwierdzenia 2.9(7). Z zalozenia indukcyjnego n — 1 = m — 1 oraz
istnieje permutacja o zbioru {1,...,m — 1} taka, ze r; = s,(; dla kazdego
1=1,...,n—1, co konczy dowod. O

STWIERDZENIE 2.13.
(1) Kazdy element pierwszy jest nierozkladalny.

(2) Jesli R jest dziedzina idealéw gltéwnych, to kazdy element nierozktadalny
jest pierwszy.

DowOD.

(1) Przypusémy, ze element r dziedziny R jest pierwszy oraz zatézmy, ze s | r.
Wtedy r = s -t dla pewnego elementu t dziedziny R (zauwazmy, ze t # 0,
gdyz r # 0), a wiec w szczegblnosdei r | s-t. Stad r | s lub r | £. W pierwszym
przypadku r & s, a w drugim r ~ ¢. Na mocy Stwierdzenie 2.9(7) to oznacza,
ze r = u -t dla pewnego elementu odwracalnego u € R. Wtedy s-t =u-t, a
wiec, korzystajac ze Stwierdzenia 2.4, otrzymujemy, ze s = u jest elementem
odwracalny.

(2) Jesli R jest dziedzina idealéw gtéwnych, to, korzystajac ze Stwierdze-
nia 2.10(1), otrzymujemy, ze element r jest nierozkladalny wtedy i tylko
wtedy, gdy (r) # 0 i ideal (r) jest maksymalny. Poniewaz kazdy ideal mak-
symalny jest pierwszy na mocy Wniosku 2.7, wiec teza wynika ze Stwierdze-
nia 2.11(1). O

LEMAT 2.14.
Jedli r;, i € N, sa elementami dziedziny ideatéw gtéwnych R takimi, ze r;,q |
r; dla kazdego i € N, to istnieje n € N takie, ze r;1; ~ r; dla kazdego i > n.

DowOD.
Dla kazdego ¢ € N oznaczmy przez [I; ideal generowany przez element r;.
Z zalozen oraz Stwierdzenia 2.9(1) wynika, ze I; C I, dla kazdego i €
N. Wykorzystujac te obserwacje, tatwo pokazac, ze zbior I := (J,oy i jest
ideatem. Poniewaz R jest dziedzing ideatéw glownych, wiec istnieje element
r dziedziny R taki, ze I = (r). Z definicji ideatu I istnieje n € N takie, ze
r € I,. Wtedy dla ¢ > n otrzymujemy, ze r € I;, wiec

I=(r)CLClLiiC1,

skad I; = I;11, a wiec r; & 1,41 na mocy Stwierdzenia 2.9(2). O
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UWAGA.
Kluczowg role w dowodzie Lematu 2.14 odgrywata nast¢pujaca wlasnosc:
jesli I;, © € N, sg ideatami pierscienia R takimi, ze I; C I;;; dla kazdego
1 € N, to istnieje n € N takie, ze I; = [y, dla kazdego ¢ > n. Pierscienie
posiadajace te wlasnosé sg nazywane NOETHEROWSKIMI.

STWIERDZENIE 2.15.
Kazda dziedzina ideatéw gtéownych jest dziedzing z rozktadem.

DowOD.

Niech R bedzie dziedzing idealow gltownych oraz niech X bedzie zbiorem
niezerowych elementéw r dziedziny R, ktore nie sg odwracalne i dla ktorych
nie istnieja elementy nierozktadalne ry, ..., r, takie, ze r =ry---7,.
Zauwazmy, ze istnieje funkcja 7: X — X taka, ze 7(r) | r i 7(r) % r dla
kazdego elementu r zbioru X. Istotnie, ustalmy element r zbioru X. Wtedy
element r jest niezerowy, nie jest odwracalny i nie jest nierozktadalny. Stad
istnieja niezerowe elementy s i ¢, ktore nie sa odwracalne i r = s-t. W
szczegolnosei, s,t | r i s,t % r (na mocy Stwierdzenia 2.9(7)). Ponadto,
poniewaz r € X, wiec s € X lubt € X. Jedli s € X, to definiujemy 7(r) := s,
w przeciwnym wypadku 7(r) := t.

Musimy pokazaé ze X = @. Zalézmy przez sprzecznosé, ze X # &, i wy-
bierzmy element r € X. Definiujemy elementy r;, ¢« € N, ..., wzorem

i o= 7(r) (i € N).

Wtedy ri41 | 7 oraz r;1q % r; dla kazdego i € N, co jest sprzeczne z Lema-
tem 2.14. O

WNIOSEK 2.16.
Kazda dziedzina ideatéw gtéwnych jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkta-

du.

DowOD.
Wynika natychmiast ze Stwierdzenia 2.15, Twierdzenia 2.12 oraz Stwierdze-
nia 2.13(2). O

2.3. DZIEDZINY EUKLIDESA

DEFINICJA.
Dziedzine R nazywamy DZIEDZINA EUKLIDESA, jesli istnieje funkcja a: R —
N taka, ze jedli s it sa elementami dziedziny R takimi, ze t # 0, to istnieja
elementy ¢ i r dziedziny R takie, ze s = ¢-t+r i a(r) < a(t).

PRZYKLAD.
Pierscien Z jest dziedzing Euklidesa.
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TWIERDZENIE 2.17.
Kazda dziedzina Euklidesa jest dziedzing ideatow gltownych.

DowoD.
Niech R wraz z funkcja ao: R — N bedzie dziedzing Euklidesa. Niech I bedzie
ideatem dziedziny Euklidesa R. Jedli I = {0}, to I = (0). Zalézmy zatem, ze
I # {0}, i wybierzmy element ¢t € I\ {0} taki, ze

a(t) = min{a(s) : s € I\ {0}}.

Pokazemy, ze (t) = I. Oczywiscie (t) C I. Dla dowodu inkluzji I C ()
ustalmy element s ideatu I. Z definicji dziedziny Euklidesa wynika, ze istnieja
elementy ¢ i r dziedziny R takie, ze s = ¢ -t +r i a(r) < a(t). Zauwazmy,
zer =s—q-t € I, wiec z wyboru elementu ¢t wynika, ze r = 0. Stad
s=gq-te(t). O

WNIOSEK 2.18.
Kazda dziedzina Euklidesa jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu.

Dowob.
Wynika natychmiast z Twierdzenia 2.17 i Wniosku 2.16. O

TWIERDZENIE 2.19 (ALGORYTM DZIELENIA DLA WIELOMIANOW).
Niech F' bedzie ciatem. Jesli f i g sa wielomianami o wspélczynnikach ciele
F oraz g # 0, to istnieja (jednoznacznie wyznaczone) wielomiany ¢ i r takie,
ze f=q-g+r1ridegr <degg.

DowOD.
Pokazemy istnienie, dowdd jednoznacznosci zostawiamy jako ¢wiczenie. Do-
wod bedzie indukeyjny ze wzgledu na deg f. Jesli deg f < degg (w szcze-
gélnosci, gdy f = 0),to ¢ :=01ir = f. Jedli n := deg f > degg =: m,
to istnieje element A ciata F' taki, ze wielomiany A - X" - g i f maja ten
sam wspoOtczynnik przy najwyzszej potedze. Jesli fo .= f — A - X" . g, to
deg fo < deg f, a wiec z zatozenia indukcyjnego istnieja wielomiany ¢qq i r ta-
kie, ze fo = qo-g+ridegr < degg. Biorac q := A- X" ™ + qp, otrzymujemy
teze. O

WNIOSEK 2.20.
Jesli F' jest ciatem, to pierScien F[X] jest dziedzing Euklidesa.

DowOb.
Korzystajac z Twierdzenia 2.19, tatwo widaé, ze funkcja a: F[X] — N dana
wzorem

a(f) =2l (f € F[X)),
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spelia warunki definicji. O

WNIOSEK 2.21.
Jedli F jest cialem, to pierscienn F[X] jest dziedzina z jednoznacznoscia roz-
ktadu.

DowoOD.
Wynika natychmiast z Wnioskow 2.20 i 2.18. [

UWAGA.
Mozna pokazaé, ze jesli R jest dziedzing z jednoznaczno$cig rozktadu, to pier-
scien R[X] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu. W szczegélnosei, jesli
n jest dodatnig liczba catkowita i F' jest ciatem, to pierscien F[Xj, ..., X,]
jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozktadu.

2.4. NAJWIEKSZY WSPOLNY DZIELNIK

ZALOZENIE.
Przez caty podrozdzial R jest dziedzing catkowitosci.

DEFINICJA.
Niech r i s beda elementami dziedziny R. Element d dziedziny R nazywamy
NAJWIEKSZYM WSPOLNYM DZIELNIKIEM elementéw r i s, jedli spelnione sg
nastepujace warunki:

(1) d|rid]s;
(2) jesli ¢ jest elementem dziedziny R takim, ze ¢ |ric]|s, toc|d.

LEMAT 2.22.
Niech d bedzie najwiekszym wspélnym dzielnikiem elementéw 7 i s dziedziny
R. Jesli d' jest elementem dziedziny R, to d jest najwiekszym wspolnym
dzielnikiem elementéw r i s wtedy i tylko wtedy, gdy d’ ~ d.

DowOD.
Jesli d' jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem elementéw r i s, to, korzy-
stajac z definicji najwiekszego wspolnego dzielnika, otrzymujemy tatwo, ze
d|did|d, wiec d =~ d. Z drugiej strony, gdy d' ~ d, to d’ | d, wiec d’' | r i
d' | s. Ponadto, jeslic | ric|s, toc|d, awiecréwniez c|d, gdyzd|d. O

PRZYKLAD.
Niech R := {a + lv/3 : a,b € Z}. Wtedy nie istnieje najwickszy wspolny
dzielnik liczb 2 + 2:v/3 oraz 4.

LEMAT 2.23.
Niech py, ..., p, beda elementami nierozktadalnymi dziedziny z jednoznacz-
nodcig rozktadu R takimi, ze p; # p; dlai # j. Jesli ly, ..., 1y, ki, ..., Kk, sa
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nieujemnymi liczbami catkowitymi, to

ll ln kfl kn
iy Pyt

wtedy i tylko wtedy, gdy [; < k; dla kazdego 1.

DowOD.
Cwiczenie. O

STWIERDZENIE 2.24.
Jesli R jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu, to dla dowolnych elemen-
tow r i s istnieje ich najwiekszy wspolny dzielnik.

DowOD.
Jesli r = 0, to s jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem elementéw r i s.
Podobnie, gdy r jest elementem odwracalnym, to r (lub 1) jest najwiekszym
wspolnym dzielnikiem. Mozemy zatem zaltozy¢, ze elementy r i s sg niezerowe
i nie sa odwracalne. Poniewaz R jest dziedzina z rozkladem, to istnieja ele-
menty nierozktadalne pq, ..., p,, elementy odwracalne u i v oraz nieujemne
liczby catkowite Iy, ..., l,, ki, ..., k, takie, ze p; % p; dla i # j,

_ k1 kn ] _ l1 In
r=upltoepy 1 s=opt ey

Wtedy z Lematu 2.23 wynika, ze element d = pnFri) ... pminthndn) yogp
najwickszym wspolnym dzielnikiem elementow r i s. O]

UWAGA.

W pierécieniu Z najwiekszy wspolny dzielnik jest wyznaczony z doktadno-
Scig do znaku. Zwykle wybiera sie sposréd mozliwych liczb liczbe nieujemnag.
Podobnie, jesli F' jest cialem, to najwigkszy wspolny dzielnik w pierscieniu
F[X] jest wyznaczony z doktadnoscia do niezerowego skalara. Z wyjatkiem
sytuacji, gdy 0 jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem, to jako najwiekszy
wspoOlny dzielnik wybieramy wielomian, ktory przy najwyzszej potedze ma
wspotezynnik rowny 1.

STWIERDZENIE 2.25.
Jesli R jest dziedzina z idealéw gtéwnych, to dla dowolnych elementéw r i
s istnieja elementy x i y takie, ze x - r 4+ y - s jest najwiekszym wspolnym
dzielnikiem elementow 7 i s.

DowOD.
Latwo sprawdzi¢, ze zbiér (r)+ (s) jest ideatem dziedziny R. Poniewaz R jest
dziedzing idealéw gltéwnych, wiec istnieje element d taki, ze (d) = (r) + (s).
Wtedy d jest najwickszym wspolnym dzielnikiem elementéow r i s oraz ze
Stwierdzenia 2.3 wynika, ze istnieja elementy x i y takie, ze d = z-r+y-s. [
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UWACGA.
Jesli R jest dziedzina Fuklidesa, to najwiekszy wspolny dzielnik oraz elemen-
ty x iy, o ktéorych mowa w Stwierdzeniu 2.25, mozna znalez¢, korzystajac z
(rozszerzonego) algorytmu Euklidesa.

DEFINICJA.
Niech r i s beda elementami dziedziny R. Element ¢ dziedziny R nazywamy
NAJMNIEJSZA WSPOLNA WIELOKROTNOSCIA elementéw r 1 s, jesli spelnione
sg nastepujace warunki:

(1) r|tis|t
(2) jeshi t’ jest elementem dziedziny R takim, ze r |t/ i s |t tot|t.

LEMAT 2.26.
Niech ¢ bedzie najmniejszg wspolng wielokrotnoscia elementéw r i s dzie-
dziny R. Jesli t’ jest elementem dziedziny R, to t' jest najmniejsza wspdlna
wielokrotnoscig elementéw r i s wtedy i tylko wtedy, gdy t' =~ t.

DowOD.
Cwiczenie. O

STWIERDZENIE 2.27.
Jesli istnieje najmniejsza wspolna wielokrotnosé ¢ elementéw r i s dziedziny
R, to istnieje najmniejszy wspolny dzielnik d elementéw r i s oraz t-d ~ r-s.

DowoOD.
Jedli r = 0, to teza jest oczywista (t = 01 d = s). Podobnie jest, gdy s = 0.
Zalozmy zatem, ze r # 0 # s.
Poniewaz 7 - s jest wspdlng wielokrotnoscia elementow r i s, wiec t | r-s. W
szezegblnosei, t # 0 (gdyz r- s # 0) oraz istnieje element d taki, ze t-d = r-s.
Pokazemy, ze element d jest najwickszym wspolnym dzielnikiem elementow
ris.
Najpierw pokazemy, ze element d dzieli elementy r i s. Poniewaz r | ¢, wiec
istnieje element s taki, ze r-s' =t. Wtedy r-s'-d=1r-s, wiec s = ¢ -d na
mocy Stwierdzenia 2.4. Zatem d | s. Podobnie pokazujemy, ze d | r.
Pokazemy teraz, ze jesli ¢ | i ¢ | s, to ¢ | d. Nasze zalozenia implikuja, ze
istnieja elementy s” i r” takie, ze r = ¢-7" i s = ¢-s”. Wtedy element c-r" - s"
jest wspolng wielokrotnoscia elementéw r i s, a wiec ¢ | ¢-r” - 8", tzn. istnieje
element d’ taki, ze t - d = c-r" - §". Zauwazmy, ze

ted=r-s=c-r"-"=c-t-d,

skad d = ¢ - d', a wiec ¢ | d. O
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PRZYKELAD.
Niech R := {a+b/3 : a,b € Z}. Wtedy istnieje najwickszy wspdlny dzielnik
element6w 2 i 14121/3 (1), ale nie istnieje ich najmniejsza wspélna wielokrot-
nos¢.

STWIERDZENIE 2.28.
Jesli dla dowolnych dwoéch elementéw dziedziny R istnieje ich najwiekszy
wspolny dzielnik, to dla dowolnych dwéch elementéw dziedziny R istnieje ich
najmniejsza wspolna wielokrotnosc.

DowOD.

Ustalmy elementy r i s dziedziny R. Jesli » = 0 lub s = 0, to teza jest
oczywista — najmniejsza wspolna wielokrotnoscia jest 0. Zalézm zatem, ze
r#0#s.

Niech d bedzie ich najwiekszy wspolnym dzielnikiem. Wtedy r =d - r' i s =
d- s dla pewnych elementéw ' i s’ dziedziny R. Zauwazmy, ze najwiekszym
wspolnym dzielnikiem elementéw ' i s jest 1.

Pokazemy, ze t := d-r'-s' jest najmniejsza wspdlng wielokrotnoscig elementow
ris. Oczywiscie r | t i s |t. Przypu$émy zatem, ze r | t' i s | ¢’ dla pewnego
elementu ¢’ dziedziny R. Niech d’ bedzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem
elementéw t 1 t'. Wtedy istnieje element c taki, ze t = d’ - ¢. Ponadto r |
poniewaz r | t i r | t, wiec istnieje element s” taki, ze d = r - s”. Podobnie
istnieje element r” takie, ze d' = s - r”. Wtedy

r-s=d-r-s=t=d-c=r-5"-¢

wiec s = §” - ¢ mocy Stwierdzenia 2.4, tzn. ¢ | s'. Podobnie, ¢ | v/, wiec ¢
jest elementem odwracalnym. Stad ¢ jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem
elementéw ¢ i ¢’ (na mocy Lematu 2.22 i Stwierdzenia 2.9(7)), a wiec w
szczegblnodei ¢ | ¢ O

WNIOSEK 2.29.
Jesli R jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu, to dla dowolnych dwoch
elementéw dziedziny R istnieje ich najmniejsza wspélna wielokrotnosc.

DoOwOD.
Wynika natychmiast ze Stwierdzen 2.28 oraz 2.24. O
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3. KLASYFIKACJA SKONCZONYCH GRUP ABELOWYCH

OZNACZENIE.
Przez caly rozdzial wszystkie rozwazane grupy sa grupami abelowymi. Dzia-
tanie w rozwazanych grupach oznaczamy symbolem +.

UWAGA.
Celem tego rozdziatu jest udowodnienie, ze jesli G jest skonczona grupa abe-
lowsa, to istnieja jednoznacznie wyznaczone liczby pierwsze pq, ..., pg, oraz

dodatnie liczby catkowite n; ;, i € {1,...,k}, j € {1,...,1;}, takie, ze
koL
o= DDz
i=1 j=1
P < pg <-:-- <P oOraz
N1 < njo < - < nyy,,
dla kazdego 1.

3.1. SUMY PROSTE

DEFINICJA.
Jedli G'i H sa grupami, to SUMA PROSTA grup G i H nazywamy zbioér G x H
wraz z dzialaniem po wspotrzednych, tzn. jesli g1,92 € G i hy,hy € H, to

(g1, h1) + (g2, h2) :== (g1 + g2, h1 + ha).

Sume prostg grup G i H oznaczamy symbolem G & H.

UWAGA.
Mozna pokazaé, ze suma prosta dwéch grup (abelowych) jest grupa (abelo-
wa). Jesli G, H i K sa grupami, to

G PH~H®G i (GoH)aK~Go® (HaK).

W zwigzku w powyzszym, jesli G, ..., G, sa grupami, to definicja
@GZ = Gl@..@Gn
i=1

jest poprawna.

LEMAT 3.1.
Niech Gy, ..., G, i Hy, ..., H, beda grupami. Jesli p;;: G; — Hj, i €
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{1,...,m}, j € {1,...,n}, sa homomorfizmami, to funkcja p: G1 & --- @
G, — H @ --® H, dana wzorem

09155 9m) = (1.1(91)+FQ1m(gm)s - @1 (91) + +Onm(gm))
(gl S le ooy Om S Gm)a

jest homomorfizmem grup.

Dowép.
Cwiczenie. O

DEFINICJA.
Jesli G i H sa grupami oraz istnieje grupa H’ taka, ze H & H ~ G, to
méwimy, ze grupa H jest SKEADNIKIEM PROSTYM grupy G.

UWAGA.
Jesli H i H' sa grupami, to istnieja homomorfizmy pu: H - H®& H in: H®
H' — H takie, ze mo = Idy.

STWIERDZENIE 3.2.
Niech G i H beda grupami. Jesli istniejg homomorfizmy p: H — G oraz
m: G — H takie, ze mo u = Idy, to

G~ HoKerm.

DowoOD.
Definiujemy homomorfizm ¢: H & Ker m wzorem

¢(h,g):==puh)+g  (h€H, g€ Kerm).

Pokazemy, ze ¢ jest izomorfizmem. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.6, wystar-
czy pokazaé, ze ¢ jest monomorfizmem i epimorfizmem. Aby pokazaé, ze ¢
jest monomorfizmem, ustalmy h € H i g € Kerr takie, ze u(h) + g = 0.
Wtedy

0=m(0) =n(u(h)) +7(g) =h+0=h.

Ponadto, g = —u(h) = —u(0) = —0 = 0. Zatem Keryp = {(0,0)} i teza
wynika z Stwierdzenia 1.12(1).

Aby pokazaé, ze ¢ jest epimorfizmem, ustalmy g € G. Niech

hi=x(g) 1 ¢ :=g—ur(g)).
Wtedy

m(9") = 7(9) — m(u(n(g)) = 7(g) — 7(g) = 0,
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wiec (h, ') € H @ Ker m. Ponadto,

o(h,g') = p(h) +4¢ = pw(r(g) + g — ulr(g) =g,
co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 3.3.
Jedli H jest podgrupa grupy G taka, ze istnieje homomorfizm n: G — H
taki, ze m(h) = h dla kazdego elementu h podgrupy H, to

G~ H @ Kerm.
DowOb.
Wynika natychmiast ze Stwierdzenia 3.2 (jako homomorfizm p: H — G
bierzemy naturalne wlozenie). O

WNIOSEK 3.4.
Jedli H jest podgrupa grupy G taka, ze istnieje homomorfizm p: G/H — G
taki, ze oy = Idg/p, gdzie m: G — G/H jest naturalnym rzutowaniem, to

G~H®G/H.
DowOD.
Zauwazmy, ze Ker m = H, wiec teza wynika natychmiast ze Stwierdzenia 3.2.
m
3.2. GRUPY CYKLICZNE
DEFINICJA.
Grupe G nazywamy CYKLICZNA, jesli istnieje element g grupy G taki, ze
G = (g)-

Element ¢ grupy G taki, ze (g) = G, nazywamy GENERATOREM grupy G.

LEMAT 3.5.
Niech G = (X). Jesli ¢,v¢: G — H sa homomorfizmami takimi, ze ¢(g) =
¥ (g) dla kazdego elementu g zbioru X, to ¢ = 1.

DowoOD.
Niech G’ bedzie zbiorem elementéw g grupy G takich, ze p(g) = ¥(g). Latwo
sprawdzié, ze G’ jest podgrupg grupy G. Ponadto z zalozenia X C G’, wiec
G = (X) C G Oczywiscie G' C G. O

STWIERDZENIE 3.6.
Niech g bedzie generatorem skoriczonej grupy cyklicznej G i n := ord(g).
Jesli h jest elementem grupy H takim, ze ord(h) | n, to istnieje jedyny
homomorfizm ¢: G — H taki, ze ¢(g) = h.
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DowoOD.
Jednos¢ homomorfizmu ¢ wynika natychmiast Lematu 3.5. Aby pokazaé ist-
nienie przypomnijmy, ze na mocy Stwierdzenia 1.32

G={kg:ke{0,1,...,n—1}}.
Definiujemy funkcje ¢: G — H wzorem
o(kg) = kh (ke{0,1,....,n—1}).
Aby pokazaé, ze ¢ jest homomorfizmem, ustalmy k,0 € {0,1,...,n — 1}.
Wtedy kg + lg = ((k + ) modn)g, wiec
o(kg +1lg) = ((k + 1) modn)h.
7 drugiej strony,

o(kg) +(lg) = (k+1)h.
Stad

(p(kg) + o(lg)) — (kg +lg) = (((k + 1) divn)n)h =0,
gdyz ord(h) | n. Innymi stowy,

o(kg +1g) = w(kg) + »(lg). o
STWIERDZENIE 3.7.
Jedli G jest skoniczona grupa cykliczna i n := |G|, to G ~ Z,.

DowOb.
Ustalmy generator g grupy G. Ze Stwierdzenia 3.6 wiemy, ze istnieja homo-
morfizmy ¢: G — Z, i ¢¥: Z, — G takie, ze p(g) = 11 ¢(1) = g. Wtedy
(1)) = 11 Y(p(g)) = g, wiec p 0 = Idg, i ¥ o ¢ = Idg na mocy
Lematu 3.5, co konczy dowdd. O]
WNIOSEK 3.8.
Niech g jest elementem grupy G.

(1) Jesli ord(g) < oo i kg = 0 dla pewnej liczby catkowitej k, to ord(g) | k.
(2) Jesli kg = 0 dla pewnej niezerowej liczby catkowitej k, to ord(g) < oo
(a wiec w szczegblnosci ord(g) | k).

DowOD.
Dla dowodu pierwszej czesci niech H := (g) i n := ord(g). Ze Stwierdzenia 3.6
wiemy, ze istnieje homomorfizm ¢: H — Z, taki, ze ¢(g) = 1. Jesli kg = 0,
to k- 1 jest zerem w grupie Z,, wiec n | k.
Dla dowodu drugiej czesci zauwazmy, ze jesli kg = 0, to |k|g = 0. Zatem jesli
k # 0, to zbior {m € N, : mg = 1} jest niepusty, wiec ord(g) < oo na mocy
Stwierdzenia 1.32. O
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3.3. ISTNIENIE

LEMAT 3.9.
Jesli p: G — H jest epimorfizmem grup, to

sup{ord(g) : g € G} > sup{ord(h) : h € H}.

DowOD.
Ustalmy element h € H. Poniewaz ¢ jest epimorfizmem, wiec istnieje element
g grupy G taki, ze ¢(g) = h. Jedli ord(g) = oo, to ord(g) > ord(h). W
przeciwnym wypadku

ord(g)h = ord(g)p(g) = ¢(ord(g)g) = »(0) = 0,

wiec ord(h) < ord(g) na mocy Stwierdzenia 1.32. Z dowolnosci elementu h
wynika teza. O]

STWIERDZENIE 3.10.
Niech G bedzie grupa (abelowa), ktorej rzad jest potega liczby pierwszej p.
Wtedy istnieja dodatnie liczby catkowite nq, ..., n; takie, ze

GQanl @@anl

DowOD.
Dowéd bedzie indukeyjny ze wzgledu na |G|. Gdy |G| = 1, to teza jest
oczywista (jesli przyjmiemy, ze pusta suma prosta jest grupa trywialna).
Jedli |G| > 1, to wybierzmy element gq taki, ze

ord(go) = max{ord(g) : g € G}.

Z Wniosku 1.31 wiemy, ze ord(go) | |G|. W szczegdlnosci, ord(gy) = p™ dla
pewnej dodatniej liczby catkowitej ng. Niech H := (go). Wtedy H =~ Zyno na
mocy Stwierdzenia 3.7. Z Twierdzenia 1.30 |G/H| = |G|/|H|. Zatem |G/H|
jest potega liczby pi |G/ H| < |G|. Z zatozenia indukcyjnego istnieja dodatnie
liczby catkowite nq, ..., n; takie, ze

G/H ~ Dpr @ -+ @ L.

Powyzszy izomorfizm bedziemy traktowac jako utozsamienie. Dla zakoncze-
nia dowodu wystarczy pokazaé, ze G ~ H & G/H.

Ustalmy ¢ € {1,...,l} i wybierzmy element ¢, € G taki, ze g, + H = ¢;, gdzie
e; == (0,...,0,1,0,...,0), przy czym 1 jest na i-tym miejscu. Zauwazmy,
ze ord(e;) = p™, wiec p™ = ord(e;) < ord(gp) = p™ na mocy Lematu 3.9.
Poniewaz p™ie; = (0,...,0), wiec p™g; € H, skad p™g, = k;go dla pewnego
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k; € Z. 7Z Wniosku 1.31 wiemy, ze ord(g}) jest potega liczby p. Ponadto z
wyboru elementu gy mamy, ze ord(g;) < ord(go). Stad ord(g) | p"°, wiec
p"g. = 0. Stad p""ik;g0 = 0, wiec p™ | p™~"k; na mocy Wniosku 3.8.
W konsekwencji istnieje liczba catkowita k] taka, ze k; = p™kj. Niech g; :=
g; — kigo. Wtedy ¢; + H = g, + H = e; oraz

P9 =p"g; — p"kigo = kigo — kigo = 0.
W szezegblnoscei, ord(g;) | p™ = ord(e;).
7 powyzszych rozwazan, Stwierdzenia 3.6 oraz Lematu 3.1 wynika, ze istnieje

homomorfizm p: G/H — G taki, ze u(e;) = g; dla kazdego ¢ € {1,...,n}.
Wtedy

m(p(es) = n(gi) = g + H = ¢

dla kazdego i € {1,...,n}, wiec m o i = Idg/y na mocy Lematu 3.5. Stad
teza wynika z Wniosku 3.4. O

LEMAT 3.11.
Niech p bedzie liczba pierwsza. Jedli G jest skonczona grupa abelowa taka,
ze ord(g) jest potega liczby p dla kazdego elementu g grupy G, to rzad grupy
G jest rowniez potega liczby p.

UWAGA.
Teza powyzszego lematu zachodzi réwniez bez zatozenia abelowosci grupy G
(patrz Wniosek 4.10).

DowOb.

Teze udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na rzad grupy G. Jesli |G| = 1,
to teza jest oczywista. Zaltézmy zatem, ze |G| > 1 i wybierzmy element h
grupy G rézny od 0. Niech H bedzie podgrupa grupy G generowang przez
element h. Wtedy |H| = ord(h) = p™ dla pewnej dodatniej liczby catkowitej
n. Ponadto, jesli g € G, to ord(g) - (9 + H) = H, wiec ord(g + H) | ord(g)
na mocy Wniosku 3.8, zatem rzad kazdego elementu grupy G/H jest potega
liczby p. Poniewaz |G/H| < |G|, wiec na mocy zalozenia indukcyjnego ist-
nieje dodatnia liczba catkowita m taka, ze |G/H| = p™. Z Twierdzenia 1.30
otrzymujemy zatem, ze

|G| = |H| - |G/H| =p" - p™ =p"™. O

STWIERDZENIE 3.12.
Jedli G jest skonczong grupa abelows, to istniejg grupy Gy, ..., G, takie, ze
dla kazdego 7 rzad grupy G; jest potega liczby pierwszej oraz

GG &G,
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DowoOD.
Niech pq, ..., p, beda wszystkimi parami réznymi liczbami pierwszymi dzie-
lacymi rzad grupy G. Istnieja dodatnie liczby catkowite kq, ..., k, takie,
ze

G| =p}* i

Dla kazdego ¢ € {1,...,n} niech G; bedzie zbiorem elementéw g grupy G
takich, ze pf g = 0. Poniewaz grupa G jest abelowa, wiec tatwo mozna poka-
zac, ze zbiory Gy, ..., G, sa podgrupami grupy G. Ponadto, z Wniosku 3.8
i Lematu 3.11 wynika, ze dla kazdego i rzad grupy G; jest potega liczby p;.
Pokazemy, ze

GG & DG,
Doktadniej, pokazemy, ze homomorfizm ¢: Gy & --- & G,, — G dany wzorem

01, )=+ -+ (n€G, ..., gn €Gh),

jest izomorfizmem.

Pokazemy najpierw, ze homomorfizm ¢ jest monomorfizmem. Przypus$émy
zatem, ze

Gt gn =0

dla pewnych elementéw ¢, € Gy, ..., g, € G,. Ustalmy ¢ € {1,...,n}.
Wiemy, ze istnieja liczby catkowite m i [ takie, ze
mpl - Ipyt el = 1
Wtedy
i k; ki n
gi=1-gi = (mpy +1Ipi" - pi iy pk) - i
= mp;'gi
z kz n
— Iy D D (g G e+ ga)
=0+0=0.
Pokazemy teraz ze 90 jest epimorfizmem. Niech zatem ¢ € G. Poniewaz
hczby |G‘ =ph. pll fpffll coepkn i =1,...,n, sa wzglednie pierwsze, wiec
1StIlleJQ 11czby catkowite mq, ..., m,, takie, ze
[T <
1 kl mnpkn o :
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Niech
G .
gi ‘= mi|p_ki|7 (Ze {17,71})

Wtedy dla kazdego i € {1,...,n} mamy
g = milGlgi = m; - 0 =0,
wiec g; € G;. Ponadto

g=g1+ -+ g =091, 9n),
co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 3.13.
Jedli G jest skoniczong grupg abelows, to istnieja parami rozne liczby pierwsze
D1, - - -, Pn Oraz dodatnie liczby catkowite n;;, 1 =1,...,n,j =1,...,[;, takie,
e
n l;
G~ @ @ Zp"ij .
i=1 j=1

DowoOD.
Wynika natychmiast ze Stwierdzen 3.12 i 3.10. O

3.4. JEDNOZNACZNOSC

OZNACZENIE.
Jesli G jest grupa abelowsg oraz m jest liczbg catkowita, to definiujemy zbior
0 :¢ m wzorem

00 G:={9g€G:m-g=0}.
Zauwazmy, ze zbior 0 :,, G jest podgrupa grupy G.

LEMAT 3.14.
Niech ¢: G — H bedzie izomorfizmem grup abelowych. Jedli m jest liczba
catkowita,

QO(O G m) =0 ‘H M,
a wiec w szczegolnosei 0 :¢ m >~ 0 1y m.

Dowob.
Latwo widaé, ze o(0 :¢ m) C 0 :i m. Podobnie, ¢=1(0 :5 m) C 0 :¢ m. Stad

0:m=p(e " (0:5m)) Ce(0:gm),

co konczy dowdd. O
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OZNACZENIE.
Jesli G jest grupa abelowsg oraz m jest liczbg catkowita, to definiujemy zbior
mG wzorem

mG :={mg: g € G}.
Zauwazmy, ze zbiér mG jest podgrupa grupy G.

LEMAT 3.15.
Niech ¢: G — H bedzie izomorfizmem skonczonych grup abelowych. Jesli m
jest liczba catkowita, to p(mG) = mH, a wiec w szczegdlnosci mG ~ mH.

DowoOD.

Cwiczenie (analogicznie jak dowdd Lematu 3.14). ]
LEMAT 3.16.

Niech p bedzie liczba pierwsza. Niech nq, ..., n; beda dodatnimi liczbami

catkowitymi. Jesli

l
G = @ ani,
=1

to
l
|pmG¢’ _ H |pmax(0,n¢7m)‘
=1

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej m.

DowoOD.
Wystarczy zauwazy¢, ze jesli n jest dodatnia liczbg catkowita, to [p"Zy.| =
pmax(O,n—m) ) ]
STWIERDZENIE 3.17.
Niech py, ..., p, beda liczbami pierwszymi takimi, ze
p1<p2 <-- <Pn
Dodatkowo, dla kazdego i = 1,...,n, niech n;1, ..., ny, 1 Mg, ..., My,

beda dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze

ni1 < njg < -0 < nyy, 1 mi1 < Mmyo < oos <My g,
Jesli
n l; n k;
SR Y- o
@ @ p; p; 77
i=1 j=1 i=1 j=1
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DowoOD.

toly = ki, ..., I, = ky oraz n;; = m;; dla wszystkich i = 1,....,n, j =
1,....1.
Niech
n li n ki
c=QDz 1 1=OD7
i=1 j=1 i=1 j=1

Ustalmy izomorfizm ¢: G — H. Dla kazdego i = 1,...,n definiujemy

max(ng 1, Mk, )

4 = P, )

gdzie n;;, := 0, gdy [; =0, m;y, :== 0, gdy k; = 0, oraz
G =0:¢q 1 H,:=0:y q.

Wtedy

li ki
Giz@an 1 Hi:@Zmi,j.
P; p;
j=1 7=1

7 Lematu 3.14 wynika, ze

l;

ki
@Z ng 5 @Z U
D, D,
Jj=1

Jj=1

Stosujac teraz Lemat 3.16 dla m = max(n;;,, mig,) — 1,...,0, otrzymujemy
teze. O

TWIERDZENIE 3.18.

Jedli G jest skonczong grupa abelowa, to istniejg jednoznacznie wyznaczone:
nieujemna liczba catkowita n, liczby pierwsze pq, ..., p,, dodatnie liczby
catkowite [y, ..., l,, oraz dodatnie liczby catkowite n;;, i = 1,...,n, j =
1,...,1;, takie, ze

n l;
¢~PDz,

i=1 j=1
oraz p; < --- < p, i, dla kazdego 1 =1, ..., n,
ni1 <o < - <y,

DowoD.

Istnienie wynika z Wniosku 3.13, za$ jednoznacznos¢ ze Stwierdzenia 3.17.
O
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4. DZIALANIA GRUPA NA ZBIORACH I TWIERDZENIA SYLOWA
4.1. DZIALANIA GRUP NA ZBIORACH

DEFINICJA.
DZIALANIEM GRUPY GG NA ZBIORZE X nazywamy kazda funkcje : Gx X —
X, (g,x) — gz, taka, ze

lxx=x i (gh) xx = g * (hxx)

dla dowolnych g,h € G oraz x € X. Mowimy tez, ze w powyzszej sytuacji
GRUPA (G DZIALA NA ZBIORZE X.

PRZYKLADY.
(1) Jesli X jest zbiorem, to grupa Sx dziala na zbiorze X zgodnie ze wzorem
oxx:=o(x) (0 € Sx, z € X).

Powyzszy wzor zadaje tez dziatanie dowolnej podgrupy grupy Sx

(2) Niech G bedzie grupa. Podgrupa H grupy G dziala na grupie G zgodnie
ze wzorem

h*g:=hg (h€e H, g € Q).

Powyzsze dziatanie grupy H nazywamy DZIALANIEM PRZEZ LEWE PRZE-
SUNIECIA.

(3) Niech G bedzie grupa. Podgrupa H grupy G dziata na G zgodnie ze
wzorem

h g := hgh™* (he H, g € Q).
Dziatanie powyzsze nazywamy DZIALANIEM PRZEZ SPRZEZENIA.

STWIERDZENIE 4.1.

(1) Jesli § : G x X — X jest dzialaniem grupy G na zbiorze X, to funkcja
ps: G — Sx dana wzorem

(ps(9))(z) :==0d(g,2) (9€G, veX),

jest homomorfizmem.

(2) Jesli X jest zbiorem oraz ¢ : G — Sx jest homomorfizmem grup, to
funkcja 6,: G x X — X dana wzorem

0p(9,7) = (p(g9))(x) (9 €G, z€X),

jest dzialaniem grupy G na zbiorze X.
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(3) Jesli 0 jest dziataniem grupy G na zbiorze X, to d,, = 0.

(4) Jesli X jest zbiorem oraz ¢: G — Sx jest homomorfizmem grup, to
@650 - ()0'

Dowdp.
Cwiczenie.

WNIOSEK 4.2 (CAYLEY).
Jesli G jest grupa, to istnieje monomorfizm grup G — Sg.

DowOD.
Niech §: G x G — G bedzie dziataniem grupy G na zbiorze G przez lewe
przesuniecia. Wtedy ps: G — S jest homomorfizmem grup. Musimy spraw-
dzi¢, ze Ker ps = {1}. Zauwazmy, ze ¢s(g) = Idg wtedy i tylko wtedy, gdy
gh = h dla dowolnego elementu h grupy G. W szczegdlnosci a = a-1 =1, co
konczy dowdd. O]

STWIERDZENIE 4.3.
Jesli ¢ jest dzialaniem grupy G na grupie G przez sprzezenia, to Imps C
Aut(G).

DowOD.
Nalezy sprawdzi¢, ze dla kazdego elementu g grupy G funkcja ¢, := ¢s(g)
jest homomorfizmem grupy G, co wynika natychmiast z bezposrednich ra-
chunkow. O]

DEFINICJA.
AUTOMORFIZMEM WEWNETRZNYM grupy G nazywamy kazdy automorfizm
postaci ¢s(g), gdzie g jest elementem grupy G, za$ ¢ jest dziataniem grupy G
na grupie G przez sprzezenia. Zbior wszystkich automorfizméw wewnetrznych
grupy G tworzy grupe (gdyz jest réowny Im ps), ktéra nazywamy GRUPA
AUTOMORFIZMOW WEWNETRZNYCH GRUPY (' i oznaczamy Inn(G).

DEFINICJA.
CENTRUM GRUPY G nazywamy zbiér wszystkich elementéow g grupy G ta-
kich, ze gh = hg dla dowolnego elementu h grupy G. Centrum grupy G
oznaczamy C'(G).

PRZYKLADY.
(1) Jesli G jest grupa, to C'(G) = G wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grupa
abelowa.

(2) Jedli F jest cialem oraz n jest dodatnia liczba catkowita, to C(GL,(F))
sktada sie z wszystkich macierzy postaci AId,,, gdzie A € F’*.
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STWIERDZENIE 4.4.
Jesli § jest dziataniem grupy G na grupie G przez sprzezenia, to Ker s =
C(G). W szczegdlnosci, C(G) jest dzielnikiem normalnym grupy G oraz
Inn(G) ~ G/C(G).

DowOD.
Cze$¢ pierwsza tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, natomiast druga
wynika ze Stwierdzenia 1.25 oraz Pierwszego Twierdzenia o Izomorfizmie

(Twierdzenie 1.34). O

UWAGA.
Grupa C(G) jest zawsze abelowa.

OZNACZENIE.
Jesli g1 1 g9 sa elementami grupy G oraz X podzbiorem grupy G, to definiu-
jemy zbiér g1 X go wzorem

91X g2 :={g1-hga: h € X}.

WNIOSEK 4.5.
Jesli H jest podgrupa grupy G oraz g jest elementem grupy G, to gH g™ ! jest
podgrupa grupy G izomorficzng z grupa H.

DowOb.
Ze Stwierdzenia 4.3 wynika, ze funkcja ¢: G — G dana wzorem @(h) :=
ghg™, h € G, jest automorfizmem grupy G. Stad funkcja ou: H — G,
gdzie pp : H — G jest naturalnym wtozeniem, jest monomorfizmem. Ponie-
waz Im(pu) = gHg™', wigc teza wynika ze Stwierdzen 1.11 i 1.12(1) oraz
Pierwszego Twierdzenia o Izomorfizmie (Twierdzenie 1.34). O

DEFINICJA.
Podgrupy H i K grupy G nazywamy SPRZEZONYMI, jesli istnieje element ¢
grupy G taki, ze K = gHg™!.
UWAGA.
(1) Relacja sprzezenia jest relacja réwnowaznosci.
(2) Mozemy powiedzie¢, ze podgrupa H grupy G jest dzielnikiem normal-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy H = K dla dowolnej podgrupy K sprze-
zonej z H.

DEFINICJA.
Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to dla dowolnego elementu x zbioru X
definiujemy

Gy, ={9eG:g*xz=u}
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oraz

Gxz:={g*zx:g¢€G}.
Zbiér G, nazywamy STABILIZATOREM lub PODGRUPA IZOTROPII ELEMENTU
x, natomiast Gx bedziemy nazywa¢ ORBITA ELEMENTU .

STWIERDZENIE 4.6.
Zatozmy, ze grupa G dziala na zbiorze X.

(1) Relacja ~ na zbiorze X dana wzorem
x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy y = ¢ * x dla pewnego elementu g grupy G
jest relacjg rownowaznosci.
(2) Klasa abstrakcji elementu x € X w powyzszej relacji jest G * x.
(3) Dla kazdego elementu z zbioru X zbiér G, jest podgrupa grupy G.
(4) Jedli z jest elementem zbioru X oraz g jest elementem grupy G, to
Ggo = 9Gag™".

DowoOD.
Bezposrednie rachunki.

TWIERDZENIE 4.7.
Jesli grupa G dziata na zbiorze X oraz x jest elementem zbioru X, to funkcja

G/G, € gG,— gxx € Gxzu
jest bijekcja.

DowODb.
Bezposredni rachunek. O

4.2. TWIERDZENIA SYLOWA

DEFINICJA.
Jesli G jest grupa, ktora dziata na zbiorze X, to

XC:={re X :Gxx={x}}.

Elementy zbioru X nazywamy PUNKTAMI STAEYMI dla dzialania grupy G
na zbiorze X.

LEMAT 4.8.
Jesli p jest liczba pierwsza oraz G jest grupa rzedu p”, n € Ny, ktéra dziata
na zbiorze skonczonym X, to

X = |X| (mod p).
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DowOb.
Ze Stwierdzenia 4.6 wynika, ze istniejg elementy x4, ..., 2, € X takie, ze
| X| =X+ |G x|+ + |Gyl
zbiory X% G * x1, ..., G x 1}, sa parami rozlaczne oraz |G * x;| > 1 dla
kazdego ¢ € {1,...,n}. Z Twierdzenia 4.7 (i Twierdzenia Lagrange’a) wiemy,
ze |G *x x;| = |G|/|Gy,|. Poniewaz |G * x;| > 1, |G| = p", oraz p jest liczba
pierwsza, wiec wnioskujemy stad, ze p dzieli |G * z;|, i = 1,...,n, co konczy
dowod. 0

TWIERDZENIE 4.9 (CAUCHY).
Jesli p jest liczba pierwsza oraz G jest grupa skonczona, ktorej rzad jest
podzielny przez p, to w grupie G istnieje element, ktorego rzad jest réwny p.

DowOD.
Niech X bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (g1, ..., g,) takich, ze g; € G dla
kazdego i € {1,...,p} oraz g, --- g, = 1. Zauwazmy, ze |X| = |G|P~!, zatem
p dzieli | X|. Rozwazmy dziatanie grupy Z, na zbiorze X dane wzorem

k*(gla"'agp) = (gk-‘rlw"vgpvgl:”'agk) (keZpa (glv"‘vgp> GX)

(Nalezy sprawdzi¢, ze jesli g1 ---¢g, = 1, t0 Gr+1 -+ gpg1 - - g = 1). Zauwaz-
my, ze

X" ={(g,....9) |geGig’=1}

Z Lematu 4.8 wynika, ze p dzieli |XZ#|. Poniewaz (1,...,1) € X% wigc
| X% | > p > 1. W szczegdlnosci istnieje g # 1 takie, ze g? = 1. Poniewaz p
jest liczba pierwsza, wiec z Wniosku 3.8 wynika, ze ord(g) = p. ]

DEFINICJA.
Jesli p jest liczba pierwsza, to grupe G nazwiemy p-GRUPA, jesli rzad kazdego
elementu grupy G jest potega liczby p. Jesli podgrupa H grupy G jest p-
grupg, to podgrupe H nazywamy p-PODGRUPA grupy G.

WNIOSEK 4.10.
Jesli p jest liczba pierwsza oraz G jest grupa skonczona, to grupa G jest
p-grupa wtedy i tylko wtedy, gdy rzad grupy G jest potega liczby p.

DowOD.
Oczywiscie, jesli |G| jest potega liczby p, to z Twierdzenia Lagrange’a wyni-
ka, ze rzad kazdego elementu grupy G jest potega liczby p. Przypu$émy teraz,
ze G jest p-grupa oraz niech liczba pierwsza ¢ dzieli |G|. Wtedy z Twierdze-
nia 4.9 wynika, ze istnieje element grupy G, ktorego rzad jest rowny q. Stad
natychmiast otrzymujemy, ze ¢ = p, co konczy dowdd. O
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DEFINICJA.
Niech H bedzie podgrupa grupy G. Wtedy

Ne(H):={geG:gHg ' = H}.
Zbiér Ng(H) nazywamy NORMALIZATOREM PODGRUPY H W GRUPIE G.

UWAGA.
Jesli H jest podgrupa grupy G, to Ng(H) jest podgrupa grupy G oraz H
jest dzielnikiem normalnym grupy Ng(H).

LEMAT 4.11.
Jesli p jest liczba pierwszg oraz H jest p-podgrupa grupy skonczonej G, to

[Ng(H) : H =[G : H] (mod p).

DowOD.
Grupa H dziala na zbiorze G /H przez (lewe) przesuniecia zgodnie ze wzorem

hx(gH) := hgH (he H, g € G).

(Trzeba sprawdzié, ze gdy ¢ ~y ¢”, to hg' ~y hg” dla dowolnych h € H
oraz ¢',¢" € G.) Zauwazmy, ze gH € (G/H)" wtedy i tylko wtedy, gdy g €
Ng(H). Stad |(G/H)?| = [Ng(H) : H], co koficzy dow6d wobec Lematu 4.8.

O

WNIOSEK 4.12.
Jesli p jest liczba pierwsza oraz H jest p-podgrupa grupy skonczonej G taka,
ze p dzieli [G : HJ, to p dzieli [Ng(H) : H]. W szczegblnosci istnieje p-
podgrupa K grupy G taka, ze H jest dzielnikiem normalnym grupy K oraz
[K : H] = p.

DowOb.

Poniewaz [Ng(H) : H| = [G : H] (mod p) na mocy Lematu 4.11, wiec p
dzieli [Ng(H) : H].

Dla dowodu drugiej cze$ci wniosku zauwazmy, ze z Twierdzenia 4.9 ist-
nieje podgrupa L rzedu p w grupie Ng(H)/H. Niech K = 7~!(L), gdzie
7m: Ng(H) — Ng(H)/H jest naturalnym rzutowaniem. Wtedy K jest pod-
grupa grupy Ng(H) na mocy Stwierdzenia 1.11, a wiec takze grupy G. Po-
nadto [K : H| = |L| = p, zatem K jest p-grupa. Wreszcie H jest dzielnikiem
normalnym grupy K, gdyz K C Ng(H). ]

TWIERDZENIE 4.13 (PIERWSZE TWIERDZENIE SYLOWA).
Niech p bedzie liczba pierwsza oraz G bedzie grupa rzedu p"m, gdzie n,m € N
oraz p 1 m. Wtedy

(1) dla kazdego i € {0,...,n} istnieje podgrupa grupy G rzedu p' oraz
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(2) dla kazdego i € {1,...,n} kazda podgrupa grupy G rzedu p'~! jest
dzielnikiem normalnym pewnej podgrupy grupy G rzedu p’.

DowOD.
Wynika natychmiast z Wniosku 4.12 przez indukcje ze wzgledu na 1. O

DEFINICJA.
Jesli p jest liczba pierwsza, to podgrupe P grupy G nazywamy p-PODGRUPA

SYLOWA, jesli P jest maksymalna (w sensie zawierania) p-podgrupa grupy
G.

UWAGA.
Kazda p-podgrupa jest zawarta w pewnej p-podgrupie Sylowa. W szczegdl-
noéci w kazdej grupie istnieje p-podgrupa Sylowa.

WNIOSEK 4.14.
Niech p bedzie liczbg pierwszg oraz G bedzie grupg rzedu p™m, gdzie n,m € N

oraz p {m.

(1) Podgrupa H grupy G jest p-podgrupa Sylowa wtedy i tylko wtedy, gdy
|H| = p".

(2) Jesli grupa H jest sprzezona z p-podgrupa Sylowa, to H jest p-podgrupa
Sylowa.

DowOD.
Natychmiast z Pierwszego Twierdzenia Sylowa (z wykorzystaniem Twierdze-
nia Lagrange’a oraz Wniosku 4.10). O

TWIERDZENIE 4.15 (DRUGIE TWIERDZENIE SYLOWA).
Niech p bedzie liczbg pierwsza. Dowolne dwie p-podgrupy Sylowa grupy skon-
czonej G sg ze sobg sprzezone.

DowoOD.
Niech P i ) beda dwoma p-podgrupami Sylowa grupy G. Grupa () dziata na
zbiorze G /P zgodnie ze wzorem

g * (hP) — (gh)P (ge@, he@).

Wiemy, ze |(G/P)?| = [G : P] (mod p) na mocy Lematu 4.8. Poniewaz
P jest p-podgrupa Sylowa, wiec p nie dzieli [G : P], stad (G/P)? # 0.
Zauwazmy, ze hP € (G/P)? wtedy i tylko wtedy, gdy @ C hPh~!. Poniewaz
Q| = |P| = |hPh™!|, wigc Q = hPh™!. O

TWIERDZENIE 4.16 (TRZECIE TWIERDZENIE SYLOWA).
Niech p bedzie liczba pierwsza oraz N bedzie liczba p-podgrup Sylowa grupy
skonczonej G. Wtedy N dzieli |G| oraz N =1 (mod p).
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DowoOD.
Niech X bedzie zbiorem wszystkich p-podgrup Sylowa grupy G i wybierzmy
P e X. Wtedy N = |X|. Grupa G dzialta na zbiorze X przez sprzezenia, tzn.

gxQ:=gQg" (g€ C, Qe X).

7 Drugiego Twierdzenia Sylowa wynika, ze X = G * P, zatem z Twierdze-
nia 4.7 wynika, ze

N =|X|=[G: Gy,

wiec N dzieli |G| na mocy Twierdzenia 1.30.

Przez ograniczenie powyzszego dziatania do podgrupy P otrzymujemy dzia-
tanie grupy P na zbiorze X. Oczywidcie P € XP. 7 drugiej strony, jesli
Q € XT, to P C Gg = Ng(Q). Wtedy P jest p-podgrupa Sylowa gru-
py Ng(Q), wiec na mocy Drugiego Twierdzenia Sylowa istnieje g € Ng(Q)
takie, ze Qg ' = P. Ale gQg~! = Q, gdyz g € Ng(Q), zatem @Q = P. Osta-
tecznie X = {P}, co koficzy dowdd twierdzenia wobec Lematu 4.8. O
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