Rozktad skonczonych grup abelowych

Twierdzenie

Jesli G jest skoriczona grupa abelowa, to istnieja (jednoznacznie wyznaczone) potegi liczb
pierwszych qi, ..., qk takie, ze
G2Zg @ DL,
v
(1) Dla danej grupy G znajdowanie liczb g1, ..., gx.
(I1) Dla danej grupy G znajdowanie liczby my, ..., m; takich, ze
G Loy ® Loy @ -+ - B L,
orazl<my|my|- | m.
(I11) Dla danej liczby n znalezé wszystkie (z doktadnoscia do izomorfizmu) grupy abelowe o n
elementach. y
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Zadania (I)i (Il) dla G =Zp,

Zadanie (I)

Stosujemy Chinskie Twierdzenie o Resztach.
Doktadniej, jesli

no j
m=plp2...pk
dla parami réznych liczby pierwszych pi, ..., px oraz dodatnich liczb catkowitych h, ..., I, to

Iy 2Ty By ® -+ D L,

gdzie

; I- l
q1 = p, Q2 = py, qk == pf,

Zadanie (Il)

Trywialnie, m; := m.
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Zadanie (1) dla Z};,

(1) Chihskie Twierdzenie o Resztach dla Z:; (otrzymujemy sume grup postaci Z';(, gdzie q jest
potega liczby pierwszej).

(2) Reguty dla grup Z: otrzymanych w kroku 1 (otrzymujemy sume grup postaci Zj).

(3) Chinskie Twierdzenie o Resztach, czyli metoda z poprzedniego slajdu, dla grup Z,

otrzymanych w kroku 2. y

Jedli m = pil péz cee pi“ dla parami réznych liczby pierwszych pi, ..., px oraz dodatnich liczb

catkowitych i, ..., I, to

X

Ly 220 Ly ®-- O L,

g I I U
gdzie q1 := p!, g2 := p2, ..., qk == p. )

Jedli g = pl dla liczby pierwszej p oraz dodatniej liczby catkowitej /, to

. Zip_1ypi—1 &Iy p>2,
Ly 2 (Lo ®Zy— gdyp=2il>2,
Zs gdy p=2il=2.

Gdy g=2(tj. p=2il=1), to Z; ~ 74, a wiec ja pomijamy.

.
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Przyktad: Zg50000

Krok 1.
Poniewaz
810000 = 2* - 3* . 5%,
wiec
Zgro000 = Z;; 53] Z;; @ Z;Z.
Krok 2.

Mamy izomorfizmy
Ly =72 ® Ly, Zy ~ T3, LYy~ Ty,
wiec
Zgioo00 = Zo D Ly2 & Zy.33 B Zy.53-
Krok 3.

Mamy izomorfizmy

Zy 3 ~ 72D 2Ly i Zyss = Lyp @ ZLg3,
wiec

Ziioo0 = Zo D Ly D Lo ® Zyz B Ly D Lgs.
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Zadanie (II) dla Z};

1) Chinskie Twierdzenie o Resztach dla Z* (otrzymujemy sume grup postaci Z, gdzie g jest
m q
potega liczby pierwszej).
[Jak w Zadaniu (I)]
(2) Reguty dla grup Z;( otrzymanych w kroku 1 (otrzymujemy sume grup postaci Zj).
[Jak w Zadaniu (1)]
(3) Redukcja (patrz nizej). )

Dane wejsciowe:

G~ Zmy SO Zm,-
Dopdki istnieje para indekséw i < j taka, ze m; { m; oraz m; { m;, zastepujemy grupy Z, i Zim;
grupami ZNWD(m,-,mj) oraz ZNWW(m,-,mj) (lub tylko ZNWW(mi,mj)v jesli NWD(m;, mj) = 1).

Na zakoriczenie porzadkujemy uzyskane liczby.

G

Grzegorz Bobifiski (UMK) Algebra |



Przyktad: Zg50000

Wiemy juz, ze
Zgron00 = Zo ® Ly ® Ly 53 © Ly 3.

Poniewaz 2° t2. 3%ani2-33 t 22, wiec zastepujemy grupy Lo i L33 grupami Zo i Ly 53 i
otrzymujemy

ZgSoooo = Zo D Zo D Lz 53 D Ly 3.

Poniewaz 22 - 3% t 4 - 5% ani 4 - 5% 1 22 . 33, wiec zastepujemy grupy L33 1 Zy.g3 grupami Zyp i
Z4.43.53 | Otrzymujemy

Zaxloooo ~ 7o @ Zo® Zy2 D Ly.53.53-
Zatem odpowiedz ma postaé

Zgy0000 == Zo ® Zo ® Za D Zazsoo-

[
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Zadanie (IlI)

Znalezé wszystkie (z doktadnoscia do izomorfizmu) grupy abelowe o n elementach.

D

(1) Niech
hol l
n=plp2-. pk
dla parami réznych liczby pierwszych pi, ..., px oraz dodatnich liczb catkowitych h, ..., k.
(2) Dla kazdego i =1, ..., k znajdujemy wszystkie ciagi (A1, A2 ..., As) takie, ze

o A1 t+Xt -+ As =1,
e A S>> A >0

[Takie ciagi nazywane sa podziatami liczby /].
(3) Dla kazdego ciagu (A®, ..., A(), gdzie A() = ()\(1/‘)7 R )\g)) jest jednym z podziatéw

i
liczby I; znaleziony w poprzednim kroku, mamy grupe

O E A BTEE A €7 0
W szczegdlnosci liczba grup abelowych o n elementach, to
P(h) - P(k) - - - P(k),
gdzie P(/) jest liczba podziatéw liczby /.

A\
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Przyktad: Grupy abelowe o 200 elementach

Krok 1.
Mamy 200 = 23 . 52,
Krok 2(a).
Mamy nastepujace podziaty liczby 3: (3), (2,1), (1,1,1).
Krok 2(b).
Mamy nastepujace podziaty liczby 2: (2), (1,1).
Krok 3.

Z doktfadnoscia do izomorfizmu mamy nastepujace grupy o 200 elementach:

Zy3 ® L2, L3 @ Ls @ Ls, Ly © Lo ® L2,

Zyp ® Lo ® ZLs © Ls, Zo ® Ly ® Lo ® Ly, Zo ® Ly ® Zo D Zs D ZLs.
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