Homomorfizmy z grup cyklicznych

Jedli G i H sa grupami, to

Hom(G, H) := {¢: G — H : ¢ jest homomorfizmem grup}

Mono(G, H) := {¢: G — H : ¢ jest monomorfizmem grup}.

Opis Hom(Z,, H) i Mono(Z,, H)

Mamy
Hom(Z,, H) <> {h € H : ord(h) | n}

oraz
Mono(Z,, H) <> {h € H : ord(h) = n}.

Jesli h € H i ord(h) | n, to odpowiedni homomorfizm ¢y, : Z, — H jest dany wzorem

wn(k) == K~ (k € Zp).

Oznaczenia

Jesli G jest grupa, to End(G) := Hom(G, G) i

Aut(G) := {¢: G — G : ¢ jest izomorfizmem grup}.

Jedli |G| < oo, to Aut(G) = Mono(G, G).
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Przyktad: Hom(Zs, Ds)

Przypomnijmy, ze

Dy = {Id, Oggo , O1g00 , Oa700 s Sk, Sty Sms Sn}-

Mamy
ord(ld) = 1, ord(Oggo ) = 4, ord(Oygp0 ) = 2, ord(Oyyg0 ) = 4,

ord(Sk) = 2, ord(S)) = 2, ord(Sp) = 2, ord(S,) = 2.
Poniewaz 1,2, 4 | 4, wiec | Hom(Zs4, D4)| = 8.
Ponadto | Mono(Zs, Ds)| = 2.
Doktadniej mamy

Pid Id Id Id Id
mono o, , Id Oggo O1g00 Oy700
P 01500 Id Oig00 Id O1500
mono - wo,.0 Id | Oxpo | Oigo Ogoo
ws, || Id Sk Id Sk
®s, Id S Id S
©Sm Id Sm Id Sm
©s, Id Sh Id Sy
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Sumy proste

Definicja

Jesli G i H sa grupami (abelowymi), to definiujemy grupe G & H wzorem:
GO H:=(GxH,+),
gdzie
@ G X H jest iloczynem kartezjanskim zbioréw G i H, tj.
Gx H:={(g,h): g€ Gihe H},;
@ (g1, M)+ (&2, h2) :== (81 +c &, h1 +H h2), gdzie +¢ i +4 sa dziataniami w grupach G i H
odpowiednio.

Grupe G @ H nazywamy suma prosta grup G i H.

Grzegorz Bobitiski (UMK) Algebra |



Przyktad: Zo & Z3

Mamy
Zo & Zs = {(0,0), (0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.

+ H (0.0) ‘ (0.1) ‘ (0.2) ‘ (1,0) ‘ (1.1) ‘ (1,2)

(0,0) (0,0) | (0,1) | (0,2) | (1,0) | (1,1) | (1,2)

(0,1) (0,1) | (0,2) | (0,0) | (1,1) | (1,2) | (1,0)

(0,2) (0,2) | (0,0) | (0,1) | (1,2) | (1,0) | (1,1)

(1,0) (1,0) | (1,1) | (1,2) | (0,0) | (0,1) | (0,2)

(1,1) (1,1) | (1,2) | (1,0) | (0,1) | (0,2) | (0,0)

(1,2) (1,2) | (1,0) | (1,1) | (0,2) | (0,0) | (0,1)
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Homomorfizmy z sum prostych

Opis Hom(Gy @ Gy, H) i Mono(G, & Gy, H)

Jedli Gi, Gy i H s3 grupami abelowymi, to
Hom(Gy & Gy, H) +» Hom(Gy, H) X Hom(G,, H).
Jesli o1 € Hom(Gy, H) i 2 € Hom(G;, H), to odpowiedni homomorfizm G; & G, — H ma postaé
(81, 82) = p1(&1) + p2(g2).

Ponadto, jesli ¢ <> (¢1, p2), to ¢ € Mono(G1 @ Gy, H) wtedy i tylko wtedy, gdy
@ 1 € Mono(Gy, H), p2 € Mono(G,, H), oraz

@ |[ImpiNimep,| =1.
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Przyktad: Hom(Z, & Z3, Zs) |

Zg = {0,1,2,3,4,5}.
ord(0) = 1, 0rd(1) = 6, 0rd(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) = 3, ord(5) = 6.

Stad
| Hom(Zs, Zs)| = 2, | Hom(Zs, Zs)| = 3,
| Mono(Z2, Ze)| = 1, | Mono(Z3, Zs)| = 2,
wo || 0] O %o || O] 0] 0
w3 || 0] 3 o || O] 2] 4
va || O 4|2
Zatem

|Hom(Z ® Zs,Z6)| =2-3=6 i  |Mono(Z, ® Z3,Z)| =1-2—0=2.

Poniewaz |Zy @ Z3| = |Ze| < oo, wigc
Mono(Zy @ Z3, Zs) = Iso(Zo @ Z3, Zs),

gdzie
Iso(G, H) := {¢: G — H : ¢ jest izomorfizmem}.

W szczegdlnosci, Zy @ Z3 ~ Zg, co wynika tez z Chinskiego Twierdzenia o Resztach.
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Przyktad: Hom(Z, & Z3, Ze) 11

o] 1]2
o1
o |[o]o]o
®o 010
v [0 | 2] 4
©3 013
va [ O] a]2
| 0o | oy | ©2 | wo | @y | @2

(v0,1b0) || 040=0 | 0+0=0] 0+0=0 | 0+0=0 | 04+0=0 | 0+0=0

(po,%2) || 0+0=0 | 0+2=2 | 0+4=4 | 04+0=0 | 0+2=2 | 0+4=14

(0o,%4) || 0O+0=0 | 0+4=4 | 0+2=2 | 04+0=0 | 0+4=4 | 04+2=2

(¢3,%0) || 0+0=0| 04+0=3 | 0+0=0 | 3+0=3 | 3+40=0 | 3+0=3

mogo (p3,1n) || 0+40=0 | 0+2=5 | 0+4=4 | 3+0=3 | 34+2=2 | 3+4=1

maao (3, 1a) 0+0=0| 0+4=1 | 0+2=2 | 3+0=3 | 3+4=4|3+2=5
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Homomorfizmy z produktéw potprostych

Niech K < GiN < G.
Grupe G nazywamy produktem potprostym dzielnika N i podgrupy K, jesli:

NK=G i NNK={1}.

W powyzszej sytuacji piszemy G = N X K.

Opis Hom(N x K, H)

Jesli G = N x K, to homomorfizmy G — H s3 dane przez pary (¢, 1) takie, ze:
@ ¢ € Hom(N, H) i ¢ € Hom(K, H);
o o(knk™') = y(k)p(n)p(k™1), dla wszystkich n € N i k € K.

Jedli ¢ < (p, ), to

B(nk) = p(n)p(K).
Ponadto, w powyzszej sytuacji ¢ € Mono(G, H) wtedy i tylko wtedy, gdy
@ ¢ € Mono(N, H), ¢ € Mono(K, H), oraz
o |[ImpNimy| =1

@ Jedli G| < 0o i NN K = {1}, to NK = G wtedy i tylko wtedy |N||K| = |G].

@ Warunek 1 1
w(knk 1) = p(R)p(n) (k)

wystarczy sprawdzaé dla generatoréw.
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Przykfad: | End(D3)| i Aut(D3) |

Ds = {ld, O1200 ; Oz400 , Sk, S, Sm}
ord(ld) = 1, ord(Ojp90 ) = 3, ord(Oag0 ) = 3, ord(Sk) = 2, ord(S)) = 2, ord(Sp) = 2.
Mamy D3 = N x K, gdzie
N = (Ojp90 ) = {Id, O1p90 , Opg00 } i K = (S) = {Id, 5«}.
Wiadomo, ze N ~ Z3 i K ~ Z;. Zatem
| Hom(N, D3)| = 3, | Mono(N, D3)| = 2, | Hom(K, D3)| = 4, | Mono(K, D3)| = 3.

H 1d =59 ‘ S =St

—_ 00 _ ol _ 02
H 1d=0% 0 | Opgo = Olhgo | Ongo = O30

o Id Id
o1 Id Id Id
s, Id Sk
©01590 d O1200 02400
. Id s
/
©0,400 d O2400 01200 B u B
Sm m

Zatem musimy sprawdzi¢ 3 - 4 = 12 par.
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Przykfad: | End(Ds)| i Aut(Ds3) I

| s,
|| @ | ©1200 | a0
ig Id Id
- 1d 1d 1d
¥s | S,
K
#0590 Id | O100 | 9p400
vs, | s,
# 0,400 ld | Oygp0 O1300
bs,, id | Sm
! —1
(e1d> Y1d): #1d(Sk © 01990 © S ") = ¢1d(Opgq0) = Id.
$14(5K) © 14(01290) © Yg(Sy ) =ldoldold = 1d. v
(¢1ds ¥s, ) ©1d(Sk © Oppg0 © Sp 1) = ld.
s, (k) © ©1a(O1p00) © wsk(s;l) =S, 0ldoS; =Id. v
(e1d> ¥s)): v
(e1d> ¥sp): v
) —1
(0500 * ¥1d): 201500 (Sk © 01200 © S ") = ©0,,10 (O2400) = 2400 -
Y1d(SK) © 0,00 (O1200) © 1a(S, 1) = 001300 © Id = Oppg0. X
be ): -1
(20,500 * ¥5; )" £01500 (Sk © O1200 © S4 ") = Opgq0-
—1
¥s, (Sk) © ©0,500 (01290) © ¥s, (S ") = S © Oppg0 © Si = Opgg0- v
(#0590 » ) ¥
® 0100 ¥Sm): ¥
(<P02400 s g) X
(4470240O s )V
(9702400 s, ‘//
(20,400 * ¥Sm):
Zatem

|End(D3)| = 10 i | Aut(D3)| = 6.

Grzegorz Bobifiski (UMK) Algebra |



ktad: |End(Ds)| i A

(Ds) 1

d | s,

“ 1d ‘ 01200 ‘ 02400
Yig id | i

@1 Id Id Id

vs, | s,

® Id 01500 05400
01500 120 240 vs, a | s

©0,400 ld | Oyg0 | O1200 . s
Sm m
Mamy

Id = Idold, Oj590

| @ | owme oo | S s Sm
(£05500 * ¥S;.) (1) ©(01900) | ©(0pg00) =) @(0g400) | ©(01900)

ow(id) | oy(id) oulld) | ow(S) | ow(S) | ow(se)

=W = O1200 = Ox400 =Sk =5 =Sm
(#0500 * %)) Id 01200 0400 S Sm Sk
(©01590 * ¥Sm) Id 01900 2400 Sm Sk S
(¢02400 s bs,) Id Op400 01500 Sk Sm s,
(“"02400 s ¥s)) Id Oy400 01500 S Sk Sm
(05400 * ¥Sm) Id 02400 01200 Sm s Sk
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Automorfizmy wewnetrzne

Automorfizmami wewnetrznymi grupy G nazywamy funkcje postaci o,: G — G, gdzie g € G oraz

og(h) :=ghg™t  (h€G).

Grupe automorfizméw wewnetrznych grupy G oznaczamy Inn(G).

Zadanie

lle jest automorfizméw grupy G?

Obserwacja

Jedli G = (x1,...,%q), to 0g = o), wtedy i tylko wtedy, gdy

0g(x;) = on(x;) dla wszystkich /.

Jesli grupa G jest abelowa, to | Inn(G)| = 1.
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Przyktad: Inn(Ds)

Wiemy, ze

D4 <Sk7 > - {Id 0900 01800 02700 Sk; 5/; 5m75 }

k
@ 014(Sk) = IdoS, 0 ld™ = 5,

® 05, (Sc)=Sk0Sc0S =5
01d(Sm) =1doS,0ld™! =5,

05,(Sm) =Sk0oSmo St =5,
® 70490 (Sk) = Oggo © Sk 0 Ogy O =5

0 05(SK)=S0S0S5 =S5
T 0490 (Sm) = Oggo © Sm 0 Oy 5 =5,

90° 05,(5m) =S10Sm0 57 =5,
© 00,400 (Sk) = Otgoo © Sk © Opgro = Sk 0 05,(SK)=SmoSkoS;t =5
00,550 (Sm) = O100 © Sm © Opgis = S 05,,(Sm) = SmoSmoS;t =5,
® 00,00 (Sk) = Oa7g0 0 Sk 0 0500 = Sk @ 05,(Sk)=S,050S5,1 =5
00,790 (Sm) = 0270O ©Smo Op56 = Sm 05,(Sm) = Sn 0 Smo S, = S
| =

Zatem | Inn(Ds)
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Przypomnijmy

“ d ‘ 9900 l Q1800 l Ox700 l Sk l S l Sm l Sn

(”’Ogoo »¥s,) Id 0Oggo 04500 0,700 Sy s Sm S
(wo900 2 ¥s)) Id 0Oggo 0,500 0,700 s Sy S Sm
(20400 * ¥Sm) Id Oggo 0Oy890 0y700 Sm | Sn s s
(20400 » ¥55) Id Oggo 01500 0Oy700 So | Sm | Sk s,
(0,700 2 ¥5) || M | 92700 | 900 Oggo ss | s | sn | sm
(20,7002 %s;) || 1 | Oa700 | Oigoo Oggo S| s | Sm | sa
(£0,700 * ¥Sm) Id | Oyg0 01500 Oggo Sm S S s,
(20,700 > ¥sp) || M | Op00 | O1g00 | Ogoo So | Sm | 5 | sk

® Ol = 00500 Sk +— Sk, S — S = o = (80900-,1/)5,{)-

@ 0040 = T0y50 + Sk 51 Sm = Sn = 0040 =

° os,

© 05y = 05, 1 Skt Sty Sm > S == 05y, = (P10, Ps))-

[

MK)
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(900, Ps))-

=05 Sk Sk, S S = 05, = (00, Ps.)-




