Wyznaczanie podgrup grupy skonczonej — ,metoda”

Dana jest grupa
G={l=go,g1,---,8n-1},
o n elementach, gdzie go = 1 jest elementem neutralnym.

Metoda znajdowania podgrup grupy G

0° Na liste podgrup wpisujemy zbiér {1}.

1° Dla kazdego i = 1,...,n — 1 znajdujemy podgrupe {(g;).
Z powyzszej listy usuwamy powtarzajace sie podgrupy, pozostate wpisujemy na liste podgrup
i przechodzimy do kroku 2°.
k° (k > 2)
Niech (g;), i € I, beda podgrupami znalezionymi w kroku 1°.
Niech (gj,1,---,8j,k—1), j € Jk—1, beda podgrupami znalezionymi w kroku (k — 1)°.
Dla kazdej pary (i,j), i € I, j € Jx—1, takiej, ze
O (&) Z (g1s---r&k—1) i (&) D (g1 8k—1)
©[C: (g #FilC: (g gutll £F,
1(gi) |- 1€8j 158 k—1 16|
© T~ lg g )l = 7
znajdujemy podgrupe (gi, gj,1; - - - ; &jk—1)-
Z powyzszej listy usuwamy powtarzajace si¢ podgrupy (w tym podgrupy znalezione we
wezesniejszych krokach), pozostate wpisujemy na liste podgrup.

Jesli w powyzszym korku nie znalezliSmy zadnej nowej podgrupy, to przechodzimy do kroku

0.

W przeciwnym wypadku przechodzimy do kroku (k + 1)°.

00 Jesli wéréd znalezionych podgrup nie ma (catej) grupy G, to wpisujemy ja na liste podgrup.
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Wyznaczanie podgrup grupy skonczonej — uwagi

@ Jesli H< G, to [G: H] = % (indeks podgrupy H w grupie G).

@ Jedlige Gi|G| < oo, to
(&) =1{l,8.8%...,8"")
gdzie m jest najmniejsza dodatnia liczbg catkowita k taka, ze gk =1.
Warto przy tym pamietaé, ze g¥ = gk~ 1g.
o Jeslig,g1,...,8—1 € G, H:=(g), K:=(g1,...,8k—1) i grupa G jest abelowa, to
(g,81,..-,8—1) ={ab:a€ Hibe K}.

o Jedlig,g,...,8k—1 € G, Hi=(g), K:=(g1,...,8k-1), to

(8,815, 8k—1) =AcUALUAU--- |
gdzie
e Ay := {1},
o Ay = {ab ra€ Ay, be H} \ (Ag u-.-- UA2;72), (I > 0),

o Ay = {ab ra€ A1, be K} \ (Ao U--- UAzifl), (l > 0)

@ Jedli w rozwazanej grupie dziataniem jest dodawanie, to stosujemy notacje addytywna, a wiec
w szczegdlnosci piszemy 0 zamiast 1, ng zamiast g”, a + b zamiast ab.
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Podgrupy grupy Da |

Przypomnijmy, ze /

0°

1°

20

Dy = {Id, Oggo , O1g90 , O2790 , Sk; Sty Sms Sn}-

[Na liste podgrup wpisujemy zbiér {1}.]

{1d}. v

[Dla kazdego i = 1, . .., n — 1 znajdujemy podgrupg (g;).]
(Ogo0 ) = {Id, Ogo0 , O1g90, Oprp0 } v/
(O1ggo) = {Id, O1g0 } v

(Oa700) = {ld, Oz790 , O1g00 ; Ogoo } X

(Sky ={Id, S} v

Sy ={Id, S} v

(Sm) =A{ld, S} v

(Sn) =A{ld, Sp} v

[Z powyzszej listy usuwamy powtarzajace sie podgrupy, pozostate wpisujemy na liste podgrup.]

[Niech (g;), i € I, beda grupami znalezionymi w kroku 1°]

{&i:i €1} ={0gp0, O100, Sk, Si, Sm, Sn}

[Niech <gj,lv A vgj,kfl)'j € Jy_ 1, beda grupami znalezionymi w kroku (k — 1)°]

{gj,1:j € J} = {Ogo0, O100, Sk; S, Sm, Sn}-

Zatem musimy zbadaé 62 par (a, b), a, b € {Oggo, O1g90, Sk Si, Sm, Sn}-
Wystarczy zbada¢ (3) = 15 par {a, b}, a, b € {Oggo, O100 , Sk, SI, Sm, Sn}-
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Podgrupy grupy D4 |l

[Nie musimy bada¢ par {a, b} takich, ze (a) C (b) lub (a) D (b).]
Nie musimy bada¢ pary {Oggo , Oyggo }.
[Nie musimy bada¢ par {a, b} takich, ze [Dg : (a)] € P lub [Dy : (b)] € P.]
Mamy
[Ds : (Oggo)] = 2, [Ds : (O1gp0)] = 4, [Ds: (Sik)] = 4,

[Ds = (S))] = 4, [Ds : (Sm)] = 4, [Ds : (Sn)] = 4.

Zatem nie musimy bada¢ par {Oggo , Sk}, {Oggo, Si}, {Ogg0, Sm}: {Oggo s Sn}.
RENHECIINS M]
[{a)n (b} ] 2
Dla pozostatych 10 par {a, b} mamy, |(a)| =2 = |[(b)| oraz |(a) N (b)| = 1, wiec niczego nowego
nie odrzucamy.

[Nie musimy badaé par {a, b} takich, ze

Policzymy (Osgg0 , Sk).

[(a, b) = Ag U AL U Ay U - - -, gdzie
@ Ay = {1},
@ Api_q:={cd:c € Apj_p.d € (a)} \(AgU - UAy_») (i >0), /
@ Ayii={cd:c € Ay_1.d € (b) €KY\ (AU - UAy_1). (i >0)] e
[(O1g90) = {1, O1g90 }. (Si) = {Id, S }]
Mamy
(Oigpo, Sk) ={ Id_, Idold = |/i Id 001490 = Oig90, Oygpo © Id = Oggs, Orgpo © Sk = Sy,
0 1 2
Siold =550 Oigge = Sk, Skold =57, S0 S = | }.
3 4
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Podgrupy grupy D4 — uwagi

(Oigpo, Sk) = {_Id_,Idold = }447 Id 0O;g90 = Oyggo , Org00 © Id = Orggo, Org00 © Sk = S,
0 1 2
Siold =57, S 0 Ogp0 = S, Sk 0 Id = S¢; Sk 0 S¢ = IA}.

3 4

Uwagi praktyczne

@ Nie trzeba przemnaza¢ przez element neutralny.

@ Jedli liczba znalezionych elementéw jest wieksza niz |G|/2, to wiadomo, ze poszukiwana
podgrupa to G.

Z drugiej uwagi wynika, dlaczego nie trzeba sprawdza¢ par {a, b} takich, ze
Ka) [ Kby < IGL
Hanw] = 2
[(a)[-1{b) |
Istotnie, z zadania 16 | (Z)m<b>| | = [(a) - (b)].

Zatem w powyzszej sytuacji, |(a, b)| > @, wiec (a, b) = G.
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Podgrupy grupy D4 Il

3°

Kontynuujac, mamy

(O1g00 , Sk) = {ld» O1s005 Si, Sk} v

(O1gpe; Si) = {Id, Ougpo, Sk, Si} X

(Oug00 5 Sm) = {Id, Oug90, Sn, Sm} v/

(O1ggo, Sn) = {ld, O1g00 , Sm, Sn} X

(Sk, S1) = {Id, Sk, O1g90, Si} X

(Sk, Sm> = D4 v

[To mozna zastosowa¢ druga uwage praktyczna.]

(Sk,Sn) = Ds X
<SI,5m> =Dy X
(S1,5,) = Da X

(Sm, Sn) = {Id, Sm, O1g00, Sn} X

Dla wszystkich elementéw a znalezionych w kroku 1° oraz par {b, c} znalezionych w
kroku 2° mamy

(a) C (b, c) lub [G:(b,c)]=2€P.
Zatem w kroku 3° nic nie trzeba robié.
[To bedzie ogdlna prawidtowosé w zadaniach, ktére bedziemy rozwiazywaé na éwiczeniach.]
[Jesli wéréd znalezionych podgrup nie ma (catej) grupy G, to wpisujemy ja na liste podgrup.]
Grupy Dy jest na liscie podgrup.

Odpowiedz: Grupa Ds ma 10 podgrup: {Id}, {Id, Sc}, {Id, S;}, {Id, S}, {Id, S, }, {Id, Osgp0 },
{Id, Ogpo , O1g00 s Oprgo }, {Id, Sk, Si, O1gp0 }+ {Id, Sm, Sns Orgo0 }, Da.
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Cykle

Niech n bedzie dodatnia liczbg naturalng oraz iy, ..., ik parami réznymi elementami zbioru
{1,...,n}.
Witedy (i1, . . ., ix) jest permutacja dana wzorem
jv1 jeslij=idlaj=1,..., k-1,
(i, i)() =< i jeslii =g,
i w przeciwnym wypadku.

Permutacje powyzszej postaci nazywamy cyklami.

Przyktad

Jedlin =6, to
1 2 3 4 5 6
1,3,5,2) = <3 1 5 4 2 6) :

Powyzszy cykl mozemy zilustrowa¢ rysunkiem

1 2
6° 3
.
5 4
v
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Cykle i permutacje

Cykle (i, ..., ix) oraz (ji,...,Ji) nazywamy roztacznymi, jesli {i,..., ik} N {j1,...,Ji} = @.
Kazda permutacje mozna przedstawi¢ jako ztozenie cykli roztacznych.

Przyktad

Mamy

(i rxr: g):(1,4,3)0(2,6)0(5):(1,4,3)0(2,6)‘

[Zwykle pomijamy cykle dtugosci 1.]
Graficznie mozemy przedstawi¢ powyzsza permutacje nastepujaco:

1 2
6 3
Q
5 4

[
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Przypomnijmy, ze:
@ nieporzadkiem w permutacji o nazywamy kazda pare (i, j) taka, ze i < j oraz o (i) > o(j);
@ znakiem sgn(o) permutacji nazywamy liczbe (71)""("), gdzie np(o) jest liczba nieporzadkéw
w permutacji o;

@ permutacje o nazywamy parzysta (nieparzysta), jesli sgn(o) = 1 (sgn(o) = —1).
Permutacje parzyste tworza podgrupe grupy S,, ktéra oznaczamy A, i nazywamy n-ta grupa
alternujaca.

Chcemy opisa¢ elementy grupy As.
Wiadomo, ze

@ sgn(it,...,ix) = (—1)7%

@ sgn(7 o o) = sgn(7) - sgn(o).

Powyzsze obserwacje implikuja, ze w grupie As mamy trzy rodzaje elementéw:

@ identyczno$é;

@ cykle dtugosci 3;

@ zfozenia dwdch cykli dtugosci 2.

Ostatecznie

Ay =4{1d,(1,2,3),(1,3,2),(1,2,4),(1,4,2),(1,3,4),(1,4,3),(2,3,4), (2,4,3),
(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}.
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Warstwy

Jesdli H < G, to zbiory postaci
aH := {ah: h € H},
dla a € G, nazywamy warstwami lewostronnymi grupy G wzgledem podgrupy H.

Analogicznie, zbiory Ha, nazywamy warstwami prawostronnymi grupy G wzgledem podgrupy H.
Warto pamietaé, ze:

@ jesli a, b € G, to albo aH = bH albo aH N bH = &;
@ liczba warstw lewostronnych jest réwna [G : H].

Analogicznie fakty mamy dla warstw prawostronnych.

Przyktad

Wyznaczymy warstwy grupy Z; wzgledem podgrupy H := {1,13,25}.
Przypomnijmy, ze

Zy = {X, 8, X, 11, X¥, XX, X%, 23, X%, 2%, BX, 35} .
Wtedy

1-H=H={1,13,25},
5.H={5-1,5-13,5-25
7-H={7-1,7-13,7-25
11 H = {11,23,35}.

——
Il
.
~N o

Poniewaz grupa Z ¢ jest abelowa, wigc warstwy lewo- i prawostronne s3 identyczne.
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Centralizator |

Centralizatorem elementu a grupy G nazywamy zbiér

Cg(a) == {b € G : ab = ba}.

Zauwazmy, ze

\

ab=ba <= a=bab ',

Jesli o jest permutacja, to

N

g o (i1, -sity) (ks yikg)o ot = (o(itn);-- -, a(in,n)) - (olika), - o(ik))-

V.
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Centralizator |l

go (i1, eyin) (k1) © ol = (o(i1), - oyo(ing)) - (i), - o(in))-
Jesli h, ..., I, my, ..., my, > 1, liczby iy q sa parami rézne, liczby j, 4 sa parami rézne, to réwnosé
(5o yin ) Uit s ik ) = U1y - o5 dt,my) =+ Un,ds -« s dnymn)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy:
@ k=n;
@ istnieje T € Sy oraz ry, . . ., rk takie, ze:

° If, = Mr(p) dla _kaideg.o p=1,...,k

© p,1 = Jr(p)rpr 12 = Jr(p),rpt1s - -1 dpily = Jr(p),rptlp—1s BAZI€ Jir(p),q = Jr(p),q—1p» 8AY
q > Ip.
v
Jesli
o= (i1, yin) Uty ok )s
to

Csp (@) = (n = (b + -+ b)) ] [vin! - m*™],

m>2

gdzie v, jest liczbg indekséw i takich, ze [; = m.
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Centralizator — przyktad |

Znajdziemy Cs,((1,3)(5,7)(2,6,4)).
Szukamy permutacji o takich, ze

(1,3)(5,7)(2,6,4) = (9(1), o(3))(o(5), 7(7))(o(2), o(6), o(4))-

Stad
(2,6,4) = (a(2), 0(6), o(4))
oraz
(1,3) =(o(1),0(3)) i  (5,7)=(a(5),0(7))
lub
(1,3) =(a(5),0(7) i (57)=(a(1),0(3))
Poniewaz
(2,6,4) = (6,4,2) = (4,2,6),
wiec

(2’ 6, 4) = (0(2)7 0-(6)7 0(4))
wtedy i tylko wtedy, gdy
o(2) =2, o(6) =6, o(4) =4,

lub
o(2) =6, o(6) = 4, o(4) =2,

lub
o(2) =4, o(6) =2, o(4) =6.

Analogicznie analizujemy pozostate réwnosci.
Zauwazmy jeszcze, ze w kazdym w powyzszych przypadkéw

o(8) =38 i o(9)=9 lub o(8) =9 i o(9) =8.
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Centralizator — przyktad Il

(1,3)(5,7)(2,6,4) = (o(1), 5(3))(o(5), 7(7))(o(2), o(6), o(4))-

Podsumowujac, otrzymujemy nastepujace permutacje:

[1]2]3[4]5]6]7]|8]89
i 1] 23456 7]8]09
> |12 3456793
os || 1163|2547 ]|8]09
os || 163|254 7|9]¢s
os | 1| 43|65 ]2 7809
o6 || 1 | 4|36 |52 7|9]¢s
or | 12|34 7]6[5]|8]09
o || 1| 43|67 25|98

013 321|456 |7|8]|9

0% 3|14 |16 |7 |2|5|9]S8

48 7 4 5 6 3 2 1 9 8
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Przypomnienie (z wykfadu)

Jedli g € G, to:
@ ord(g) := |(g)| (rzad elementu g);
@ ord(g) = min{n € Ny : g" = 1}.

Policzymy ord(A), gdzie
A:=[27] € GL(R).
Mamy
Al = A #£1d,

a wiec ord(A) = 4.

Wskazéwka praktyczna

Jesli g™ =1, to m | ord(g).

W powyzszym przyktadzie A2 = —1d, wiec fatwo wida¢, ze A* = Id.
Zatem ord(A) | 4, wiec ord(A) = 1,2, 4.
Poniewaz A # Id # A%, wiec ord(A) = 4. [Nie trzeba byto liczy¢ A3.]
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