Izometrie

Izometria nazywamy kazde przeksztatcenie ® ptaszczyny takie, ze
d(®(P), ®(Q)) = d(P, Q)
dla dowolnych dwéch punktéw P i Q, gdzie d(—, —) jest funkcja odlegtosci.

@ ldentycznos$¢ jest izometria.

@ Ztozenie dwdch izometrii jest izometria.

@ Kazda izometria jest bijekcja i funkcja do niej odwrotna tez jest izometria.

Izometrie ptaszczyzny tworza grupe.
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Przyktady izometrii

Przyktady

@ Przesuniecie T o wektor V.

@ Symetria S; wzgledem prostej

@ Obrét Op, o wokét punktu O o kat o
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Izometrie wtasne figury

Niech F bedzie figura.
Izometrie ® nazywamy izometrig wtasna figury F, jesli ®(F) = F.

lzometrie wtasne figury F tworza grupe.

Oznaczenie

Grupe izometrii figury F oznaczamy Dg.

W szczegdlnosci, grupe izometrii n-kata foremnego oznaczamy D, i nazywamy n-t3 grupa
dihedralna.

Opisa¢ grupy D, dla matych n.
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Izo

trie wiasne wielokata

Niech F bedzie wielokatem.

Jesdli ® jest izometrig wiasng wielokata F, to ® permutuje wierzchotki wielokata F.
Zatem, jesli X jest zbiorem wierzchotkéw wielokata F, to mozemy izometrii ® przypisaé
permutacje oo zbioru X.

Wiadomo, ze przyporzadkowanie
DrF > & — o9 € Sx

jest réznowartosciowe.

Aby opisa¢ Df, nalezy zbadaé, ktére z permutacji zbioru X zachowuja odlegtosci pomiedzy
wierzchotkami.

Oznaczenie

Fakt, ze 0 = 0, bedziemy zapisywad
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Przyktad — izometrie wtasne prostokata |

Niech F bedzie prostokatem ABCD niebedacym kwadratem.

Niech

a:= |AB]| i b:= |AD|.
Wtedy

|IBC|=b i |CD| = a.
Ponadto

|AC| = Va2 + b2 = |BD|.

Powyzsza sytuacje mozemy zilustrowaé rysunkiem

A a B
b b
Va2 + p?

D a C
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Przyktad — izometrie wtasne prostokata Il

A a B
b b
Va2 + p?

D a C

Niech ® bedzie izometrig wtasna prostokata F.
Wtedy
P(A)=A lub d(A) =B lub d(A)=C lub ®(A) =D.

Jesli d(A) = A, to

|[A®(B)| = |[®(A)®(B)| = |AB| = a,
wiec ®(B) = B.
Analogicznie

[AD(C)| = Va2 + b? i |A®(D)| = b,

wiec ¢(C) = Ci ®(D) =D.
Podobnie, gdy ®(A) = B, to

|BS(B)| = |®(A)®(B)| = |AB| = a,
wiec ®(B) = A.
Analogicznie otrzymujemy, ze $(C) = D i ®(D) = C.
Kontynuujac, dostajemy, ze izometriom wtasnym prostokata F odpowiadaja permutacje

A B C D A B C D A B C D A B C D
A B C D)’ \B A D Cc)> \C D A B)” \D C B A)"
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Przyktad — izometrie wtasne prostokata Ill

A ! B
k o
D C
Zauwazmy, ze
A B C D o 1d A B C D oS
A B C D ’ B A D C b
A B C D A B C D
(C D A B) <> 01800 = 00,1300, (D c B A) <> Sk.

Zatem

De = {Id, O1g90, Sk, Si}-

Musimy jeszcze opisaé dziatanie

o: DF X DF — Df.

Oczywiscie

Idod =d=0dold

dla kazdej izometrii ®.

Musimy zatem policzyé ® o W w sytuacji, gdy ® i W s3 obrotami badZ symetriami.
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Sktadanie izomettrii |

Jedli

[CR i VT,
to

PoV <+ oo, )

Przyktad

A ! B

K o)

D C
Mamy

A B C D A B C D A B C D
Sk°0we < (p ¢ g a)°lc D A B)=\B A D )5

a wiec Sx 0 Ojggo = ;.
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Sktadanie izometrii |l

Metoda Il — reguty

(1) Oa 0 Op = O(atB) mod 360° -

(2) Sp oSy = 00,2a, gdzie O jest punktem przecigcia prostym q i p oraz « jest miarg
(zorientowanego) kata pomiedzy q i p.

3 Jesli O na prostej p, to O00.a 0SS, =550raz S, 0 00,0 = S/, gdzie q i r sa prostymi
s 4 q (4 s
ey

powstatymi z prostej p przez obrét o (zorientowany) kat § i —$, odpowiednio.
p
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Sktadanie izometrii |1l

(1) Oa © Op = O(a+8)mod 360° -

(2) Sp oSy = 00,2, gdzie O jest punktem przecigcia prostym g i p oraz « jest miarg
(zorientowanego) kata pomiedzy q i p.

(3) (Jesli O na prostej p, to) Op,o © Sp = Sq oraz S, 0 Op,o = Sy, gdzie q i r s3 prostymi

powstatymi z prostej p przez obrét o (zorientowany) kat § i —$, odpowiednio.
v
Przyktad
A ] B
k o
D C
Mamy

Oig00 © Org0 = Osg00 = Id, Sk 05 = 0y.900 = Oxg90,

01300 o 5/ = Sk, 5/ (o] 01800 = Sk.
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Izometrie wtasne prostokata — podsumowanie

Mamy tabliczke mnozenia:

o | e ow | s | s

Id Id | Owpo | S S

Owoo || Ouoo | 1d s S,
Sk Sk S Id O1g90
S Si Sk O1g00 Id
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Wskazoéwka praktyczna

Tabliczka mnozenia grupy jest kwadratem tfacinskim, tj. kazdy element pojawia sie w kazdym
wierszu i kazdej kolumnie dokfadnie raz.

ey

‘ Oig00

Sk S

Id Id Osg00 Sk S

Owoo || Omwgo | 1d s S
Sk Sk S Id Oig00

s s S | O | Id

dold = =Idod
01300 (o] 01300 =Id

SkoSk:Id
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