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Trochȩ o przesz lości – spotkania toruńsko-wroc lawskie
(1986-1999)

Uczestnicy spotkań z Torunia: M. Binkowska, W. Bu latek1, K. Fra̧czek,
P. Hanus, B. Kamiński, J. Kwiatkowski, M. Lemańczyk, M.K. Mentzen, T. Ro-
jek, A. Siemaszko, A. Sikorski, D. Skrenty, J. Szymański, A. Świderski, M.
Wata.

Uczestnicy spotkań z Wroc lawia: T. Downarowicz, B. Frej, A. Iwanik2,
Z. Kowalski, J. Mierczyński, T. Nadzieja, R. Rȩbowski, C. Ryll-Nardzewski3,
P. Sachse, J. Serafin, J. Woś4.

Spotkania toruńsko-wroc lawskie rozpoczȩ ly siȩ w drugiej po lowie lat 80-tych.
Polega ly one na tym, że poszczególni cz lonkowie zespo lu przyjeżdżaja̧cego przed-
stawiali swoje najnowsze rezultaty, które czȩsto nie mia ly nawet charakteru ma-
teria lu przygotowanego do publikacji. Prezentuja̧cy wyniki na ogó l nie mog l
czuć siȩ komfortowo dlatego, że za lożenia tych spotkań by ly proste – wszyscy
(może lepiej powiedzieć, prawie wszyscy) uczestnicy tych spotkań chcieli zrozu-
mieć nie tylko osiagniȩte wyniki i ich znaczenie, ale dodatkowo chcieli zrozumieć
dowody. Ponadto zdarza ly siȩ pytania o charakterze ogólnym, czy wreszcie staw-
iano problemy. Sta̧d zdarza lo siȩ, że referuja̧cy bywa l w dość k lopotliwej sytu-
acji, tym bardziej, że potrafi ly być i dogrywki – ci, którzy byli zainteresowani
zaprezentowanym wynikiem, umawiali siȩ na dodatkowe spotkanie. Przypom-
inam sobie sytuacjȩ ze spotkania we Wroc lawiu w 1989 roku, na które przy-
jecha lem z dowodem istnienia niekoalescentnych produktów Anzaia (by la to
odpowiedź na pytanie postawione przez B. Kamińskiego i J.-P. Thouvenota).
W czasie popo ludniowej dogrywki ówcześni docenci: A. Iwanik i Z. Kowal-
ski byli tak wymagaja̧cymi s luchaczami, że prezentacja konstrukcji zajȩ la kilka
godzin. Oczywíscie referuja̧cy wyniki nie mogli czuć siȩ ,,skrzywdzeni”, z tych
spotkań zawsze wynosili korzyści – pe lniejsze zrozumienie w lasnych wyników i
ich dowodów. Nie przypominam sobie, aby w czasie tych spotkań przedstaw-
iono wynik, który później okaza l siȩ być nieprawdziwy, ale różne niezrȩczności
siȩ zdarza ly.

Trzeba od razu powiedzieć, że Profesor A. Iwanik by l od samego pocza̧tku
tych spotkań postacia̧ dominuja̧ca̧. Przyczyna by la prosta – by l on matematy-
cznym erudyta̧, a ponadto świetnym naukowcem. Myślȩ ponadto, że w latach
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osiemdziesia̧tych ta erudycja Prof. Iwanika nie by la do końca wykorzystywana.
Wynika lo to z faktu, że wiȩkszość matematyków zespo lu toruńskiego zajmowa la
siȩ wy la̧cznie abstrakcyjna̧ teoria̧ ergodyczna̧, a w jej ramach dość wa̧skim zakre-
sem zagadnień i choć nie brakowa lo b lyskotliwych rezultatów, to jednak dowody
nie wymaga ly szczególnej wiedzy matematycznej. Uwagi powyższe nigdy nie
dotyczy ly zespo lu wroc lawskiego, w którym różnorodność tematyki wprost ud-
erza la (np. teoria operatorów Markowa, dynamika topologiczna, przekszta lcenia
odcinka, zbieżność p.w., problematyka miar niezmienniczych, endomorfizmy mi-
arowe, przekszta lcenia zachowuja̧ce miarȩ nieskończona̧).

Zespó l wroc lawski przyby ly do Torunia jesienia̧ 1987 roku zosta l zaskoc-
zony wiadomościa̧, że wszystkie wyk lady trzeba bȩdzie przedstawić w jȩzyku
angielskim, ponieważ w tym czasie przebywa l w Toruniu J. King. Jeśli mówiȩ
tu o zaskoczeniu, to tylko dlatego, że w tamtych czasach wszyscy (oczywíscie
z wyja̧tkiem A. Iwanika) mielísmy z angielskim k lopoty. W czasie jednego z
wyk ladów referuja̧cy nie bȩda̧c pewnym, czy coś dobrze sformu lowal po angiel-
sku zwróci l siȩ do Kinga z pytaniem: ,,Do you understand?” Na co w odpowiedzi
us lysza l: ,,Nye ma problemu”. Po czym w innej sytuacji King, który już
wiedzia l, że zaprzeczeniem ,,nie ma” jest ,,jest” stwierdzi l, że (a jednak!) ,,jest
problemu”. Zwrot ,,jest problemu” przetrwa l w naszym środowisku przez d lugie
lata na oznaczenie nieprecyzyjnych definicji, czy rozumowań. W każdym razie w
czasie tego spotkania A. Iwanik dowiedzia l siȩ o problemie Kinga, który brzmia l
nastȩpuja̧co: Czy każda metryczna grupa monotetyczna (ośrodkowa i zupe lna)
może być zrealizowana jako s labe domkniȩcie potȩg pewnego automorfizmu er-
godycznego (przypomnijmy, że J. King udowodni l wcześniej twierdzenie, które
orzeka, że centralizator uk ladu rangi 1 jest grupa̧ monotetyczna̧). Wkrótce
ukaza la siȩ praca Profesora Iwanika na ten temat – pytanie sformu lowane przez
Kinga by lo trochȩ naiwnie i Iwanik udzieli l jedynej sensownej odpowiedzi: Jeśli
grupa monotetyczna posiada dobra̧ reprezentacjȩ unitarna̧, to odpowiedź jest
twierdza̧ca (Iwanik uży l tu zgrabnego argumentu, że mocne domkniȩcia w L2(T, σ)
i L2(T, eσ) potȩg zn, n ∈ Z, daja̧ izomorficzne grupy monotetyczne, a nastȩpnie
uży l uk ladów gaussowskich). Oczywíscie na ogó l odpowiedź na pytanie Kinga
jest negatywna, bo istnieja̧ grupy monotetyczne bez nietrywialnych reprezentacji
unitarnych. Powyższa praca, która ukaza la siȩ w 1989 roku, by la w zasadzie
pierwsza̧ praca̧ Profesora Iwanika z ,,czystej” teorii ergodycznej.

Sytuacja niejako powtórzy la siȩ kilka lat później, gdy A. Iwanik dowiedzia l
siȩ od S. Ferencziego o s lynnym (i otwartym do dzís) problemie Thouvenota:
Czy prawda̧ jest, że krotność izometrii w L1 indukowanej automorfizmem er-
godycznym wynosi zawsze 1? Wydaje mi siȩ, że w roku 1990 (praca ukaza la
siȩ rok później w BSMF) A. Iwanik og losi l dość sensacyjny rezultat, że dla
uk ladów Bernoulliego krotność stowarzyszonej izometrii jest nieskończona w Lp

dla dowolnego p > 1. Dowód Iwanika wykorzystywa l metody analizy harmon-
icznej – dla cia̧g lego, ergodycznego automorfizmu grupowego v zwartej grupy
abelowej A rozpatruje siȩ dzia lanie dualne v̂. Okazuje siȩ, że dla charakteru
χ ∈ Â, trajektoria O(χ) = {v̂n(χ) : n ∈ Z} jest zbiorem Sidona. Wynika
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sta̧d równoważność norm dla funkcji z LqE(A) (q ≥ 2), tzn. funkcji, których
nośnikiem transformaty Fouriera jest zbiór E = O(χ1)∪ . . .∪O(χk) (k ≥ 1). To
powoduje, że istnieje cia̧g la projekcja z Lp(A) (1 < p ≤ 2) na przestrzeń L2

E(A),
co oznacza, że krotność skończona jest wykluczona. Wydaje mi siȩ, że jest to
jeden z najlepszych rezultatów Profesora Iwanika (a może nawet Jego najlepszy
rezultat) w teorii ergodycznej.

W latach 90-tych w grupie toruńskiej nasta̧pi l gwa ltowny rozwój, pojawi ly
siȩ nowe tematyki badawcze, a ca la ekipa wkroczy la niejako na miȩdzynarodowe
salony ergodyczne. W latach 1991-92 wraz w prof. J. Kwiatkowskim i D.
Rudolphem zajmowalísmy siȩ problemem, czy konstrukcje mierzalne produktów
Anzaia o nietypowych w lasnościach (np. dwa produkty Anzaia, które sa̧ s labo
izomorficzne, ale nie sa̧ izomorficzne) można przeprowadzić w klasie dyfeomor-
fizmów. W czasie jednego ze spotkań we Wroc lawiu referowa lem rezultaty
dotycza̧ce analitycznych kocykli Anzaia, m.in. rezultat, że jeśli funkcja f jest
analityczna (i nie jest wielomianem trygonometrycznym), to zbiór obrotów, dla
których kocykl e2πif jest s labo mieszaja̧cy, jest zbiorem rezydualnym. Rezul-
tat ten, a raczej jego dowód, wywo la l duże zainteresowanie T. Downarowicza i
A. Iwanika. Nastȩpnego dnia panowie ci, zachowuja̧c dotychczasowa̧ strukturȩ
dowodu, zredukowali za lożenie analitycznoości do warunku typu C1+δ, wyko-
rzystuja̧c m.in. w lasności funkcji φ Eulera. Oczywíscie w pracy o kocyklach
analitycznych, która ukaza la siȩ w Isr. J. Math. w 1994 roku znalaz ly siȩ spec-
jalne podziȩkowania.

Wydaje mi siȩ, że by l to pocza̧tek mojej bardzo ścis lej wspó lpracy naukowej
z Profesorem Iwanikiem. W tym czasie obaj bylísmy zaskoczeni możliwościa̧
uzyskania prostych dowodów (wykorzystuja̧cych jedynie ca lkowania przez czȩści
ca lek Stjeltjesa wraz z pewnymi naturalnymi szacowaniami wahań funkcji) twie-
rdzeń typu: niezerowość stopnia topologicznego g ladkiego kocyklu Anzaia im-
plikuje widmo Lebesgue’a (w uzupe lnieniu ortogonalnym obrotu). Ciekawe,
że tym problemem zajmowali siȩ i znani matematycy (np. Kusznirenko), którzy
opublikowali bardzo czȩściowe rezultaty. Z drugiej strony znikanie stopnia topo-
logicznego implikuje dla takich kocykli widmo singularne i chodzi lo o to, na ile
za lożenie absolutnej cia̧g lości jest w tym cia̧gu twierdzeń istotne. Po spotkaniu
we Wroc lawiu, A. Iwanik przyjecha l do Torunia na kilka dni, które spȩdzilísmy
(pracuja̧c od rana do wieczora) na dość koszmarnych rachunkach poszukuja̧c
tzw. zbiorów przyszpilaja̧cych w pewnej klasie cia̧g lych kocykli o wahaniu ogranic-
zonym, których stopień topologiczny wynosi l 1. Pomys l konstrukcji pochodzi l
od D. Rudolpha, ale realizacja wydawa la siȩ niezwykle skomplikowana. Czytel-
nikowi należy siȩ tu wyjaśnienie, że pierwszym matematykiem, który zauważy l
zwia̧zki pomiȩdzy stopniem topologicznym, a w lasnościami ergodycznymi pew-
nych dyfeomorfizmów na torusach by l H. Furstenberg. W swojej s lynnej pracy
o kocyklach Anzaia z 1961 roku, H. Furstenberg dowodzi m.in., że kocykle Lip-
chitza o niezerowym stopniu topologicznym sa̧ ergodyczne. Po zakończeniu
dowodu twierdzenia pisze (w wolnym t lumaczeniu): Dalsze os labianie za lożeń
g ladkości kocyklu nie wydaje siȩ możliwe, gdyż istnieja̧ kocykle o wahaniu
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ograniczonym i niezerowym stopniu topologicznym, które sa̧ kobrzegami; jed-
nakże odpowiednia konstrukcja jest skomplikowana i brak tu miejsca na jej
zamieszczenie. Wszystko to trochȩ w stylu Fermata nie by lo dość jasne, tym
bardziej, że sam Furstenberg nagabywany przez Rudolpha nie bardzo móg l so-
bie przypomnieć, o jaki rezultat mu chodzi lo. Nasza (wspólna z D. Rudolphem
praca) o absolutnie cia̧g lych kocyklach Anzaia podaja̧ca m.in. zapowiedziana̧
przez H. Furstenberga konstrukcjȩ ukaza la siȩ ostatecznie w Isr. J. Math. w 1993
roku. Należy dodać, że tematyka dyfeomorfizmów danych przez kocykle Anzaia
i ich naturalnych uogólnień by la kontynuowana (np. prace Iwanika-Serafina i
samego Iwanika), a najg lȩbsze wyniki w tej dziedzinie zosta ly osia̧gniȩte w os-
tatnich latach przez K. Fra̧czka.

Niezwykle ciekawa okaza la siȩ tematyka cia̧gów Toeplitza z punktu widzenia
dynamiki topologicznej. Chyba nie pomylȩ siȩ bardzo, jeśli stwierdzȩ, że po tem-
atyce produktów skośnych, w laśnie cia̧gi Toeplitza by ly na drugim miejscu, jeśli
chodzi o liczbȩ wyg loszonych na określony temat referatów. Cia̧gami Toeplitza
zajmowali siȩ: W. Bu latek, T. Downarowicz, A. Iwanik i J. Kwiatkowski (i
przez pewien czas T. Rojek). Zajmuja̧c tutaj pozycjȩ kibica mog lem jedynie
śledzić szybkość i g lȩbokość rozwijaja̧cej siȩ b lyskawicznie teorii, która na arenie
miȩdzynarodowej sta la siȩ jakby polska̧ specjalnościa̧. Nie sposób nie wspomnieć
tutaj piȩknego twierdzenia Downarowicza, że każdy sympleks Choqueta ma real-
izacjȩ w postaci sympleksu miar niezmienniczych minimalnego uk ladu wyznac-
zonego przez cia̧g Toeplitza (by lo to rozwia̧zanie problemu postawionego w lat-
ach 50-tych). Innym spektakularnym wynikiem Downarowicza by la odpowiedź
na pytanie J. Kwiatkowskiego, czy każdy cia̧g Toeplitza jest koalescentny (prob-
lem ten pozostawa l przez kilka lat otwarty). W pewnych klasach cia̧gów Toeplitza
Bu latek i Kwiatkowski pokazali koalescentność, ale ostatecznie Downarowicz
wykaza l istnienie niekoalescentnych cia̧gów Toeplitza. Żeby docenić z lożoność
rozumowania Downarowicza należy zdać sobie sprawȩ, że kontrprzyk lad to pewien
cia̧g Toeplitza na trzynastu symbolach, a ostateczna konstrukcja cia̧gu Toeplitza
(a wiȩc jakby tworu jednowymiarowego) pojawi la siȩ z rozważań dwuwymi-
arowych i wymaga la rozwiniȩcia metod macierzy toeplitzowskich. Na ile cia̧gi
Toeplitza, to klasa ,,wszystkich” możliwych dynamik symbolowych zajmowa lo w
badaniach i dyskusjach niema lo miejsca (prace Downarowicza, Iwanika, Kwiat-
kowskiego i Lacroix). Wreszcie ukoronowaniem tej blisko 10-letniej tematyki
by la g lȩboka praca Downarowicza i Lacroix z 1998 roku, którzy najpierw uogólnili
twierdzenie Furstenberga-Weissa o równoważności potoku posiadaja̧cego faktor
z pewnym prawie automorficznym rozszerzeniem tegoż faktora, a nastȩpnie jako
wniosek otrzymali, że każda minimalna dynamika symbolowa, która jest prawie
automorficznym rozszerzeniem hodometra pochodzi od cia̧gu Toeplitza.

Niezwykle popularna̧ tematyka̧ w czasie tych kilkunastu lat spotkań by l
problem rangi automorfizmu, przy czym najczȩściej chodzi lo tu o zwia̧azki
rangi z innymi niezmiennikami (np. krotnościa̧ spektralna̧, czy centralizatorem).
Przez rangȩ przeszli w laściwie wszyscy (na pewno dotyczy to zespo lu toruńskiego,
ale i wiȩkszości grupy wroc lawskiej), tzn. niemal wszyscy mieli istotne wyniki
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w tym zakresie. Historia tych wyników zas luguje niewa̧tpliwie na osobny opis.
Ukoronowaniem tej tematyki by la seria prac J. Kwiatkowskiego (niektóre z nich
by ly wspólne z S. Ferenczim, Y. Lacroix, C. Mauduit) z lat 90-tych, w których
wykazano, że poza znana̧ zależnościa̧, że ranga szacuje krotność spektralna̧, in-
nych zależności być nie może (pytanie tego typu pojawi lo siȩ w jednej z prac
M.K. Mentzena z 1988 roku). Powinienem tu dodać, że zrozumieć i docenić
trudności zwia̧zane z pojȩciem rangi może tylko ten, kto siȩ tym pojȩciem
naprawdȩ zajmowa l.

W latach 1994-98 nasta̧pi ly istotne zaburzenia, jeśli chodzi o regularność
naszych spotkań. Nie by lo to zwia̧zane z obniżeniem aktywności naukowej.
Wrȩcz przeciwnie, poziom matematyki uprawianej w obu ośrodkach sprawi l,
że wielu z nas by lo zapraszanych na coraz d luższe wyjazdy zagraniczne, co
oczywíscie zupe lnie dezorganizowa lo możliwość regularnych spotkań. Nie bȩda̧c
samym bez ,,winy”, jako przyk lad można podać, że na jesienne spotkanie do
Wroc lawia w 1996 roku uda lem siȩ jedynie z dr. K. Fra̧czkiem.

Jest rok 2000. Czas zdać sobie sprawȩ, jaka̧ drogȩ przebylísmy i do czego
doszlísmy. Niech miara̧ naszego sukcesu bȩdzie fakt, że w cia̧gu ostatnich 11 lat
zorganizowalísmy 4 duże miȩdzynarodowe konferencje (2 w Szklarskiej Porȩbie
i 2 w Toruniu), w których wziȩ lo udzia l wielu wybitnych matematyków z ca lego
świata. Należy życzyć sobie, aby nasza wspó lpraca trwa la dalej. Pozostaje
żal, że śmierć wyrwa la z naszego grona tego, który przez nas wszystkich by l
postrzegany jako ten najlepszy.
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