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Wstep

Ponizszy tekst jest pomyslany jako pewne minimum wiedzy z teorii repre-
zentacji unitarnych lokalnie zwartych grup abelowych potrzebne dla zrozu-
mienia teorii spektralnej uktadéw dynamicznych. Zaprezentowany materiat
jest adresowany gtéwnie do doktorantéw i studentéw starszych lat studiow
matematycznych, specjalizujacych si¢ w teorii ergodycznej i teorii uktadéw
dynamicznych, pragnacych prowadzi¢ badania naukowe w tych dziedzinach.
Tekst ma charakter podrecznika, w zasadzie wszystkie dowody dotyczace teo-
rii spektralnej sa bardzo szczegdlowe, a uzupetliajacy materiat mozna zna-
lez¢ w dodatkach lub przypisach (czesto z dowodami lub szkicami dowodow,
ale czasem, ze wzgledu na stopien zaawansowania, po prostu z odestaniem
do odpowiedniego zrodia). Ze wzgledu na to, ze opanowanie zaprezentowa-
nego materiatu ma stuzyé pdzniejszej pracy badawczej (gtéwnie w teorii er-
godycznej), nie unikalem w ponizszym tekscie pewnych powtérzen, jak réw-
niez prezentowania wielu narzedzi, ktére pozniej, w zaleznosci od kontekstu
,dynamicznego”, pozwola na liczenie niezmiennikow spektralnych uktadow
dynamicznych.

Z drugiej strony w zaprezentowanym mteriale czytelnik nie znajdzie ope-
ratorowych miar spektralnych, skoncentrowalem sie¢ jedynie na teorii ,skalar-
nych” miar spektralnych, ktora, zgodnie z moim do$wiadczeniem badawczym,
jest wystarczajaca w teorii spektralnej uktadéw dynamicznych!. Z przyczyn
czysto dydaktycznych materiat prezentowany jest w dwédch krokach. Naj-
pierw szczegdtowo zaprezentowano teorie spektralng operatoréw unitarnych
na osrodkowych przestrzeniach Hilberta. W tej sytuacji miary spektralne sa
obiektami ,zyjacymi” na konkretnej przestrzeni, mianowicie na okregu. Stad
stopien abstrakcji wydaje sie by¢ akceptowalny dla stawiajgcych pierwsze
kroki w tej teorii. Nastepnie przedstawiono ogélng teorie reprezentacji unitar-
nych abelowych grup lokalnie zwartych, w ktoérej zasadniczg role odgrywaja
miary spektralne, ktére ,zyja” w $wiecie znacznie bardziej abstrakcyjnym, a
mianowicie na grupie dualnej (grupie charakteréow).

Oproécz prezentacji gtownych technik spektralnych, wiele uwagi poswieci-
lem teorii spektralnej operatoréw? na symetrycznych przestrzeniach Focka.

1Czytelnik znajacy operatorowe miary spektralne bez trudu zauwazy, ze wzor
(E(A)x,x) = 0,(A), gdzie E(-) jest operatorowa miara spektralna operatora, o, za$
skalarna miara spektralna, a A C T jest podzbiorem borelowskim okregu, pozwala na
przechodzenie z jednego jezyka do drugiego.

2Teoria przenosi sie bez zadnych zmian i na potoki (podgrupy jednoparamterowe).



W kontekscie dynamicznym jest to zrozumiate — takie operatory sa natural-
nie zwigzane z dwoma klasycznymi klasami uktadéw dynamicznych: ukta-
dami Gaussa i zawieszeniami Poissona. Ta sama motywacja spowodowata
szczegdlowe przedstawienie teorii spektralnej reprezentacji indukowanych —
dla uktadéw dynamicznych odpowiada to (na poziomie spektralnym) indu-
kowaniu w sensie dynamicznym?.

Czytelnik nie powinien odnie$¢ jednak wrazenia, ze zaprezentowany tekst
stanowi calo$¢ teorii spektralnej. Tak nie jest nawet na poziomie pojecio-
wym. Wiele faktéw czysto spektralnych pojawi sie w dalszych czesciach tek-
stu poswieconego teorii potaczen uktadéw dynamicznych (i jej zastosowa-
niom). ,,Oderwanie” tych faktow od kontekstu dynamicznego wydato mi sie
niecelowe.

3Dla przyktadu potoki specjalne pod funkcjg stata okazuja sie byé ze spektralnego
punktu widzenia reprezentacjami indukowanymi operatora unitarnego wyznaczonego przez
podstawe potoku specjalnego.



1 Miary zespolone na przestrzeniach metrycz-
nych

Ponizszy rozdzial ma charakter wstepu zbierajacego najwazniejsze wiadomo-
Sci dotyczace miar borelowskich na przestrzeniach metrycznych osrodkowych
i zupehych.

1.1 Miara zespolona i jej wahanie

Zatézmy, ze (X, B) jest przestrzenia mierzalna.

Definicja 1.1 Miarg zespolong okreslona na przestrzeni mierzalnej (X, B)
nazywamy dowolng funkcje pu : B — C taka, ze

MQA0=§M&>

dla dowolnej rodziny {A;} C B zbior6w parami roztacznych.

Zauwazmy, ze dla dowolnej permutacji 7: N — N, U2, 4; = U2, 47¢),
wiec szereg w powyzszej definicji musi by¢ bezwzglednie zbiezny (tzn. zbiezny
jest szereg >°2° |1(A;)|). Ponadto, zauwazmy, ze p(0) = 0.

Zalézmy teraz, ze chcemy znalezé miare dodatnia p (okreslong na B),
ktora ,majoryzuje” nasza miare zespolona, tzn. zadamy, aby zachodzita nie-
rownosé

lu(A)] < p(A) dla dowolnego A € B,

przy czym chodzi oczywiscie o znalezienie  jnajmniejszego” p. Jesli A =
o

1A, gdzie A;NA; = 0 dlai # j (oczywiscie zaktadamy, ze wszystkie
zbiory A; naleza do B), to

szimM>iMML

wiec idea definicji p jest oczywista.
Ktadziemy

l(A) = - 3 (A

A=|J As,AinA;=0,4;€B i=1
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(uwaga: rozklady zbioru A wystepujace pod supremum bedziemy nazywali
rozbiciami mierzalnymi zbioru A). Zauwazmy, ze |u|(A) > |n(A)| (bierzemy
rozbicie trywialne sktadajace si¢ z jednego atomu) oraz, ze na ogét |u|(A4) >
ln(A)| (np. gdy p = v1 + ive, gdzie vy, v, sa miarami probabilistycznymi).
Oczywiscie, jesli || jest rzeczywiscie miara, to bedzie ona szukang przez nas
miarg minimalna.

Definicja 1.2 Funkcje |p| : B — R nazywamy wahaniem miary p.

Twierdzenie 1.3 Wahanie miary zespolonej jest miarg dodatnig na B.

Dowéd.
Niech A = U2, A; bedzie rozbiciem mierzalnym. Wezmy liczby rzeczywi-
ste t; takie, ze
ti < |pl(A).

Woéwezas dla kazdego i istnieje rozbicie mierzalne A; = U2, A;; takie, ze

Z|/~L ii)| > ti.

Ale rodzina {A;;}; ;=1 jest (przeliczalnym) rozbiciem mierzalnym zbioru A,

a wiec
o0

> < S 1l Ag)] < lul(A).

ij=1
Biorac po lewej stronie powyzszych nieréwnosci kres gérny po t;, otrzymamy
nier6wnosé

(L.1) imw < [ul(A).

Aby dowie$¢ nieréwnosci przeciwnej, wezmy dowolne rozbicie mierzalne { B, } j>1
zbioru A. Przy ustalonym j, rodzina {B; N A;}i>1 jest rozbiciem mierzalnym
zbioru Bj, a dla ustalonego ¢ rodzina {B; N A;};>1 jest rozbiciem mierzalnym
zbioru A;. Zatem

o0

ilu( Z

=1

ZBmA
=1



i=1 \j=1

< ii (B NA) =3 (i (B, Am) < irurm

Otrzymalismy, ze |u|(A) < 322, |u|(A;), co w potaczeniu z (1.1) oznacza, ze
funkcja |p|(+) jest rzeczywiscie przeliczalnie addytywna.

Zauwazmy ponadto |u|(D) = 0, wiec istotnie |u| jest miara (w tym mo-
mencie jeszcze nie wiemy, czy ta miara jest skonczonal). O

Potrzebny nam jeszcze bedzie nastepujacy ,techniczny” lemat.

Lemat 1.4 Dla dowolnego n > 1 @ dowolnych liczb zespolonych zi, ...,z
istnieje podzbior S C {1,...,n} taki, Ze

1 n
1D %1 > EZ’Z'J‘
JjES j=1
Dowéd.
Potézmy o = |z1| + ... + |2,|. Podzielmy teraz ptaszczyzne zespolong na
cztery naturalne ¢wiartki prostymi y = x i y = —x. Zauwazmy, ze to rozbicie

plaszczyzny zespolonej ma nastepujacg wiasnoscé:

w zaleznosci od éwiartki mamy

Re(z) > &, Tm(2) > B, —Re(z) > & ub —Im(2) > &,

(A)

co oczywiscie jest bezposrednig konsekwencjg wzoru \/ (Rez)? + (Imz)? =
|2])-

Dla ktorejs z ¢wiartek, nazwijmy ja C, musimy mie¢ 3 |z;| > §, gdzie
sumowanie odbywa si¢ po tych z;, ktore naleza do C. Zatézmy dla uproszcze-
nia, ze jest to ¢wiartka, dla ktérej zachodzi pierwsza mozliwosé wtasnosci (A).
Oznaczajac S = {1 < j < n; z; € C}, otrzymujemy

|ZZ]‘ RGZ% ZR‘Q(ZJ Z Z|Z]’ 7

JjeSs jeSs jeS jES

cn‘\ Q



Twierdzenie 1.5 Jesli pu jest miarg zespolong na (X, B), to |u|(X) < +oo.

Dowéd.
Wykazemy najpierw, ze jesli A € B oraz |pu|(A) = 400, to istnieje rozbicie
A= BUC(C, dla ktérego

(1.2) |u(B)| > 1 oraz |u|(C) = +oo.

Istotnie, wezmy t := 6(1 + |u(A)|). Z okreslenia funkeji || wynika, ze ist-
nieje rozbicie mierzalne {A;} zbioru A takie, ze Y ;5 |u(A4;)] > t. Dla n
dostatecznie duzego mamy wiec Y1, |pu(A;)| > t. Stosujac lemat 1.4 do liczb
7 = pu(4;) (a wiec otrzymujac odpowiedni zbiér ) i biorac B = Ujcg 4;
otrzymujemy, ze B C A oraz

= >

u(B)| = |n(U 4))

jES

sz

jES

1(A)]
> >
2
Jesli potozymy C'= A\ B, to

1(O)] = |u(A) = u(B)| > [(B)] = [u(A)] = = — |p(A)] = 1.

Poniewaz na mocy poprzedniego twierdzenia |u|(A) = |u|(B) + |p|(C), wiec
albo |u|(B) = +oo, albo |u|(C) = +oo i stad (ewentualnie zamieniajac B i
C rolami) otrzymujemy (1.2).

Przypusémy teraz, ze |u|(X) = +oo. Potézmy Cy = X. Przypusémy, ze
C, € B (dla pewnego n > 0) jest takim zbiorem, ze

=1+ [u(A)[1).

|+

| =+

|1l (Cr) = +oo.

Stosujac (1.2) do zbioru C,, otrzymujemy rozbicie C,, = B,11 U C,,41 takie,
VA4S
[1(Bns1)| > 1 oraz |pul(Crir) = +o0.

W ten sposéb skonstruujemy ciag (B,,) zbioréw parami roztacznych, dla kto6-
rych |u(B,)| > 1. Wowczas ktadac B = U,»; B,, otrzymamy zbior z B, dla
ktorego pu(B) = X_,>1 1(By), lecz wyraz ogdlny szeregu nie zmierza do zera,
co daje oczywista sprzecznosé. 0



Uwaga 1.6 Jedli A € B, to [u(A)| < |p|(A4) < |p|(X) < +o00. Zatem warto-
Sci przyjmowane przez miare zespolona sg wspoélnie ograniczone.

Cwiczenie 1.7 Pokazaé, ze jedli p1 jest miarg zespolong, dla ktoérej |u|(X) =
u(X), to p > 0.

Przypomnijmy podstawowe pojecia zwiazane z definicja miary. Méwimy,
ze miara p jest skupiona na zbiorze A € B, gdy u(B) = 0 dla dowolnego B €
B roztacznego z A. Moéwimy, ze miary p, p okreslone na (X, B) sa wzajemnie
singularne (osobliwe), gdy istnieja zbiory A;, Ay € B, A1 N Ay = ) takie, ze
1 jest skupiona na Ajp, miara p za$ jest skupiona na A,. Piszemy woéwczas
i L p. Méwimy, ze miara p jest absolutnie ciggla wzgledem miary p (i piszemy
<K p), gdy dla dowolnego A € B

p(A) = 0= p(A) =0.

Stwierdzenie 1.8 Zalézmy, ze w,p, p1,p2 s¢ miaramsi zespolonymi na B,
przy czym maara i jest dodatnia. Wowczas:
(a) Jesli p jest skupiona na zbiorze A, to |p| jest réwniez skupiona na zbiorze

A.

(b) p < |pl-

(c) p1 L p2 = |pi] L |p2l.

(d) pr L pyp2 Lt = pr+p2 L pu.
(€) p1 < p1, pa < p=> p1+ pa < .
(f) p<p=|p| < p

(9) p1 < . p2 L = p1 L ps.
(h)p<p,pLlp=p=0.

Dowéd.
(a) Niech BNA = 0, B € B. Wezmy dowolne rozbicie mierzalne B = (J;>, B;.
Woéwcezas p(B;) =0 (bo BN A =0), skad |p(B;)| = 0 dla dowolnego j > 1,
a wiec |p|(B) = 0.
(b) Zalézmy, ze |p|(A) = 0. Biorac rozbicie trywialne (jednoelementowe)
otrzymujemy natychmiast, ze |p(A)| = 0.
(c) Wynika bezposrednio z a).
(d) Niech p; bedzie skupiona na zbiorze A; (i = 1,2), u za$ odpowiednio na
B; tak, aby A; N B; = (0. Wowczas p; + po jest skupiona na zbiorze A; U As,
miara p zas na zbiorze By N Bs.



(e) Ta wlasnosé jest oczywista.

(f) Zatézmy, ze pu(A) = 0 i niech A = J;5; A; bedzie rozbiciem mierzalnym.
Zatem dla dowolnego j > 1, pu(A;) =0 (bo A; C A, a p jest miarg dodatnia).
Ale

pA;) = 0= p(4;) = 0= [p(A))] = 0= > _|p(4;)] = 0= |p|(A) = 0.

>
(g) Zatézmy, ze miara py jest skupiona na zbiorze A oraz u(A) = 0. Zatem
p1(A) =01 co wiecej p1(A;) = 0 dla dowolnego A; C A, Ay € B, bo u(A;) =
0. Zatem p; jest skupiona na A°.
(h) Wystarczy zauwazy¢, ze zatozenia oraz (g) implikuja p L p. 0

Twierdzenie 1.9 Jesli pu jest miarg zespolong na (X, B), to istnieje funkcja
mierzalna h : X — C taka, zZe |h(-)| =1 (|u|-p.w.) oraz

dy = hdpl.

Dowéd.

Poniewaz pu < |u|, wiec bezposrednio z twierdzenia Radona-Nikodyma
wynika, ze du = hd|p| dla pewnej funkeji h € L'(|u]).

Niech A, = {z € X; |h(x)| < r}, r > 0. WeZzmy dowolne rozbicie mie-
rzalne {B;};>1 zbioru A,. Wowczas

S 1By = Y|, helnd

j=1 j=1

Zatem |u|(A,) < r|pl(Ar) 1jesli r < 1, to |u|(A,) = 0. Wobec tego |h| > 1
p.w. wzgledem miary |u|. Z drugiej strony, jesli A € B oraz |u|(A) > 0, to

1 / (A
S Y ] _ AT,
||N|(A) A |1l(A)
skad [ [, hd|u|| < |u|(A). Z dowolnosci A w tym rozumowaniu wynika wiec,
ze |h| < 1 p.w. wzgledem |u| (w przeciwnym przypadku znajdziemy zo € C
oraz € > 0 takie, ze |u|({x € X; |h(z) — 20| < €}) > 0 oraz |z —e > 1) i
dlatego |h| =1 p.w. wzgledem miary |ul. 0

< Srlul(By) = rll(A,).

Jjz1
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1.2 Regularnos¢ miary

Przejdziemy teraz do krotkiego omoéwienia zagadnienia regularnosci miar
borelowskich. Zatézmy najpierw, ze X jest przestrzenia metryczng i niech
B = B(X) oznacza o-algebre zbioréw borelowskich. Niech p bedzie zespolona
miarg borelowska na X. Zauwazmy, ze rodzina zbioréw A € B speiajacych
warunek

(R1)  |pl(A) = sup || (F) = o pof lu|(U)
A D F-domkniety CU—otwarty

jest o-algebrg zbioréw*. Poniewaz dowolny zbiér domkniety F jest zbiorem
typu Gs (F = (02 {z € X : d(z,F) < +}), o-algebra ta jest dokladnie
rowna B.

Interesowaé nas bedzie jednak sytuacja, gdy X jest przestrzenia topolo-
giczna, a zespolona miara borelowska p spetnia (mocniejszy) warunek regu-
larnosci:

(R)  |pl(A) = sup |u[(K)= nf  |u|(U)

ADK —zwarty ACU —otwarty

dla dowolnego A € B (zauwazmy, ze rodzina zbioréw A € B spelniajacych
warunek (R) jest o-algebra).

Zatoézmy teraz dodatkowo, ze X jest lokalnie zwartg przestrzenig topolo-
giczna Hausdorffa. Oznaczmy przez B = B(X) o-algebre podzbioréw bore-
lowskich. Przez M (X)) bedziemy oznaczaé przestrzen wszystkich miar zespo-
lonych p na (X, B), ktére sa dodatkowo regularne (zauwazmy, ze M(X) ma
naturalna strukture przestrzeni liniowej nad C).

Oznaczmy przez M (X) C M(X) podzbiér sktadajacy sie z miar nie-
ujemnych (tzn. przyjmujacych wartoéci nieujemne). Elementy przestrzeni
M™(X) sa miarami skofczonymi, tzn. u(X) < +oo dla p € M*(X). Po-
nadto, niech M;"(X) C M™ oznacza podzbiér miar probabilistycznych.

Przypomnijmy, ze Co(X) oznacza przestrzen Banacha funkeji ciaglych na
X znikajacych w nieskonczonosci (dla dowolnego € > 0 istnieje zbiér zwarty
K C X taki, ze |f(z)] < e dlaz € X\ K), zas C.(X) oznacza podprzestrzen
przestrzeni Cy(X) sktadajaca sie z funkeji o zwartych nosnikach.

4Dla przyktadu, jesli F,, C A, oraz |u|(A, \ F,) < /2", to dla dostatecznie duzego
N > 1 zbiér JY_, F,, bedzie domkniety oraz |yl (Uzozl UM, Fn) <e.

11



Zachodzi nastepujace twierdzenie Riesza: Dla kazdego funkcjonatu linio-
wego i cigglego J : Cy(X) — C istnieje doktadnie jedna miara pn € M(X)
taka, ze J(f) = [y fdu. Ponadto |u| =1 J]|.

Wynika stad w szczegblnosci, ze przestrzen M (X) jest przestrzenia Ba-
nacha z norma, |p/.

Zwr6éémy ponadto uwage, ze catkowanie wzgledem nieregularnej miary
zespolonej mozna sprowadzi¢ do catkowania wzgledem miary regularne;j.

Jesli wiec wiemy dodatkowo, ze w X kazdy zbiér zwarty jest zbiorem typu
G5 oraz o-algebra generowana przez zbiory zwarte pokrywa sie z B(X), to
kazda miara zespolona u jest automatycznie regularna. Warunek ten zachodzi
w kazdej lokalnie zwartej, osrodkowej przestrzeni metrycznej (a wiec i w
kazdej metrycznej przestrzeni zwartej).

Uwaga 1.10 Jesli X jest przestrzenia Banacha o nieskonczonym wymiarze,
to kazdy zbiér zwarty ma puste wnetrze (bo domkniecia kul nie sa zbiorami
zwartymi). Poniewaz rodzina zbioréw pierwszej kategorii i ich dopelnien jest
o-algebra (nazywa si¢ ja o-algebra zbioréw bairowskich), wiec w przestrze-
niach metrycznych osrodkowych i zupelych nie zawsze B(X) jest generowa-
na przez zbiory zwarte.

Innym przyktadem naturalnej przestrzeni, ktora nie jest lokalnie zwarta i
na ktérej bedziemy rozpatrywali rézne miary jest przestrzen R%. Okazuje sie
jednak, ze z punktu widzenia teorii miary sa to ciagle ,dobre” przestrzenie
ze wzgledu na nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.11 Niech X bedzie przestrzeniq metryczng, osrodkowq i zu-
petng®. Niech p bedzie zespolong miarg borelowskq na X. Wdéwczas p jest
reqularna.

Dowdéd.
Bez straty ogoélnosci mozemy zaktadaé, ze metryka d jest ograniczona
przez 1. Niech N* = (Jp2,IN" oznacza zbiér wszystkich stéw s nad N od

dhugosci |s| skoniczonej. Istnieje rodzina {Fs; s € N*} zbioréw domknietych
spetiajaca nastepujace warunki:
(a) Fy = X,

°Ze wzgledu na osiggniecia matematykéw polskich w tej dziedzinie, a w szczegdlno-
$ci osiaggniecia K. Kuratowskiego, przyjelo sie nazywaé takie przestrzenie przestrzeniamsi
polskimi.
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(b) F, = UneN ana

(c) diam(Fy) < 55

Istotnie, zal6zmy, ze F zostal juz wybrany. Poniewaz X spelnia drugi aksjo-
mat przeliczalnosci, wiec istnieje ciag (U, ),>1 zbioréw otwartych o $rednicach
mniejszych niz 271%, pokrywajacych zbiér F, oraz spemiajacych warunek
F,NU, # 0 dla n > 1. Wystarczy teraz potozy¢ Fy, := Fy N U,.

Krok 1. Pokazemy, ze X spelia warunek (R). Ustalmy € > 0. Bedziemy
teraz indukcyjnie wybiera¢ cigg liczb naturalnych ng < ny < ... tak, aby
zachodzita nastepujaca wtasnosé: Dla dowolnego k > 1, dla dowolnego stowa
s = (mg, mq,...,mg_1) € N*, dla ktérego m; < n;, i =0,...,k — 1, mamy

(1.3) |1l (Fs\ U Fsa‘) < 9y 5

j<ny, T Tk-1

Rzeczywiscie, jesli ng < ... < mi_1 sa juz wybrane, to liczba po prawej
stronie nier6wnosci (1.3) jest okreslona i wystarczy skorzystaé z (b)(i z faktu,
ze rozpatrujemy ustalona z géry liczbe stéw s), aby wybraé liczbe ny.

Potézmy
K= U F.
F21 s = (mo,...,mp_1) € N¥,
sznZ,ZIO,,k—l

Zauwazmy, ze dla dowolnego k > 1 mamy

K C U F,
s = (mg,...,mp_1) € N¥,
m2<nz,z:(),,k;—1

przy czym wiekszy zbior, ze wzgledu na warunek (c), jest domkniety i posiada
skoriczong 1/2%-sie¢. Wynika stad, ze K jest zbiorem domknietym i catkowicie
ograniczonym, a wiec zwartym.

Z nier6wnosci (1.3) wynika, ze

|l ( U F\ U U Fy) <

S = (mo,...,mk,l) ENk, s = <m07--->mk—1> ENk, J<ng
m2<nl,Z:O,,k—1 mz<nz,z:O,,/€—1
£
Z |M| FS\U st <%7
s = (mo,...,my_1) € N¥, IS

ngn“Z:O,,k—l
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a zatem

(X U U F) <
s = (mg,...,mp_1) € NF IS
ml<nz,z:0,,k—1

|N|(X\ U Fjo)"”M( U Fjo\ U Fjoj1)+"'+

Jjo<no Jo<no Jo<no,j1<n1
|H’|( U Fs\ U U st) < E.
s = (mg,...,mp_1) € N¥, s = (mg,...,mp_1) € NF IS
ml<nl,z:O,,k—1 mz<nz,z:0,,k‘—1

Pokazalismy wiec, ze |p|(K) > 1 —e.

Krok 2. Wezmy teraz dowolny zbior A € B. Poniewaz X jest przestrzenia
metryczna, wiec istnieje zbiér domkniety F' C A taki, ze |u[(A\ F) < /2.
Poniewaz F' z metryka indukowang jest przestrzenig polska, wiec wystarczy
zastosowaé krok 1. do (F,d|p, u|r). 0

Uwaga 1.12 Druga czesc dowodu twierdzenia 1.11 mozna poprowadzi¢ ina-
czej, opierajac sie na nastepujacym twierdzeniu: Jesli (X, d) jest przestrzeniq
polskq oraz B € B(X), to istnieje topologia T silniejsza niz topologia zadana
przez metryke d taka, ze B(X) = B, (X) i w ktorej B jest zbiorem domknietym
(w istocie, domknigto-otwartym,).

Przypomnijmy ponadto, ze dla dowolnej miary p € M(X) zachodzi
twierdzenie Jordana o rozktadzie: ;i = vy — 1y +iv5 —ivy, gdzie wszystkie
miary v; sq miarami nieujemnymi (v; € M*(X)), a ponadto vy L vy oraz
Vs 1 Vy.

Niech g € M(X) iniech o0 € M*(X). Zachodzi nastepujace twierdzenie
Lebesgue’a o rozkladzie: Istnieje jednoznaczny rozklad p = pg + ps, w
ktorym piq, s € M(X) oraz p, < o, us L o.

W zasadzie wszystkie przestrzenie lokalnie zwarte, ktore pojawia si¢ w na-
szym opracowaniu, beda spetialy drugi warunek przeliczalnosci (tzn. beda
posiadaty przeliczalne bazy zbior6w otwartych). Przypomnijmy najwazniej-
sze wtasnosci takich przestrzeni.

Twierdzenie 1.13 Niech X bedzie przestrzenig lokalnie zwartg spetniajgcg
drugt aksjomat przeliczalnosci. Wowczas:
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(i) X jest osrodkowa;

(ii) X jest o-zwarta;

(1ii) X jest metryzowalna;

(iv) Co(X) jest osrodkowa;

(v) Co(X) jest gesta w LP(X,B(X), 1) dla dowolnej miary p € M*(X).

Dowdéd.

(szkice) (i) jest wlasnoscia oczywista.

(ii) Rozwazmy pokrycie otwarte {V,; © € X} przestrzeni X, gdzie x € V,
oraz V, jest relatywnie zwarty. Wystarczy pokazaé, ze pokrycie to zawie-
ra podpokrycie przeliczalne. Niech {U;};>1 bedzie baza przeliczalng zbioréw
otwartych w X. Potozmy

M={i>1; (3zeX) U; CV,}.

Nastepnie wybierzmy M > i — z; tak, aby U; C V,,. Latwo teraz pokazuje-
my, 7e X = Useas Var-

(iii) Poniewaz X jest lokalnie zwarta, wiec posiada jednopunktowe uzwar-
cenie Aleksandrowa X C X (gdzie X = X U{oo}, a otoczeniami nieskoriczo-
nosci sa dopetnienia zbioréw zwartych w X). Wystarczy pokazaé, ze X jest
przestrzenig metryzowalna.

Istnieje rodzina {W;};>1 zbioréw otwartych, relatywnie zwartych i takich,
ze X = U2, Wi, W; € Wiy dla i > 1. Wynika stad, ze jesli K C X jest
zbiorem zwartym, to K C W; dla pewnego j > 1 (rzeczywiscie K C U;»; Wi).
Stad wnioskujemy, ze baza zbioréw otwartych w X jest suma mnogosciowsq,
bazy zbioréw otwartych w X i rodziny {X \ W; i > 1}. Wynika stad, ze
przestrzen X ma baze zbiorow przeliczalnych a zatem jest metryzowalna.

(iv) Poniewaz C.(X) jest gesta w Cy(X), wiec wystarczy pokazaé, ze
C.(X) jest oérodkowa, co tatwo dedukujemy z faktow, ze C'(W;) sa osrodko-
we.

(v) Ponadto dla kazdej miary p € M(X) podprzestrzen C.(X) jest gesta
w L' (X, |u]) (istotnie, dla funkcji f € L'(X, u) wystarczy rozpatrywaé miare
skoniczong |f|du, ktéra jest regularna; przyblizy¢ wiec w normie L' funk-
cje f przez borelowska funkcje o zwartym nosniku, a nastepnie skorzystaé
z twierdzenia buzina w wersji, ze funkcja borelowska na przestrzeni zwartej
jest réwna funkcji ciagtej z doktadnoscia do zbioru o dowolnie matej mierze).

O
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1.3 Miary na okregu. Transformata Fouriera

Przypomnijmy teraz kréciutko pojecie transformaty Fouriera miary zespolo-
nej (borelowskiej) na T = {z € C; |z| = 1}.

Niech p € M(T), tzn. u jest zespolona miara borelowska na T. Dla
dowolnego n € Z liczbe

filn] = | = du(2)

nazywamy n-tym wspélczynnikiem Fouriera (lub Fouriera-Stjeltjesa) miary
L.

Twierdzenie 1.14 Jesli transformata Fouriera i miary u jest ciggiem ze-
rowym, to p = 0.

Dowdéd.
Dla dowolnej funkcji h € C(T) definiujemy jej splot z miara p (otrzymu-
jac pewna funkcje na T') wzorem

(uxh)(z) = /rh(zw) du(w), ze€T.
Zauwazmy, ze
(1.4) (nxh)(1) = [ (@) du(w)

Ponadto dla 21,29 € T,

(5 ) (1) = (s W)(z)] < [ h(:) = h(z2m) | dp(w),
a skoro funkcja h jest w istocie jednostajnie ciggta, wiec
(1.5) p*heC(T).

Mozemy zatem liczy¢ (,zwykte”) wspétezynniki Fouriera funkeji p * h. Dla
dowolnego n € Z mamy (korzystajac z twierdzenia Fubiniego i podstawiajac
v = zw~ ! dla miary Lebesgue’a dz)

(nxhy ) = [ Guxh)(z)=" dz =

= [ ([ =nw)dutw) dz = [ ([ hw)zdz ) dutw) =
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_ /T w" ( /_F h(v)™ dv) du(w) = hn)ifn] = 0.

Zatem transformata Fouriera funkcji cigglej p * h znika, a wiec funkcja ta
jest tozsamosciowo rowna zeru. Teza naszego twierdzenia wynika teraz z (1.4)
oraz twierdzenia Riesza. 0

Cwiczenie 1.15 Pokazaé, ze jesli u € M(T) jest miara zespolona oraz
[|P|*du = 0 dla dowolnego wielomianu trygonometrycznego P, to p = 0.
Wskazéwka Forma (f,g) — [ f-gdu jest pottoraliniowa, a wiec, ze wzoru
polaryzacyjnego, jest ona calkowicie wyznaczona przez stowarzyszong forme
kwadratows.

Omoéwimy teraz zagadnienie splatania miar. Zaldézmy, ze p oraz v sa ele-
mentami z M(T). Niech s : T x T — T bedzie okreslone wzorem s(z,w) =
zw. Miare p * v (okreslona na T) bedaca obrazem miary produktowej u ® v
(okreslonej na T x T) poprzez odwzorowanie s nazywamy splotem miar i i
v. Zatem dla dowolnego zbioru borelowskiego A C T mamy

prv(A) = pev(s ' (A)).

Wynika stad, ze

,LL*V(A):/FXAd,u*y:[r/rXAosdu@V:

= [ [ xaGw) duydviw) = [ ([ xato) dutz)) dvtw) =
-/ ( [ sal2) du(z)) dv(w) = [ pw™A)dv(w),

Ponadto
/ 27" dp *x v(z) :/ /(wz)_" du(z) dv(w) :/ z™" du(z)/ w " dv(w).
T TJT T T
Wynika stad, ze dla dowolnej liczby catkowitej n

(1.6) (5 v)[n] = filn] - Pln).
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Niech zy € T. Przez §,, oznaczamy miare Diraca skupiong w punkcie z.

Oczywiscie SZO [n] = z," dla dowolnego n € Z. Zatem korzystajac z (1.6)
otrzymujemy
(1.7) (b 0z )" [n] = 2" - paln]

dla dowolnego n € Z.

Przypomnijmy, ze skonczona miara dodatnia moze mie¢ co najwyzej prze-
liczalnie wiele atoméw (zbiér atoméw o mierze co najmniej § (§ > 0) jest
skonczony). Zachodzi nastepujacy wazny lemat.

Lemat 1.16 (Wiener) Niech o bedzie skonczong miarg dodatnig na T.

Oznaczmy przez {z1,...,2m, ...} 2bior wszystkich atoméw miary o. Wow-
czas .
. 1 n— R oo
Jim = 16 = 3 o({zn))?
n k=0 m=1
Dowéd.
Mamy

16[k][2 = /T wi* do(w:) /T wy* do(ws) = /T /T (@r1ws)* do(wr) do(ws).

Stad

1 n—1

n1§|(3[k;]|2:/r/an(wl,wg)d(a®0)(w1,w2)7

gdzie F,(wi,ws) = L Y775 (Wiws)*. Funkcje F, spelniaja nieréwnosé |F,| <
1, n > 1, a ponadto

(wiw2)™—1

1 . 77
(1.8) Fo(wy,ws) = { ? Tt Jesl wi # wy

Jeéll w1 = Wa.

Zatem
0 jesli wy # we

Tim_ Fy (wy, wp) = { 1 jesli w; = wy.

Innymi stowy, F,, — xa 0 @ o-p.w., gdzie A = {(w,w); w € T}.
Z twierdzenia Lebesgue’a oraz (1.8) wynika wiec, ze

1 n—1
lim ﬁ;:%w[k”?: Tim /T /T Fo(w, ws) d(0®0) (wy, ws) = /A d(o®0)(wr, wy).
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Zauwazmy, ze

0@ o({(w,w)}) =o({who({w'}).
Zatem jedynymi atomami miary ¢ ® ¢ nalezacymi do A sa atomy posta-
ci (Zm, Zm), m = 1, a ponadto (stosujac twierdzenie Fubiniego) o ® o(A \
Um=1{(2m, zn)}) = 0. Stad

1= 1 00 o'}
Jim =52 R = 3 (00 0) (4 50}) = 3 o)
m=1 m=1
d
Bezposrednio z lematu Wienera wynika, ze
n—1
(1.9) o € M"(T) jest miara ciagla < dim — Z lo[k]|* = 0.
N o

Bedzie nam potrzebne nastepujace

Cwiczenie 1.17 Niech (cn) C C bedzie ciagiem ograniczonym liczb zespo-
lonych. Wowczas

lim — Z lcx|? =0 < (3N, € N, d(Np) = 0) lim ¢, =0,

n—oo n n—o00,n¢&No

gdzie gestosé d(Ny) jest definiowana jako lim, .o +# (No N [1,7]). Ponadto

hm—Z|ck|2—O<:> llm—Z]ck]—O

n—oo

= . (Nie wymaga zalozenia ograniczonosci ciagu (c,).) Dla A € N
oznaczmy M (A,n) =4({0,1,...,n —1} N A). Niech

1
Kip={neN;|c,]* > %}, k> 0.

Mamy K; C Ky C ... Zauwazmy, ze gestos¢ zbioru K wynosi zero. Rzeczy-
wiscie, patrzac na elementy > 1/k, otrzymujemy, ze

Z o >

Kk’an)v

?r\»—k



a wiec
1 n—1

Z \01\2 =

1
k -
ni= n

M(Kk,n)

i przechodzimy z n do nieskonczonosci.
Stad wynika, ze istnieje ciag

O:l0<ll<l2<...

taki, ze dlan > [,
1 1
1.10 —M(K, < ——
( ) n ( k+1, n) = ]f _|_ 17
Ktadziemy No = Uplo Kgr1 N [lg, lp11). Pokazemy, ze gesto$¢ zbioru Ny row-
niez wynosi zero. Wezmy I, < n < lp11. Wowcezas

NoN[0,n) = (NoN[0,1)) U (NoN[l,n)) C
C (KN [0,0k)) U (K1 N[0,n)) C Ky N[0, ),

gdyz, z definicji zbioru Ny, tylko te liczby ze zbioru Ny, ktore sg jednoczesnie
w zbiorze K}, moga naleze¢ do przedziatu [0, ;) (oraz Ky C Ky C ...). Zatem

1 1 1
—M (N, < —M(Kpy,n) < ——
n (No,n) n (Kk+1,1) E+1

(ostatnia nieréwnos$¢ wynika z (1.10)) i stad %M(NO, n) — 0, gdy n — oo.
Jedli teraz I, < n < lpyq oraz n & Ny, ton & Ky, 1, a wiec |c,|* < k%rl, i
stad lim¢, = 0, gdy n ¢ Ny, n — 0.
< . Zalézmy teraz, ze |c,|> < L dlan > 1. Wezmy & > 0. Istnieje m > 0
takie, ze dlan >7n

k> 0.

1
n ¢ Ny = |c,|> <& oraz —M(Ng,n) < e.
n
Woéwcezas dla n > 7 mamy

1! 1
Z'Ci“:n( N Ay |ci|2)<
}

n o i€NoN{0,1,....,n—1} iENEN{0,1,....,n—1

L
< EM(NO,n) +e< (L+1)e.
Wreszcie zauwazmy, ze

lim e, =0« lim |e,|*>=0.
n—oo,n¢ No n—oo,n¢ Ng
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Whiosek 1.18 Zaldimy, Ze o0 € M+ (T). Wowczas o jest miarg cigglg wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje zbiér Ny C N taki, ze d(Ny) = 0 oraz

lim  &[k] = 0.

n—oo,n¢ No

Cwiczenie 1.19 (i) Pokazaé, ze jesli o1 oraz o9 sa skonczonymi miarami
dodatnimi na okregu oraz miara o jest ciagta, to miara oy % o9 jest roéwniez
ciagta.

(ii) Pokazaé, ze jesli o7 < vy oraz o9 < 1o sa skonczonymi miarami
dodatnimi na okregu, to oy * 09 K vy * 5.

(iii) Pokazaé, ze jesli 01 < A oraz o9 € MT(T), to o1 * 09 < Ap.
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2 Teoria spektralna operatoréw unitarnych w
osrodkowych przestrzeniach Hilberta

Przystepujemy teraz do szczegdtowego przedstawienia teorii spektralnej ope-
ratoréw unitarnych na osrodkowych [przestrzeniach Hilberta, w szczegdlno-
Sci, do petnej klasyfikacji takich operatorow.

2.1 Twierdzenie Herglotza i lemat Wienera

Definicja 2.1 Ciag (r,)nez liczb zespolonych nazywamy dodatnio okreslo-
nym, gdy

N
Z TrnemQnQm = 0

n,m=0

dla dowolnego (a,)n>0 C C oraz N > 0.

Jesli potozymy ag = 1 oraz a; = 0 dlai > 1, to natychmiast otrzymujemy;,
ze ro > 0. Zauwazmy ponadto, ze cigg zerowy jest ciagiem dodatnio okreslo-
nym oraz, ze przemnozenie ciggu dodatnio okreslonego przez staty dodatnia
prowadzi do otrzymania nowego ciagu dodatnio okreslonego. Ponadto suma
dwdéch ciggéw dodatnio okreslonych pozostaje ciggiem dodatnio okreslonym.

Przyktad 2.2 Niech U : H — H bedzie operatorem unitarnym okreslonym
na pewnej przestrzeni Hilberta H i niech # € H. Potézmy r, = (U"x,z),
n € Z. Wowcezas

N N N
Z Tr— i O Qo = Z (U "x, x)an G = Z Uz, UMx)a,a,, =
n,m=0 n,m=0 n,m=0
N N N N 2
= Z (a,U"x,a,UMx) = <Z a, Uz, Z amUmx> = Z a,UMz|| > 0.
n,m=0 n=0 m=0 n=0

7 ponizszego twierdzenia bedzie wynikato, ze kazdy cigg dodatnio okre-
slony moze by¢ otrzymany jak w powyzszym przyktadzie.

Twierdzenie 2.3 (twierdzenie Herglotza) Niech (1)) bedzie ciggiem do-
datnio okreslonym. Wowczas istnieje jedyna nieujemna, skoriczona miara bo-
relowska p na T ={z € C; |z| = 1} taka, Ze

(2.1) Tn = / 2"du(z)  dla dowolnego n € Z.
T
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Ponadto, jesli i jest nieujemng, skonczong miarg borelowskq na T, to wzor
(2.1) definiuje pewien cigg dodatnio okreslony.

Dowdéd.
Pokazemy najpierw, ze ciag (r,) jest ograniczonym ciagiem liczb zespo-
lonych. W tym celu zauwazmy, ze

() (14 [AP)ro+raX+ 72X >0,

dla dowolnych liczb A € C oraz n € N, a wiec w szczegdlnodci ryA+7_,A € R
(poniewaz (1 + |A|?)rg € R). Istotnie, dla dowodu (x) wystarczy rozpatrzeé
ap = 1,a, = X oraz a; = 0 dla k # 0,n w definicji dodatniej okreslonosci.

Biorac teraz kolejno A = 1, A\ = ¢ otrzymujemy, ze r, +r_, € R oraz
i(r, —r_,) € R1istad

(2.2) Ty =T"0.

Wybierzmy teraz A € C, |A\| = 1 tak, aby Ar, = —|r,|. Wowczas z (x) i
z (2.2) mamy 2r¢ — |r,| — |ra| > 0, a wiec

(2.3) ] <70

dla dowolnej liczby n € Z.

Jak wynika z (2.3), przypadek ro = 0 jest trywialny (u jest miarg zero-
wa). Zatem przez przemnozenie naszego ciagu przez pewna stata dodatnia,
mozemy dodatkowo zaktadac, ze

T():l

(zauwazmy, ze jesli r, = [p2"du(z) i a > 0, to ar, = [p2"d(ap)(z), gdzie

() (4) ¥ apu(4).

Zasadnicza mysl dowodu polega na wykazaniu, ze szukang miare p mo-
zemy otrzymaé jako stabg granice miar absolutnie cigghych.

Niech 0 < s < 1. Zauwazmy, ze funkcja fi(2) 1= 30,0 Tnoms" ™2™ ™"
jest nieujemna i ciggla na T. Istotnie, szereg powyzszy jest nawet bezwzgled-
nie jednostajnie zbiezny, wiec f, jest funkcja ciggta. Nieujemnos¢ wynika zas

tatwo z definicji dodatniej okreslonosci (a,, = s"2~"). Ponadto,

(2.4) L) = S menenl L

— g2’
n=-—00 1 §
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Zanim przejdziemy do uzasadnienia wzoru (2.4) pokazemy, ze dla dowolnej
liczby caltkowitej & mamy

<**> Z gntm — io: S|k|+2m.

n,m>0,n—m==k m=0

Istotnie, mamy n = m + k, jesli wiec k > 0, to powyzszy wzér zachodzi (bo
automatycznie m + k > 0). Zatézmy, ze k < 0. Wowczas, jak poprzednio
sumujemy po parach n = m + k, m, ale teraz musimy wyraznie napisac, ze
m > 0 oraz m + k > 0. Oznacza to po prostu, ze m > |k|. Ale

Z S2m+k 282(|k|+z ZS\kH—Zz

m>|k| i>0 i>0

i w ten sposéb uzasadnilismy (#x). Wr6¢my do dowodu (2.4). Potézmy n —
m = k. Stosujac (#*) otrzymujemy, ze

00
fs(Z Z Ty msn-i-m m—n __ Z rLz kzz |k\+2n:
n,m=0 k——o0
Z riz " skl Z Z TRz 1
k=—00 k=—o00

Poniewaz [ 2P dz =0, jesli p € Z \ {0}, wiec
sl
(2.5) / fs(z)zmdz = 1

82

Definiujemy teraz miare absolutnie ciagta u5 (wzgledem miary Lebesgue’a
na T), kladac

B (1= )12 0)

Bezposrednio z (2.5) wynika, ze dla dowolnego n € Z, [y 2" dus(2) = 7,5,
wiec w szczegblnosci ps(T) =79 = 1.

Wybierzmy podciag (sm,) (0 < s, < 1) tak, aby s, — 1. Wowczas dla
dowolnego k € Z,

(26) / Zk d,usm — Tk,
T

gdy m — oo. Stad juz tatwo wynika, ze jesli p = p(z) jest wielomianem
trygonometrycznym, to ciag ([1 p(z) dus,, (2))m jest zbiezny.
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To stwierdzenie o zbieznosci pozostaje prawdziwe, gdy zastapimy p przez
dowolng funkcje ciaglta f € C(T). Istotnie, ustalmy ¢ > 0. Z twierdzenia
Weierstrassa istnieje wielomian trygonometryczny p taki, ze | f(z) —p(2)| < &
dla dowolnego z € T. Ponadto,

!/f ) dpss,, — /f dusnl\/ |(2) = p(2)] dpss,, +
+ [ oz dmm—Ap@MmJ+A@@%JVHWM,

skad tatwo dostajemy (miary ps sa miarami probabilistycznymi), ze spelniony
jest warunek Cauchy’ego dla ciagu (fp f(2) dus,, (2))m
Ktadac

hm/f ) dpss,, (2

m—00

zdefiniowalismy funkcjonat J : C(T) — C. Funkcjonal J jest dodatni, bo
miary us, sa dodatnie. Ponadto J(1) = 1. Zatem, z twierdzenia Riesza wy-
nika, Ze istnieje doktadnie jedna (borelowska) miara probabilistyczna p na T
taka, ze J(f) = [p f dp dla dowolnej funkeji f € C(T). Z (2.6) otrzymujemy,
ze dla dowolnego k € Z

J(2%) = / Fdu(z) = lim [ ZFdups (2) = .
T m—oo Jp

Jedynos¢ miary p wynika z tego, ze kazda miara jest wyznaczona przez war-
tosci catek na funkcjach ciaglych (co jest konsekwencjg regularnosci miary
borelowskiej na dowolnej przestrzeni metrycznej). Zatem dla wyznaczenia
miary wystarczy zna¢ wartosci catek na wielomianach trygonometrycznych
(ze wzgledu na twierdzenie Weierstrassa).

Dla dowodu drugiej czesci twierdzenia, rozpatrzmy H = L?*(T,pu) oraz
operator (unitarny!) V' : H — H zadany wzorem V f(z) := zf(z). Mamy
(neZ)

VL) = [ 2 du(),

wiec druga teza twierdzenia Herglotza wynika z przyktadu 2.2. 0

Zauwazmy, ze zasadnicza my$l powyzszego rozumowania sprowadza sie
do dowodu twierdzenia, ze kazda miara nieujemna (borelowska) na T jest
stabg granicg miar absolutnie cigglych.
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Cwiczenie 2.4 Pokazaé, ze jedli (7 )nez jest ciagiem dodatnio okreslonym,
to

(2.7) |70 — 7| < 2roRe (1o — rnem)

dla dowolnych n,m € Z.
Wskazéwka Rozpatrzeé ciag (ax), w ktérym ay = 0 dla k # 0, m,n oraz
ap =1, ap, = Nry, — r| /(0 — ™), am = —ay, gdzie X € R.

Uwaga 2.5 Zalézmy, ze (ay,)nez € 1*(Z). Niech r,, := 3202 aprn@r. WOW-
czas ciag (1,,) jest dodatnio okreslony. Rzeczywiscie, funkcja f(2) = Y00 amz
jest dobrze okre$lona i nalezy do L?*(T). Kladac g(z) = |f(2)|? otrzymujemy
nieujemna funkcje nalezaca do L'(T). Pokazemy teraz, ze transformata Fo-
uriera miary absolutnie ciagtej dv := g dz jest réwna (r,). Mamy (korzystajac

z réwnosci Parsevala)

m

oin = [ g()dz = [ (275(2) FE)de =

00
= Z An @k = T,

k=—00

co dowodzi dodatniej okreslonosci ciagu (7).

Zauwazmy, ze powyzszy fakt w istocie oznacza petlng charakteryzacje
transformat Fouriera miar absolutnie ciagtych (jako odpowiedniego splotu
ze swoim sprzezonym pewnego elementu z [*(Z)). Rzeczywiscie, jesli g(z) =
%(z) oznacza gesto$¢ miary absolutnie ciaglej v, to f = /g € L*T), a
ponadto (korzystajac ponownie z réwnosci Parsevala)

vn| = /Tz_"p(z) dz = /r (z_"f(z))mdz =

00
- Z ak—&-naiku

k=—o00

~

gdzie ay = f[k], k € Z.
Niech p bedzie skonczona, dodatnia miara borelowska na T. W dowodzie

twierdzenia Herglotza z kazda taka miarg stowarzyszaliSmy operator unitarny
V okreslony na L*(T, u), (V f)(2) = 2f(2).
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Twierdzenie 2.6 (lemat Wienera) Jesli Hy jest domknietq podprzestrze-
nig V -niezmienniczq (tzn. VHy = Hy), to

Hy = xaL*(T,u) ={f € L*(T,p); f=0 na A}

dla pewnego zbioru borelowskiego A C T.

Dowéd.

Napiszmy 1 = f + h, gdzie f € Hy, h € Hy. Woéwczas f L V"h dla
dowolnego n € Z (poniewaz zaréwno podprzestrzen Hy, jak i Hy, jest V-
niezmiennicza). Stad [ f(2)h(2)2" du(z) = 0 dla dowolnego n € Z. Zatem
f(2)h(z) = 0 dla p-p.w. z € T (bo funkcja f(-)h(-) € L*(T, ), a warunek
sprostopadtosci” do dowolnego jednomianu trygonometrycznego oznacza, ze
wspotezynniki Fouriera D[n] miary zespolonej v, gdzie dv = f-hdu, sa réwne
zeru; a wtedy miara v musi byé zerowa, skad f - h = 0 modulo p). Wynika
stad, ze nosniki funkcji f i h sg roztaczne, a wiec f = xaf, h = xach dla pew-
nego zbioru borelowskiego A C T. Poniewaz 1 = f+h, wiec f = xa, h = xac.
Zatem 2"y 4(z) € Hy dla dowolnego n € Z i dlatego x4 L*(T, u) C Hy (waru-
nek yaf € Hy sprawdzamy najpierw dla wielomianéw trygonometrycznych,
ajeslip, — fw LZ(T,M), to fA |pn - f|2d:u —0istad pp-xa— f-xaw
L*(T, p1), i dlatego f-xa € Hp) oraz podobnie x 4cL?(T, ) C Hy . Poniewaz
W sposoOb oczywisty

XALQ(Ta :u) D XACLQ(Ta :u) = H7
wiec xAL*(T,u) = Hy oraz x 4cL*(T, ) = Hg", co koticzy dowdd. O

Niech U : H — H bedzie operatorem unitarnym na (o$rodkowej) prze-
strzeni Hilberta H. Dla dowolnego x € H ktadziemy

Z(z) = span{U"x; n € Z}
(tzn. Z(x) jest najmniejsza, domknigta podprzestrzenia niezmiennicza, do
ktorej nalezy x). Przestrzen Z(z) nazywamy przestrzenig cykliczng genero-
wang przez x. 7 twierdzenia Herglotza wynika, ze element x # 0 wyznacza

doktadnie jedng skonczong, dodatnig miare borelowska o,., okreslong na T i
Wyznaczong przez rOwnosci

G.[—n] = /Tz” doy(z) = (U"z,x) n€Z.

Miare te nazywamy miarg spektralng elementu z. Zauwazmy, ze o,(T) =
Jp dog = ||z|]*.
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2.2  Wilasnos$ci miar spektralnych

Mamy zatem operator unitarny U okreslony na pewnej (osrodkowej) prze-
strzeni Hilberta HS. Przypomnijmy, Ze element € H wyznacza miare spek-
tralng o,.

Niech V, : L*(T,0,) — L*(T,0,) oznacza operator unitarny okreslony
wzorem

Jesli x,y € H, to

(UM(x +y),x+y) = Uz, x) + ({U"y,y) + (U'z,y) + (U"y, x).

Zatem, jesli potozymy &, := (U"x,y), to (U™y,z) = _,, oraz

&+ &, = Opiy[—n] — 0[—n] — 5, [—n].
Wynika stad, ze ciag (&, + €_,)nez jest ciagiem wspotezynnikéw Fouriera
miary (rzeczywistej) v := 0,4, — 0, — 0,. Biorac zamiast x element iz i
ktadac n, := (U™ (ix),y) = i&,, zauwazamy, ze ciag (0, +7_,, )nez jest ciagiem
wspotezynnikéw Fouriera miary (rzeczywistej) p := 04y — 04 — 0. Stad dla

dowolnego n € Z mamy
£ = / o (” — Zp) (2).
T 2

Istotnie,

n g (VP L. . 1 _ P
Lz a (55 () = S6l=nl = ipl-n)) = 56+, i+ ) = o
T 2 2 2
WykazaliSmy zatem, ze istnieje (jedyna) miara zespolona o, , taka, ze
/ 2" doy,(2) = (U"x,y) dla dowolnego n € Z.
T
Oczywiscie 0, = 0.

Cwiczenie 2.7 Pokazaé, ze |o,,(T)| < ||z|| - ||ly|| dla dowolnych 2,y € H.

6Czasami bedziemy tez pisa¢ U € U(H).
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Lemat 2.8 Niech P(z) = SN\ a,2" bedzie wielomianem trygonometrycz-
nym. Wowczas dla dowolnych x,y € H mamy

(i) |1PU)x|* = I\P!\%T,am),

(i) [(PU)z,y)| < |1Pll2(r.00 llYll-
Dowéd.
(i) Mamy
N N
||P(U)gz:||2 = Z G (U™ ", ) = Z anﬁm/ 2" do,(2) =
n,m=—N n,m=—N T

—/ UG 2" ™) doy (2 /]P (2)|? doy(2).

n m—f

Teze (ii) otrzymujemy uzywajac nieréwnosci Schwarza:

(L), y)| < [PW)zlyll

oraz punktu (i). O

Przypomnijmy, ze przez M(T) oznaczamy przestrzen Banacha miar ze-
spolonych z norma |o|.

Lemat 2.9 Odwzorowanie L : H x H — M(T) dane wzorem L(z,y) = 04,
jest pottoraliniowe @ ciggle.

Dowéd.

Poniewaz 64,4, +aswsy[—71 = (U™ (@121 + a2x2),y), wiec péltoraliniowosé

odwzorowania L jest oczywista. Jesli wezmiemy wielomian trygonometryczny
P, ktorego norma supremum || P||¢(r) jest ograniczona przez 1, to, ze wzgledu
na lemat 2.8 i réwnos¢ [p P(2) do,,(2) = (P(U)z,y),

|/ 2) doyy(2)] < |Pll2on vl < [1Pllellzlllyll < |yl

Ale takie wielomiany sa geste w kuli jednostkowej przestrzeni C(T). Zatem
norma funkcjonatu f — [ fdo,,, f € C(T), jest ograniczona przez ||z||||y||
(réwnowaznie, patrz twierdzenie Riesza, |0, ,| < ||z]/||y]|). Stad |L(z,y)| <
llz|lly]| (wiec ||L]] < 1), co konezy dowdd. 0

29



Uwaga 2.10 Jedli x, — =, vy, — vy, to ze wzgledu na cigglosé¢ formy L
mamy:
T — Ozy W M(T)
i w szczegdlnosci
O, — 0, W M(T).

Uwaga 2.11 Dla dowolnego podzbioru borelowskiego A C T forma Ly(+, ) :=
0..(A) : H x H — C jest péttoraliniowa i ciggta. Ponadto stowarzyszona z
nia forma kwadratowa jest nieujemna (bo o, jest miara nieujemna). Zatem
zachodzi nieréwno$¢ Schwarza:

100y (A)] = |La(z,y)| < Lalz,2) 2 Laly,y)'? = 0.(A) 20, (4)"2.
W szczegdlnosci, dla dowolnych x,y € H
Opy K Oy OTAZ 04y K Oy.

Korzystajac teraz ze stwierdzenia 1.8 (f), otrzymujemy nastepujacy

Lemat 2.12 Dla dowolnych x,y € H,
02y K 0y oraz |0, < 0y

Uwaga 2.13 Wezmy dowolny A € B(T). Zauwazmy, ze dla dowolnego € > 0
mamy

|024[(A) < yJou(A)ay(A) +e.

Rzeczywiscie, mozemy znalezé przeliczalne rozbicie zbioru A na podzbiory
borelowskie Ay, Ao, ... takie, ze

(2.8) |yl (A Z |02y (As)| + €.

s>1

Uzywajac (w (2.8)) nieréwnosci Schwarza (zastosowanej do L4, ), a nastepnie
zwyklej, liczbowej nieréwnosci Schwarza, otrzymujemy

o2yl (A ZVU% s)oy(A

s>1

< (X 0ulA)) PO 0y (A + & = \Jou(A)oy(A) +e.

s>1 s>1
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Lemat 2.14 Operator unitarny U : Z(x) — Z(x) jest (spektralnie) réwno-
wazny (izomorficzny) z operatorem V.

Dowéd.
Definiujemy operator W : Z(z) — L*(T,o0,) ktadac najpierw, dla n €
Z, W(U"x) = z". Nastepnie zauwazamy, ze W jest izometriag na zbiorze

{U"x; n € Z}, poniewaz,
(U™z, Urz) = (U™ *2,2) = / 2" R do,(2) = / 2"z R doy(2),
T T

a jednoczesnie (W(U™z), W (Ukz)) = [p2™2""do,(z). Stad tatwo spraw-
dzamy, ze
(WPU)z, WQU)x) = (P(U)z, Q(U)x)
dla dowolnych wielomianéw trygonometrycznych P, (). Zatem W rozszerza
si¢ do izometrii przestrzeni Z(z) (jesli P(U)x = 0, to ||P(U)z||*> = 0 i stad
P=W(PU)z) =0w L*T,o,)). Izometria ta bedzie surjekcja, poniewaz
zbiér {2%; k € Z} jest liniowo gesty w L%(T, 0,), a obraz izometryczny prze-
strzeni zupelnej jest przestrzenia zupetng (a wiec domknieta).
Zauwazmy ponadto, ze

WU(U"z)(z) = W (U 1z)(2) = 241
VW (Ur2)(2) = Vo (W(U*2))(2) = 2 - W(U*2)(2) = 2 - 25 = 4L,

Latwo sprawdzamy wiec, ze WU = V,W. O

Uwaga 2.15 Jesli W(z2') = f, to 0, — miara spektralna elementu z’ wzgle-
dem U — jest réwna oy — mierze spektralnej funkcji f wzgledem operatora
V. (bo W ustala izomorfizm odpowiednich operatoréw unitarnych).

Lemat 2.16 Ulz,) ~ Ulzy) < 0, =0y,

Dowéd.

Z lematu 2.14 wynika, ze wystarczy pokazac, iz V, ~ V, wtedy i tylko
wtedy, gdy 0, = 0. Zalézmy zatem, ze WV, = V,IW dla pewnej surjektywnej

31



izometrii W : L*(T,o0,) — L*(T,o,). Poléozmy f(z) = W(1)(z). Mamy
f € L*(T, 0,). Ponadto,

/ 2oy (z) = (VP1,1) = (WVPL W) =
T

— (VWLW) = (V. f) = [ 2172 doy (2).

Stad do, = |f]*do, 1 w szczegdlnosci o, < o0,. Zamieniajac z 1 y rolami
otrzymujemy o, = 0,.

Z drugiej strony, jesli o, = 0, to definiujemy W : L*(T,0,) — L*(T,0,)
ktadac

Wg=g

do,
Otrzymujemy

do,,

Wiz = [ IW(g)2do, = [ 1P
W @lEecr, = [, V@) doy = [ 1oP 5

doy = HSJH%Q(T,UI)a

co konczy dowdd. O

Lemat 2.17 Jesli v € H oraz (0 <) 0 < 0, to istnieje element y € Z(x)
taki, ze 0 = oy.

Dowéd.
Wystarczy pokazaé ze istnieje funkcja f € L*(T,o,), dla ktérej o; = 0.

Ktadziemy f := ,/ ~ 1 sprawdzamy, ze

Vi) = /T P TE () = [ ) o) = [ 2 doe),

T

wiegc rzeczywiscie oy = 0. O

Lemat 2.18 Jeslix,y € Z(2) orazZ(x) L Z(y), to o, L o,. Jesli dodatkowo
z=ux+y, to L(z) =Z(x) ® Z(y).
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Dowéd.

Wystarczy przeprowadzi¢ nasze rozwazania w przestrzeni L*(T, o) (dla
operatora V). Pokazemy zatem, ze jesli Z(f) L Z(g), to oy L o,. Korzy-
stajac z lematu Wienera otrzymujemy, ze Z(f) = x4L*(T,0.) oraz Z(g) =
xBL?(T,0.). Poniewaz x4 L xp, wigc [p xaxpdo, =0, astad o.(ANB) = 0.
Ale (patrz dowdd lematu 2.16) % = |f|? oraz % = |g|®. Poniewaz nos$nik
funkcji f jest zawarty w A, noénik funkcji g zas w zbiorze B, wiec miary
|fI?do. i |g|* do, sa takze wzajemnie singularne. Stad o L 0.

Jesli zatozymy dodatkowo, ze z = x4y, to z € Z(z) ® Z(y), wiec Z(z) C
Z(z) @ Z(y), a implikacja przeciwna jest oczywista. O

Lemat 2.19 Jesliy € Z(z), to 0, < 0, oraz

o, =0y & Ly) = Z(x).

Dowdéd.

Mamy wiec udowodnié, ze dla V, i f € L*(T,0,), 0y < 0.(= 01), przy
czym mamy réwnowaznosé miar wtedy i tylko wtedy, gdy Z(f) = Z(1). Ale
doy = |f|? do,, wiec 0 < 0.

Jesli Z(y) = Z(x), to Ulz) ~ Ulz(), wiec na mocy lematu 2.16, 0, = 0.

Jesli Z(f) jest wtasciwg podprzestrzenig przestrzeni Z(1) = L*(T, 0,), to
(lemat Wienera!) Z(f) = xgL*(T,0,), skad

0.(B) < o,(T).

Zatem o0,(B¢) > 0, a poniewaz miara oy jest skupiona na zbiorze B, wigc
miary o, i oy nie sg rownowazne. O

Cwiczenie 2.20 Pokazaé, ze f € L?(T, o) jest generatorem cyklicznym ope-
ratora V', V f(2) = zf(z), wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) # 0 dlao-p.w. z € T.

Lemat 2.21 Jesli o, L o,, to Z(x) L Z(y).
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Dowdéd.

Niech H = Z(z) ® Z(x)* 7z odpowiadajacym rozkladem elementu y, y =
y1+Yo- Z ortogonalnosci i niezmienniczosci, (U™y, y) = (U™yo, yo)+{U™y1, y1).
Zatem [y 2" do, = [p 2" doy, + [p 2" doy,. OtrzymaliSmy o, = o, +0,, i W
szczegblnodei o, < oy,. Lecz y, € Z(z), wiec na mocy lematu 2.19, 0, < 0,
i stad otrzymujemy o, < o0,, 0y, < 0, oraz o, L o, Wynika stad, ze
oy, = 0, co implikuje, ze y; = 01 w koncu Z(z) L Z(y). O

Lemat 2.22 Jesli o, L 0y, to 0,4y = 0, + 0, oraz Z(z +y) = Z(x) & Z(y).

Dowdéd.
Poniewaz Z(z) L Z(y), wiec (U(x +vy),z +y) = (U'z,z) + (U"y,y) i
stad 044y = 0, + 0. Poniewaz o, L o,, wigc 5 ﬂ = xa € LT, 0.1y),

gdzie 0,(A) = 0,(T) i 0,(A) = 0. Wynika stad, ze

(2.9) /dox: 4o do.
T

T dogyy

Dla danego ¢ > 0 mozemy znalezé¢ wielomian trygonometryczny p = p(z)
taki, ze

[ 10722~ p(o) doy ) < <

dgx+y
Wykazemy teraz, ze

dax

210)  Je—p@)+y)*= [ | —p(2)| oy,

d0x+y
co w potaczeniu z powyzsza nieréwnoscig da nam ||z —p(U)(x +y)||*? <eiz
dowolnosci € > 0 otrzymamy = € Z(x+vy) i podobnie y € Z(x+y). Pozostaje
wykazanie réwnosci (2.10).

Niech W : Z(z +y) — L*(T,0,4,) bedzie izomorfizmem wyznaczonym
przez warunek W(z + y) = 1. Wowczas

|z = p(U)(z +y)II* = (z,2) — 2Re(z, p(U)(z + y)) + |Ip(U) (@ +y)|]* =

:/ ldo, — 2Re(z,p(U)x) +/ Ip(2)]?doyyy, =
T —— Jr

poniewaz z1Z(y)
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:/ ldo, — 2Re/ p(z)do, +/ Ip(2)|? doyyy =
T T T

do,
— [ 7 do, — 2Re [ p(z)don+ [ p(2) oy =
T T

T dax—i—y

do — do
- . oy, — 2R / 9% g, / 2 do . =
/@Mﬂ%maw e S P gy doasy + [P doasy
do,
= | — (2) = p(2)[? dogyy,

co konczy dowdd. O

Lemat 2.23 Niech (z,),>1 bedzie ciggiem elementéw przestrzeni H takim,
Ze szereq Y oo, T, jest zbieiny oraz o,, L o, , o0 ilen # m. Wowczas

(2.11) Z(i ) = @Z(xn)

n=1
oraz
(2.12) oy = Zla
Dowad.

Zauwazmy, ze réwnos$¢ (2.12) wynika z prostopadlosci i niezmienniczosci
rozpatrywanych podprzestrzeni. Aby otrzymaé (2.11), w przypadku ciagu
skonczonego stosujemy indukcje i poprzedni lemat. Zauwazmy, ze > 07, x,, €
D2 Z(xy,), wiec Z(30° x,) C Doy Z(xy,). Z drugiej strony, ponownie ko-

rzystajac z poprzedniego lematu i wiedzac juz, ze OSN o i TS ones@n , dla
dowolnego N > 1 mamy
9] N 00
Z(> wn) =Z(> ) DL( D ),
n=1 n=1 n=N+1
wiec w szezegélnoscl Z(xy) C Z(3-02, ©,) dla dowolnego N > 1. 0
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Lemat 2.24 Zalozmy, ze v jest dodatnig miarg borelowskq na T. Jesli x,, —
x oraz o,, KLV, too, L v. Ten sam rezultat zachodzi, gdy absolutng cigglosé
zastgpimy warunkiem singularnosci.

Dowéd.

Przypuéémy, ze o, = o1 + 09, gdzie 01 < v oraz 0 # o, L v. Na mocy
lematu 2.17 istnieja y1,y. € Z(z) takie, ze 0, = 0y, ¢ = 1,2. Z lema-
tu 2.22, Z(y1) ® Z(ys) = Z(x), skad © = y| + vb, gdzie y, € Z(y;), i = 1,2.
Otrzymalismy o,, < 0y, L v. 7 drugiej strony, ze wzgledu na lemat 2.12,
Opp—y, K Op, + 0y K v. Na mocy lematu 2.21 mamy x,, — y; L yy oraz

|20 — 2> = ||lzn — y1 — v5l* = [|v5l1°

Definicja 2.25 Przestrzen cykliczna Z(x) nazywa sie przestrzenia maksy-
malng, gdy nie jest ona zawarta w pewnej wiekszej przestrzeni cykliczne;j.

Lemat 2.26 Przestrzen Z(x) jest maksymalna wtedy i tylko wtedy, gdy o, >
oy dla wszystkichy € H. W szczegolnosci, jesli Z(x) oraz Z(y) sq¢ maksymal-
ne, to sq one spektralnie réwnowazne (co oznacza, ze Ulzyy ~ Ulzy)).

Dowdd.
= . Przypusémy, ze dla pewnego y € H nie jest prawda, ze o, > o,.
Woéwezas istnieje v € M1 (T) taka, ze

0#v<o, and o, Lv.

Lecz v < o, implikuje, ze istnieje y; € Z(y) takie, ze v = 0, skad oy, L 0,
oraz, na mocy lematu 2.22, Z(y, + x) = Z(y1) ® Z(x). Ostatnia réwnos¢
oznacza, ze przestrzen cykliczna Z(z) nie jest maksymalna.

<. Jedli Z(x) nie jest maksymalna, to dla pewnego z € H, przestrzen Z(x)
jest wlasciwa podprzestrzenia przestrzeni Z(z). Na mocy lematu 2.19, o, nie
jest rbwnowazna mierze o,. O
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Lemat 2.27 Jesli Hy C Z(x) jest domknigtq podprzestrzeniq U-niezmienniczq,
to Hy jest takze cykliczna.

Dowéd.
Z lematu Wienera wynika, ze H; = xgL?*(T,o0,) dla pewnego zbioru
B € B(T). Jasnym jest, ze xp jest cyklicznym generatorem przestrzeni Hj.

0

Lemat 2.28 Dia dowolnego x € H istnieje maksymalna podprzestrzen cy-
kliczna, do ktorej x nalezy.

Dowdéd.

Pokazemy, ze jesli (z,,) jest ciagiem elementow przestrzeni H oraz Z(x,,) C
Z(xp41) dla dowolnego n > 1, to F' = U, Z(z,,) jest réwniez przestrzenia
cykliczna. Istotnie, Z(x,,1) = Z(z,) © H,, gdzie H, jest U-niezmiennicza.
Na mocy lematu 2.27, przestrzen H,, jest takze cykliczna, wiec

Z(vni1) = Z(zn) ® Z(Yny1)
1z lematu 2.18 otrzymujemy, ze o,, 1 oy, ., oraz
O.:En_t,_l == UiEn + O.yn+1‘

Polézmy o,, = o, 1 zauwazmy, ze miary o, , n > 1 sa wzajemnie singularne
Y1 1 ) Yn )
poniewaz o, < 0, L o, . Ponadto

Oppir = Oypis + 0y, + .o+ 0y, L(Tng1) = Z(Yng1) © ... © Z(y1),

gdzie, bez straty ogolnosci, mozemy zaltozy¢, ze szereg >, > yn jest zbiezny.
Na mocy lematu 2.23, F = @,51 Z(yn) = Z(X 151 Yn)-

Aby zakonczy¢ dowod uzyjemy zalozenia osrodkowosci przestrzeni H. W
takiej przestrzeni kazdy $cisle rosnacy tancuch podprzestrzeni cyklicznych
musi by¢ przeliczalny (istotnie, przypudémy, ze G = Ugyep H,, jest suma
mnogosciowa tancucha podprzestrzeni; niech {f,} bedzie gestym podzbio-
rem przestrzeni G; dla kazdej pary (n,m) wybierzmy ., € A speniajace
dist(Ha, ., fn) < 1/m; woéwczas (Ha,,, )nm jest takze tancuchem podprze-

Qn,m

strzeni Hilberta oraz F' = U, ,, H ). Aby zakonczyé¢ dowdd wystarczy

teraz skorzystaé z lematu Kuratowskiego-Zorna. O
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2.3 Twierdzenie spektralne. Klasyfikacja operatoréow
unitarnych

ZakonczyliSmy opis najwazniejszych wtasnosci miar spektralnych. Przystepu-
jemy teraz do pelnego opisu (klasyfikacji) operatoréw unitarnych z doktad-
nosciag do réwnowaznosci unitarnej.

Lemat 2.29 Jesli U jest operatorem unitarnym na oSrodkowej przestrzeni
Hilberta H, to istnieje rozklad

(2.13) H=@Z(x,) oraz o, > 05> ....
n=1

Dowéd.

Ustalmy gesty podzbior {y,; n > 1} przestrzeni H. Niech Z(x;) bedzie
podprzestrzenig maksymalna, do ktorej nalezy element y,. Oznaczmy przez
{yl: n = 2,3,...} projekcje ortogonalng elementéw {y,; n = 2,3,...} na
podprzestrzen Z(x;)~. W przestrzeni Z(z;)* (ktéra jest U-niezmiennicza)
wybieramy maksymalna podprzestrzen cykliczng, powiedzmy Z(z5), do kto-
rej nalezy element y;. Wynika stad, ze y; € Z(z1) oraz ys € Z(x3) ® Z(z1).
Ponadto, na mocy lematu 2.26, o,, > o0,,. Powtarzamy teraz to samo ro-
zumowanie uzywajac operatora U|z,, ). oraz przestrzeni Z(wy), ktéra jest
maksymalna w Z(x;)*, etc. Konstruujemy w ten sposéb ciag (r,,) taki, ze
Yn € Z(x1) & ... D Z(x,), gdzie z maksymalnosci wyboru na kazdym kro-
ku konstrukeji i lematu 2.26 wynika, ze o, > ... > 0,, > .... W koncu
H={y,: n>1} C @2, Z(z,) C H, co konczy dowdd. 0

Kazdy rozktad przestrzeni H spelniajacy (2.13) nazywamy rozkladem
spektralnym. Zauwazmy, ze w kazdym rozkladzie spektralnym (2.13) prze-
strzen Z(x1) jest maksymalna podprzestrzenia cykliczng (istotnie, jesli y =
Yis1 7, gdzie x; € Z(x;), to 0y = Y51 00 K 04y 1 wystarczy zastosowac
lemat 2.26). Ciag miar w (2.13) nazywamy ciggiem spektralnym operatora
U. Typ (tzn. klasa wszystkich miar rownowaznych danej mierze) miary o,,
bedzie nazywany maksymalnym typem spektralnym operatora U; bedziemy
go oznaczaé przez oy (mimo wszystko, troche niekonsekwentnie, przez typy
spektralne bedziemy rozumieli miary). Potézmy A; = T i dla n > 2 niech

do

2.14 A =A, = I
(2.14) 2(U) n = SUpp do,
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Rysunek 1: T = [0,1)

Zatem A, jest zdefiniowany o,,-p.w. Poniewaz

do'x'n-&-l o do-mn+l do—l‘n

do,, doy, doy,’

wiec
T=A DA,DA3D... (moduloo,,).

Ktadziemy
My T —{1,2,.. }U{+oo}, Mpy(z) =D xa,(2).
n=1

Funkcje te nazywa sie funkcja krotnosci spektralnej operatora U i jest ona zde-
finiowana z dokladnoscia do zbioru miary op-zero (patrz Rysunek 1). Oczy-
wiscie okreslenie funkcji My wymagato konkretnego rozktadu spektralnego.
Niemniej, nastepne twierdzenie powie nam, ze funkcja M, zalezy jedynie od
operatora, a nie od rozktadu spektralnego.

Nastepne twierdzenie jest centralnym wynikiem teorii spektralnej opera-
torow unitarnych. Twierdzenie to uzasadnia ponadto poprawnos¢ wprowa-
dzonych powyzej pojec.
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Twierdzenie 2.30 (twierdzenie spektralne) Niech U bedzie operatorem
unitarnym na osrodkowej przestrzeni Hilberta H. Zatozmy, Ze dane sq dwa
rozktady spektralne:

H=PZ(x,), 04, > 0,,>...,
n=1

H=PZ(y,), oy, >0y, >....

n=1

Wowczas, dla dowolnegon > 1, 0,, = 0y,.

Dowdéd.

Dowod przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypu$émy zatem, ze n > 1
jest najmniejsze o tej wlasnosci, ze o,, # o0,,. Wowczas n > 2 (bo obie
podprzestrzenie Z(z1) i Z(y; ) sa maksymalne). Niech 0 # v € M*(T) spelnia

vLoy, Vv1log,

(by¢ moze, aby otrzymaé miare v o powyzszej wlasnosci, musimy tutaj za-
mieni¢ rolami ciagi (x,) 1 (y,)). Zatem istnieja y; € Z(y;), i = 1,...,n takie,
ze o, = v. Ponadto istnieja z; € Z(z;), j = 1,...,n — 1 takie, ze O = V.
Zauwazmy, ze jesli

F=Z(x)®...®Z, ),

to dowolny typ spektralny na F'* jest singularny wzgledem v. Istotnie
Z(x;) = Z(x}) © Z(x}), o Loy =v (Gj=1,....,n—1),
wiec
Fr=72GE)@... 0 Z! )@ Z(x,) ®Z(Tns) ...,
z czego wynika, ze typ spektralny na F* jest absolutnie ciagly wzgledem
miary ogy + ...+ 0z + 0y, + ... Otrzymalismy zatem, ze dla dowolnego

1=1,...,n,
Z(y;) C F.

Przechodzimy teraz do standardowych reprezentacji na F, identyfikujac F' z
@?:_11 L3(T,v). Przy tej identyfikacji operator U|p jest réwny @}‘:—11 V,, gdzie
V,(f)(2) = zf(z) na przestrzeni L?(T,v). Istnieja wigc elementy g1,. .., g, €
F (g; odpowiada y.) takie, ze

o4 =v oraz Z(g;) L Z(gy)
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dla i # 4/, przy czym 4,7 = 1,...,n. Oczywiscie ¢g; = Z?;ll gij, gdzie g;; €
L*(T,v). Otéz dla dowolnego k € Z, t #s, 1 < t,s<n

0= <Uky37yt Z V gs]vgtj L2(Tw) —

z;:/ 2 945(2)g1(2) dv(2) / (Z Gsj(2) g1 (2 ) dv(z).

Poniewaz k& w tym rozumowaniu jest dowolne, wiec
(2.15) Z 95j(2)915(2) =0 dlav —p.w. z € T.

Ale 04, = v, wiec

/z dv(z) = (Uryl, yl)r =
= [ *do,(z z/ oy ()] di(2).

a wiec
(2.16) > lgsi(z)P =1 dlav —p.w. z € T.

Patrzac teraz na zaleznosci (2.15) i (2.16) widzimy, ze w przestrzeni liniowej
C"~! otrzymalismy wektory

(911(2)5 s 910-1(2)), (921(2), - -+, Gam—1(2))5 - (Gn1(2)5 - - 5 Gnin—1(2))

wszystkie o dtugosci 1 i parami ortogonalne (dla v-p.w. z € T), co daje
oczywista sprzecznoéé z wymiarem przestrzeni C* 1. O

Whiosek 2.31 Zatozmy, zZe Uy jest operatorem unitarnym na oSrodkowej
przestrzent Hilberta Hy, k = 1,2. Zatozmy dodatkowo, zZe dany jest rozktad
spektralny
Hy, =P Z(xr;), Ouey > 00,> ...,
i=1
(k=1,2). Jesli Uy ~ Uy, to 0,,, = 04, dla dowolnego i > 1.
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Dowdéd.

Zatozmy, ze operator unitarny V' : Hy — H, ustala unitarng réwnowaz-
no$¢ pomiedzy operatorami Uy oraz U, (tzn. V o Uy = Uy o V). Wowezas,
VN Z(x2,)) = Z(V Haoy)), a stad Hi = @51 Z(V ;). Oczywiscie,
miara o,,, (miara spektralna liczona wzgledem operatora U,) jest réwna
mierze oy -1, ) (miara spektralna liczona wzgledem operatora Ui). Teza na-
szego wniosku wynika zatem bezposrednio z twierdzenia spektralnego. O

Jak wynika z powyzszego dowodu rowniez i nastepny wniosek jest bezpo-
srednig konsekwencja twierdzenia spektralnego.

Whiosek 2.32 Zatozmy, zZe U, jest operatorem unitarnym na oSrodkowej
przestrzent Hilberta Hy, k = 1,2. Jesli Uy ~ U,, to oy, = oy, oraz My, =
]\JU2 (aUl—p.w.). O

Okazuje sie, ze para (oy, My) catkowicie wyznacza operator U.

Twierdzenie 2.33 Jesli oy, = oy, oraz My, = My, (oy,-p.w.), to Uy ~ Us.

Dowdéd.
Dla danego U : H — H mamy (uzywajac lematu 2.14), ze jesli

H=Zxz,), 0, >0,>...
n=1

jest rozktadem spektralnym, to operator U jest spektralnie izomorficzny z
operatorem

P V., - P LA T, 0.,) = P L*(T, 04,).
n=1 n=1 n=1

Moéwimy, ze:
e U ma proste widmo, jesli jego ciag spektralny jest postaci
0, >0=0=..;

rownowaznie, gdy My = 1;
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e U ma jednorodne widmo krotnosci n, jesli ciag spektralny tego opera-
tora ma postac
Opy =...=0,, >0=.._;

rownowaznie, gdy My = n;

e U ma widmo Lebesque’a (widmo absolutnie ciggle, widmo singularne,
widmo dyskretne), gdy o,, jest miarg rownowazna mierze Lebesgue’a
(mierze absolutnie ciaglej wzgledem miary Lebesgue’a, mierze singu-
larnej wzgledem miary Lebesgue’a, mierze dyskretnej).

Liczba n € {1,2,...} U{+oo} nazywa sie wartoscig istotng funkcji krot-
nosci spektralnej operatora U, gdy

ov({z€T: My(z) =n}) > 0.

Istotne supremum funkcji My nazywa sie maksymalng krotno$ciq spektralng
operatora U. Niech

(2.17) Ey ={n € {1,2,...} U{+o0}; n jest istotng wartoscia funkcji My }.

Cwiczenie 2.34 Niech V : L¥(T, ) — L*(T, 1), Vf(z) = zf(z). Pokazad,
ze oy = p oraz My = 1.

Cwiczenie 2.35 Pokaza¢, ze operator U ma proste widmo Lebesgue’a wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje baza ortonormalna (z;);->° . przestrzeni H taka, ze

Uizy = x; dla dowolnego i € Z. Sformutowaé i udowodnié¢ podobne kryterium
dla jednorodnej krotnosci Lebesgue’a.

Cwiczenie 2.36 Niech U : [%(Z) — 1*(Z), U((zy)) = (yn), gdzie yn = Tpi1.
Pokaza¢, ze U ma proste widmo, a maksymalny typ spektralny jest typem
Lebesgue’a.

Cwiczenie 2.37 Pokazaé, ze n € {1,2,...} jest istotng wartoscia funkcji
krotnosci spektralnej operatora U wtedy i tylko wtedy, gdy w dowolnym
ciggu spektralnym o,, > 0., > ..., miara 0,, , nie jest rownowazna mierze
o, . Pokazaé, ze co jest istotna wartosciag funkcji My wtedy i tylko wtedy,
gdy infimum miar ciagu spektralnego jest rozne od miary zerowej.

Pokazmy teraz bardzo szczegdlny przypadek liczenia miar spektralnych.
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Lemat 2.38 FElement x € H jest wektorem wlasnym odpowiadajgcym war-
tosci wiasnej zg € T wtedy @ tylko wtedy, gdy o, jest miarg Diraca o atomie
20, a méwigce dokladniej, o, = ||x]|?0.,-

Dowdéd.
= Zalézmy, ze Ux = zpx. Wowczas

[rz”dax(z) — Uz, 1) = 22z, ) = ||x||2/Tz”d5Z0(z)

i stad o, = ||7]|?0.,.

< Jesli (Urz,x) = ||z|*2y, to dla n = 1 otrzymujemy, ze [(Uz,z)| =
|lzl|* = ||Uz| ||z||, co oznacza, ze w nieréwnosci Schwarza mamy réwnosé.
Wynika stad, ze Ux = cx, skad ¢ = 2. 0

Cwiczenie 2.39 Pokaza¢, ze dla dowolnych z,y € H mamy: o,({1}) =
llz1|?, 02y ({1}) = (@1, y1), gdzie 21 (y1) oznacza rzut ortogonalny elementu
x (y) na podprzestrzen wektoréw wlasnych odpowiadajacych wartosci wta-
snej 1 (tzn. podprzestrzen Fiz(U) punktéow statych operatora U).

Wskazéwka Zauwazy¢, ze jesli o.({1}) > 0, to dp1y < 0., a wiec istnieje
element w € Z(z) taki, ze 0, = 01}, nastepnie napisa¢ v = x; + 2, gdzie
z € Fiz(U)*.

Pokazemy teraz inne (oczywiscie rownowazne do wprowadzonego) rozu-
mienie pojecie krotnosci spektralnej.

Niech U bedzie operatorem unitarnym na osrodkowej przestrzeni Hilberta
H. Niech 0 € M*(T) bedzie miara absolutnie ciagta wzgledem maksymal-
nego typu spektralnego oy operatora U. Bedziemy moéwili, ze ciag 1, ..., x,
elementow przestrzeni H jest typu o, gdy spetnia on nastepujace warunki:

Z(z;) L Z(xj)dlai # jorazo,, =odlai=1,...,n.

W sposéb naturalny mozemy rozpatrywaé maksymalne ciagi typu o (ozna-
cza to, ze miara o NIE jest absolutnie ciggta wzgledem maksymalnego typu
spektralnego operatora U dziatajacego w uzupetnieniu ortogonalnym pod-
przestrzeni Z(x1) @ ... ® Z(x,)).
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Twierdzenie 2.40 Dowolne dwa maksymalne ciggi typu o majg te samqg
dlugosé. Ponadto, liczba m € {1,2,...} U{oo} jest istotng wartoscig funk-
cgi krotnosci spektralnej wtedy v tylko wtedy, gdy istnieje maksymalny cigg
pewnego typu o o dlugosci m.

Dowéd.

Niech wiec x4, .. ., z, bedzie maksymalnym ciagiem typu o. Wéwczas H =
Z(x)®...®ZL(x,)® Hy, przy czym miara spektralna dowolnego elementu z
H jest rozna od 0. Wezmy dowolny rozktad spektralny operatora U na Hi:

Hi=Z(n) @Z(y2) ..., 0y > 04> . ...
Nastepnie roztézmy Z(y;) = Z(y.) ® Z(y!) tak, aby
(x) oy <o, oraz o, Lo,
1 > 1. Otrzymujemy w ten sposob rozktad
Hi

H =Z(y) @ Z(yy) @ .. OZ(y) ®Z(y)) ® .. ..

"
Hl

Na przestrzeni H| maksymalny typ spektralny jest absolutnie ciagly wzgle-
dem miary o (poniewaz jest on absolutnie ciagly wzgledem Y 0'y§>, natomiast
maksymalny typ spektralny na H{ jest singularny wzgledem miary o (uzy-
wajac podobnego argumentu).

Ze wzgledu na (%), o > o, > ... oraz o > oy > ..., a Wige
rozktady

H =Z) ®Z(y,) @ ..., H =Z(y]) ®Z(yy) © ...

sa rozktadami spektralnymi. Mamy wigc 0, < 0, a ze wzgledu na zalozenie
maksymalnosci, o, nie jest rownowazna mierze 0. Oprocz tego oy L 0.
Mozemy teraz napisac

H = (Z(z1) ® Z(y))) @ (Z(22) © Z(y3)) & ... & (Z(wn) & Z(y,,))®

B(Z(yy) ® Z(yny1)) ® (Z(ys) @ Z(yyn)) ® ... =
= Z(v1+y) ) BL(w2+ys)B. . .B(Z(xn+Yl) BZ(Yy+Yr ) O ZL(Ys+ Y o). ...

45



Poniewaz w powyzszym rozktadzie w sposob oczywisty otrzymaliSmy maleja-
cy (wzgledem relacji absolutnej ciaglosci) ciag miar, wiec rozklad powyzszy
jest rozktadem spektralnym. Zapisujac ten malejacy ciag miar jako

G160 > Gy G >

zauwazamy, ze ma on nastepujaca wtasnosc:

przy ,przejsciu” od miary &, do miary o,.; nastepuje ,skok”, a precyzyj-
niej méwigc, w rozkltadzie miary &, wzgledem o otrzymamy o (plus pewna
miare singularna wzgledem o), natomiast w rozktadzie miary &, wzgledem
o otrzymamy miare ,mniejsza’ niz o (plus miara singularna wzgledem mia-
ry o). Jest oczywiste, ze tego typu wlasnos$¢ jest juz niezmiennikiem ciagu
spektralnego, a zatem pierwsza cze$¢ twierdzenia zostata udowodniona. Lecz
i druga teza twierdzenia wynika z podanego argumentu. O

Przyklad 2.41 Zatézmy, ze operator unitarny U ma proste widmo. Wyli-
czymy teraz ciag spektralny dla operatora U™ (m > 2).
Dla dowolnego = € H oraz n € Z mamy

[ doeim(2) = (U2 = [ (=) =

- [[‘ 2"d (qm)*Ux,U(Z)a

gdzie ¢,(2) = 2™. Zatem o,ym = (¢n)«0.u 1 stad wynika, ze opym jest
obrazem typu oy poprzez odwzorowanie ¢,,.

Potézmy o = oy (zatem mozemy zaktadaé, ze U = V). Niech ¢,, =
e?™/m  Oznaczmy przez A; tuk (domknicto-otwarty) okregu, ktérego punkty
koncowe to e, oraz et i =0,1,...,m—1. Woéwczas: rodzina {Ag, ..., Ap_1}
jest rozbiciem okregu, ¢, (A;) = T, a ponadto ¢,|a, jest 1-1 oraz ,na”,
i=0,...,m—1. Kladac 0, = 0|4,, 0mi = (gm)«(0;) otrzymujemy izometrie
surjektywna U,,, : L*(T,0pm,;) — L*(T, 0;), gdzie

Ug ()(2) = flamz) = [(z").

Mamy
Up (Ve i () (2) = Voo (£)(@m2)
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= Vo, ()(Z") = 2" f(z7) = 2"U,, ()(2) = V;T (Us,, (f)) (2).

Zatem U, oV,  oU =V

Poniewaz podprzestrzen x4, L?(T, o) jest V™ niezmiennicza, wiec opera-
tor V" na tej podprzestrzeni jest izomorficzny z operatorem mnozenia przez
zmienng niezalezng na L*(T,0,,;) 1 w szczegblno$ci ma on proste widmo.
Wynika stad, ze esssup(Mym) < m, przy czym doktadne policzenie funk-
cji krotnosci spektralnej zalezy od wzajemnych relacji pomiedzy miarami
Om.0,- - Omm—1. Jesli dla przyktadu wszystkie te miary sg réwnowazne, to
funkcja krotnosci przyjmuje tylko jedna wartosé réwna m. Jesli miary te sg
wzajemnie singularne, to operator U™ ma proste widmo. Ogolnie, ¢ jest istot-
ng wartoscig funkcji My= wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niezerowa miara
n oraz maksymalny wyboér podzbioru {ji,...,J;}, dla ktorego n < o, .,
s=1,...,1.

Cwiczenie 2.42 Pokazaé, ze jesli U ma jednorodne widmo Lebesgue’a krot-
noéci k, to dla dowolnego n > 1 operator U™ ma jednorodne widmo Lebes-
gue’a krotnosci nk.

Cwiczenie 2.43 Zalézmy, ze U ma proste widmo, a jego maksymalny typ
spektralny jest rowny v = > 0% ﬁézg, gdzie zg nie jest pierwiastkiem z

jednosci. Pokaza¢, ze U™ ma proste widmo dla dowolnego n > 1.

Cwiczenie 2.44 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H. Zalézmy, ze v € M*(T). Pokazaé, ze

H,={x € H; o, <V}

jest domknieta podprzestrzenia U-niezmiennicza. Podprzestrzenie postaci H,
nazywamy podprzestrzeniami spektralnymi operatora U.

Cwiczenie 2.45 Zaléimy, ie F C H jest podprzestrznig spektralng opera-
tora U. Pokazaé, ze dla dowolnego x € H

Projp = Projprz(ys)T-
Cwiczenie 2.46 Niech U; : H; — H; bedzie operatorem unitarnym o$rodko-

wej przestrzeni Hilberta, ¢ = 1, 2. Zat6zmy, ze operatory U; i U; sa spektralnie
izomorficzne i niech x; € Hl Jesli U1|Z(x1) ~ U2|Z(12)7 to U1|Z(x1)i ~ U2|Z(acg)l'
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Uwaga 2.47 Cwiczenie 2.46 oczywiscie tatwo wynika z twierdzenia spek-
tralnego. Zauwazmy jednak, ze mozemy wykazaé je bezposrednio. Istotnie,
wystarczy pokazac, ze jesli operator unitarny U jest okreslony na przestrze-
ni Hilberta H = Z(x) + Z(y), gdzie Ulz@) = Ulzw), t0 Ulz@yr =~ Ulzgg):
Udowodnimy ten ostatni fakt. Najpierw zauwazmy, ze maksymalny typ spek-
tralny oy jest réwnowazny typowi miary o, (oraz oy), gdyz o, = o0, oraz
Tauratbumy K 0y + 0y = 0, (a ponadto patrz ¢wiczenie 2.44). Niech

y:yl_'—yOa x:$l+x0a
gdzie y, € Z(x),y0 € Z(x)*, 21 € Z(y), 20 € Z(y)*. Zauwazmy, ze
Z(x) ®Z(y) = H="Z(y) ® Z(xo),

gdyz z,y € Z(x) ® Z(yo) (i podobnie x,y € Z(y) & Z(zy)). Pozostaje nam
wykazac, ze o,y = 0y,. Przypusémy wigc, ze miary te nie sg réwnowazne.
Wowcezas (ewentualnie zamieniajac rolami x i y) mozemy znalezé niezerowa
miare v taka, ze
VL Oy, VL og.

Wybierzmy zj € Z(x) oraz y, € Z(yo) tak, aby o,y = v = 0,,. Poniewaz v L
Oy Wiee 0, Yy € Z(x0)*, a wiee zp, vy € Z(y). Skoro jednak Z(x)) L Z(yp),
wige z lematu 2.18 mamy o,; L 0,/ 1 otrzymalismy sprzecznosc.

Zauwazmy, ze powyzszy fakt pozwala podac¢ inny dowod twierdzenia spek-
tralnego (tzn. twierdzenia 2.30).

Cwiczenie 2.48 Niech (V, f)(z) = zf(z) na L*(T, v). Niech supp v oznacza
noénik topologiczny” miary v. Pokazaé, ze

suppr ={A € C; V, — A -1d jest nieodwracalny},

tzn. supp v jest réwny widmu (w sensie Gelfanda, patrz uzupelniajacy roz-
dzial 7.4) operatora V,,.

" Nosnikiem topologicznym miary nazywamy najmniejszy zbiér domkniety, ktérego do-
pelnienie ma miare zero. Zauwazmy, ze zbior B := UU_Otu)art%y(U):O U ma miare zero;
w przeciwnym przypadku przyblizamy go z ,dolu” przez zbiér zwarty K C B, ktéry z
kolei zawiera sie w skoniczonej liczbie zbioréw U otwartych o mierze zero, stad v(K) =01
korzystamy z regularnosci miary. Zauwazmy, ze miary réwnowazne maja te same no$niki
topologiczne.
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Jesli czytelnik nie rozwiazal é¢wiczenia 2.48, ponizej podajemy ogdlniejszy
fakt.

Stwierdzenie 2.49 Niech (v;);>1 C M*(T) spelnia dodatkowo
Vi >V > . ...

Potéimy H = @2, L*(T,v;) oraz V. = @2, V.. Wowczas widmo (Gelfanda)
a(V') operatora V' jest réwne suppvy.

Dowéd.
Przypomnijmy, ze o(V') jest réwne widmu aproksymatywnemu I1(V') (patrz
rozdziat 7.5). Ustalmy zo € T takie, ze

(Ve>0)3f e H, [[flle=1) lzof =V fllu<e.
Przypusémy, ze zop ¢ suppr;. Wowezas istnieje g9 > 0 taki, ze 1vq((z0 —

g,20+¢)) =01istad v,((20 — €, 20 + €)) = 0 dla wszystkich n > 1. Potézmy
A= (z0—¢c,20+¢). Jedlig=>2,9; € H to

gl = - llgileray = 3 |, loidvs
=1 i=1

Przy zadanym f € H mamy wiec

lzof =Vl =% [ 1HP1z = 2oPdii(z) >
=1

3 [ 1) Pdnt=) = I

Pokazalidmy, ze II1(V') C supp .
Jesli 2y € supp vy, to dla dowolnego € > 0

pw((z0 —€,20 +¢)) > 0.
Wystarczy pokazaé, ze zy € o(V;) poniewaz II(V;) C II(V3). Definiujemy

funkcje
1

\/1/1((20 —&,20+¢€))
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ktorej norma w L?(T, ;) jest réwna 1. Ponadto

1 soe 1/2
|z0fe — V1fa||L2(T,u1) = ( / |z — 20| dul(z)> <

Vl((Z()—S, ZU+€)) 0—¢

< 1 /z0+5 Qd ( )) 1/2
e“dvy (2 =e.
n((z0 —€,20+€)) Jzo—e '

Cwiczenie 2.50 Znajac ciag spektralny operatora unitarnego U wyznaczy¢
ciag spektralny operatora odwrotnego. Pokaza¢, ze operator unitarny U jest
izomorficzny ze swoim odwrotnym wtedy i tylko wtedy, gdy w ciggu spek-
tralnym operatora U wystepuja jedynie miary symetryczne (miare v na T

nazywa sie symetryczng, gdy v(A) = v(A) dla dowolnego podzbioru bore-
lowskiego A C T).

Zobaczmy jeszcze, jaki jest zwiazek pomiedzy miarami spektralnymi o, i
04z, gdy A jest operatorem przemiennnym z U.

Stwierdzenie 2.51 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H. Niech A : H — H bedzie liniowy 1 ograniczony, Ao U =
UoA. Wowczas dla dowolnego x € H:

(Z) Opr K Oy,

(11) 0pe = 04, 0 ile A jest izometrig.

Dowéd.
(i) Poniewaz, dla dowolnego n € Z,

(U"Ax, Az) = (AU"z, Ax) = (U"z, A" Ax),
WIQC OAx = Og A% Az <L 0g-

(ii) Ze wzgledu na izometrycznosé operatora A, powtarzajac powyzszy
rachunek, otrzymujemy natychmiast

(U"Az, Az) = (U"z, x),
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co konczy dowdd. 0

Pokazemy teraz jeszcze inne podejscie pozwalajace zdefiniowaé zaréwno
maksymalny typ spektralny, jak i funkcje krotnosci spektralnej operatora
unitarnego.

Niech 0 € M (T) i niech F' bedzie przestrzenia Hilberta. Definiujemy

LA(T,0:F) = {f:T — F: / I1£]2 do < +oc}.
T
Latwo sprawdzamy, ze wzor

(£.9) = [ (£) () r do(2)

jest iloczynem skalarnym na L*(T, o; F) i ze w ten sposob otrzymali$my nowa
przestrzen Hilberta. Wezmy teraz F' = [* = [>(N). Niech M : T — NU{+o0}
bedzie funkcja mierzalng, okreslong o-p.w. Ktadziemy

Hyar:={f € L*(T,0;1%); f(2) = (f1(2),- -+, fm»(2),0,...) dlao—p.w. € T}

Lemat 2.52 H, ; jest podprzestrzeniq domknietq przestrzeni L*(T, o;1?).

Dowéd. 2
Zaloimy, ze f®) € Hy oy, f € LA(T, 031%) oraz f® — f, tzn. [1 Hf(k) - f” do —

19(2) = fi(2)| [P do(z) — 0, gdy k — oo i stad dia

L 1P = )] dotz) - 0.

Ustalmy n € N i niech B, = {z € T; M(z) = n}. Wowczas dla dowolnego
i > n+11idowolnego k > 1, fi(k)(z) = 0 na B, a skoro

Ja

wiee fi(z) =0 dla o-p.w. z € B,,. 0

o)
=1

0. Mamy wiec [p
kazdego i > 1,

1P@) — 1) do(z) = 0, gdy k— oo,

Okreélamy teraz operator unitarny U na przestrzeni H, s ktadac

U)(z) = 2f(2) = (2/1(2), 2f2(2), - . ).
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Twierdzenie 2.53 Dla okreslonego powyzej operatora unitarnego U mamy
oy = o oraz My = M.

Dowéd.

Dlan > 1 lub n = +oo potézmy B, = {z € T; M(z) = n}. Oczywiscie
zbiory B, sa mierzalne, B, N B, = 0, gdy n # m oraz U,, B, = T (modulo
o). Dla n > 1 kladziemy

Hnyl = Z((XBn7 07 07 . ))7

H,>=17((0,x5,,0,0,...),
H,.,.=2Z(0,...,0,x5,,0,0,...)).

Podobnie definiujemy podprzestrzenie Hy,;, ¢ > 1. Zauwazmy, ze na pod-
przestrzeni H,; maksymalny typ spektralny operatora U jest réwny olg,.
Latwo sprawdzamy, ze

HU,M: @@Hnﬂ@@Hoo’] :Fl@FQEB...,
n=11i= j=

gdzie
F1 = H171 @HQJ@...@HOQJ,FQ = HZQEBH&Q@...@HOQQ,...

Zauwazmy, ze przestrzenie F; sa cykliczne, a ponadto typ spektralny opera-

tora U na Fj jest rowny 0|U_> ;> co daje nam natychmiast teze¢ twierdzenia.
12]

O

2.4 Krotnosc¢ spektralna operatoréw unitarnych

Naszym celem bedzie teraz podanie warunkow koniecznych i dostatecznych
na to, aby maksymalna krotno$¢ spektralna operatora unitarnego byta wigk-
sza od zadanej liczby naturalne;j.
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Lemat 2.54 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej przestrzeni
Hilberta H. Zatozmy, Ze

H=Z(x)®...0Zxy), 0z =...= 0y, =0,

lwi|| = 1,7 =1,...,m. Niechy € H, |ly|]| < 1. Wezmy y1,...,ym € Z(y).
Wowczas

(2.18) Sl =yl =m— 1.
=1

Dowéd.

Zamienmy najpierw y na y' € Z(y) tak, aby o, = oy, ||| < 1 oraz
oy < 0. Bez straty ogélnosci mozemy zatem zaktadac, ze o, < 0. Oznaczmy
v =0, Wtedy v < 0 idla dowolnego i =1,...,m

/
ZT; :Z'i‘i‘Zi,

gdzie ), z; € Z(z;) oraz

(2.19) Oy =V, 0, L,
1 =1,...,m. Zauwazmy, ze
(2.20) (w, z;) = (w, z}) dla dowolnego w € Z(y),

gdyz o, < v (istad w L Z(z;)). Mamy

m

Sollw —yil|* = m —2Re> {wy, ) + > il >
=1

i=1 i=1

>m—2Y N,y + D [lull*-
i=1 i=1

Wystarczy pokazaé nier6wnosé (2.18) w przypadku y; = p;(U)y, gdzie p; jest
dowolnym wielomianem trygonometrycznym (rzeczywiscie, lewa strona nie-
réwnosci (2.18) zalezy w sposob ciagly od i, ..., ym). Korzystajac teraz ko-
lejno z: (2.20), z faktu, ze operator p;(U) jest przemienny z projekcja ortogo-
nalng projg,,), nierownosci Schwarza, nieréwnosci Cauchy-Buniakowskiego,
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z faktu, ze p;(U) jest operatorem normalnym (a wiee ||p;(U)y|| = ||p:(U)*y||),
twierdzenia spektralnego i (2.19), otrzymujemy, ze

§;|<xi,yi>| - i (o i U)g)] = f: (@ i U)3)] =

= > [, pi(U) (projgeny))| = D [(pi(U)* 5}, projz . y)| <
i=1 i=1

< 3" I (Y @-proizeyll < (z iU ;||2) (2 ||projz(xi)y||2) -
i=1 1=1

i=1
1/2

_ @W)M,g)“ (1517)" = 1 (3 [ I aon () =

1/2

= (f: [ |pi<z>|2dv<z>)1/2=||y|| (f: [ |pi<z>|2day<z>) -

m 1/2 m 1/2
=HyH<Z (U yu2) =Hyu(zuym2) |
=1 =1

Stad

S s = ill2 > m — 20y (2 ||yi||2> Sl s
=1 =1 =1
S m—2 (Z\|yz-|!2> S 2> m—
=1 =1

(gdyz m — 2a + a®> > m — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (a —1)*> > 0, a =
m 1/2
(2 llwall®) / )- O

Twierdzenie 2.55 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H. Zalozmy, e esssup(My) = m (m > 1). Wéwczas istnieje
zbior ortonormalny {1, ..., x,} taki, ze dla dowolnego y € H i dowolnych
Yty -y Ym € Z(y) mamy

m
Z ||z — yz”2 >m — 1.
i=1
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Dowéd.

7. zatozenia wynika, ze mozemy znalez¢ wektory jednostkowe x1, ..., x,,
takie, ze 0, = ... =0,, oraz H =Z(x,)®...®Z(x,)® F. Wezmy dowolny
y € H. Jesli y = 0, to twierdzenie zachodzi. Mozemy wiec zatozy¢, ze y # 0,

a nawet, ze ||yl =1 (gdyz Z(y) = Z(y/llyl))). Ustalmy w1, ..., ym € Z(y).
Oznaczmy

U = PrOjzz)e..az@m) (Y), Ui = PrOjzue. az(rm) (i)

i=1,...,m. Twierdzimy, ze ¢; € Z(7). Istotnie, element y; moze by¢ dowol-
nie przyblizany elementami postaci ¢(U)y, gdzie ¢ jest wielomianem trygo-
nometrycznym, a ponadto operator q(U) jest przemienny z projekcja ortogo-
nalng projz,.)e. ez(,,): Stosujemy teraz lemat 2.54 do Z(x1) @ ... © Z(w,,)
oraz i, Ui, - - -, Ym Otrzymujac

> - Gl = m — 1.
i=1
Ale wektory x; — 9;, ¥; — y; sa prostopadte, wiec

s — yill* = o — Gl1> + 19 — wl? = |z — 6|7,

co konczy dowdd twierdzenia. O

Whniosek 2.56 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej przestrzeni
Hilberta H. Wéwczas esssup(My) = m (m > 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje zbior ortonormalny {x1,...,x,} taki, Ze dla dowolnego y € H,

idQ(Sﬁi, Z(y)) > m— 1.

Dowdéd.
Koniecznosé wynika bezposrednio z twierdzenia 2.55 (biorac za y; =
Projz )i, t = 1,... ,m). PrzejdZzmy wiec do dowodu dostatecznosci.

Wystarczy pokaza¢, ze dla i # j, Z(x;) L Z(x;) oraz 0,, = 0,,. Otoz,
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, dla dowolnego y € H mamy

d* (x4, Z(y)) = ||2; — projg,wil|* = 1 — [[projz |
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Sumujac po ¢ i korzystajac z zatozenia otrzymujemy, ze

m

m—1<Y d*(z,Z(y) =m = ||pr0jz(y)xi||2,

i=1 i=1

co oznacza, ze 3%, |[projg,il|* < 1. Biorac za y element x; (oczywiscie
[Projzs,)will = 1) otrzymujemy natychmiast, ze projz,,z; = 0 dla j # i i
stad wynika juz prostopadtos¢ odpowiednich przestrzeni cyklicznych.

Pokazemy teraz rownowazno$¢ miar o, ..., 0,, . Gdyby miary te nie byty
réwnowazne, to (ewentualnie przenumerowujac elementy z1, . .., z,,) mieliby-
Smy

Oy = Vo + po, gdzie vy K 04y, 0F# po L 0y,.
Poniewaz p, < 0,,, wiec istnieje z; € Z(z) taki, ze py = o0,,. Polézmy
2z = z1 + xo. Poniewaz o,, 1 o0,,, wiec Z(z) = Z(z1) ® Z(x2). Mamy
1> ; ‘|P1"OJZ(Z)$i‘|2 >

> ||projz 21 lI” + Iprojzyz2ll” = projz .z lI” + fl22l” > 1,

gdyz |[projg,yz1[* > 0 i otrzymalismy sprzecznosc. 0

Cwiczenie 2.57 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H i niech F' C H bedzie podprzestrzenia niezmiennicza.
Pokazac, ze Myp < My.

Cwiczenie 2.58 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H i niech H = span{U’z;; i = 1,...,m,j € Z}. Pokaza¢, ze
esssup(My) < m.

Cwiczenie 2.59 Jesli Fy i F, sa domknietymi, wzajemnie prostopadlymi
podprzestrzeniami przestrzeni Hilberta H, to zachodzi wzor

PIOjm amY = Projp Yy + Projp,y

dla dowolnego y € H.
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Ponizszy wniosek bedzie uzytecznym kryterium szacowania krotnosci spek-
tralnej z gory.

Whniosek 2.60 Niech U bedzie operatorem unitarnym oSrodkowej przestrzens
Hilberta H. Jesli istnieje ¢ > 0 oraz cigg przestrzeni cyklicznych F,, C H,
n > 1, taki, zZe dla dowolnego y € H o dlugosci 1 mamy

.. . 2
(2.21) lim inf [|projp, y[I* > ¢,
to esssup(My) < 1.
Dowéd.
Zalézmy, ze ess sup(My) > m. Wéwezas istnieje zbiér ortonormalny {xq, ..., zm,}

taki, ze S, d*(z;, F) > m — 1 dla dowolnej przestrzeni cyklicznej F. W
szczegblnosci,

m

m—1<Y d*(zi, F) = ) _(|la]|* — [[projp,il*) =
=1

i=1

= (1~ |lprojp, z:[l*)
i=1

i biorac w (2.21) za y kolejno xy, ..., z,, otrzymamy, ze m — 1 < m(l —c¢), a
zatem m < 1/c. 0

Whniosek 2.61 Niech U bedzie operatorem unitarnym oSrodkowej przestrzens
Hilberta H. Niech dany bedzie cigg rosngey F,, C H, n > 1, domknietych
podprzestrzent niezmienniczych takich, zZe

esssup(My|p,) < T
oraz
(2.22) PIOjp, Y — Y

dla dowolnego y € H. Wowczas esssup(My) < r.
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Dowdéd.

Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze esssup(Myp,) = r. Pokazemy
teraz, ze mozna teraz tak wybra¢ ciagi (x,;)n, @ = 1, ..., r, aby dla dowolnego
n>=1,

Fo=72(xp1) ® ... 0 ZL(wpny), 04,,>...>0,,, #0

oraz
Z(xn;) CL(xptr,), i=1,...m7

Woéweczas z dowodu lematu 2.28 wynika, ze G; := U;2 | Z(x,,;) jest przestrze-
nia cykliczna, natomiast zatozenie (2.22) implikuje, ze G + ...+ G, = H,
co oznacza, ze krotnos¢ operatora U nie przekracza liczby r.

Pozostaje zatem wskazanie, jak wybra¢ ciagi (,)n, @ = 1,...,7 0 powyz-
szych wlasnosciach. Zalozmy zatem, ze jesteSmy na etapie n. Podprzestrzen
Z(x,,) rozszerzamy do maksymalnej podprzestrzeni cyklicznej Z(z,411) W
Foi1. Wtedy Z(xpi11) = Z(2n1) @ Z(yn,) (dla pewnego y,1 € Ft1), prazy
czym

() Oy Las,

Zauwazmy, ze 7 () wynika, ze
Z(xn—s—l,l) 1 Z(ZEn’Q) D...D Z(Z)’J’nW).

Nastepnie rozszerzamy podprzestrzeii Z(x,, ) do maksymalnej podprzestrze-
ni cyklicznej w F,11 © Z(xp41,1) otrzymujac podprzestrzen Z(z,412), przy
czym argument podobny do (x) pokazuje, ze

Z<xn+1,1) D Z($n+172> 1 Z(ﬂfmg) D...D Z(anﬂ«),

itd. (postepujac podobnie do dowodu twierdzenia spektralnego, co da nam
natychmiast zadane relacje absolutnej ciagtosci miar). Musimy teraz jedynie
uzasadni¢, ze

Fn+1 = Z($n+1,1) D...PD Z(In—s—l,'r)-

Gdyby$my nie mieli réwnosci, to istniataby podprzestrzen cykliczna Z(z)
zawarta w F, 1 1 ortogonalna do prawej strony powyzszej réwnosci. Jesli
miara spektralna o, nie jest ortogonalna do o, ,, to biorac cze$¢ absolutnie
ciaglta wzgledem obu tych miar uzyskujemy, ze miara ta ma krotnos¢ co
najmniej r + 1 i sprzeczno$c¢. Jesli zas miary te sa wzajemnie singularne, to
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Z(z) B Z(xn11,) jest przestrzenig cykliczng i znowu mamy sprzecznosé — tym
razem — z maksymalno$ciag podprzestrzeni. O

2.5 Wilasnosci charakterystyczne operatoréw unitar-
nych z widmem prostym

Zatozmy, ze U jest operatorem unitarnym osrodkowej przestrzeni Hilberta.
Niech C(U) = {W € U(H); WU = UW}. Oczywiscie C(U) jest grupa.
Grupe te nazywamy centralizatorem operatora U.

Cwiczenie 2.62 Pokazaé, ze C (U) jest podzbiorem domknietym w mocne;
topologii operatorowej. Wykazaé, ze z ta topologia C'(U) jest metryzowalna
grupa topologiczng osrodkowa i zupetna. Pokazaé, ze na C'(U) staba i mocna

topologia operatorowa sg sobie réwne.

Jesli U ma proste widmo, to bez straty ogdlnosci mozemy zaktadac, ze
U=1V,.

Lemat 2.63 Niech W : L*(T,0) — L*(T,0) bedzie operatorem unitarnym

takim, ze W oV, = V, o W. Wéwczas istnieje funkcja g € L*(T,0), |g| =1,
taka, ze

dla o-p.w. z € T.

Dowdéd.
Potézmy ¢ := W (1). Dla dowolnego n € Z mamy

W(z") = WD) (2) = V' (W(1))(2) = 2"g(2).

Zatem dla dowolnego wielomianu trygonometrycznego P = P(z) mamy
W(P)(z) = g(2)P(2). Ale [W(P)||* = || P|]*, wiec

L IP@EA(90)E = 10)(=) = [ (9G)F = DIP()Pdo(z) =0,

co oznacza, ze dla miary zespolonej (|g|* — 1)do catki kwadratéw modu-
tow wielomianow trygonometrycznych sg rowne zero. To jest jednak mozliwe
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jedynie dla miary zerowej (patrz ¢wiczenie 1.15), a stad |g] = 1 (o-p.w.).
Wynika stad, ze operator mnozenia przez g jest operatorem unitarnym na
L?*(T, o) — operator ten jest zatem réwny W. 0

Oczywista konsekwencja powyzszego lematu jest wiec nastepujace

Stwierdzenie 2.64 Jesli U ma proste widmo, to C(U) jest grupg abelo-
wa. 0

Cwiczenie 2.65 Pokazaé, ze stwierdzenie 2.64 w istocie jest charakteryzacja
prostoty widma, tzn. jesli U nie ma prostego widma, to C'(U) nie jest grupa
abelowaq.

Cwiczenie 2.66 Pokazaé, 7ze jesli 0 € M*(T) jest miarg symetryczna, to
kazdy izomorfizm W pomiedzy V, i V7! jest postaci W f(z) = h(z)f(z) dla
pewnej funkcji h € L?(T, o) o module 1.

Cwiczenie 2.67 Pokazaé, ze jesli 0 € M*(T) jest miara symetryczna, to
kazdy izomorfizm W pomiedzy V, i V! zachowujacy podprzestrzen funkeji
hermitowskich jest inwolucja.

Wskazowka Zauwazy¢, ze yr oraz I(yr) sa funkcjami hermitowskimi.

Cwiczenie 2.68 Pokazac¢, ze jesli U € U(H) ma proste widmo, A: H — H
jest liniowy i ograniczony oraz Ao U = U o A, to istnieje ciag wielomianow
trygonometrycznych (p, = pn(z)) taki, ze p,(U) — A w mocnej topologii
operatorowej. Wywnioskowaé stad, ze potgrupa operatoréw liniowych i cig-
gtych, komutujacych z U jest przemienna.

Wskazowka Pokazac, ze kazdy operator liniowy i ciggly, przemienny z V, jest
mnozeniem przez funkcje ograniczong.

Cwiczenie 2.69 Pokazaé, ze jedli U € U(H) ma proste widmo, F C H jest
(domknieta) podprzestrzenia niezmiennicza, to projr(Z(z)) = Z(projrx).
Czy podobny fakt ma miejsce dla operatoréow o wielokrotnym widmie?
Wskazowka Dla przestrzeni Hilberta F' i operatora V € U(F') z prostym
widmem rozpatrze¢ operator liniowy i ciggly A : F' — F', dla ktérego obraz
A(F) NIE jest domkniety w F'. Dla U =V @&V € U(F & F) pokazaé, ze rzut
ortogonalny na ,drugg wspotrzedna” w przestrzeni H = FOF podprzestrzeni
{z + Az; x € F} nie jest domkniety.
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Cwiczenie 2.70 Pokazaé, ze operator U z prostym widmem ma symetrycz-
ny maksymalny typ spektralny wtedy i tylko wtedy, gdy U jest ztozeniem
dwéch inwolucji (unitarnych).

Lemat 2.71 Zalozmy, Ze U ma proste widmo i niech Hy, Hy bedq podprze-
strzeniamsi niezmienniczyms.

(Z) Jesli Hl N HQ = {0}, to Hl 1 Hg.

(’I,Z) Jesh (]‘H1 ~ U|H2, to H1 = H2.

Dowéd.
Obie tezy wynikaja natychmiast z lematu Wienera (miary ol i o|p sa
réwnowazne wtedy i tylko wtedy A = B modulo o). O

Lemat 2.72 Jesli U ma proste widmo z maksymalnym typem spektralnym
o, to
{rx € H; 0, =0}

jest zbrorem typu Gy 1 gestym w H.

Dowéd.
Niech L, = {f € L*(T,0); o(T \ supp f) < +}. Przypusémy, ze dla
pewnej 6 > 0, || f — g||* < §. Wowczas

/ fPdo = | f — gl*do <6,
T\SUppg T\SUpPPg

Istnicje 7o > 0 taka, ze o([|f| < m]) < < oraz

/ |f2do > - o (T \ supp g) 1 (1] > m))-

(T\SUpP g)n[lf|=no]

Wybierajac teraz § dostatecznie male jasnym jest, ze zbiér L, jest otwar-
ty w L*(T, o). Zbiér L = 5 L, jest réwny podzbiorowi funkeji o-p.w.
roznych od zera. Poniewaz dowolna funkcje z L?(T, o) mozna przyblizaé z
dowolna doktadno$cig funkcjami o-p.w. roznymi od zera, wiec teza zostata
udowodniona. O
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Cwiczenie 2.73 Pokazaé, ze teza lematu 2.72 zachodzi dla dowolnego ope-
ratora unitarnego.

Cwiczenie 2.74 Niech U € U(H). Pokaza¢, ze dowolny element z € H jest
postaci x = x1 + 9, gdzie x; realizuje maksymalny typ spektralny.
Wskazéwka Zauwazy¢, ze jesli L jest podzbiorem typu Gs i gestym w L?(T, o),
to L — x ma te samg wtasnosc.

Powiemy, ze operator unitarny U : H — H jest (unitarnie) koalescentny,
jesli kazda izometria przemienna z U jest operatorem odwracalnym.

Twierdzenie 2.75 Niech U bedzie operatorem unitarnym osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H. Zalozimy, Ze oo nie jest istotng wartoscig funkcji My .
Wowczas U jest koalescentny.

Dowdd.
Niech W : H — H bedzie izometrig taksa, ze WU = UW. Na mocy
twierdzenia spektralnego

&P

H = Z(x,), gdzie o, >0, > ....

1

n

Dlan € Ziz e H mamy (U'Wz,Wz) = (WU"2,Wz) = (U"z, z), wigc

oWz, = Oz,, n > 1 oraz

WH = é WZ(zx,) = é Z(Wz,).

n=1

Przypusémy, ze H = P> | Z(Wz,) & F, gdzie F # {0}. Wezmy 0 # y € F.
Dla otrzymania sprzecznosci (a wiec dla zakonczenia dowodu) wystarczy te-
raz pokazac, ze o, <K 0,, dla wszystkich n > 1, gdyz jedyng miarg abso-
lutnie ciagla wzgledem wszystkich miar o, jest miara zerowa (patrz ¢wicze-
nie 2.37). Oczywidcie mamy o, < 0,,. Ale Ulz@,) oraz Ulzawe,) sa spek-
tralnie izomorficzne, wigc ze wzgledu na ¢wiczenie 2.46, operatory Uz, ).
oraz Ul|zwa,)L sa rowniez izomorficzne. Mamy wiec o, jest miarg absolut-
nie ciagly wzgledem maksymalnego typu spektralnego operatora Ulz iy, )L
(bo y € Z(Wxy)?t), ktory jest réwny o,, (bo jest on réwny maksymalne-
mu typowi spektralnemu operatora U |Z($1)L). Zatem o0, < 0,,. Rozwaz-
my teraz U : @52, Z(x,) — @y Z(xy,) oraz U : @0, Z(Vx,) & F —
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D, 5 Z(Vzr,) & F. Otéz te dwa operatory sa spektralnie izomorficzne, a
ponadto ich maksymalne typy spektralne sa rowne o,,(= owy,). Ponow-
nie uzywajac ¢wiczenia 2.46 otrzymujemy, ze U : @52 3 Z(x,,) — @55 Z(xy)
oraz U : @ 3 Z(Wx,) & F — P23 Z(Wx,) @ F sa réwniez spektralnie
izomorficzne. Poniewaz ich maksymalny typ spektralny jest rowny o,,, wiec
oy K 0z,. W ten sposéb tatwo otrzymujemy, ze o, < o,, dla dowolnego
n > 1. O

Cwiczenie 2.76 Pokazaé, ze gdy oo jest istotna wartoscia operatora U €
U(H), to U nie jest koalescentny.

Cwiczenie 2.77 Pokazaé, ze U € U(H) jest koalescenty wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla dowolnej (domknietej) podprzestrzeni niezmienniczej ' C H
operatory U i U|p nie sa spektralnie izomorficzne.

2.6 Rownowaznosé cykliczna operatoréw unitarnych

Jak juz widzieliSmy, kazdy operator unitarny jest calkowicie wyznaczony
przez dwa niezmienniki: maksymalny typ spektralny i funkcje krotnosci spek-
tralnej. W tym podrozdziale pokazemy, ze mozna tak ostabi¢ pojecie réwno-
waznosci reprezentacji spektralnej, ze w zasadzie klasyfikacja sprowadzi sie
do funkcji krotnosci spektralnej, a nawet jedynie do wyznaczenia zbioru istot-
nych wartosci tej funkeji.

Niech U € U(H) i niech

Ogy 2> Oy > ...

bedzie ciagiem spektralnym operatora U. Rozkladajac kazda z miar o, =

od + oy nasumg czesci dyskretnej i czedei cigglej, otrzymujemy w szczeg6l-

Tn

nosci
(2.23) ol >0l > .

Funkcje M§ : T —NU{+o00} zadang wzorem
Mg (2) =) 1c,(2),
n=1
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gdzie C1(U) = Cy = T oraz Cp(U) = C, = {z € T : 2x(2) > 0} nazywamy

do§ 1

funkcjg c-krotnosci spektralnej. Zbior
E(U)={ne NU{+o00}:0,,{z€T: M;(z) =n} >0}

nazywamy zbiorem istotnych wartosci funkcji M. Potézmy D(U) : N U
{+00} = N U {+o0}, D(U)(n) = card D,, gdzie

Do {z € supp,, \ suppoy, ., 10, ({z}) >0} dla n=1,2, ..
" {z € N2, supp,, : 0., ({z}) > 0} dla n = +oc0.

Lemat 2.78 Niech U; € U(H;), i = 1,2. Zaléimy, ze V : Hi — Hy jest
1zometrig ,na”. Wowczas nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(i) Dla dowolnego x € Hy, Z(Vx) = VZ(x).

(ii) Jesli H C H; jest domknietq podprzestrzeniq Uy -niezmienniczq, to VH C
H, jest domknietq podprzestrzeniq Us-niezmienniczq i jesli H' C Hy
jest domknietq podprzestrzeniq Us-niezmienniczg, to V-1H' C H, jest
domknietq podprzestrzenig Uy -niezmienniczq.

Dowéd.

(1) = (ii). Zatébzmy wiec, ze H C H; jest domknieta podprzestrzenia
U;-niezmiennicza i niech y € VH. Niech x € H spelnia y = V. Poniewaz
Z(y) = VZ(x), wiec

Usty, Uy € Z(y) = VZ(x) CVH

i dlatego V H jest Uy-niezmiennicza. Poniewaz w (i) mozemy zastapi¢ V przez
V1 wiec (ii) zostalo udowodnione.

(17) = (7). Niech x € H;. Poniewaz Z(x) jest U;-niezmiennicza, z zalozenia,
VZ(x) jest Uy-niezmiennicza. Poniewaz Vr € VZ(x), wiec Z(Vz) C VZ(z).
Podobnie, jesli y = Vz, to Z(z) = Z(V~ly) C V71Z(y) = V71Z(Vz). Stad
wynika, ze VZ(x) C Z(Vx), nastepnie Z(Vz) = VZ(x). O

Méwimy, ze operatory Uy, € U(H,) oraz Uy € U(Hs) sa réwnowazine
cyklicznie, gdy istnieje izometria ,na” V' : Hy — Hy spetiajaca (i) (lub réw-
nowaznie (ii)) lematu 2.78 (Méwimy ponadto, ze V' ustala réwnowaznos¢ cy-
kliczng operatoréw U i Us.). Latwo sprawdzamy, ze rownowaznosé cykliczna
jest relacja rownowaznosci. Naszym zadaniem bedzie teraz opis catkowitego
zbioru niezmiennikow tej relacji.
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Lemat 2.79 Zalézmy, ze p,v € M*(T). Potéimy Uy =V, Uy = V. Jesli
V : L*(T, p) — L*(T,v) ustala réwnowaznosé cykliczng operatoréw Uy i Uy,
to istnieje odwracalne odwzorowanie niesingularne® S : (T,B,v) — (T, B, 1)
oraz funkcja h € L*(T,v) takie, ze

Vf=h-foS dladowolnej funkcji f € L*(T,p).

Dowéd.

Niech A € B i poléozmy H = 1,4L*(T, ). Wowczas H C L*(T, ) do-
mknieta podprzestrzenia U;-niezmiennicza. Z lematu Wienera 2.6 Wymka, ze
istnieje zbor borelowski ®(A) C T taki, ze VH = 1ga)L*(T,v). Poniewaz
V({0}) = {0} oraz V1 ({0}) = {0}, wiec u(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
v(®(A)) =0. Jedli AN B =0, to 14L*(T, u) L1gL*(T, i), skad

1q>(A)L2(T, I/)J_qu(B)Lz(T, I/).

Zatem ®(A) N P®(B) = 0. Jesli A = 02, A, gdzie zbiory A,, n > 1, sa
parami roztaczne, to

Loy LX(T,v) = V(1= 4, LX(T,p) = V(D 14, L*(T, p)) =
n=1

o)

:@ ]—A L2 @1@(14 Tl/)—]_U L(T I/)

skad ®(A) = U2, D(A,). Latwo wykazujemy (,uroztaczniajac” zadany ciag
zbioréw), ze réwnosé ®(A) = ;> ®(A,,) zachodzi bez zaltozenia roztacznosci
natozonego na ciag (A,). Poniewaz V (L*(T, u)) = L*(T,v), wiec ®(T) = T.
Zatem T = O(A) UD(A) istad P(A)° = P(A°). WykazaliSmy zatem, ze ® :
(B, i) — (B,v) jest o-boolowskim izomorfizmem. Wynika stad®, ze istnieje
odwracalne odwzorowanie niesingularne S : (T,B,v) — (T, B, u) takie, ze
P(A) = S7(A) dla dowolnego A € B. Potézmy h = V(1). Dla A € B mamy
1=14+14c,skad h =V (14)+V(1ac). Ale funkcje V(1 4) oraz V(1) maja

8Niesingularnoéé oznacza, ze S i S~! przeprowadza zbiory miary zero w zbiory miary
zero. Innymi stowy obraz S.p miary p jest miarg rownowazng mierze v.

9Korzystamy tu ze znanego twierdzenia o tzw. standardowych przestrzeniach bore-
lowskich orzekajacego, ze odwzorowania boolowskie na o-algebrach musza pochodzi¢ od
przeksztalcen punktowych.
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roztaczne nosniki, wiec V(14) = h na swoim nosniku i podobna wtasnosé
zachodzi dla V(1 4¢). Mamy

V(lA) :h~1q>(A) Zh-]_AOS.

Poniewaz powyzsza zalezno$é¢ zachodzi dla dowolnej funkeji charakterystycz-
nej, zachodzi ona i dla skonczonych kombinacji liniowych takich funkcji i
wreszcie zachodzi ona dla dowolnej funkcji f € L?(T, ). Poniewaz V jest
izometrig, wiec dla dowolnego zbioru A € B may

p(SA) = [ 11487 P = 145" 2, =
T

= VS ™y = I Lalltagy = [, 10

Zatem |h|? = 9203 0

dv

Pokazemy teraz, ze zbior istotnych wartosci funkcji krotnosci spektral-
nej (patrz (2.17)) operatora unitarnego jest niezmiennikiem réwnowaznosci
cyklicznej.

Lemat 2.80 Niech U; € U(H;), = 1,2 i niech V : Hi — Hy ustala réwno-
wazno$é cykliczng operatorow Uy oraz Us. Niech

Hy =@, Z(x,) oraz o4 > 04> ...
bedzie rozktadem spektralnym operatora Uy. Wowczas mamy
Hy =B Z(Vx,) oraz oyy > Oyzy, > ... .

Ponadto, 0y, = 04, wtedy i tylko wtedy, gdy ov,, = ova,,, 1 w szczegdlno-
sci FJU1 = EU2~

Dowéd.

Z izometrycznosci (i surjektywnosci) operatora V' wynika, ze

Hy = V() = V(D Z(e,) EBVZ%:@ Z(Viy).
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Pokazemy teraz, ze Z(Vx;) jest maksymalna przestrzenia cykliczng. Rze-
czywiscie, przypusémy, ze istnieje element y € Hy taki, ze Z(Vzy) & Z(y).
Wowcezas Z(xy) & Z(V7ly) i otrzymujemy sprzeczno$¢ z maksymalnoscig
przestrzeni Z(z1). Zatem oy, = oy,. Nietrudno spostrzec, ze V' |z,,) dale;]
ustala rownowazno$¢ cykliczng odpowiednich obcie¢ operatorow unitarnych

istad oy,, = OUs |y L Powtarzajac ten sam argument otrzymujemy, ze
T2

Ovg, =2 OVgy > ...
Zatozmy, ze 04, > 04, ,, PIZy CZym 0y, # 0,,..,. Wowczas
Z(wn) ® Llwnir) = Zx,) © Z(xy) © Z(wn ),
gdzie o,n Loy, ., oraz o, <K 04, . Mamy
V(Z(wn) ® L(wnir)) = Z(Va,) © Z(Vay) © Z(Vng).

Ale przestrzen Z(z!) @& Z(x,41) jest cykliczna, wiec i przestrzen V(Z(z]) &
Z(xpi1)) = Z(Val) @ Z(Va,y) jest cykliczna. To pokazuje, ze miary spek-
tralne oy,» oraz oy,,,, sa ortogonalne, wiec oy, > 0y, 1 miary te nie

sg rOwnowazne. O

Zauwazmy ponadto, ze jesli x jest wektorem wlasnym operatora Uy, to
Z(z) jest podprzestrzenia jednowymiarowa. Wowczas VZ(x) tez jest jedno-
wymiarowa dla dowolnej izometrii V' ustalajacej réwnowaznos¢ cykliczng.
Zatem Vx tez jest wektorem wlasnym (z tym, ze nie kontrolujemy wartosci
wtlasnej). Poza teza lematu 2.80 otrzymalidmy zatem drugi niezmiennik réw-
nowaznosci cyklicznej. Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére pokazuje, ze te
dwa niezmienniki stanowia zbiér zupelny niezmiennikéw réwnowaznosci cy-
klicznej operatoréw unitarnych.

Twierdzenie 2.81 Niech U; € U(H;), gdzie H; jest oSrodkowq przestrzeniq
Hilberta, ©» = 1,2. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) Operatory Uy i Uy réwnowazne cyklicznie.

(ii) Istniejq ciqgi spektralne py > s > ... oraz vy > ve > ... operatoréw
odpowiednio Uy i Uy oraz izomorfizm miarowy S : (T,vq) — (T, uy)
takie, Ze

Up = ip oS dla wszystkich n > 1.
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(iii) Ec(Ul) = EC(UQ) oraz D(Ul) = D(Uz)

Dowéd.

(i) = (ii). Niech V' : Hy — H, ustala réwnowaznosé¢ cykliczng operato-
réw Uy i Us. Ustalmy rozklad spektralny Hy, = @,°, Z(x,) operatora U; i
potézmy p, = 0., n > 1. Z lematu 2.80 otrzymujemy rozktad spektralny
Hy = &2, Z(Vz,) operatora U, i niech v, := oy, n > 1. Istnieja izomorfi-
zmy unitarne Vi i Vo: Vi : @52, L*(T, u,) — Hy operatoréw U = @, V,, i
Uy oraz Vo : Hy — @52, L*(T,v,) of operatoréw U, and U = @'V, takie, ze
VI(L*(T, ) = Z(x,,) and VoZ(x,) = L*(T,v,)) dla n > 1. Zatem operator
V' := V4V V] ustala réwnowazno$¢ cykliczna operatora U na @, L*(T, )
z operatorem U na @2°, L*(T,v,), przy czym V'(L*(T,u,)) = L*(T,v,)
(wiec odpowiednie obciecia operatora V' tez ustalaja réwnowaznosci cyklicz-
ne) dlan > 1.

Z lematu 2.79 wynika, ze istnieja odwracalne odwzorowania niesingularne
S, : (T,B,v,) — (T, B, u,) oraz h,, € L*(T,v,) takie, ze

(V’ ’L2(T7Mn)) f =h, - f o Sn

dla wszystkich n > 1. Zatem

V’(i fu(2n)) = io:l ho(2n) + fu(Snzn)

dla >0 fn € D2y LQ(T7 fn)-
Dla dowolnych n # m potézmy

H = {f(20) + f(2n) : f € L*(T, )}

Otrzymujemy w ten sposéb pewna U-niezmiennicza podprzestrzen domknie-
ta przestrzeni @7, L*(T, uz). Bez straty ogdlnosci mozemy zaktadac, ze
o = 111 |a, (tzn. Z“T’; = X4, ). Wowczas

V'H = {hn(20) f(Snzn) + hon(2m) f(Smzm) = f € L*(T, )}

Poniewaz podprzestrzen V' H jest U-niezmiennicza, wiec dla dowolnej funkeji
f € L3(T, 1) istnieje funkcja g € L*(T, py) taka, ze

Znhn (20) f(Snzn) + 2Zmhm (Zm) [ (Smzm) = hn(22)9(Snzn) + B (2m) 9(Smzm)-
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Poniewaz naturalne wlozenia przestrzeni L*(T, p,) oraz L*(T, u,,) W prze-
strzen H sa ortogonalne, wiec musimy mie¢ rownosci:

2hn(2) f(Snz) = hn(2)g(Snz), pn —p.w. 2z € T,
2hm(2) f(Smz) = hm(2)9(Smz), pom —p-w. z € T.

Zatem S;1(2)f(z) = g(z2) oraz S;'(2)f(z) = g(z) p.w., poniewaz h,, # 0,
Un-P-W. 012z Ry # 0, f-p.w. na mocy lematu 2.79. Jesli f =1, to S, }(z) =
g(z) = S;1(z) istad S = S, = S, dla wszystkich n # m. Otrzymali$my
zatem, ze v, = i, oS, wiec zamieniajac miary v, miarami p, o S otrzymamy
pierwsza implikacje.

(17) = (1). Zalézmy, ze mamy ciagi spektralne g3 > o > ..., 11 > 15 > ...
odpowiednio operatoréw U; i Uy oraz izomorfizm miarowy S : (T,1vy) —
(T, 1) taki, ze v, = p, o S dla wszystkich n > 1. Definiujemy izometrie
ona” V@ LA(T, py,) — @5, L*(T, v,), kladac

%4 (i fn(zn)> = ifn(gzn)'

Pokazemy teraz, ze V' ustala réwnowaznosé cykliczna operatorow U = P>, V.
on @2, L*(T, ) oraz U = @2, V,, na @y, L*(T,v,). Let H C @2, L*(T, uy)
bedzie domknieta podprzestrzenia U-niezmiennicza. Pokazemy, ze V'H jest
U-niezmiennicza. Dla dowolnej funkcji ) € L('T, u11) otrzymujemy, ze H jest
1(U)-niezmiennicza. Zatem jesli >0 1 fn(2n) € H, to 300 ¥(2,) fu(2n) € H.
Niech Y0, gn(2,) € V'H. Mozemy znalezé element >0°, fu(z,) € H

taki,ze g, = f, o S dlan > 1. Poniewaz |S™1(2)| = 1, wigc

i_o:l S zn) fu(zn) € H

i stad
U <Z gn(zn)> = Z Znfu(Sz,) € V'H.
n=1 n=1

Rozumujac podobnie, jesli H C @52, L*(T,v,) jest U-niezmiennicza, to
podprzestrzen V' H jest U-niezmiennicza. Stad wynika, ze operator V :=
Vo 'V'V! ustala réwnowaznosé cykliczng operatoréow Uy oraz Us.

(17) = (i1i). Oczywiste.

111) = (42). Niech u = oy, oraz v = oy,. Jesli E°(U;) = E°(U;y) oraz
(iid) = (i1) po= oy U
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D(U1) = D(Uz), to:

(2.24) v(Cy(Uz) \ Cry1(Us)) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
' w(Cr(Ur) \ Cpya(Uh)) > 0

dlan > 1,

(2.25) v(No2, Cn(Usz)) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
' WP, Cu(T)) > 0

oraz

(2.26) card D, (Uy) = card D,,(Us)

dla n eNU{+o0}. Poniewaz (patrz 2.14) A, \ A1 = (Cp \ Cpy1) U D,, oraz

< A, =N, Ch U Dy, wiec istnieja odwracalne odwzorowania niesingu-
larne (patrz 2.14) S, : (A, (Us) \ Ani1(U2),v) — (An(Ur) \ Apia(Un), 1) dla
n > 1oraz Sy : (Mo, An(Us),v) — (N0 An(Uy), pt). Definiujemy odwra-
calne odwzorowanie niesingularne S : (T, v) — (T, ), ktadac

S(g) — Sp(x) dla z € A, (Us) \ Ani1(Us)
(z) = { Sel(z) dla  zen, A,(Us).

Mamy
V|4, = 1 |auwy) 05
Polézmy ji, := pu |, wy) 018z vy = 1 |4, 1) ©S. Wowcezas ciggi pig > g > ...

oraz v; > Iy > ... 83 ciggami spektralnymi odpowiednio operatorow U; i Us.
Ponadto, v, = pu, o S dla wszystkich n > 1, co konczy dowdd. 0

Whniosek 2.82 Jesli U; € U(H;), i = 1,2, sq operatorami z ciggltym wid-
mem, to Uy i Uy sqg rownowazne cyklicznie wtedy i tylko wtedy, gdy majg one
te same istotne wartosci funkcji krotno$ci spektralney.
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3 Operatory unitarne na przestrzeniach Foc-
ka

Celem tego rozdziatu jest dos¢ doktadne przedstawienie teorii spektralne;
operatoréow unitarnych zadanych jako hilbertowskie sumy proste symetrycz-
nych poteg tensorowych.

3.1 Produkt tensorowy przestrzeni Hilberta

Przypomnijmy najpierw konstrukcje produktu tensorowego Vi ®q4 Vo prze-
strzeni liniowych V] 1 V5 nad ciatem K (wszystkie przestrzenie rozpatrujemy
nad cialem K = C, czytelnik powinien przeprowaiz\ié/ odpowiednie modyfi-
kacje rozumowan dla przypadku K = R). Niech V; x V, bedzie przestrzenia
liniowa, kté_rgj baza jest zbior Vi x V5. Niech N oznacza podprzestrzen prze-
strzeni V; x V5, generowang przez wektory postaci

(3.1) <Z Oéixu,IQ) — Zai(m,i,xz),
i=1 i=1

(3-2) <$1,Zai$2¢> - 2%‘@1,902,@')
i=1 i=1

(a; € C, 14,21 € Vi, 29,29, € Vo, 1 <@ < n, n>1). Przestrzen ilorazows

Vi x Vo /N nazywamy (algebraicznym) produktem tensorowym i oznaczamy
J@ przez ‘/1 ®alg Vé Niech

T Vix Vo= Vi xVo/N =V @y Va
bedzie naturalnym homomorfizmem. Dla dowolnych z; € V; stosujemy ozna-
czenie
1 Q Ty = 7T(($1,.1'2)).
Wowczas (3.1) i (3.2) oznacza, ze

(3-3) <Z Oéiifl,z) Q@ Xy = Z ;1 ; @ Ta,

=1 i=1

(34) T & (Z Oéil’27i> = Z&i$1 & Z'Q’Z'.

i=1 i=1
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Cwiczenie 3.1 Pokaza¢, ze {1 ® x9; x; € Z;,i = 1,2} jest generujacy w
Vi ®qig V2, 0 ile zbiory Z; byly generujace w V;, i = 1,2. Wykazac, ze jesli
dimV; =d;, i = 1,2, to dim Vi ®qq Vo = d; - ds.

Zasadnicza wtasnoscig produktu tensorowego jest nastepujace twierdze-
nie:

Dla dowolnej przestrzeni lintowej W istnieje naturalny izomorfizm liniowy
pomiedzy przestrzeniq odwzorowan liniowych Lin(Vi ®qq Vo, W), a przestrze-
nig odwzorowan dwuliniowych Liny(Vy X Vo, W),

przy czym izomorfizm naturalny uzyskuje sie w sposob nastepujacy: Jesli
A Vi x Vo — W jest dwuliniowe, to zaleznosé

o~

(35) A(l‘l X 112) = A(:L‘l, 1’2)

poprawnie wyznacza odwzorowanie liniowe z Vi ®44 V2 0 wartosciach w prze-
strzeni W.

Jednakze dla naszych celow (przypadek K = C (!)) celowe bedzie spraw-
dzenie, ze dla funkcjonatéw, tzn. gdy W = C, w doktadnie ten sam sposéb
otrzymujemy izomorfizm w przypadku antyliniowym. Mdwiac precyzyjniej:
Jesli odwzorowanie A : Vi x Vo — C jest antyliniowe ze wzgledu na kazda
wspotrzedna, to A wyznaczone przez (3.5) jest odwzorowaniem antyliniowym.
Istotnie, oczywisty dowod wynika z faktu, ze funkcjonal A jest antyliniowy
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcjonat A (A(Z) = A(%)) jest liniowy.

Przyktad 3.2 Niech X;, i = 1,2, beda niepustymi zbiorami i niech V; ¢ CX
bedzie dowolng podprzestrzenia liniowg. Wowczas Vi ®q4 Va2 jest izomorficzna
z podprzestrzeniag W C CX1*%2 generowang przez funkcje postaci fi; ® fo

(fi € Vi), gdzie
f1 (059 fg(l’l, Sl')g) = fl(ilfl) . fg(l’g) dla dOWOIHYCh (%1,1’2) S X1 X XQ.
Rzeczywiscie, odwzorowanie

(f1, f2) = [(z1,22) = fi(z1) fa(22)]

jest dwuliniowym odwzorowaniem przestrzeni V; x Vo w W, a zatem odpo-
wiada ono odwzorowaniu liniowemu / produktu tensorowego Vi ®gq Vo w W
wyznaczonemu przez zaleznosé

I:fi® for—[(x1,22) — fi(xy)fo(za)].
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Trzeba wiec pokazaé, ze odwzorowanie [ jest réznowartosciowe. Zatdézmy, ze
I (XM, aifi ® g;) = 0, gdzie mozemy zakladaé, ze np. ¢i, ..., g, sa elemen-
tami przestrzeni V5 liniowo niezaleznymi. Mamy

Zaifi(xl) - gi(x9) = 0 dla dowolnych (z1,25) € X7 X Xy,
i=1

a wiec >,y a;fi(z1) - g:(+) = 0, skad «; f;(z1) = 0 dla dowolnego x; € X7, co
konczy uzasadnienie naszej tezy.

Zatézmy teraz, ze Hy, Hy sg przestrzeniami Hilberta. Twierdzimy, ze wzor

(3.6) (1 @ 20,1 @ y2) = (T1, Y1) 1, (T2, Y2) 1,

wyznacza forme pottoraliniowg na przestrzeni liniowej Hy ®q, Ho. Istotnie,
odzworowanie

Hy x Hy x Hy x Hy 3 (21,22, Y1, Y2) — (@1, Y1) 1, (%2, Y2) 1,

jest liniowe ze wzgledu na pierwsza i druga wspétrzedna i antyliniowe ze
wzgledu na pozostate wspotrzedne. Stad odpowiada ono przeksztatceniu pot-
toraliniowemu przestrzeni (Hy ®qy Ha) X (Hy Qay Ha), ktore spetnia zalez-
nos¢ (3.6). Musimy jednak wykazaé, ze otrzymana forma péttoraliniowa jest
dodatnio okreslona. Ot6z dowolny element 7 € H; ®q4 Ha mozemy napisac
W postaci

m n
T=) ) yri; @ g,
i=1j=1
gdzie {z11,...,21m} oraz {xa1,...,22,} sa rodzinami ortonormalnymi (po

prostu najpierw znajdujemy reprezentacje z rodzinami elementéw liniowo
niezaleznych, ktoéra nastepnie ortogonalizujemy), skad tatwo otrzymujemy
(T,2) = X laij|* > 0, o ile & # 0.

Zatem wzor (3.6) w istocie rzeczy definiuje pewien iloczyn skalarny na
przestrzeni Hy ®qq Ho.

Definicja 3.3 Produktem tensorowym H; ® Hs przestrzeni Hilberta nazy-

wamy uzupeinienie przestrzeni metrycznej H; ®q Ho z metryka wyznaczong
przez okreslony powyzej iloczyn skalarny.
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Uwaga 3.4 Przypomnijmy, ze jesli X jest przestrzenia metrycznag, to jej
uzupelnienie X otrzymuje sie rozpatrujac przestrzen ciggéw Cauchy’ego na
X podzielona przez relacje réwnowaznosci, dla ktérej dwa ciagi sa w relacji,
gdy ciag liczbowy odlegtosci pomiedzy wyrazami o tym samym indeksie jest
ciagiem zbieznym do zera. Odlegtos¢ zas pomiedzy klasami abstrakcji defi-
niuje si¢ jako granice (ktéra istnieje i nie zalezy od wyboru reprezentantow)
ciagu liczbowego odlegtosci pomigdzy wyrazami o tym samym indeksie do-
wolnie wybranych reprezentantow. Jesli X jest przestrzenig osrodkowa, to X
jest réwniez przestrzenia osrodkowa.

Jesli G jest przestrzenig unitarna, tzn. metryka jest wyznaczona przez
iloczyn skalarny (-,-), to metryka w przestrzeni uzupelnionej réwniez jest
zadana przez iloczyn skalarny:

((a), (ya)) = lim (2, y,).

n—oo

Wynika stad w szczegdlno$ci, ze produkt tensorowy przestrzeni Hilberta
jest przestrzenig Hilberta. Ponadto, jesli H; i Hy sg osrodkowe, to ich produkt
tensorowy jest rowniez przestrzenig osrodkows.

Cwiczenie 3.5 Pokazaé, ze dla dowolnych z; € Hy, xo € Hy mamy |z; ®
Tol| = [zl - [l
Lemat 3.6 Jesli {z1;; i > 1} oraz {x2,; ¢ > 1} sq bazami ortonormalnymi
odpowiednio w przestrzeniach Hilberta Hy 1 Ho, to rodzina

{71 @205 1,5 > 1}

jest bazq ortonormalng produktu tensorowego Hy @ Hs.

Dowéd.

Zauwazmy najpierw, ze ze wzgledu na definicje iloczynu skalarnego w pro-
dukcie tensorowym rodzina {z;; ® x5 ;; 4,5 > 1} jest rodzing ortonormalna,
gdy rodziny {zx;; i > 1}, k = 1,2, sg ortonormalne.

Oznaczmy przez G c Hi®H, podprzestrzen domknietg generowang przez
rodzine {z;,; ® 9 ; 4,7 > 1}. Dla dowolnego j > 1 odwzorowanie

Y1 1 QT

jest liniowe i ograniczone. Poniewaz dla y; = x1; obraz poprzez to odwzo-
rowanie jest zawarty w (G, wigc 1 obraz calej przestrzeni H; poprzez to od-
wzorowanie jest zawarty w (. Ustalajac teraz dowolny element y;, € H; i
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rozumujac podobnie dla drugiej wspélrzednej otrzymamy, ze y1 ® y» € G dla
dowolnego y, € Hs, co konczy dowdd. O

Przyktad 3.7 Naszkicujemy teraz dowdd faktow, ze jesli (X, By, i), i =
1,2, sg przestrzeniami z miara, to L*( X1, p1) ® L?( X3, p12) ma naturalng iden-
tyfikacje z L?( X X Xo, j11 @ i2), a takze z przestrzenia L*( Xy, p1; L*(Xa, p2)).

Rzeczywiscie, zauwazmy najpierw, ze jesli przez fi® fo rozumiemy funkcje
zdefiniowana w przyktadzie 3.2, to ze wzgledu na twierdzenie Fubiniego f; ®
fo € L*(X1 ® Xo,p1 @ p2), o ile f; € L2(X;,p;) dla i = 1,2. Ponownie
twierdzenie Fubiniego méwi nam, ze iloczyny skalarne funkcji f1® foi g1 ® g2
w L2(X1 x Xa, pt1 ®@ o) liczy sie tak, jak nakazuje wzor (3.6). Zatem pierwsza
teze mozna uznac¢ za uzasadnionaq.

Drugi naturalny izomorfizm otrzymuje sie¢ poprzez identyfikacje tensora
J1 ® f2 z funkcja

x1 — fi(z1)f2(-) € L*(Xa, ).

3.2 Produkt tensorowy operatoréw unitarnych

Niech teraz U; bedzie operatorem (osrodkowej) przestrzeni Hilberta H;, i =
1,2.

Lemat 3.8 Wzor 1 ® xo — Uzy ® Usxy wyznacza jednoznacznie operator
unitarny oznaczany przez Uy @ Us na przestrzent Hy @ H.

Dowdd.
Wzor
(71 ®@ 22,51 @ y2) = (U1, y1) 1, (U2, yo2) 1,
wyznacza forme pottoraliniows ciggla na Hy ® Hy X H; ® Hs, a zatem istnieje
operator liniowy i ciagly U na H; ® H, taki, ze

<U(~”C1 & 962)73/1 ® y2> = <U1I1, y1>H1<U29527 y2>H1'

Ale
<U1I1 ® Uswa, 1 ® y2> = <U1$17 yl>H1<U2952,?J2>H17

75



wiec ze wzgledu na dowolnos¢ vy, yo w tym rozumowaniu U (21 ®x2) = Uz ®
Usxs. Izometryczno$é operatora U; @ Us wynika z izometrycznosci operatoréw
U, i Us. Operatorem odwrotnym do U; ® U, jest operator Ut @ Uy *. O

Spréobujmy teraz przeprowadzi¢ analize spektralng operatora U; ® Us.

Lemat 3.9 Maksymalny typ spektralny oy, gu, jest rowny oy, * oy,.

Dowdéd.
Dowod wynika natychmiast z faktu, ze przestrzen H;® Hs jest generowana
przez tensory postaci x; ® xy oraz z faktu, ze

<(U1 X Ug)n(.fl (%9 1'2), T X $2> = <U{L$1,$1><U§$2,$2>,

CO 0ZNACZA, 7€ O g,y || = Oy (1] - G4y [n| dla dowolnego n € Z. 0

Zmacznie bardziej ztozonym jest problem obliczenia krotnosci spektral-
nej produktu tensorowego operatorow unitarnych. Przeprowadzimy anali-
ze w przypadku, gdy dodatkowo U; i U, maja proste widmo. Niech wiec
o,v € MT(T) i rozpatrzmy V, ® V,,. Ot6z przy identyfikacji (patrz przy-
ktad 3.7) przestrzeni L*(T, o) @ L*(T,v) z przestrzenia L*(T x T,0 ® v)
operator V, ® V, staje sie réwny operatorowi W, dla ktérego

W (F)(21, 22) = 2122F (21, 20), dla dowolnej funkcji F' € L*(T x T,0 @ v).

Niech s : T X T — T, s(21, 22) = 2122. Zatem s,(0 ® V) = 0 * v, a ponadto

(3.7) U®V:/F,uzd(o*u)(z),

gdzie miary warunkowe p. sa skupione na zbiorach s~!(z) (dla o * v-p.w.
z € T). Zauwazmy, ze wowczas dla A € B(T),

(3.8) cxv(A)=0 & p.(sH(A) =0dlaoc*v-pw. z €A

Rzeczywiscie,
0xV(A)=0 & s.(0@v)(A) =0 <
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s ov(sH(A)=0 < /A,uz(s_l(A))da*y(z) =0 &

& (s (A) =0dla o *v-pw. 2z € A

Zauwazmy ponadto, ze operator U : L*(T,0 * v) — L*(T x T,0 ® v)
okreslony wzorem

Us(f)(21,22) = f(s(21,22)) = f(2122)

jest izometria (na ogdt nieodwracalna, gdyz, na ogét, odwzorowanie s nie jest
réznowartosciowe p.w.). Ponadto

(3.9) WoU, =U,o V.

Okrag T rozbijamy teraz (i rozbicie to jest mierzalne):

T=Z,UZ.UZ,

n=1

gdzie dla z € Z, miara warunkowa p, jest miara atomowa o n atomach
(n > 1), dla z € Z,, miara u, jest miarg dyskretna o nieskonczenie wielu
atomach, natomiast dla z € Z. miara warunkowa nie jest miarg dyskretna.
Zauwazmy, ze dla dowolnego Z € B(T) podprzestrzenn -1z L*(T X
T, 0 ® v) jest podprzestrzenia niezmiennicza dla operatora W.
Ustalmy n > 1 i niech p, = o * v|z, . Istnieje rozbicie mierzalne

dla ktorego zbior Z,,; N s7'(z) zawiera dokladnie jeden atom miary s, dla
(pn-p-w.) z € Z, (tzn. istnieje mierzalna metoda wyboru po jednym atomie
miar warunkowych z widkien odwzorowania s, patrz rozdziat 7.3). Oznacza
to, ze odwzorowanie s|z, , jest roznowartosciowe (p.w.), a ponadto

(312,.), (0 @ Vlssz,0) = 05 V]2,

co (patrz (3.9)) oznacza, ze odpowiednie obciecie operatora U ustala izo-
morfizm dziatania operatora W na podprzestrzeni xz, ,L*(T x T,0 @ v) z
obcieciem dziatania operatora V., do xz, L*(T, s.(0 @v)|z, ). Ale ze wzgle-
du na (3.8),

$:(0®@V)|z,, = (0xV)|z,.
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Poniewaz V. |y, L*(T,0 % v) ma proste widmo, wigc na x-1(z,)L*(T X
T, o ® v) operator W ma krotnosé¢ jednorodna réwna n (a maksymalny typ
spektralny wynosi o * vz, ).

Podobne rozumowanie przeprowadzamy dla Z,,. Dla (p.w.) z € Z, kla-
dziemy pi, = pl® + pl9, gdzie ul® jest (z zalozenia niezerowa) czescia ciagla
miary p,. Zauwazmy, ze maksymalny typ spektralny operatora W na pod-
przestrzeni Xs-1(z,)L*(T x T,0 ® v) jest réwny o * v|z,. Wezmy dowolng
liczbe naturalng & > 1. Poniewaz miary u{®) sa ciagte, wiec istnieje rozbicie
mierzalne

k
s H(Ze) = U Zea
i=1

takie, ze 1u\9(Z.;) > 0 dla (p.w.) z € Z.. Wtedy ze wzgledu na (3.8) miara
5.(0c ® v)|z,, jest miarg réwnowazng mierze o * v|z,. Oznacza to, ze zna-
lezliémy k& podprzestrzeni niezmienniczych (dla operatora W) przestrzeni
Xs-1(2.)L*(T X T,0 ® v) parami ortogonalnych, na ktérych ich maksymalny
typ spektralny jest typem miary o * v|z . Poniewaz maksymalny typ spek-
tralny operatora W na x,-1(z,,)L*(T x T,0 ® v) jest réwny o * v|z,, wiec
na x,-1 L?(T x T, 0 ® v) operator W ma nieskoriczong krotno$¢ jednorodna
(zauwazmy, ze ewentualne atomy miar warunkowych dla z € Z, juz niczego
nie wnosza do tego rozumowania). W ten sposéb udowodniliSmy nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 3.10 Operator V, ® V,, ma:
(i) jednorodng krotno$é spektralng n na Z, z typem o *v|z , n>1,
(i1) nieskonczong krotnosé jednorodng na Zy U Z. z typem o xv|z_uz.. 0O

Uwaga 3.11 Cgzytelnik powinien by¢ juz w tym miejscu wyczulony na fakt,
ze nawet jesli miary o i v sa miarami cigglymi, to miary warunkowe p, moga
by¢ miarami czysto atomowymi. Odpowiednie przyktady zobaczymy pdzniej.

Cwiczenie 3.12 Pokazaé, ze Vy, ® V;, ma przeliczalnie krotne widmo Le-
besgue’a dla dowolnej miary ciagtej v € M*(T). Pokazac, ze Vs, @ Vs, ma
proste widmo.

Cwiczenie 3.13 Zalozmy, ze J C T jest przeliczalna podgrupa i niech v =
> .eya.0,, gdzie Y- c;a, = 1 (wszystkie a, sg liczbami dodatnimi). Pokazac,
ze operator V, ® V,, ma proste widmo wtedy i tylko wtedy, gdy o L o * 6,
dla dowolnego z € J \ {1}.
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W podobny sposéb jak rozpatrywaliémy produkt tensorowy dwoch prze-
strzeni Hilberta mozemy zdefiniowa¢ produkt tensorowy H; ®...® H,, dowol-
nej skonczonej liczby przestrzeni Hilberta Hy, ..., H, (odwzorowania dwuli-
niowe zamienia si¢ na wieloliniowe, a obowiazywac bedzie reguta ,tacznosci”
operacji produktu tensorowego). Iloczyn skalarny w przestrzeni H; ®...® H,
spetnia zatem réwnoscé:

(3.10) (T1® ... @2, 1 ®@ ... @ UYn) = (T1,Y1)H, * - (Tns Yn) H,

dla dowolnych z1,y; € Hy, ..., s, yn € H,. Podobnie jak w przypadku n = 2
definiujemy tez produkty tensorowe operatoréw unitarnych.

3.3 Symetryczna przestrzen Focka
Niech H bedzie osrodkowa przestrzenig Hilberta. Przestrzen
F(H) = @H@’", gdzie H*" = H®...® H, H* = C,
"o —

nazywamy przestrzeniq Focka.

Zalézmy, ze U € U(H). Niech F(U) = @22, U®™ bedzie odpowiadajacym
operatorem unitarnym przestrzeni Focka. Korzystajac z lematu 3.9 tatwo
pokazujemy, ze:

Twierdzenie 3.14 Maksymalny typ spektralny operatora unitarnego F(U)
jest réwny mierze exp(o), gdzie

exp(o) =6 + o /11 + 0@ /20 4+ 0B /30 4
przy czym o™ =g =gx ... x0, n> 0. 0

n

Zatozmy, ze operator U ma proste widmo, a o jest jego maksymalnym
typem spektralnym. Ustalmy teraz m > 1. Mozemy zatem rozpatrywac¢ m-ty
splot ¢*™ miary o, ktéry formalnie jest zdefiniowany jako obraz miary o®™
poprzez odwzorowanie s,, : T™ — T:

Sm(Z1y ey Zm) =21 oo Zm.
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Uwaga 3.15 Nietrudno sprawdzi¢, ze odwzorowanie s,, ma o-zwarte wtok-
na. Zatem z twierdzenia 7.11, jesli A C T™ jest podzbiorem borelowskim
oraz c®™(A°) = 0, to s, (A) C T jest réwniez borelowski oraz (z definicji
splotu miary) ¢ (s,,(A)¢) = 0.

Mozemy jednak uzy¢ nieco prostszego argumentu. Mianowicie zbior A
zawiera podzbior o-zwarty A’ taki, ze ¥ (A\ A") = 0. Wowczas s,,(A’) jest
o-zwarty i jest no$nikiem miary o*™

Niech
(3.11) 0" = [ W o) (z),

gdzie miary warunkowe (™ sa skupione na zbiorach s;!(z2) (dla o*™-p.w.
z € T). Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.10 mozemy teraz wprowa-
dzi¢ zbiory Z(™, Z(™) oraz Z(™ charakteryzujace typ miar warunkowych
w dezintegracji (3.11). Powtarzajac rozumowanie z dowodu twierdzenia 3.10

otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.16 Dla dowolnego m > 1 operator F(U)|gem ma:

(i) jednorodng krotnosé spektralng n na Z™ z typem o™ m, 2> 1,

(i1) nieskoriczong krotnoé¢ jednorodng na Z{™ U Z™ 2z typem a*m\Zé;n>UZ£m>.
O

Oczywiscie wniosek powyzszy nie opisuje w pelni funkeji krotnosci ope-
ratora unitarnego F'(U). Aby te funkcje wyliczy¢ precyzyjnie, potrzebna jest
nam dodatkowa wiedza o wzajemnych zaleznosciach pomiedzy miarami o**,

o dla k # 1.

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Ustalmy n > 1 i niech 7 € S(n),
gdzie S(n) oznacza grupe permutacji zbioru {1,...,n}. Wéwczas istnieje
doktadnie jeden operator unitarny U, dla ktérego

(3.12) Uw($1®...®l‘n) =Tr1) @ ... @ Tr(n)-
Istotnie, odwzorowanie

(1,0 ) = Tr(1) @ . @ T
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jest n-lintowym odwzorowanie przestrzeni liniowej H*" w H®as" a wiec
istnieje jedyne odwzorowanie liniowe U, z H®«s™ w siebie spelniajace (3.12).
Zauwazmy, ze odwzorowanie to jest odwracalne, gdyz obowigzuje tu wzor

Uryomy = U, 0 Ur, dla dowolnych mme € S(n),

a wiec w szczegdlnosei (Uy) ™! = Uyp-1.

Podobnie jak w przypadku produktu tensorowego dwoch operatoréw uni-
tarnych, odwzorowanie U, rozszerza si¢ do operatora U, pomiedzy odpowied-
nimi potegami tensorowymi przestrzeni H, przy czym ze wzgledu na réwnosé
(ktérej uzasadnienie wynika w sposob oczywisty z (3.10))

<l’1®...®l‘n,y1®...®yn> = <ZE7T(1)®...®l‘7r(n),y7r(1)®...®y7r(n)>

operator U, jest izometria, ktérej odwrotnoscia jest rowniez izometria U, -1,
a wiec rzeczywiscie U, € U(H®").

Definicja 3.17 n-tq symetryczng potegq tensorowq przestrzeni H nazywamy
przestrzen

H®" = {7 € H®"; U,(%) = & dla dowolnej permutacji 7 € S(n)}.

Zauwazmy, ze dla dowolnych x4,...,z, € H,
1 n
(3.13) E Z Tr1) @ ... & Tr(n) e HO™,
T meS(n)

Uwaga 3.18 Zauwazmy, ze na poziomie czysto algebraicznym podstawo-
wa wlasnoscia symetrycznej potegi tensorowej jest wzajemnie jednoznacz-
na odpowiednio$¢ pomiedzy symetrycznymi odwzorowaniami wieloliniowymi
przestrzeni V*" o wartosciach w przestrzeni W z liniowymi odwzorowaniami
przestrzeni V" o wartosciach w W:

jesli A : VO — W, to ktadziemy

|
n: meS(n)

~ (1
A(;L“l, oo ,:I:n) =A ( Z Tr1) @ ... & ;L“Tr(n))
Lemat 3.19 Dia dowolnej przestrzeni Hilberta H orazn > 1,

projgon = Z Us.
! 71'68( )
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Dowéd.

Potézmy p = %Zwesm) U,. Ze wzgledu na (3.13), p : H®" — H®"
Ponadto, dla dowolnych tensoréw z € H ®”, y € H®" mamy

1

(T.9) =@~ > U~y Z UxZ,9) = (pZ,7),
T -1e5(n) '71'63 (n)
co konczy dowdd. O
Niech zy,...,x, € H. Kltadziemy
1
1.0z, = TR ... QT = —— U1 ®...Qx,).
| \/— We%: ) 0= 7 We%(:n) (21 )

Celowo$¢ wprowadzenia wspotezynnika \ﬁ wida¢ w nastepujacym wzorze:

(T10... 0T ©...Oy,) =

1

= > (Un(1®...02), Un(th © ... @ yn)) =

n: m,m' €S(n)

LS e @ U ® . @) =

n: m,m €S(n)
1
—~ n > (21®... 0%, Un (11 @...0y,)) | =
n: T1ES(n)

S @ Yn)) - (T Ynn)) s
TES(n)

wiec w szczegdlnosci, jesli potozymy dla z € H

" =20...0x=Vnlz®",
~—_————
to otrzymamy

(z",yo") = nl(z,y)"
dla dowolnych z,y € H i w szczegdlnosci

12" = Vnlla|"
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Cwiczenie 3.20 Pokazaé, ze jedli x L y, to ||z @ y|| = ||z|||y]|-

Lemat 3.21 Niech {z;; ¢ > 1} bedzie bazq ortonormalng osrodkowej prze-
strzeni Hilberta H. Wowczas rodzina

1
(*>{HT ’ ',:172]“@. ) .@xgkr;il < o<, 0<ks(s=1,...,7),ki+...+k =n}
s=1"vs*

jest bazq ortonormalng przestrzeni HO™.

Dowéd.

Poniewaz tensor z;; © ... ® x; jest niezmienniczy dla kazdego operatora
U, wige tensor ten zalezy jedynie od liczb k;, ktore sg krotnosciami wystepo-
wania liczb i; w ciagu (4}, ...,14,). Ponadto (dla j; < ... < jn, j1 < ... <))
mamy

(@, © ... 0@, 25 ©... Q)= Y (25,3 ) (T, Ty )
TeS(n)
a wiec
ijl ©...0 Ijn||2 = Z <xj17xj7r(1)> T <xjn’ xjw(n)> = Hg:1k8!7
TeS(n)
gdzie 71 = ... = Jiyy Jkyt1 = -+ = Jky+ko, itd. To dowodzi ortonormalnosci

rodziny ().

Pozostaje do wykazania zupelnosé. Niech § € H®" bedzie tensorem or-
togonalnym do wszystkich elementéw rodziny (x). Wéwezas dla dowolnych
J1y -+ -5 Jn = 1, z lematu 3.19 wynika, ze

_ 1
G2, ®...0;,) =~ >, Uz ®...@15,)) =
n: TeS(n)

:<g,l’]1©®l‘]n>:0

Stady L x; ®...®z;,, a wigc ze wzgledu na lemat 3.6 otrzymujemy, ze y = 0.
(Tzn. korzystamy z ogdlnego faktu, ze rzut ortogonalny zbioru generujacego
jest zbiorem generujacym w obrazie rzutu.) 0
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Niech H bedzie osrodkowa przestrzenig Hilberta i niech U € U(H). Ogra-
niczenie U®™ do podprzestrzeni H®™ bedziemy oznaczali U®". Przestrzen

Fsym(H) = @HQna HQO:C7

n=0

nazywamy symetryczng przestrzenig Focka.

Zalozmy, ze U € U(H). Niech Fyy,,(U) = @;2, U™ bedzie odpowiadaja-
cym operatorem unitarnym symetrycznej przestrzeni Focka. Poniewaz mak-
symalny typ spektralny operatora U®™ jest rowny o7/, a wiec jest osiggany
na kazdym tensorze symetrycznym z®", gdzie o, = oy, wiec korzystajac z
twierdzenia 3.14 otrzymujemy natychmiast, ze:

Twierdzenie 3.22 Maksymalny typ spektralny operatora unitarnego Fiy,,(U)
jest réwny mierze exp(o). 0

Bezposrednig konsekwencja identyfikacji produktéw tensorowych prze-
strzeni L? 7 przestrzenia L? dla odpowiedniej miary produktowej (patrz przy-

ktad 3.7) jest nastepujacy opis symetrycznej potegi tensorowej przestrzeni
postaci L*(X, B, ).

Lemat 3.23 Dla dowolnego n > 1 przestrzen L*(X, B, u)®™ mozemy w spo-
s6b naturalny identyfikowaé z podprzestrzeniq przestrzeni L? (X <™, u®™) funk-
cji niezmienniczych ze wzgledu na dowolng permutacje wspotrzednych:

f1® @ \/— Z fl 'Tﬂ'(l) fn(mﬂ(n))

TES(n)

dla dowolnych fi, ..., fn € L*(X,B, ).

Zatézmy, ze X = T, przy czym na T rozpatrujemy porzadek indukowany
z[0,1) (lub X = R z naturalnym porzadkiem). Zat6zmy dodatkowo, ze miara
pw € MT(T) jest miara ciagly. Niech

E,={(z1,...,20) €ET" 21 < ... < z,}.
Zauwazmy, ze dla dowolnych 1 <k <l < n
p2m (21, 20) €T 2 =2}) = p @ p ({(Zl,ZQ) €T? 2 = zg) =
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= > ({z})*

zeT

a wiec ze wzgledu na bezatomowos¢ miary p

(3.14) e ( U {(z1,..20) €T 2 = zl}) =0.

1<k<I<n

Twierdzenie 3.24 Jesli yp € M*(T) jest miarg bezatomowq, to dla dowol-
nej liczby naturalnej n > 1 symetryczny produkt tensorowy L*('T, 1)®™ mozna
identyfikowad z przestrzeniq L*(E,, u®"|g, ), przy czym naturalny izomorfizm
jest wyznaczony przez odwzorowanie

[1O...0 fa— ((217~--7 Z fry(21) -'fw(n)(zn)> .

meS(n)

Dowéd.
Ze wzgledu na (3.14)

U {1, z) €T 2p) < o < 2oy}
TeS(n)

modulo miara u®".
Dla F € L*(E,, u®") okreslamy F; na T" (zdefiniowang jedynie py®" —

w.), ktadac

1
F1(217 ey Zn) = ﬁF(ZW(l)’ Ce ,Zﬂ(n)),

gdzie permutacje m wybieramy tak, aby zx(1) < ... < zz(n). Zauwazmy, ze

[REae = [ |Rlde® = [ PP d(uls,)
Tn En E,

Odwzorowanie odwrotne otrzymamy przyporzadkowujac funkcji symetrycz-
nej G € L*(T", u®") funkcje n! - G|, . O

Wré6émy teraz do problemu liczenia funkeji krotnosci spektralnej operato-
ra Fy,,,(U). Jak i w przypadku operatora F'(U) podamy sposéb jej wyliczania
jedynie w przypadku, gdy U ma proste widmo. Zatézmy ponadto, ze o jest
miarg ciggly i niech m > 1. Ogdlnie sposéb rozumowania jest bardzo podobny
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do dowodu wniosku 3.16 z jedng zasadnicza réznicg — badajac symetryczne
produkty tensorowe nie jestesmy w stanie odrézni¢ punktéow (zi,...,zn),
(2r(1), - - - » Zx(m)), gdzie 7 jest dowolng permutacjg zbioru {1,...,m} (zakla-
damy przy tym, ze rozpatrujemy tylko punkty, ktorych wszystkie wspotrzed-
ne sa parami rézne). Interesuje nas teraz operator V2™ ktéry jednakze jest
de facto operatorem V™ tyle, ze ograniczonym do pewnej podprzestrzeni.
Zatem, rozpatrujac zbiory Z,(Lm), Zé’gb) oraz Zc(m) musimy wzig¢ pod uwage
symetryzacje punktow. Dla przyktadu rozpatrzmy przypadek n = 1, tzn.
zbior Z™ ~jedli z € Z"™ | to pu{™ jest miarg czysto atomowa skupiona na
m! atomach. Ale ze wzgledu na twierdzenie 3.24 podprzestrzen symetryczna,
na ktorej dziata VO™, mozemy opisa¢ jako L*(E,,,c®™), przy czym wzor na
dziatanie V,° nie zmienia sie:

(VO V21, oy zm) = 21 oo 2 F (21,0 2m).

Z tego juz tatwo wynika, ze dla z € me), s 1(z) ,wybiera” tylko jeden punkt

z witkna s 1(2)NE,, i dlatego dla takich punktéw funkcja krotnosci wynosi 1.

Whniosek 3.25 Jesli U ma proste widmo ciggle, to dla dowolnego m > 1
operator Fyym, (U)|gom ma:

m)

(i) jednorodng krotnosé spektralng n na Zq(l,m, z typem o™ m) , 2> 1,

(i1) nieskonczong krotnosé jednorodng na Z{™ U Z™ 2 typem a*m|Zé2n>UZ£m>.

0

Wnhiosek 3.26 Jesli U ma proste widmo ciggle, to Fsy,,(U) ma proste wid-
mo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego m > 1 miary warunkowe ™ sq dla
o™ -p.w. z € T caysto atomowe o m! atomach oraz o** L o* dla k #1. ©O

Ten ostatni wniosek jest do$é¢ oczywistg konsekwencja naszych poprzed-
nich rezultatow. Nie jest jednak jasne, czy oba podane warunki, tzn. wzajem-
na roztacznos¢ splotéw oraz minimalna ilos¢ atomoéw dla miar warunkowych
sg od siebie niezalezne. W nastepnych rozdziatach do$¢ szeroko omowimy ten
problem.

3.4 Konsekwencje prostoty widma operatoréw U®"

Rozpocznijmy od obserwacji, ze jesli U € U(H ) oraz U®™ ma proste widmo
dla pewnego n > 1, to U ma proste widmo. Rzeczywidcie, w przeciwnym

86



wypadku mogliby$my znalez¢ elementy x1, x5 € H generujace podprzestrze-
nie cykliczne prostopadte i takie, ze 0,, = 0,,. Latwo sprawdzamy, ze dla
operatora U®" mamy Z(z{") L Z(x5") oraz o,en = 0,0n.

Twierdzenie 3.27 Jesli dla wszystkich n > 1 operator U®™ ma proste wid-
mo ciggle, to operator Fy,,,(U) ma réwniez proste widmo (ciggle).

Dowdd.

Bez straty ogénosci mozemy zaktadac, ze U = V,, gdzie o € M, (T) jest
miarg ciggla.

Przypusémy, ze dla 1 < m < n mamy

(3.15) o™ ) o

Pokazemy, ze odwzorowanie s,,, nie jest (n +m)! na 1 na zadnym zbiorze
borelowskim A C T™*", dla ktérego %™ (A) = 1 (co oznacza, ze Um+m)
nie ma prostego widma, sprzecznosé).
Wezmy wiec jakikolwiek nosnik borelowski A C T miary o®m+" i
potézmy
Ay ={z €T o®" ({y € T" (z,y) € A}) =1}

oraz
Ay ={yeT" o ({y e T™; (z,y) € A}) =1}.

Ze wzgledu na uwage 3.15 oraz twierdzenie Fubiniego mamy o*™(s,, A1) =
1 = 0*"(s,As), wiec ze wzgledu na (3.15) mamy s,, A1Ns, Ay # (. Wybierzmy
2 € A1 N s As, o= (21,...,Tm) € A1, y = (Y1,...,yn) € Ay tak, aby

(3.16) SmT = 2 = Spy.

Na mocy definicji zbioréw A; i Ay mozemy teraz znalezé zbiory borelowskie
By C T™, 0¥™(By) = 1 oraz By C T", 0®"(B3) = 1 takie, ze

(2',y) € A dla dowolnego 2’ € By

oraz
(z,y') € A dla dowolnego y' € Bs.

Ponadto ze wzgledu na cigglo$¢ miary o, zbior 3y € T™ z ustalong wartoscia
na danej wspéirzednej ma miare o®" zero, a wiec mozemy zakladaé, ze dla
Yy = (Y1,--.,Y,) € By zadna wspéirzedna y, nie nalezy do zbioru {y;; j =
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1,...,n}. Na mocy (3.15), s,,B1 N s,Bs # 0, wiec mozemy znalezé 2z’ €
SmB1 N s, By oraz ©’ € By, Yy € By takie, ze

(3.17) Smt’ = 2" = 8,9/

Mamy oczywiscie (z,y') € A oraz (2',y) € A. Ponadto, uzywajac (3.16)
i (3.17)

(3.18) Smin(2,Y) = (1) - 50(Y') = 22" = Spyn(2’,y).

Ale poniewaz n > m co najmniej jedna wspotrzedna y; nie pojawia si¢ jako
7, a ponadto y; jest rézna od wszystkich liczb yp, k = 1,...,n. Wynika
stad, ze punkt (z,y") € T™*" nie moze by¢ otrzymany poprzez permutacje
wspoéhrzednych punktu (2, y) € T™", co ze wzgledu na (3.18) koniczy dowdd.

O

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze prostota widma wszystkich syme-
trycznych poteg tensorowych implikuje singularnos$¢ splotéw. Jednakze bliz-
sze spojrzenie na dowod twierdzenia 3.27 pozwala dostrzec mocniejsza wia-
snos¢ singularnosci splotow i translacji.

Whniosek 3.28 Jesli dla wszystkich n > 1 operator U™ ma proste widmo
ciggte z maksymalnym typem spektralnym o, to dla dowolnych m,n > 1 oraz
a € T mamy o™ L o™ %6, chyba, Ze m =n oraz a = 1.

Dowdéd.

Gdy 1 < m < n w dowodzie twierdzenia 3.27 nalezy zastapi¢ s, As przez
a-SpAs, Spy = z przez s,y = a - z 1 dokonaé¢ podobnych modyfikacji dla y/'.

Ponadto, gdy a # 1, dowdd ten dziata i dla n = m. Rzeczywiscie, koncowy
argument przechodzi, gdyz ¢’ nie mozna otrzymac przestawiajac wspotrzedne
w 2, bo sz’ # s,y O

Zobaczmy jeszcze jak prostota widma operatora U®™ wplywa na widmo niz-
szych poteg tensorowych.

Lemat 3.29 Niech o € M (T) bedzie ciggla. Jesli dla pewnego n > 1 ope-
rator VO™ ma proste widmo, to wszystkie operatory V¥ k =1,...,n —1,
majq rowniez proste widmo.
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Dowéd.

Wystarczy pokazaé, ze VO™~Y ma proste widmo (indukcja). Przypusémy
zatem, ze ten operator nie ma prostego widma. To oznacza, ze dla dowolnego
nosnika borelowskiego A € T"! miary ¢®®~ Y odwzorowanie s,_; nie jest
(n—1)! na 1.

Wezmy dowolny nosnik borelowski B C T" miary ¢®". Ktadziemy

T T — T 7m0 1(20, s 20) = (21,0 Znc1).
Na mocy uwagi 3.15 zbior 7,_1(B) jest borelowski. Niech
A= {(Zl, ce ,Zn_l) S Wn_l(B); O'({y S T, (21, ce ,Zn_l,y) € B}) = 1}

7 twierdzenia Fubiniego wynika, ze 0®"~Y(A) = 1. Z zalozenia s,_; nie jest

(n — 1)! na 1 na zbiorze A, wigc mozemy znalezé (z1,...,2,-1) € A oraz
(21,...,2 1) € A takie, ze
!/ /

Sn—l(zla - 7Zn—1) = Sn—l(Z17 R Zn—l)a
przy czym {zi,...,2,—1} # {#1,...,%,_;}. Na mocy okreslenia zbioru A
mozemy teraz znalezé y € T takie, ze oba punkty (zi,...,2,-1,y) oraz
(21,..., 2 _4,y) naleza do B. Mamy oczywiscie

!/ /

Sn(zl, <oy Bn—1, y) = Sn(zp cee sy Bp—1s y)7
ale skoro (z1,...,2,-1,y) nie mozna otrzymac z (21, ...,2._,y) przez prze-
stawienie wspotrzednych, to otrzymujemy sprzecznosc. O

Do tej pory, aby powiedzie¢ co$ o wzajemnych osobliwo$ciach poszczegol-
nych splotéw, musieliSmy rozpatrywaé wszystkie potegi tensorowe. Okazuje
sie jednak, ze prosto widma na ustalonej potedze tensorowej implikuje silne
wlasnodci roztacznosei splotéw (dokltadniej przypatrzymy sie temu zjawisku
w nastepnym rozdziale) i to nie tylko splotéw zwiazanych z miarg o.

Twierdzenie 3.30 Niech o € M (T) bedzie miarg cigglq. Zalézmy, ze V,®
V., ma proste widmo. Wowczas

ol o1 %09

dla dowolnych miar cigglych oy,09 € M*(T). W szczegblnosci, o 1 o*2.
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Dowaéd.

Oznaczmy s = sy, wicc s : T2 — T, s(z,w) = z - w. Poldézmy tez p =
s x s. Dowod bedzie przebiegat metoda nie wprost. Ustalmy zbiér borelowski
N C T? taki, ze

(3.19) 7@ a(N) = 0.

Na mocy wniosku 3.25 wystarczy zatem pokazac, ze mnozenie obcigte do
zbioru T? \ N nie jest odwzorowaniem roznowartosciowym. Potézmy N =
p~Y(N). Wystarczy pokazaé, ze do zbioru T*\ N nalezy punkt (z;, wy, 22, ws)
taki, ze rowniez (zq,wy, 29, wy) € T\ N, przy Czym zy # 2y oraz wi # wp
(istotnie, mamy woéwczas (z1wy, zows) € N, (z1wa, 20wy) ¢ N, punkty te
sa rézne, natomiast iloczyny ich wspétrzednych sa sobie réwne). Poniewaz
zakladamy teraz, ze o [ o1 * 0y dla pewnych miar ciagltych o; € M*(T),
1 = 1,2, wiec istnieje zbiér borelowski A C T taki, ze

(3.20) o1 % 0a(A) > 0,

(321) (0'1 * 0'2)|A < 0.
Ze wzgledu na (3.19) i (3.21) mamy
(01 %02) @ (01 x02)(AX ANN) =0,

a wiec o
(01®02)®<01®02>(AXAQN):O,

gdzie A = s7Y(A). Mozemy teraz znalezé zbiory borelowskie B,C' C T takie,
ze 01 @ 09(B x C) > 0 oraz ,prostokat” B x C jest niemal zawarty w A, a
mowigc precyzyjniej

o
O'1®0'2(BXO\A) < 501®02<BXO).

Dla z € T potézmy A, = {w € T; (z,w) € A}. Na mocy twierdzenia
Fubiniego, ewentualnie pomniejszajac zbiér B, mozemy zaltozy¢, ze

02(C'\ A,) < 805(C) dla wszystkich z € B
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dla pewnej liczby 0 < § < % Woéwcezas dla dowolnych z1, 2o € B mamy
oa(A,, NA,) >0,
a wiec
(3.22) oy ®@09(A, NA, x A, NA,)>0.
Niech P : T* — T4,
P(z1, w1, 22, w3) = (21, Wa, 29, Ws).

Mamy

{(z1, w1, 20, w3); 21, 20 € Bywy,wy € A, NA,} CAx Ax P7HAx A).

1y 71, 7 7 doP?dod? >

/r[r/r/T AxA " tp-1(AxA) @01 03

>/ / (/ / g2 ®J2(A21 mAZQ X AZ1 mgn)) d01<21)d02(22).
TJT \/BJB

Ze wzgledu na (3.22) ta ostatnia catka jest dodatnia, wiec
(01 ® 03) @ (01 ® 02) (A x AN P7L(A x A)) > 0.

Poniewaz rozpatrywane miary sg ciaglte, wigc mozemy zatozy¢ dodatkowo, ze
z1 # zy oraz wy # ws, co konczy dowdd. O

3.5 Analiza spektralna na podprzestrzeniach permu-
tacyjnych przestrzeni Focka

Ustalmy liczbe naturalna n > 2. Grupe S(n) permutacji zbioru {1,...,n}
bedziemy identyfikowali ze zbiorem

[={i=(i1,....in): i, #ipdlaj#k 1<i; <n}.
Niech G C §(n) bedzie ustalona podgrupa. Wéwezas G dziata na zbiorze I:
(3.23) (i1, yipn)) = (w(iy, ..., (1)),
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przy czym
(3.24) G(I)=1.

Ze wzgledu na (3.23) i (3.24) mozemy na I rozpatrywac relacje rownowaznosci
dang przez orbity dziatania grupy G na I:

N —
7

i=i'e Aneq) n(i)=i.
Niech og oznacza liczbe orbit!? dzialania grupy G na I, tzn.

n!
3.25 oc=1/=)=—.
(3.25) 6 =4/ 2) = 15

Zatozmy teraz, ze U jest operatorem unitarnym osrodkowe]j przestrzeni
Hilberta H. Zaktada¢ bedziemy, ze oy = o jest miara ciagta. Dla 7 € S(n) i
przypomnijmy, ze U, oznacza operator unitarny produktu tensorowego H®"
wyznaczony jednoznacznie przez warunek U (21 ® ... @ 2,) = Tr1) ® ... ®
Tr(n)- PO}(’)Zmy

H2"(G) := {7 € H®"; U,(Z) = T dla wszystkich 7 € G}.

muv

Uwaga 3.31 Oczywiscie, gdy G = S(n), to Hon(G) = HO™.

muv

Latwo sprawdzamy (rozumujac jak w dowodzie lematu 3.19), ze
) 1
(3.26) Projpen gy = prel Z Us.
TeG

Naszym celem bedzie teraz udowodnienie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.32 Jesli U ma widmo ciggle oraz U®™ ma proste widmo, to
U™ | yon @) ma widmo jednorodne krotnosci og.

nuv

10Przypomnijmy tutaj lemat Cauchy’ego-Frobeniusa: Jesli X jest zbiorem skoriczonym,
G za$ podgrupg grupy permutacyi zbioru X, to

1
o0 := liczba orbit dzialania G na X = el Z f Fix(m),
TeG

gdzie Fix(m) oznacza liczbe punktow stalych odwzorowania m: X — X.
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Dowéd.
Mozemy zakladaé, ze U = V,, gdzie 0 € M; (T) jest miara ciagta. Po-
tozmy
Ao ={(z,. ) €T 2 <. <z, )

oraz
Foo =1, L*(T",o%").
g i
Wowczas zbiory A? i € I sg parami roztaczne, wiec dla  #¢ mamy F? L
F-.. Poniewaz o jest ciagla, z doktadnodcia do zbioru o mierze o®" réwnej
1
zeru, mamy

Tn — U Aﬁ.
Gel
Zatem
(3.27) H®™ = @ Fra,..n)-
TeS(n)
Stad

HZ%Z(G) — prongZ(G)H®n — prOJHgLZ(G) ( @ Fﬂ-(l,...,n)) .
TES(n)

Zauwazmy, ze dla m € S(n) oraz i€ I mamy

(3.28) Un(Po) = F .

(i)

— —

Ponadto, jesli =17, to = 7(7") dla pewnego 7 € G iz (3.26) wynika, ze

prongz(G)F? = projH%(G)F;.
Jedli natomiast ?;—éi’, to dla dowolnych 7, 7' € G mamy ﬂ(?) # m'(i) 1
dlatego zbiory Aw(ﬁ) iA ) sg roztaczne, stad Fw(ﬁ) LF, 7y Zatem 7 (3.26)
w tym przypadku otrzymamy

projH%(G)Fy 1 prongn(G)Ff.

inv g
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Stad otrzymujemy

muv
mv

oG
(3.29) HM (@) = k@l Projpen ) F-

Pokazemy teraz, ze

(3.30) U®”|Fﬁ jest izomorficzny z U®n‘projH®n(c)Fﬁ'

Dla uzasadnienia (3.30) rozpatrzmy odwzorowanie W : F-- — proj yen (G)(F#)
zadane wzorem

F? > f= 1A7f — \/ijprojH%(G)f € projH%(G)F?

Z (3.26), (3.28) oraz dowodu twierdzenia 3.24 wynika, ze W jest surjektyw-
ng izometrig. Ekwiwariantno$¢ wynika z niezmienniczosci rozpatrywanych
podprzestrzeni'!, co konezy dowod (3.30).

Na mocy (3.29) oraz (3.30) otrzymujemy

oG
U®”|H®n(G) jest izomorficzny z @D U™ |r...
inv el i

Oczywiscie dla dowolnych 7, i'e S(n) operatory U®"|p_ oraz U*"|p. sa

izomorficzne (izomorfizm ustala operator U, dla odpowiednio dobranej per-
mutacji 7 € S(n)). Zauwazmy ponadto, ze w (3.30) grupa G jest dowolna(!).
Zatem biorac G = S(n) otrzymamy, ze U*"|r_, jest izomorficzny z U®™. Stad

U®"| k. ma proste widmo i dowdd zostal zakonczony. O
ik

Bedzie nam jeszcze potrzebny nastepujacy rezultat:

Lemat 3.33 Zaléimy, ze 0 € M; (T) jest ciggla. Zatéimy ponadto, ze ope-

rator VO™ ma proste widmo. Wéwczas operator (Vo.*k)®m ma widmo jedno-

(Bl i maksymalny typ spektralny réwny o

k
(i *mk

rodne krotnosci

U Przypomnijmy, ze jedli Q jest operatorem liniowym i ciagglym przestrzeni Hilberta H,
F C H za$ podprzestrzenia, ktéra jest Q oraz QQ*-niezmiennicza, to projpo@Q = Qoproj.
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Dowéd.
Dla uproszczenia zapisu zalézmy, ze m = 2. Wéwcezas maksymalny typ
spektralny operatora (Vg*g)®2 jest réwny o**xo** = 0*2% Pozostaje nam wiec

do wyliczenia funkcja krotnosci spektralnej. Na mocy lematu 3.29 operator

VOF ma widmo proste. Jego maksymalny typ spektralny to oczywiscie o*¥,

zatem V.« is izomorficzny z operatorem V.°*. Stad
(V)% (Va®k>®2 _ (V0®k>®2 I

gdzie H = L*(T, o). Pokazemy, ze

(3.31) (H®%)** = H3HG)

dla odpowiednio zdefiniowanej podgrupy G C S(2k). Otéz grupe G definiu-
jemy w sposob nastepujacy!?:

G :={m € S§(2k); (m,m € S(k))

(1(1), ..., 7(2k)) = (m1(1), ..., oo (k) Kk + o (1), ..., & + ma(k))}.

Weimy 71 ® ... ® zg, € H?*. Wowczas 71 ® ... ®@ 2, € H® oraz x4 ®
... @z, € H®*. Zatem

Z Ly (1) ®...0 Ty (k) Z Thtma(1) ... Thtma(k) c HGk.
71'168(/{3) WQES(]C)

Stad

( 2 x”1(1)®"'®$ﬁ(k))®< > l’km(n@-.-®xk+m(k>)e(H®’“)®2.

w1 ES(k) T2 E€S(k)

Ponadto, elementy powyzszej postaci generuja przestrzen (H®¥)®2. 7 (3.26)
otrzymujemy, ze
projH%k(G)(xl ® ... Q xTgy) =

1
ﬁG( > %(1)®---®xm<k>)®( > fﬂkmu)@---@ka(k))

m1€S(k) m2€S(k)

12Gdy m > 2 dowdd jest ten sam, 7 jest permutacja wyznaczona przez m permutacji
1, ..., m € S(k) dzialajacych kolejno na kolejnych k wspdtrzednych.
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i dlatego (3.31) zachodzi.

Zauwazmy, ze aby wyznaczy¢ permutacje m € G musimy wybraé¢ dwie
(niekoniecznie r6zne) permutacje zbioru k-elementowego. Zatem mamy (k!)?
takich mozliwogci, innymi stowy 4G = (k!)? i stad

L (2k) (2K)!
CTG T k)

Dla zakonczenia dowodu wystarczy uzy¢ twierdzenia 3.32. 0

Stwierdzenie 3.34 Zaldimy, ze o € M; (T) jest ciagla i taka, ze Fyy,(Vy)
ma proste widmo (réwnowaznie, VO™ ma proste widmo dla wszystkich m >
1). Wowczas dla dowolnego k > 1 zbior istotnych wartosci funkcji krotnosci
spektralnej operatora Fgym, (V) jest réwny

Zauwazmy, ze dla k > 2 funkcja krotnosci spektralnej przyjmuje nieskon-
czenie wiele wartosci. Pozostaje otwartym nastepujacy:

Problem Jakie wlasnosci arytmetyczne posiada funkcja krotnosci spek-
tralnej operatora Fj,,,,(V,), gdy o przebiega podzbiér miar ciagtych w M+ (T)?

Jedynym znanym (klasycznym) rezultatem jest nastepujace:

Twierdzenie 3.35 Dla dowolnej miary cigglej o € MT(T) funkcja krotno-
Sci spektralney Mr,,,. v,y albo przyjmuge tylko jedng wartosé 1, albo nie jest
ona 0graniczona.
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4 Teoria spektralna reprezentacji unitarnych
lokalnie zwartych grup abelowych

Zajmiemy sie obecnie sytuacja, w ktorej zamiast pojedynczego operatora uni-
tarnego rozpatrywac¢ bedziemy reprezentacje unitarng lokalnie zwartej grupy
abelowej A.

Zaktadamy zatem, ze mamy reprezentacje unitarna U = {U, },eca lokalnie
zwartej grupy abelowej A na osrodkowej przestrzeni Hilberta H. Zaktada-
my przy tym, ze reprezentacja ta jest ciggla, tzn. dla dowolnego x € H
odwzorowanie a — U,x jest ciagle jako odwzorowanie z A do H (méwimy,
ze reprezentacja U jest mocno ciggla). Réwnowaznie, tatwo pokazujemy, ze
reprezentacja U jest mocno ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona stabo
ciggla tzn. odwzorowanie a — (U,z,y) jest ciagle dla dowolnych z,y € H.

Przypomnijmy, ze A oznacza grupe charakterow grupy A, tzn. grupe
wszystkich ciggtych homomorfizméw grupowych z A do T. Rozpatrujac na
A topologie zwarto-otwarta (w tej topologii baze otoczen zera w A stanowig
zbiory postaci

{x € A; |x(a) — 1| < ¢ dla dowolnego a € K},

gdzie K C A jest podzbiorem zwartym, a ¢ > 0) otrzymujemy, ze réwniez A
jest lokalnie zwarta grupa abelowa. Przypomnijmy ponadto, ze kanoniczne

zanurzenie 7 : A — A dane wzorem

w istocie jest naturalnym ciggltym grupowym izomorfizmem grup A i A (jest
to tres¢ twierdzenia Pontriagina o dualnosci).
Podamy teraz kilka najwazniejszych twierdzen zwiazanych z dualnoscia.

A spehia drugi aksjomat przeliczalnosci
(4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy
A spetnia drugi aksjomat przeliczalnodci.

A spdéjna wtedy i tylko wtedy, gdy

4.2
(42) A nie zawiera podgrup zwartych réznych od {1}.
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A jest zerowymiarowa

(tzn. posiada baze zbioréw otwarto-domknietych)
(4.3) wtedy i tylko wtedy, gdy

dla dowolnego a € A, grupa cykliczna

generowana przez a jest relatywnie zwarta.

A jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy

4.4 —~
(4:4) A jest dyskretna.

A jest zwarta, to A C L2(A, \a)
(4.5) jest baza ortonormalng
(Aa oznacza (unormowana) miare Haara grupy A).

A jest zwarta, to A spelia drugi aksjomat przeliczalnosci

4. —~
(4.6) wtedy i tylko wtedy, gdy A jest przeliczalna.

Podajmy jeszcze podstawowe wlasnosci grupy charakterow. Przede wszyst-
kim charaktery rozdzielajq punkty, tzn. jesli 0 # a € A, to istnieje xy € A
taki, ze x(a) # 1. Rownowaznie, jeSli a # d/, to istnieje x € A taki, ze

x(a) # x(d).

Whiosek 4.1 Zalézmy, ze B C A jest podgrupg domknigtq i niech a ¢ B.
Wowczas istnieje x € A taki, ze x|g = 1 oraz x(a) # 1.

Dowéd.
Poniewaz A /B jest lokalnie zwarta oraz a+B # 0 w A /B, wiec wystarczy
zastosowaé twierdzenie o rozdzielaniu punktéw przez charaktery grupy A/B.
O

Zatézmy, ze B jest podgrupg domknieta grupy A. Wowczas zachodzi waz-
ne twierdzenie o rozszerzaniu:

(4.7) Dla dowolnego n € B istnieje y € A taki, ze Xl =n.
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Zdefiniujmy ponadto anihilator tej podgrupy ktadac
ann(B) = {x € &; xlp = 1}.

Niech pp bedzie homomorfizmem dualnym do wlozenia jg : B — A, tzn.
pB(X) = xojB. Wowczas nietrudno spostrzec, ze dla dowolnego € B mamy

(4.8) ps (1) = nann(B),

gdzie 1 jest dowolnym rozszerzeniem charakteru n do charakteru grupy A.
Stad tatwo juz pokazac, ze zachodzi nastepujacy fakt:

o~

(4.9)  Anihilator ann(B) jest naturalnie izomorficzny z grupa (A/B).

Zapiszmy jeszcze wazny wniosek, ktérego uzyjemy, gdy bedziemy rozpa-
trywali reprezentacje indukowane.

Whniosek 4.2 Zaloimy, ze A spelnia drugi aksjomat przeliczalnosci. Jesli
B C A jest kozwarta (tzn. grupa A /B jest zwarta), to wickna odwzorowania
dualnego pg sq przeliczalne.

Dowéd.
Jest to natychmiastowy wniosek z (4.8), (4.9) oraz (4.6). O

Uwaga 4.3 Przypomnigmy tez, ze w Swietle teorii charakterow pojecia pro-
duktu © sumy prostej grup stajg sie dualne:

-~ —

(A1XA2X... :Kl@Ag@...,

~

(Al@AQ@...):lezgx....

4.1 Twierdzenie Bochnera

Bedziemy stale zaktadali, ze rozpatrywane grupy abelowe, lokalnie zwarte
spelniaja drugi aksjomat przeliczalnosci (spelnione sa zatem w szczegolnosci
wlasnosci wymienione w twierdzeniu 1.13) zaréwno dla A, jak i dla grupy A).
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Zanim przejdziemy do pelnego opisu reprezentacji unitarnych grupy A, udo-
wodnimy twierdzenie Bochnera, ktore jest uogélnieniem twierdzenia Herglot-
za. Centralnym pojeciem jest oczywiscie pojecie funkcji dodatnio okreslonej:
Funkcje r : A — C nagywamy dodatnio okreslong, gdy

N
(4.10) > r(an — am)enrn >0

n,m=0

dowolnego N > 0, (a,) C A i dowolnego ciagu liczb zespolonych (c¢,). Jesli
r : A — C jest funkcja dodatnio okreslong, to dla dowolnych elementéw
a,be A:

(4.11) r(—a) =r(a),
(4.12) r(a)| < r(0),
(4.13) Ir(a) — r(b)|* < 2r(0)Re[r(0) — r(a — b)],

przy czym dowody tych wlasnosci s powtdérzeniami argumentow dla przy-
padku A = Z. Zauwazmy, ze jesli funkcja dodatnio okreslona jest ciggla, to
jest ona jednostajnie ciagta (wynika to z (4.13)).

Cwiczenie 4.4 Pokazaé, ze jesli G C A jest podgrupa borelowska grupy A,
to 1g jest (borelowska) funkcja dodatnio okre$lona na A.
Wskazéwka Niech C = {0 < n < N; a, € G}. Wowczas suma (4.10)

redukuje si¢ do
2

+ Z CnCm.-

n,mé¢C,an—am€G

Y e

n,meC

Zauwazy¢, ze ta druga suma jest suma sktadnikow postaci |c, + ¢,|?, gdzie
n,mé¢ C, a, — a, € G.

Dla funkcji f : A — C przyjmijmy f(a) = f(—a). Niech f,g € L' (A, \a).
Przypomnijmy, ze wéwczas splot fxg € L'(A,\a), gdzie fxg(a) = [, f(a—
b)g(b) db'®. Korzystajac z faktu, ze miara Haara jest niezmiennicza dla od-

wzorowania a — —a, tatwo sprawdzamy, ze f x g = f x g.

13Dla skrétu piszemy db zamiast dAa (b).
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Twierdzenie 4.5 (Bochnera) Niech r : A — C bedzie funkcjg cigglq.
Wowczas r jest dodatnio okreslona wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje miara

—~

(reqularna) o € M (A) taka, ze
(4.14) r(a) = [ (@) do(3).

Dowdéd.
Ze wzgledu na (4.12) mozemy zakladaé, ze 7(0) = 1 (i stad |7« = 1).
Jedli f € C.(A), a wiec jej nosnikiem jest pewien zbiér zwarty K, to funkcja

K x K 35 (a,b) — f(a)f(b)r(a —b)

jest jednostajnie ciggla na K x K oraz zbiér K mozna rozbi¢ na roztaczne
podzbiory Fjy, ..., E, takie, ze suma

(4.15) zn: flai) faj)r(a; —a;)\a(Ei)Aa(E))

1,j=1

(a; € E;) jest dowolnie bliska catce

(4.16) /A /A F(a)F(®)r(a — b) dadb.

Ale funkcja r jest dodatnio okreslona, wiec kazda suma postaci (4.15) jest
nieujemna, a wiec i catka w (4.16) jest nieujemna. Poniewaz przestrzen C.(A)
jest gesta w L'(A,\a), wiec catka w (4.16) jest nieujemna i dla dowolne;
funkcji f € L'(A, \a).

Definiujemy teraz funkcjonat (liniowy i ciagly) 7, : L'(A, Aa) — C kla-
dac

(17) L,(f) = [, F@)r(a) da

Ponadto definiujemy forme [-,-] : L'(A, Aa) x L*(A, Aa) — C wzorem
(4.18) 1.9 = T.(F %3,

tzn.

(4.19) 19l = [ [ F@)g®)r(a—b) dadb,
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Istotnie

J 7 <aar@da= [ ([ fla—b)30)db) r(a) da -

:/A</Af(a—b)r(a ) db_/ (/f r(a+b) da)—b)db:
—// Vr(a — b) dadb

Wynika stad, ze otrzymana forma [-, /| jest pottoraliniowa, a dodatkowo z
faktu, ze calki (4.16) sa nieujemne, otrzymujemy, ze stowarzyszona z nig
forma kwadratowa jest nieujemna. Te dwie wtasnosci sg jedynymi, z ktorych
korzystamy przy dowodzie nieréwnosci Schwarza. Zatem mamy

(4.20) /. 9)1* <f. 1)+ [9:9]

dla dowolnych funkcji f, g € L'(A, A\a). Wezmy teraz za g funkcje charaktery-
styczna symetrycznego otoczenia V', gdzie domkniecie V' jest zwarte, punktu
0 ,unormowang” przez 1/Aa (V). Z (4.19) otrzymujemy, ze

/. 9] // a—b)dadb—/Af(a)r(a)da:

_/f (/ Jr(a— b)db — r(a )) da =
:/Af(a)</\Av [ (r(a—b) —r(a)) db> da,

l9,9] — // (a —b) — 1) dadb.

Skoro funkcja r jest Jednostajnle ciggla, wiec przez wziecie V' dostatecznie
malego powyzej liczone réznice funkcji podcatkowych, co do modutu, sa do-
wolnie matle, a zatem z nier6wnosci Schwarza (4.20) wynika, ze

a ponadto

(421) T(OP <A1 =T(f ).
Poléimy h = f x f oraz h** = h*™V « b (n = 2,3,...). Poniewaz ||r|o = 1,
wiec ||7,]| = 1. Stosujemy teraz (4.21) wstawiajac zamiast funkeji f kolejno

h, h*2, ..., otrzymujac

TP < Toh) < (L) < ...

VA
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< () <
Poniewaz jeste$Smy w algebrze Banacha L'(A, \4), wicc

12" |2 — (z definicji!) promien spektralny funkeji i = |||

(patrz Dodatek, rozdzial 7.4 dotyczacy algebr Banacha). Poniewaz f f=

f ’ f7 WlQC ~ ~
TP < [Pllse = 11715,

a wiec
(4.22) T ()] < [ lloe-

To oznacza, ze funkcjonat T, mozemy rozpatrywaé jako funkcjonat liniowy

o~ P

okreslony na przestrzeni A(A)(C Cy(A)) transformat Fouriera: istotnie, wzor
T.( f) = T,(f) daje poprawna definicje. Poniewaz jednak przestrzen A(/A\)
jest gesta w CO(K), wige funkcjonal T, mozna rozszerzy¢ do funkcjonatu
liniowego i ciagtego na Cy(A) (z zachowaniem normy). Na mocy twierdzenia

Riesza istnieje miara (jedyna) ¢ € M(A) o wahaniu réwnym 1 taka, ze

T.(F) = [z F(—)do(y) dla dowolnej funkcji F' € Cy(A). Zatem dla f €
L'(A, Xa) mamy

T.(f) = T,(J) = [z J(=7) do(y) = [z ([ f(a)y(a) da) do(y) =
= Ja /(@) (fz 7(a) do (7)) da.

Patrzac na (4.17) i (4.23) otrzymujemy, ze dla Aa-p.w. a € A mamy r(a) =
J2 v(a) do(7), ale poniewaz obie strony w powyzszej réwnosci p.w. sg funkcja-
mi cigglymi argumentu a € A, wiec powyzsza réwnos¢ zachodzi dla wszyst-
kich a € A. Biorac a = 0 w (4.14) otrzymujemy, ze

(4.23)

1=r(0) =o(A) <o =1,

a wiec 0(A) = |lo|] i stad ¢ > 0, co konczy dowdd twierdzenia Bochnera-
Herglotza. O

Wracajac do naszej reprezentacji, dla dowolnego x € H jego miara spek-
tralna o, = 0,y jest wigc jedyna (dodatnia) miara borelowska na grupie
dualnej A spetiajaca warunek

(4.24) 52(a) = [ x(a) dov(x) = (Usa, )
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dla dowolnego a € A (oczywiscie funkcja (6.(a))qeca jest funkcja ciagla i
dodatnio okreslong).

Zauwazmy, ze naturalnym przykladem reprezentacji grupy A jest ustale-
nie 0 € M*(A) i potozenie H = L*(A,0), V, = (Vyu)aca, gdzie

Vou(f)(X) = x(a) f(x).

Oczywiscie w tym przypadku H jest osrodkowa przestrzenia Hilberta (i te
samg wlasnos¢ posiadaja sumy proste takich reprezentacji).

Zauwazmy, jak trudno” jest takiej reprezentacji by¢ reprezentacja nie-
przywiedlna. Istotnie, jedyne reprezentacje nieprzywiedlne otrzymamy biorac
za o miary Diraca (w przeciwnym razie biorgc funkcje skupione na podzbio-
rze miary dodatniej istotnie mniejszym niz A otrzymujemy podprzestrzen
niezmiennicza). W tym sensie jest jasne, ze klasyfikacja reprezentacji grup
niezwartych, lokalnie zwartych (abelowych) jest istotnie r6zna od przypadku
zwartego (i twierdzenia Petera-Weyla).

Zauwazmy, ze jesli J C A jest zbiorem zwartym, to obcigcia kombinacji
liniowych charakteréw daja zbiér gesty w C'(J) (poniewaz charaktery rozdzie-
laja punkty, wiec wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia Stone’a-Weierstrassa).
Poniewaz C.(A) jest podprzestrzenia gesta w Cp(A), wiec w tym sensie cha-
raktery tworza zbiér liniowo gesty w Cp(A).

Uwaga 4.6 Zauwazmy, ze jesli p € MT(A) oraz fi(a) = 0 dla dowolnego
a€ A, tou=0.

Istotnie, powtérzymy dowod twierdzenia 1.14 z kilkoma modyfikacjami.
Mianowicie ustalmy K C A zwarty i rozpatrzmy zamiast g miare u|r. Wez-
my dowolng funkcje f € CC(K), powiedzmy, ze jej no$nik jest zawarty w
zbiorze zwartym L C A. Wowcezas funkcja

(ulic + 00 = [ F0c7) ki)

ma nosnik zawarty w zbiorze zwartym K - L i powtarzajac rozumowanie jak
w twierdzeniu 1.14 wnioskujemy, ze p|x = 0. A skoro p jest regularna, wiec

pw=0.

Uzywajac powyzszej uwagi, tatwo teraz sprawdzamy (dowdd jest powto-
rzeniem argumentéw dla przypadku A = Z), ze zachodzi lemat Wienera:

Jesli F' C L2(K, o) jest podprzestrzeniq Vy-niezmienniczq, to F' = 1x -
L*(A,0) dla pewnego X € B(A).
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4.2 Twierdzenie spektralne dla reprezentacji unitar-
nych

Jesli U jest dowolna reprezentacja grupy A (w osrodkowej przestrzeni Hilber-
ta H), to okreslamy pojecie przestrzeni cyklicznej A (z) generowanej przez
x € H ktadac

A(z) = span{U,z; a € A}.

Roéwnie tatwo jak w przypadku A = Z pokazujemy, ze podreprezentacja
U|A(z) jest rownowazna reprezentacji V,, , przy czym izomorfizm I jest natu-
ralnym rozszerzeniem przyporzadkowania x — 17, a wigc

I(Ux)(x) = x(a), a€ A.

W koncu zauwazmy, ze naturalnym pojeciem wielomianu trygonome-
trycznego (wielomiany trygonometryczne dla A = Z to funkcje postaci P(z)
",z okreslone na T = Z) to wyrazenia postaci p(x) = Yaea dax(a),
gdzie A C A jest skonczonym podzbiorem, za$ o, € C. Stad wynika, ze
p(U) = ZaeA agUs.
Wszystkie argumenty, ktorych uzylismy dla dowodu twierdzenia spektral-
nego w przypadku A = Z, tatwo przechodza w przypadku ogdlnym, zachodzi

zatem nastepujace

Twierdzenie 4.7 (twierdzenie spektralne) Dla dowolnej reprezentacji uni-
tarnej U = (U,)aca na oSrodkowej przestrzeni Hilberta istnieje rozklad spek-
tralny, tzn. istnieje rozktad postaci

o0
H:@A(l’n)’ O—I1>>O_x2>>...,
n=1

przy czym jesli H = @52 | A(y,) jest innym rozkladem spektralnym, to o,, =
oy, dla dowolnego i > 1. O

Zatem, podobnie jak dla przypadku A = Z kazda reprezentacja unitarna
grupy A jest wyznaczona przez dwa niezmienniki: o;; — maksymalny typ
spektralny i M;, — funkcje krotnosci spektralnej.

Ustalmy teraz a € A oraz x € H i zobaczmy, jaki jest zwiazek pomiedzy
miara spektralng elementu x dla dzialania ¢/ i miara spektralna tego samego
elementu dla dziatania operatora unitarnego U,.
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Lemat 4.8 Dla dowolnego a € A oraz v € H mamy o,p, = i(a).(0.u).

Dowéd. )
Mamy i(a) : A — T oraz

/ 2"doyy, (2) = (Ujz,x) = (Upex, x) =
T

- / x(na) dogy(x) = / x(a)" doga(x) = /A (i(a) ()" dopu () =

=/ 2" d(i(a))s(ozu)(2),

a wigc 0,p,(n) = (i(a)«(0zu))(n) dla dowolnego n € Z, co konczy dowdd.
O

Sprobujmy teraz co$ powiedzie¢ o krotnosci operatora U, zakladajac, ze
znamy krotnos¢ reprezentacji U. Rozpatrzmy wiec najprostszy przypadek,
gdy H = L2(A,0), a dzialanie grupy A zadane jest wzorem U,(f)(yx) =
x(a)f(x), tzn. zakladamy, ze U ma proste widmo. Ustalamy a € A. Zrébmy
uwage wstepna: Jesli C' C A jest podzbiorem mierzalnym, to podprzestrzen
L2(A, 0) - 1¢ funkcji o nosniku zawartym w C' jest podprzestrzenia cyklicz-
ng dla reprezentacji U i jest podprzestrzenig niezmienniczg dla operatora U,
(jak zobaczymy ponizej, niekoniecznie cykliczna) — pamietamy tez, ze lemat
Wienera méwi nam, iz podprzestrzenie niezmiennicze dla U sa wtasnie po-
staci LQ(A7 o) - 1o (a ortogonalnosé tego typu przestrzeni sprowadza sie do
roztacznosci nosnikéw).

Niech v :=i(a).(o) (wiemy juz, ze v bedzie wiec maksymalnym typem
spektralnym dla operatora U, na H). Nastepnie wezmy dezintegracje miary
o nad miarg v:

o= / ), ® o, dv(z).
T
Rozbijmy okrag T na nastepujace (mierzalne) czesci:
X, ={z € T; o, nie jest miara dyskretna},
X,, = {z € T; 0. ma dokladnie n atoméw},

n=1,2,...,00. Zauwazmy, ze i(a)«(0|i(a)-1(x.)) jest miarg spektralng (wzgle-
dem operatora U,) dla elementu 1;4y-1(x,). Wezmy dowolny podzbiér mie-
rzalny C' C i(a)~(X,) ale taki, ze 0.(C) > 0 dla wszystkich z € X, (innymi
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stowy we wtoknach wybieramy podzbiér miary warunkowej dodatniej i su-
mujemy po wszystkich wtoknach - oczywiscie nalezy to robi¢ w sposéb mie-
rzalny). Twierdzimy teraz, ze miara spektralna elementu 1 jest réwnowazna
mierze spektralnej elementu 1;4)-1(x,) (ktéra jest rowna v|x,). Istotnie, mia-
ra spektralna elementu 1o jest réwna i(a).(o|¢). Niech i(a).(clc)(Y) = 0.
Zatem o(C'Ni(a) 1 (Y)) =0, a wigc

/Y 0.(C Ni(a) (V) dv(z) = 0,

skad v(Y) = 0, gdyz 0.(C Ni(a)"'(Y)) > 0 dla z € X,. Jest rzecza jasna,
ze zbiory C' powyzszej postaci mozemy teraz wybiera¢ w sposodb roztaczny
w nieograniczonej ilosci - stad funkcja krotnosci spektralnej operatora U,
na X, jest rowna +o00. Podobny wynik otrzymamy na X.,, natomiast na
X, krotno$¢ wynosi doktadnie n, n > 1 (wybierajac po jednym atomie z
kazdego wtdkna nad X, otrzymujemy przestrzen cykliczng dla operatora U,
- dziatanie operatora U, w tej przestrzeni jest izomorficzne z mnozeniem przez
zmienng niezalezng w L?(T, v|x, )). Udowodnilismy w ten sposb nastepujacy
lemat:

Lemat 4.9 Dla dowolnej reprezentacji unitarnej U = (Uy)aea 1 ustalonego
a € A mamy: Dla v-p.w. z €T

My, (2) = +o0, gdy o, nie jest miarg dyskretng,
v 0. (0>0 Mu(x), gdy o jest miarq dyskretng.

Cwiczenie 4.10 Pokaza¢, ze jesli U = (Up)ter C U(H) jest podgrupa jed-
noparametrowa, to nastepujace warunki sg réwnowazne:

(i) U ma widmo ciagte (absolutnie ciagte, singularne);

(ii) dla kazdego t # 0, U; ma widmo ciagte (absolutnie ciagte, singularne);
(iii) istnieje ¢ty # 0 takie, ze Uy, ma widmo ciaglte (absolutnie ciagte, singu-
larne).

Cwiczenie 4.11 Zalézmy, ze U = (Up)ter C U(H) jest podgrupa jednopa-

rametrowa z prostym widmem Lebesgue’a. Pokazaé, ze dla kazdego t # 0
operator U; ma widmo Lebesgue’a o nieskonczonej krotnosci.
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4.3 Symetrie grupowe i krotnos¢ jednorodna

Zauwazmy, ze z reprezentacja unitarng U grupy A mamy stowarzyszona cata
rodzine reprezentacji danych przez ,symetrie” samej grupy A — przez syme-
trie rozumiemy tutaj po prostu dowolny automorfizm grupowy'* L : A — A.
Zatem rozwazmy reprezentacje UL, gdzie

U*(a) == U@, a€ A.

Oznaczmy przez o (o), M (M) maksymalny typ spektralny i funkcje krot-
nosci spektralnej reprezentacji U (U*). Niech L : A — A bedzie automorfi-
zmem dualnym. Zachodzi wowczas nastepujacy:

Lemat 4.12 ¢ = L,(0), MY = Mo L.

Dowdéd.
Dla dowolnych z € H, a € A mamy

JoX(@) d0,0.(3) = Fuggs (@) = Uiy, 2) = FraulL(a)) =

— [x(L@) dovas = [ L00(@) doad(00) = [ x(@) dL(oa20) (),

co natychmiast przektada sie na zalezno$¢ pomiedzy typami spektralnymi.
Ponadto, obie reprezentacje U i U* maja doktadnie te same podprzestrze-
nie niezmiennicze i podprzestrzenie cykliczne, co daje wymagana zaleznosé
pomiedzy funkcjami krotnosci spektralne;. 0

Podamy teraz rezultat, ktéry powie nam, jak moga wyglada¢ wartosci
istotne operatora unitarnego, ktory jest zanurzony w reprezentacje unitarng
bardziej skomplikowanej grupy.

Niech A; bedzie przeliczalna (dyskretna) grupa abelowa i niech A = A; &
Z. Niech L : A; — A; bedzie automorfizmem grupowym takim, ze L™ = Id,
przy czym istnieje element a; € A;\ {0} taki, ze elementy a,, Lay, ..., L" ta;
sa rézne. Niech L : A — A bedzie naturalnym rozszerzeniem automorfizmu

L: ktadziemy L(0, k) = (0,k), k € Z.

14Zauwazmy, ze dla A = Z mamy jedynie jeden nietrywialny automorfizm L(n) = —n,
przy czym automorfizm dualny L dziala wedlug wzoru L(z) = Z.
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Twierdzenie 4.13 Niech A > a+— U, € U(H) bedzie reprezentacjq unitar-
ng grupy A w osrodkowej przestrzeni Hilberta H. Zatozmy, Ze:
(i) 0 € H jest jedynym punktem statym operatora Uy, —rrq, 0y dla dowolnego
1<r<n;
(11) reprezentacje unitarne A 5 a — U, € U(H) oraz A > a— U;, € U(H),
sq 1zomorficzne.

Woéwczas wartosci funkcji krotnosci spektralney dla operatora U = U )
nalezq do zbioru {n,2n,3n,...} U {+o0}.

Dowéd.
Napiszmy najpierw twierdzenie spektralne dla reprezentacji U = (Uy)aca
tak, jak to zrobiliSmy w twierdzeniu 2.53. Bez straty ogélnos$ci mozemy zatem

—

zakladaé, ze H = H, pr, gdzie 0 € MT(A) jest maksymalnym typem spek-
tralnym reprezentacji U, M : A — N U {+oc} funkcja krotnosci spektralnej
(okreslong o-p.w.). Mamy wiec

HO’,M C LQ(/A\a g, 12)7

Honr = {f € L*(A, 05 1%); f(x) = (f1(X), f2(X): -, Farco(X), 0,0,..)}

oraz

(Ua) ) = (x(a) /100, x(a) f2(x), - - x(@) far (X), 0,0, . )

dla dowolnego a € A. Jesli przez ¢ oznaczymy naturalne zanurzenie grupy Z w
grupe A, a przez p odwzorowanie dualne, p : A — Z=T (zauwazmy, ze p =
i(0, 1) przy oznaczeniach lematéw 4.8 14.9), to & := p, (o) jest maksymalnym
typem spektralnym operatora U = U\q,1), a jego funkcja krotnosci spektralne;

M : T — N U {400}, na mocy lematu 4.9, dana jest wzorem

M(z) = +00, gdy o, nie jest miara dyskretna
| Zoos0M(x), gdy 0. jest miarg dyskretna,

gdzie 0 = [p 0, ® 0,d5(z). Z zalozenia o izomorfizmie reprezentacji U i Ur

i z lematu 4.12 wynika, ze o i L,(0) sg réwnowazne. Poniewaz (L)" = Id,
wige mozemy wybrac¢ mierzalng dziedzing fundamentalng dla automorfizmu

L. Stad, bez straty ogélnosci mozemy zakladaé, ze:
o jest L-niezmiennicza i M jest L-niezmiennicza.
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Poniewaz L(0,1) = (0,1), wiec po L = p (istotnie, po L = (Loif oraz Loi = i
z okredlenia automorfizmu L), wiec L~ (p~'(2)) = p~'(z). Wynika stad, ze

z*(az) =0, dlag-pw. z€T

(istotnie, L. (0) = [y 5Z@IN/*(O'Z) d&(z), przy czym miara L, (0,) jest skupiona
na p~1(z), amamy juz L.(o) = o). Twierdzimy ponadto, ze dla o-p.k. y € A

orbita poprzez L ma dltugoéé dokladnie n. Istotnie, przypusémy, ze
0({x€K; Erx=x}> >0
gdzie 1 <7 < nirn (mamy L" = Id). Ktadac

Y, ={x €A L'y=x}>0

otrzymujemy podprzestrzen H, - ly,, ktora jest nietrywialng podprzestrze-
nia niezmiennicza dla reprezentacji U. Potézmy b := ay — L'ay, b # 0 z
zalozenia. Zauwazmy, ze dla dowolnego x € Y;, x(b) = x(a1 — L"(a1)) = 0.
Zatem dla dowolnej funkcji f € H, 5 - 1y, oraz x € Y, mamy

Up(f)(x) = (x(0) f1(x), x(0) f2(x), - - ) = (f1(X), f2(X)s - ) = f(X),

co jest sprzeczne z zatozeniem, ze U, nie ma nietrywialnych wektoréw nie-
zmienniczych.
Teza wynika teraz natychmiast ze wzoru na M i niezmienniczosci miar

warunkowych na L. O

Podamy teraz pewna metode, ktora pozwala na wskazywanie reprezen-
tacji z ,symetriami”. Zasadniczym pomystem jest przejscie do reprezentacji
unitarnych grup nieabelowych i wykorzystanie automorfizméw wewnetrznych
takich grup.

Ustalmy n > 1. Polézmy A; = Z", przy czym niech g; = (0,...,1,...

,0),
i = 1,...,n. Okreslamy ponadto automorfizm L grupy Z" ktadac L(e;) =

€41,1 =1,...,n— 11 niech L(e,) = €. Za pomoca automorfizmu L de-
finiujemy produkt potprosty G := Z™ x Z okreslajac mnozenie elementéow
wzorem

(u, k) - (w,1) = (u+ LFw, k +1).
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Kladziemy: ey = (0,1), ¢; = (€;,0), ¢ = 1,...,n (oraz Le; = (Le;,0)).
Oznaczmy ponadto e,1 = e = (0,n). Zauwazmy teraz, ze

€y € — L(@l) + €p,

tzn.

(4.25) eo-e; ey = Le;

dlai=1,...,n, przy czym (4.25) pozwala réwniez rozpatrywaé L i na e,
— jak wida¢ L(e,41) = en41. Grupa A generowana przez e, ..., €y, €,+1 jest

wolna grupa abelowa (L™ = Id), z dokladnoscia do izomorfizmu, A = A; Z.
(Latwo ponadto sprawdzié, ze A jest podgrupa normalng grupy G, przy czym
G/A jest grupa cykliczng rzedu n.)

Wnhiosek 4.14 Dla dowolnej reprezentacji unitarnej (Uy) e grupy G w osrod-
kowej przestrzent Hilberta H, dla ktorej operator Ue, _rre, nie ma nietrywial-
nych punktow statych dla 1 < r < n, wartosci funkcji krotnosci spektralnej

operatora unitarnego U, ., sq zawarte w zbiorze wielokrotnosci liczby n.

Dowéd.
Musimy sprawdzi¢, ze spetnione sa zatozenia twierdzenia 4.13. Tak na-

prawde musimy jedynie sprawdzié¢, ze (Uy)aca 1 (ULa)aca Sa izomorficzne.
Ot6z wzér (4.25) oznacza w szczegdlnosci, ze

U, 0 Ue, 0 Ue_o1 = UL(ei)

dlaz=1,...,n+1, a wiec ten sam wzor bedzie obowigzywat, gdy e; zostanie
zastapione dowolnym elementem grupy A. 0

Oczywiscie w powyzszych rozwazaniach U, ., = U . Stad natychmiast
otrzymujemy nastepujacy:

Whiosek 4.15 Przy zaloZeniach wniosku 4.14, jesli dodatkowo operator uni-
tarny U., ma proste widmo, to operator U, ., ma jednorodne widmo krotno-
scin.

n+1
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5 Twierdzenie Aleksiejewa

Zanim przejdziemy do sformulowania twierdzenia Aleksiejewa o realizacji
maksymalnego typu spektralnego reprezentacji unitarnej przypomnijmy, ze
jesli F jest przestrzenia Frécheta, to dla dowolnego ciagu (z,) C F istnieje
ciag (ay) liczb dodatnich taki, ze szereg >°7°; a,,x,, jest zbiezny w F' dla
dowolnego ciagu ny < ng < .... Istotnie, jesli | - | oznacza odpowiednia F-
norme przestrzeni F', to korzystajac z ciagtosci mnozenia przez skalary, dla
dowolnego n > 1 istnieje b, > 0 takie, ze |a,x,| < 2% dla dowolnych 0 < a,, <
b, n > 1. Poniewaz F' jest zupelna, a kazdy szereg liczbowy > 72 lay, x| jest
zbiezny, wiec i szereg Y ;2 ap, Ty, jest zbiezny w F.

Zatézmy, ze A jest grupa abelowa lokalnie zwarta (spetniajaca drugi ak-
sjomat przeliczalnosci).

Twierdzenie 5.1 (twierdzenie Aleksiejewa) Niech U = (U,)aca bedzie
reprezentacjq unitarng grupy A w osrodkowej przestrzeni Hilberta H. Zaloz-
my, ze F' C H jest gestq podprzestrzeniq liniowq. Zatézmy ponadto, zZe wraz
z pewng F-normq|-| - silniejszq od normy || - || danej przez iloczyn skalarny
— przestrzen F' staje sie przestrzeniq Frécheta. Wowczas dla dowolnej miary
spektralnej o (<K oy) istnieje element y € F taki, ze o, > 0. W szczegdlno-
Sci, istnieje element y € F realizujgcy maksymalny typ spektralny.

Dowéd.

Niech wigc 0 = o, bedzie dowolng miara spektralng. Na mocy twier-
dzenia spektralnego istnieje izomorfizm I pomiedzy H = A(x) & G oraz
LZ(K, o) @ G', ktéry ustala izomorfizm odpowiednich reprezentacji unitar-
nych, a ponadto Ir =1 = 15.

Wezmy 0 > 0. Wowezas istnieje element 2 € F taki, ze [|x — z|| < 0.
Stad ||[1 — Iz|| < 8, przy czym Iz = [ + ¢, gdzie f' € L*(A,0),a g € G
Zauwazmy, ze |1 — Iz||> = |1 — f'||* + ||¢'||?, a wiec w szczegdlnosei ||1 —
J'll < 6 oraz ||¢'|| < d. Niech (g,) bedzie dowolnym ciagiem liczb dodatnich
malejacym do zera. Wowczas dobierajac dostatecznie mate 9, > 0, mozemy
znalezé ciag (z,) C F (z rozkladem Iz, = f, + g,) taki, ze ||z — z,| < 0,
oraz

(5.1) o ({x € A; [1 = fu0)| < en}) = o(A),

gdy n — oo.
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Niech (a,) bedzie ciggiem liczb dodatnich takim, ze szereg > 72, @y, 2y, jest
zbiezny w F' dla dowolnego podciagu ny < ne < ... Zauwazmy, ze bez straty
ogblnosci mozemy zakltadac¢, ze szereg > 07 a, jest zbiezny. Twierdzimy, ze
podciag (n;) mozna wybraé¢ w taki sposéb, ze

(5.2) 3"ty for(x) # 0 dlao-p.w. x € A,
=1

Dowdd (5.2) jest zawarty w lemacie 5.2. Ktadziemy f = 7% an, frn,, 9 =
S Gnygn, (0ba szeregi sa zbieime w L2(A,0) & G, gdyz ciag (||f.]) jest
ograniczony, a ||g,|| — 0, gdy n — 00). Ze wzgledu na (5.2), miara spektralna
funkcji f (dla reprezentacji V,) jest réwnowazna mierze o. Dla elementu
y=1"'(f+g) mamy o, = oy + 0, a wiec

Oy 2 05 = 0.

W koticu I7Y(f +¢g) = y = X2, an2n, € F, gdyz szereg 302, ap,2n, jest
zbiezny w F', a F-norma | - | jest silniejsza niz norma w H (wiec suma obu
szeregdw jest tym samym elementem w H). O

Lemat 5.2 Niech (2, F, P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng. Zalézmy,
ze (jn) jest ciggiem mierzalnych funkcji rzeczywistych okreslonych Q, przy
czym j, — 0 wedtug miary P. Niech dany bedzie cigg (a,) liczb rzeczywistych
dodatnich zbieiny do zera i niech 0 < g, — 0. Zalozmy, zZe

(5.3) P ({w € Q; |jn(w) — an| < €nan}) — 1,
gdy n — oco. Wowezas istnieje podcigg (ny) taki, Ze

3 G (W) #0 dla P-pw. w € Q.

k>1

Dowdd.
Krok 1. Twierdzimy, ze istnieje zbior B € F oraz ciag rosnacy liczb na-

turalnych (n,(gl)) takie, ze

(5.4) P(B) > g



(5.5) we B = Zjnkl (w) # 0 dla dowolnego podciggu (ng,) ciagu (nM).
I

W tym celu wybierzmy najpierw ngl) tak, aby

. 3
(15001 <2pp00) >

(1) (1)

s . 1 . . . .
Polézmy Ag) = {\jnm — anu)\ < anu)an(l)} i wybierzmy ny’ > ny’ w taki
1 1 1 1

sposéb, aby
P <{|jn§1) - an(21)| < €n<21)ang1>} N A§1)> > (1-— (52)]3(1451)),

gdzie 6, jest pewng mala liczbg dodatnia. Kladac A% = i, —a ol <
2 2

5n<1)an(1>} N Agl) i majac zadang kolejng malg liczbe dodatnig d3 wybieramy
2 2

(1)

nél) > ny’ w taki sposob, aby

P ({Ungw —a,m|<ema,m}in Aé”) > (1—05)P(AD)

i ktadziemy Agl) = {|jn<1> — an<1>| < 5n(1)an(1)}ﬂ Agl). Kontynuujgc ten proces
jest jasnym, ze dla 0dp3owiedr13io maie%o v&fyboru kolejnych liczb d; > 0 i od-
powiednich wyboréw liczb n,(:) wystarczy przyja¢ B = (-, A,(cl), aby i (5.4),
i (5.5) byly spelnione.

Potézmy B; = B°.

Krok 2. Twierdzimy, ze istnieje podzbior F > By C B; oraz podciag

(nf)) ciagu (n,il)) (n§2) > ngl)) takie, ze
2
(5.6) P(Bs) > gP(Bl),

(5.7)

we€ By = j oW+ Jng, (W) # 0 dla dowolnego podciagu (n,) ciagu (n,(f)).
1
I

Aby uzasadni¢ powyzsze stwierdzenia rozpatrzmy funkcje j ) na zbiorze B;.
1
Ot6z istnieje 6 > 0 taka, ze

, , 4
P ({Jngn =0V ‘]n§1)| > 6}) > 5P(Bl)
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i niech A® := 7,0 =0V ]ji w|>d}N B;. Wybierzmy ng ) > nl ) tak, aby
1 1

] 3
P ({‘]n@) - CLn(Q)‘ < 8n(2)an<2)}) > —P(A(()Q)).
1 1 1 1 4

(2) (2)

. 2 . . ) )
Polézmy Ag) ={lj @ —a @| <ema @} iwybierzmy ny’ > n;” w taki
n ny nyptmn

sposob, aby
P <{|jné2) — an<22)| < € ang)} N A§2)> > (1-— 52)P(A52)),

gdzie dy jest pewng malg liczbg dodatnig. Ktadac A§2) ={lj,» —a o] <
2 2

€20, 2>} N AgQ) i majac zadang kolejng malg liczbe dodatnig d3 wybieramy

() (2)

> ny ~ w taki sposob, aby

P ({|jngz) — ang2)| < E:‘ngz)an?)} N A§2)> > (1 - 53)P(A§2))

i ktadziemy AéQ) = {]jn@) — an@)\ < 5n(z>an<z)}ﬂ Agz). Kontynuujac ten proces
3 3 3 3
jest jasnym, ze dla odpowiednio malego wyboru kolejnych liczb dp > 0 i
odpowiednich wyborow liczb n,(f) wystarczy przyja¢ Bs = (i, A AP ), aby
i (5.6), 1 (5.7) byly spetione.
Potézmy Bs = (B U By)“.
Krok 3. Twierdzimy, ze istnieje podzbior F > B, C Bjs oraz podciag
By o (2) (3) (2) g
(ny’) clagu (n;’) (ny” > ny”) takie, ze

(5.8) P(By) > - P(By)

(5.9)
wE By = j (W)t 2> —i—Z Jny, (W) # 0 dla dowolnego podciagu (n,) ciagu (n ,(5’)).
1

Aby uzasadni¢ powyzsze stwierdzenia rozpatrzmy funkcje j o) + j, @ (w) na
1 1
zbiorze Bs. Istnieje 0 > 0 taka, ze

: : : : 4
P ({]ngn + Jn® = 0ov ‘jngn + jngz)‘ > (5}) > gP(Bg)
iniech A = {j 4] @ = OV|j 1+j - (3) o @)
0 = U, = 0\/|jn<1)+jn(1)| > 0}NBs. Wybierzmy n;”’ > n;
1 1 1 1
tak, aby

) 3
P ({’jnga) — angg)’ < €n§3) an?)} N A(()3)> > ZP(A(()?’)).
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Postepujac jak powyzej wybierzemy w ten sposéb zbiér miary pelnej (mia-
nowicie zbiéor BU B, U By U.. ., na ktérym dla ciagu (ngk)),@l spetniona jest

teza lematu. 0

Z twierdzenia Aleksiejewa wynika, ze jesli H ma dodatkows strukture, to
mozna znajdowaé elementy realizujagce maksymalny typ spektralny nalezace
do specyficznej podprzestrzeni. Np. gdy H = L*(X, u), gdzie (X, B, i) jest
przestrzenia z miara (skonczona lub nieskoniczona), to znajdziemy zawsze
funkcje y € L®(X,pu) N L*(X, p) realizujacag maksymalny typ spektralny
operatora U. Jesli X jest przestrzenia metrycznag zwarta, a u € M(X) jest
miara dodatnia, to maksymalny typ spektralny operatora U okreslonego na
L?(X, ) jest realizowany przez pewna funkcje ciagta. Podobne rozumowanie
mozna przeprowadzi¢ i na zwartych rozmaitosciach rézniczkowalnych (anali-
tycznych). Szczegbly mozna znalezé w artykule [5].

116



6 Teoria spektralna reprezentacji indukowa-
nych

Niech A bedzie grupa lokalnie zwartg abelowg i niech B C A bedzie podgru-
pa domknieta. Zaktadamy, ze B jest kozwarta. Zatézmy ponadto, ze dana jest
(ciagla) reprezentacja (Uy)pep grupy B w przestrzeni Hilberta F'. Konstru-
ujemy nowa przestrzeii Hilberta H = Ind% (F) jako przestrzen tych funkcji
f: A — F. dla ktérych!®

odwzorowanie a — (f(a),v) jest mierzalne

(6.1) dla dowolnego elementu v € F,
(6.2) fla+0b) =Uy(f(a)) dla dowolnych a € A,b € B,
(6.3) J, o (@I dAam(a+B) < +oo

(zauwazmy, ze funkcja a — || f(a)| jest stala na warstwach podgrupy B).
Nietrudno pokaza¢, ze Indy(F) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem ska-
larnym danym wzorem

(6.4) (f1, f2) :/ (fi(a), f2(a)) dXa/B(a + B)™.

A/B

Definiujemy teraz reprezentacje indukowang (UAB),ca (grupy A) jako re-
prezentacje regularna w Inds (F), tzn.

UM (f)(@) = fla +a).

Cwiczenie 6.1 Pokazaé, ze (UA?),ca jest w sposéb naturalny izomorficzna
z reprezentacja (U, )aeea (ze wzgledu na wzor (6.2) funkcja f jest catkowicie
wyznaczona przez swoja wartosé¢ f(0)).

15 Przypomnijmy tutaj twierdzenie Pettisa: Jesli (X, X)) jest przestrzeniq mierzalng, B
zas jest osrodkowq przestrzemiq Banacha oraz dane jest odwzorowanie f : X — B, dla
ktorego x* o f jest mierzalne dla dowolnego x* € X*, to odwzorowanie f jest mierzalne.

16Wzér ten jest poprawny poniewaz (ze wzgledu na (6.2))

(fila+1), fa(a+ b)) = ({Upfi(a), Upfa(a)) = (f1(a), f2(a)).

Dla wykazania poprawno$ci definicji iloczynu skalarnego (6.4) nalezy uzy¢ nieréwnosci
Schwarza, Cauchy-Buniakowskiego oraz (6.3).
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Rozpatrzmy teraz przypadek szczegélny Z C R, tzn. A = R oraz B = Z.
Zatormy, ze V € U(F). Najpierw zauwazmy, ze przestrzen Hilberta Inda (F)
jest w sposéb naturalny izomorficzna z przestrzenia L?([0,1); F). Rzeczywi-
Scie, Ind% sklada si¢ z tych funkcji f : R — F speliajacych warunek mie-
rzalnosci (6.1), dla ktérych f(z + 1) = V(f(z)) oraz [ || f(x)|]? dr < 4o0.
Zatem izomorfizm naturalny I z Ind4(F) na L?([0,1); F) otrzymamy ktadac
f = flpoy) (majac zas g na [0, 1), rozszerzamy ja do funkcji okreslonej na R,
stosujac wzor f(z + 1) = V(f(z))). Sprawdzmy teraz, jak w tych ,nowych
wspotrzednych” wyglada reprezentacja indukowana.

Zauwazmy najpierw, ze dla f € Ind4(F) mamy

Lo UM ()() = U (Hlpn () = £+l =
= F(l 47+ { Doy =V + ).
Zatem jesli polozymy dla g € L*([0,1); F), s € [0,1) oraz r € R

Ur(9)(s) = VEg({s + 1)),

to otrzymamy

U(I(f))(s) = VEII(f)({s +7}) = VETI(F({s +1}) = TUF2(£)(s),

a wiec (U,),cr jest reprezentacja indukowang.
Dla dowolnych u,t € R mamy!”

(6.5) [u] + [{u} +t] = [u+1t].
Stad
(6.6) Hu} +t} = {u+t}

Zatem dla dowolnych t1,t, € R oraz s € [0,1) mamy (ze wzgledu na (6.5)
oraz (6.6))

Uiy (Tag) (5) = V) (T (9(hs + 1))

1"Rzeczywiscie,
[u] + [{u} +1] = [u] + {u} + {t} + [t]] = [u] + [t] + [{u} +{t}] =
= [[u] + {u} + [t] + {t}] = [u+1].
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_ ylstal (V[{s+t2}+t1](g({{s +to} + t1})))

= VIRl (g({s + 11 + 12})) = Upy 11, (9)(s).
W koncu, jesli g € L([0,1); F) oraz 7, — r w R, to

[ IVEg(s) - Vi g(s)) s — 0

poniewaz dla s € [0,1) takiego, ze s +r ¢ Z, [s + r,] = [s + r] dla n do-
statecznie duzego'®. W ten sposob (formalnie) pokazali$émy, ze reprezentacja
indukowana jest ciggly reprezentacja unitarna.

Teraz przeprowadzimy podobna ,zamiane zmiennych” w przypadku ogdl-
nym. Niech s : A/B — A bedzie selektorem mierzalnym (s(a + B) €
a+B), patrz rozdzial 7.3. Najpierw przeprowadzamy identyfikacje przestrzeni
Ind3(F) z L*(A/B, \a/p; F) kladac
(6.7) If(a+B) = f(s(a+ B)).

19

Zauwazmy, ze jeSli g € L*(A/B, Aa/B; F), to wzor

(6.8)  fla) = f(s(a+B)+(a = s(a+B))) = Ussars)(9(a + B))

18Dla g € L%([0,1); F) oraz t,, — t w R mamy

|60~ o] = ( 8. (0)05) - Butaro)| ds>1/2 _
1/2

(/01 HV[S”” (9({s+tn})) = VErI(g({s + t}))HQ ds> <

1/2

< ( /0 1 Hv[s+t"1<g<{s Tt )) — VI (g({s Hn}))‘f ds) N

1/2

+ (/01 HV[””(Q({S F ) = VI (g({s +t}))H2 ds) _

1/2

< (/1 ”V[S] (g({s})) — V[Htitn](g({s}))HQ ds) .\
0

1/2

([ Vtiats = vieriotts + )| o)

9Mamy
fla+b) =Uspp—(s(a+v+B)(9(s(a + b+ B)) =
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definiuje element f € Ind%(F)?; zauwazmy, ze a — s(a + B) € B. Na-
stepnie ,zgadujemy” wzor na reprezentacje indukowang we wspotrzednych
L2(A/B, )\A/B; F)

(6.9) Uu(9)( + B) = Usormysacsasosm (9o +a + B))

(zauwazajac, ze s(z + B) + a — s(z + a + B) € B)*'. Mamy wowczas (uzy-
wajac (6.7), (6.2) oraz (6.9))

1(UAB(f)) (a+B) = UAB(f)(s(x + B)) = f(s(x + B) +a) =

=f(s(a+z+B)+s(x+B)+a—-s(a+x+B)) =
= Usesmyrostorarm f(s(@ + a+ B)) = T,(I(f))(x + B).
Podobnie jak dla reprezentacji indukowanej w przypadku Z C R sprawdzamy
teraz tatwo, ze (U,)qca jest ciagla reprezentacja unitarna grupy A.

Uwaga 6.2 W ten sposéb mamy pewien wybédr: albo tatwy” wzor na repre-
zentacje indukowana (reprezentacja regularna), ale ,trudna” przestrzen re-
prezentacyjna (przestrzen Inds (F')), albo ,trudna” reprezentacja indukowa-
na (reprezentacja (l?a)aeA), ale okreslona na ,tatwej” przestrzeni L*(A/B, Aa/g; F).

Lemat 6.3 Istnieje reprezentacja unitarna (V,)eea na F taka, Ze reprezen-
tacja (Vy)pep jest spektralnie réwnowazna z reprezentacjg (Uy)pen podgrupy
B.

= Va+b—s(a+B) (g(S((L + B)) = Ubf(a)
Ponadto
(If)(a+B) = f(s(a+B)) = UsarB)—s(s(atB)+B)9(s(a + B) + B) = g(a + B),

gdyz s(a+B)+B =a+ B.

20Zauwazmy, ze wracajac do sytuacji Z C R, mamy s(r +Z) = {r} oraz {r +n} = {r},
r—s(r+7Z)=1[r].

21Zauwazmy, ze dla liczb rzeczywistych z, ¢ mamy

{z}+t—A{ax+t} = [{z} +1],

gdyz {{z} +t} = {x + t}.
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Dowdéd.
Reprezentacja (Up)pep jest rownowazna sumie prostej reprezentacji

(Vo)ver = B (Vii)ven
i=1
okreslonych na przestrzeni @;°, LQ(B, Pi), DIZy czym py 3> pg >> ... oraz
Voi(F)() = x(0)f(x) dla f € L*(B, p).

Niech Y C A bedzie mierzalnym selektorem homomorfizmu pg : A - B.
Wowcezas Y jest obszarem fundamentalnym dziatania podgrupy ann(B), kté-
ra jest przeliczalna: A = U, cann(m) 7Y . Okreslamy teraz przestrzen Hilberta

G= @L%K,ﬁﬁ,
i=1
gdzie p; jest obrazem miary p; poprzez odwzorowanie pg' : B—Y. Ktadac
(Wa)aEA = ®§i1 (Wa,i)aEAa gdZie

Wai(f)(x) = x(a)f(x) dla f e L*(A,p),

otrzymujemy (przechodzac na F') reprezentacje grupy A o zadanych wtasno-
sciach (p; > p, > ...). 0

Niech H = L?*(A/B,Aa/g; F). Dla danego n € ann(B) oraz f € F
ktadziemy

(6.10) fn(a +B) =n(a+ B)Viuis) f.
Latwo spostrzec, ze fn € H. Niech
H,={f,; f€F}.

Zauwazmy ponadto, ze odwzorowanie [ : f — fn ustala izometryczny izo-
morfizm przestrzeni Hilberta F'i H,. Ponadto

(6.11) H, 1 H, dla n#n.
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Rzeczywiscie, dla f, g € F mamy

/A/B(fn(a +B),gy(a+B))da/p(a+ B) =

/A/B n(a + B)m<%(a+B)fy Via+B)9) dAa/(a + B) =

=(f,9) /A/B n(a+B)y'(a+ B)dra/s(a+B) =0.

Niech J € H i przypusémy, ze dla ustalonego f € F' oraz dowolnego
n € ann(B) mamy

lAmUﬂa+B%ﬂa+B»MA@m+B):O
Wéwezas dla dowolnego 1 € ann(B) = (A/B) mamy
ZQBMa+BX%mH”ﬁﬂa+B»d&Vﬁa+B):Q

a wiec
<Vs(a+B)f7 J(a+ B)> =0 Aa/B — p.w.

Wybierzmy teraz zbior gesty {fx : k > 1} w F. Woéwczas dla Aa/g-p.w.
a+ B € A/B mamy

(Viasm)fr J(a+B)) = 0 dla wszystkich k> 1.
Rownowaznie, dla Aa/g-p.w. a + B € A/B mamy
(fe: VodypyJ(a+B)) = 0 dla wszystkich k> 1.

Stad V;ZJJFB)J(CL +B) =0 oraz J(a+ B) = 0 dla As/g-p.w. a + B i dlatego
J=0w H. W ten sposéb udowodnilismy nastepujacy fakt

(6.12) H= @ H,
neann(B)

Lemat 6.4 Podprzestrzen H, jest (U,)qca-niezmiennicza, gdzie (cf. (6.9))

ﬁa(g)(x +B) = ‘/:S(x+B)+a—s(a:+a+B)g(l’ +a+ B)
dla g € H.
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Dowéd.
Mamy

ﬁa(fn)(x +B) = ‘/:9(x+B)+a—s(x+a+B)f~n(I' +a+B) =

= ‘/s(a:—l—B)—l—a—s(x-&-a—&-B) (7](ZE +a—+ B)‘/s(x—i-a-i-B)f) -
= n(z + B)Vi@im)(n(a+ B)Vaf) = hy(z + B),
gdzie h = n(a)V,f =nla+ B)V,f € F. 0

Zauwazmy, ze
Up(9)(x + B) = ViasB)sv-s(eivrm)9(x + b+ B) =

= Via+B)+b-s@+B)9(z + B) = Vi(g(z + B)).

Ponadto, o B
U (fy) (@ +B) =V, (fo(a + B)) =
=V, (77(:1: + B)V:s(erB)f) = (‘z})n(ﬂf + B),
skad
(6.13) Iﬁloﬁb(ﬁﬂ :Iil((f/l;gn) :be:Vbolil(fn)-

Innymi stowy reprezentacje ([7;,] a, )veB oraz (Vy)pep (ta druga jest reprezen-
tacja w przestrzeni Hilberta F') sa spektralnie rownowazne.

Na przestrzeni Hilberta H = L*(A /B, A\a/p; F') rozpatrzmy teraz opera-
tor unitarny M, (n € ann(B)) zadany wzorem

M,(g)(z + B) = n(z + B)g(z + B).
Wowczas
U My(9) (24+B) = (M (9)) (24B) = Vi mysa_siosarm(My(9)) (z-+a+B) =

= ‘/s(:H—B)-Q—a—s(x-i-a-&-B) (77(575 +a+ B)Q(x +ta+ B)) =
= (@ B)a+B)Viesmysa s sasm (9(5+a+B)) = 1(a+B) My (Tag)(5+B).
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Zatem

(6.14) U, 0 M, = n(a + B)M, o U,.

Poniewaz . .
M,(f1)(z +B) =n(z+ B) fi(z + B) =
wiec

(6.15) M, : Hy — H,.

W koncu zauwazmy, ze (M, )ncann(B) jest reprezentacja unitarng grupy ann(B),
tzn.

(6.16) M, o M,y = M.,
w szczegllnosci (uzywajac (6.15) 1 (6.16))
Mn(Hn/) — Mn(Mn/Hl) == Mﬂ"’]'(Hl) = Hn~n"
Dla n € ann(B) potézmy
(6.17) Gy={9eH;o, g, ,((nY))=0}

Zauwazmy, ze G, jest podprzestrzenia spektralng przestrzeni H. Stad dla
dowolnego operatora liniowego i ciggtego @, QQ o U, = U, o () dla dowolnego
a € A, mamy Q(G,) C G, (patrz ¢wiczenie 2.44). Ponadto

(6.18) M, : Gy — Gy,
gdyz (patrz (6.14))

<ﬁaMng7 Mng> = 77(“ + B)<Uagu g>7

co oznacza, ze miara spektralna funkcji M,g jest przesuni¢ciem miary spek-
tralnej funkcji g o element 7?2

22Rzeczywiscie, rozpatrzmy miare Diraca 0p; mamy

() = /K x(a) db,(x) = n(a) = n(a + B);

po prawej stronie stoi zatem iloczyn transformat Fouriera, tzn. transformata Fouriera
splotu.

124



Lemat 6.5 Reprezentacja (Ub|G")beB jest réwnowazna z (Vy)peB-

Dowéd. N
Wystarczy pokazaé¢ (patrz (6.13)), ze (Ub’G”)beB jest rownowazna repre-

zentacji (Ub’H”)beB'
Zauwazmy najpierw, ze skoro G, jest podprzestrzenig spektralng®, a H,y
jest podprzestrzenia niezmiennicza dla dowolnego 1 € ann(B), wiec

proja, © proji, = proju,,  proje,
i stad
GTI = @ GW M Hn/, H77 = @ an? N I{77
n'€ann(B) n’€ann(B)

oraz
Mn,ﬁ/(Gn ﬂ Hn/) == GTIQ? ﬂ Hn,

co, ze wzgledu na (6.14) (dla b € B(!)), pozwala nam zdefiniowaé¢ ekwiwa-
riantny operator unitarny pomiedzy G, i H, dla reprezentacji grupy B. 0O

Potrzebny nam jeszcze bedzie nastepujacy ogdlny

Lemat 6.6 Niech W = (W, )aca bedzie reprezentacjq unitarng na przestrze-
ni Hilberta G. Niech G, bedzie zdefiniowane jak w (6.17). Wowczas

I(Wovenla, = (pB)+ (OWlyy) oraz M(Wb)beB|Gn = My op]_31,
gdzie pg' B — n-Y.

Dowéd.
7, doktadnoscig do spektralnej réwnowaznosci mamy

G, =L*A,00)®L*A,05) & ...,

gdzie 01 > 09 > ... oraz
o1 = UW‘n-Y-

2 Jedli Gy, jest podprzestrzenig spektralng, to G# jest réwniez podprzestrzenia spektral-
na i stad przemienno$¢ projekcji.
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Reprezentacja W jest suma prosta reprezentacji TOf(x) = x(a)f(x) dla f €
L*(A, 0;). Rezultat wynika teraz bezposrednio z faktu, ze operator unitarny

S;: L*(A,0;) — L*(B, (p), (7;))

~

zadany wzorem (y € B)

S;()(x) = flps' (X))

ustala spektralng réownowaznos¢ reprezentacji (W;)ueB| ;- (A, 2e standardo-
05

wa, reprezentacjg grupy B na L2(B, (pB)+0;) (gdyz obciete odwzorowanie pg
jest 1-1; 0; K UW|n-Y)- O

W ten sposodb udowodnilismy nastepujace

Twierdzenie 6.7 Maksymalny typ spektralny reprezentacji indukowanej (UAB) qca
reprezentaci (Up)peB jest rOwny 3, cann(s) (pg,ln)*o-(Ub)beB’ zas funkcja krotno-
Sci spektralnej jest réwna My,),.s ©PB na n-Y.

7 Uzupetnienia

7.1 O miarach warunkowych

Standardowq przestrzeniq mierzalng nazywamy pare (X,B), gdzie X jest
przestrzenig metryczng osrodkowa i zupelna, B = B(X) oznacza za$ o-
algebre podzbioréw borelowskich przestrzeni X. Przypomnijmy, ze M;" (X)
oznacza zbior wszystkich probabilistycznych miar borelowskich na X. Jesli
pu € M7 (X), to trojke (X, B, u) nazywamy standardowq przestrzenig proba-
bilistyczng.

Twierdzenie 7.1 (Kuratowskiego) Jesli (X, B), (X', B') sq standardowy-
mi przestrzeniami mierzalnymi oraz card X = card X', to istnieje bijekcja
S: X — X' taka, ze S oraz S™' sq odwzorowaniami borelowskimi. O

Cwiczenie 7.2 Zalézmy, ze A C T jest nieprzeliczalnym podzbiorem bore-
lowskim. Pokazaé, ze istnieje borelowska miara ciggla u € M (T) taka, ze

u(A) = 1.
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Bedziemy teraz zaktadac¢, ze X jest zwarta przestrzenig metryczna.
Na zbiorze M (X) rozpatrujemy stabg topologie. Przypomnijmy, ze baza
otoczen punktu k € M (X) w tej topologii sa zbiory postaci

-----

U, (8) = {p € M (X); |/Xfid"f_/xfidp|<€71<i<k}a
gdziea>0, fl,...,kaO(X),

Uwaga 7.3 Zatézmy, ze chcemy teraz sprawdzi¢, ze pewne odwzorowanie o
wartosciach w (M (X), B(M;"(X))) jest mierzalne. Poniewaz zbiory postaci
Us(x) tworza podbaze otoczen punktu k € M (X), wiec wystarczy tylko
sprawdzac, ze przeciwobrazy takich wtasnie zbioréw sg mierzalne.

Okazuje sie ponadto, ze staba topologia jest metryzowalna i otrzymujemy
w ten sposéb przestrzen metryczna zwarta, przy czym

kn — Kk wtedy i tylko wtedy, gdy / fdk, — / fdk
X X

dla dowolnej funkcji f € C(X).
Zauwazmy, ze kazdy element x € M; (X) wyznacza funkcjonat J, €
C(X)* (tzn. funkcjonat liniowy i ciagly na C'(X)) zadany wzorem

) = [ fax

dla dowolnej funkcji ciggtej f na X. Funkcjonat J, ma dwie dodatkowe
wtasnosci:

(a) Jell) =1,

(b) J.(f) > 0 dla dowolnej funkcji ciagtej f > 0.

Z twierdzenia Riesza wynika, ze jesli J € C(X)* spelnia warunki (a) oraz
(b), to istnieje dokladnie jedna miara k € M; (X) taka, ze J = J,.

Niech (X, B, i) bedzie standardowa, probabilistyczng przestrzenia bore-
lowska. Zakladamy zatem, ze X jest przestrzenig metryczng zwarty, B =
B(X) za$ oznacza o-algebre zbioréw borelowskich oraz u € M; (X). Niech
(Y,C,v) bedzie teraz dowolng przestrzenia probabilistyczna i niech

S:(X,B,u) — (Y,C,v)

bedzie homomorfizmem przestrzeni probabilistycznych (tzn. S : X — Y jest
mierzalne oraz obraz miary u poprzez S jest rowny mierze v). Dla dowolnej
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funkcji f € LY (X, B, i), przez E(f|Y) oznaczamy jedyna (cho¢ wyznaczona
tylko v-p.w.) funkcje w L1(Y,C, v), dla ktérej zachodzi réwnosé

/YE(f]Y)-hdu:/Xf-(hoS)du
dla dowolnej funkcji h € L*(Y,C,v).
Twierdzenie 7.4 Istnieje odwzorowanie mierzalne
Y 3y, € M(X)

2 (Y,C) do (M;"(X),B(M;(X))), ktére spelnia nastepujace warunki:
(1) Dla dowolnej funkcji f € LY(X,B,u), dla v-pw. y € Y mamy f €
LYX, ) oraz

BUI)) = [ fdu,
(11) Dla dowolnej funkcji f € LY (X, B, ),

Jorau=[ ([ rau) aviy)
Dowdd.

Niech {f.}n>0 (fo = 1) bedzie podzbiorem gestym w przestrzeni Banacha
C(X). Nastepnie niech M C C(X) bedzie podprzestrzenia nad liczbami wy-
miernymi (tzn. nad Q +:Q) generowana przez { f, }n>0. Zatem M jest ciagle
podzbiorem przeliczalnym.

Zatozmy, ze L : M — C jest funkcjonatem spelniajacym nastepujace
warunki:

) L(ag+bh) = alL(g) + bL(h) dla dow. g,h € M, a,b € Q +1Q;

) 1L(9)] < llgllocx) dla dow. g € M;

) L(g )>Od1adow ge M, g>0;

) L(1) =

Pokazemy teraz, ze jesli L : M — C spelnia warunki (1)-(4), to ist-
nieje dokladnie jedno rozszerzenie funkcjonatu L do funkcjonatu L € C'(X)*
spelniajacego warunek (b). Istotnie wlasnosci (1) oraz (2) implikuja, ze funk-
cjonat L jest jednostajnie ciaggly na przestrzeni M, a zatem na podzbiorze
gestym w C'(X). Istnieje zatem doktadnie jedno rozszerzenie funkcji L do

(1
(2
(3
(4
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funkcji L ciaglej na C(X). Rozszerzenie to bedzie spelniato warunek linio-
wosci nad liczbami wymiernymi, a stad i nad C (bo wiemy juz, ze funkcja
rozszerzona L jest ciagla). Niech g € C'(X), g > 0. Wezmy g, € M tak, aby

lgn — (94 e < —
9n g n C(X) n

Stad g, > 0 oraz g, — g jednostajnie, tzn. w przestrzeni C'(X). Poniewaz
L(gn) > 0, wiec L(g) > 0. Pokazalidémy w ten sposob (korzystajac z twierdze-
nia Riesza), ze aby zada¢ miare probabilistyczna na (X, B) wystarczy podaé
funkcjonalt L na zbiorze M, przy czym funkcjonal ten musi spetnia¢ warunki
(1)-(4).

Dla dowolnej funkcji f € M wybierzmy jakakolwiek wersje sredniej wa-
runkowej E(f|Y) zdefiniowang dla wszystkich y € Y. Nastepnie, dla dowol-
nego y € Y, kltadziemy

Ly(f) = E(IY)(y).

Zauwazmy teraz, ze dla dowolnych f,g € M, a,b € Q 4 1Q zbidr

Yigap =1y €Y; E(af +bg|Y)(y) = aE(f|Y)(y) +bE(g9]Y)(y)}

jest zbiorem o petnej mierze. Podobnie, v(Y,) = 1, gdzie

Yy ={y e Y5 [E@IY) ()] < E(gIY)(y)}

(g € M). Jedli teraz potozymy

% - ﬂ m Yfagva)b ﬂ 1/9,/7
£,9,.9'€M a,beQ+iQ

v(Yy) = 1 oraz dla dowolnego y € Y| funkcjonal L, spetnia wtasnosci (1)-(4).
Zatem dla y € Y, mamy okreslone miary p, € M; (X) wyznaczone przez
funkcjonaty L,.

Ustalmy teraz k € M (X), f € M oraz e > 0. Mamy

fyeYi| [ fdu,— [ fanl<e}={yeY; [BUY)@) —d <<},

gdzie a = [y f dr, a zatem otrzymujemy mierzalny podzbiér zbioru Y. Wy-
nika stad, ze odwzorowanie y — i, jest mierzalne.

Rowno$¢ w warunku (i) zachodzi dla dowolnej funkcji f € M, a stad
i dla dowolnej funkcji f € C(X). Ponadto jest jasne z wlasnosci $redniej
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warunkowej, ze jesli (i) jest prawdziwe dla funkcji f € LY(X, B, u), to dla tej
funkcji spetniona tez jest réwnosé w warunku (ii).

Wezmy teraz dowolna funkcje f € LY(X, B, ). Poniewaz zbior C(X) jest
gestym podzbiorem w L' (X, B, i) (w topologii L), wigc istnieje ciag funkcji
ciagtych (g, )n>1 taki, ze

f= Zgn [ — P.W. oraz Z |lgnllzr < 400.

n>1 n=1

Stad >, 51 [[E(Jgn||Y )| < 400 oraz (korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a)

[ By ydv =3 [ Bl llv)dv

n>1 n>1

i w szczegolnosci szereg 3,51 E(|g,||Y") jest zbiezny v-p.w. W kazdym punk-
cie y € Y, w ktorym ten szereg jest zbiezny, mamy

> gn| € LY(X, B, 1)

n>=1
oraz
/(Z Gn) dpty = Z/ Gn Aty
X n>1 n>17X

Ponadto, dla v-p.w. y € Y mamy [y g, du, = E(9,]Y)(y), a wiec

L g diy = 3 E(gaY)()

n>1 n>1

dla v-p.w. y € Y. Ale $rednia warunkowa jest operatorem ciggtym w L, wiec

E(Y_galY) = > E(galY)
n>1 n>1
(réwnos¢ w LY(Y,C,v)). Pokazali$my, ze ciag wystepujacy po prawej stronie
w powyzszej réwnosci jest zbiezny w L', a wezedniej, ze jest on p.w. zbiezny.

Stad
J (2 90 iy = B(E 0alY)

n>1 n=1

p.w. dla miary v. Dla zakonczenia dowodu wtasnosci (i) musimy jeszcze po-
kaza¢, ze dla p.w. y € Y,

f=>_ gn wzgledem miary p,.

n>1
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Wykazemy, ze jesli u(A) = 0, to py,(A) = 0 dla v-p.w. y € Y (nastepnie
przyjmiemy A = {z € X; f(x) # X,>19n}). Korzystajac z regularnosci
miary p, niech U, C X beda zbiorami otwartymi takimi, ze

AcU,, nh_)ngo w(U,) = 0.
Niech h,, € C(X) spehia
h, =0 na X\U, oraz 0 < h, <1 naU,.

Dla dowolnego ¢ > 0, funkcja (h,)° jest ciagta oraz

/y (/X(h”)sd/“‘y) dv(y) = /X(hi) du < u(Uy).

Niech teraz ¢ — 0. Otrzymujemy

[ 10 dly) < (V).
Un

a wiec [ p,(A)dv(y) < p(U,) — 0. O

Ustalmy teraz funkcje f € L'(X, B, ) i niech C' € C. Z wtasnosci $redniej
warunkowej mamy

LEGWydv= [ fdp

571(C)
a wiec

(7.1) / (/fd;@) dy:/_ fdu.
c S=HO)
Whiosek 7.5 Dia dowolnego C' € C, u,(S™(C)) =1 dla v-p.w. y € C.

Dowéd.
Podstawiajac f = xg-1(¢) z (7.1) otrzymujemy

Lm(S7HE) dv = u(S7H(C)) = v(C).

Poniewaz p,(S™1(C)) < 1, wiec powyzsza réowno$é moze zachodzié¢ jedynie,
gdy p, (S7HC)) =1dlav-pw.yeC. u
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Whniosek 7.6 Jesli w twierdzeniu 7.4, przestrzen (Y,C,v) jest réwniez stan-
dardowa, to dla v-p.w. y € Y, miara u, jest skupiona na zbiorze S~ (y).

Dowéd.

Poniewaz (Y,C,v) jest standardowa, wiec istnieje przeliczalna rodzina
{A, }n>1 podzbioréw miary dodatniej oraz Y7 C Y o mierze 1 takie, ze dla
dowolnego y € Y] istnieje ciag (ng = ng(y))r>1 taki, ze

{y} - ﬂ Ank‘
k>1
Korzystajac z wniosku 7.5, istnieje zbior Yo C Y, v(Y2) = 1 taki, ze dla
yey,
1y (S7'A,) =1 dla dowolnego n > 1, gdy y € A,.

Niech y € Y7 NY;. Mamy
1y (ST{Y}) = 1y (STHN Aew)) = 1y ([) S™HAnw)) = 1.

k>1 k>1

7.2 Lematy o réwnosciach p.w., homomorfizmy mie-
rzalne

Zakladamy, ze A jest grupg lokalnie zwartg?* speliajacg drugi aksjomat
przeliczalnosci (przypomnijmy, ze grupy takie sa metryzowalne). Oznaczmy
przez Aa prawostronng miare Haara na A (miara taka jest i miara Radona,
tzn. przyjmuje wartosci skonczone na wszystkich zbiorach zwartych).

Lemat 7.7 (Steinhausa) Niech K C A bedzie zbiorem zwartym, Aa(K) >
0. Wéwczas zbiér K~ - K zawiera otwarte otoczenie jedynki.

Dowaéd.

Zauwazmy, ze jedli KaNK # (), toa € K~ K, a wiec wystarczy pokazac,
ze {a € A; KanN K # (0} zawiera otoczenie jedynki. Z regularnosci miary Aa
wynika, ze istnieje zbior otwarty U D K taki, ze

(7.2) A (U) < 2Xa(K).

24Nie zakladamy, ze A jest grupa abelows.

132



Zauwazmy, ze mozemy znalezé¢ symetryczne otoczenie jedynki W C A
takie, ze Ka C U dla dowolnego a € W (istotnie, dla dowolnego b € K mozna
znalezé¢ 6, > 0 takie, ze bB(e,20,) C U, wybieramy nastepnie by,..., by
tak, aby K C UN, b:B(e,d,) i sprawdzamy, ze KB(e,§) C U, gdzie § > 0
dobieramy tak, aby B(e, &,)B(e,0) C Ble,20,), dlai =1,..., N). Poniewaz
Ka oraz K maja te samg miare i sg zawarte w U dla a € W, wiec zbiory te
nie moga by¢ roztaczne ze wzgledu na (7.2). 0

Cwiczenie 7.8 Zalézmy, ze A jest dodatkowo spéjna. Pokazaé, ze jesli G C
A jest podgrupa borelowska, to albo G = A, albo M\ (G) = 0.

Zatézmy, ze grupa A dziata (w sposéb mierzalny) na standardowej pro-
babilistycznej przestrzeni borelowskiej (X, B, i), mamy wiec 7 = (T},)4ea C
Aut(X, B, ). Niech Y bedzie standardowa przestrzenia borelowska i niech
f X — Y bedzie funkcjg borelowska. Zauwazmy, ze zbior

(7.3) Iy ={(z,a) e X x A f(Tox) = f(x)}

jest podzbiorem borelowskim zbioru X x A. Niech m bedzie miara probabi-
listyczng réwnowazna mierze Haara Ay .

Lemat 7.9 Jesli dla kazdego a € A, f(T,x) = f(x) dla u-p.w. z € X, to
istnieje funkcja borelowska g : X — Y taka, Ze f = g p-p.w. oraz g jest
funkcjg T,-niezmienniczq dla dowolnego a € A.

Dowéd.

Mozemy oczywiscie zaktadac, ze Y jest podzbiorem borelowskim odcinka
[0, 1]. Dla dowolnego = € X potézmy c(z) = [, f(T,z) dm(a). Zauwazmy, ze
funkcja c(-) jest borelowska. Zauwazmy ponadto, ze funkcja

d:X9xr—>/A|f(Taa;)—c(a:)|dm(a)

jest funkcja borelowska.

Poniewaz zbiér Iy jest borelowski, a wigc mierzalny dla miary @ ® m oraz
dla wszystkich a € A cigcia tego zbioru maja pelna py-miare, wiec z twier-
dzenia Fubiniego wynika, ze ¢ ® m(I;) = 1. Ponownie stosujac twierdzenie
Fubiniego wnioskujemy, ze zbioér

Xo={z € X; a— f(T,x) jest m-p.w. stala}
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jest zbiorem pelnej p-miary. Niech x € Xy oraz b € A. Wowcezas a — f(T )
jest m-p.w. stala, gdyz m jest quasi-niezmiennicza na przesuniecia, a wiec
c(Tyz) = c(x). Wynika stad, ze zbior X, jest zbiorem niezmienniczym na Ty,
dla dowolnego b € A. Poniewaz Xy = d~'({0}), wiec X, jest podzbiorem
borelowskim. Wystarczy teraz potozyé¢ g(x) = c(z) dla x € X, oraz przyjaé
statg warto$¢ funkcji ¢ na dopetnieniu zbioru Xj. O

Twierdzenie 7.10 (Mackeya) Niech A bedzie grupg lokalnie zwartq, spel-
niajgcq drugi aksjomat przeliczalno$ci. Niech B bedzie osrodkowq grupg me-
tryczng. Zatozmy, ze h : A — B jest homomorfizmem grupowym, ktory jest
jednoczesnie odwzorowaniem borelowskim. Wowczas h jest ciggly.

Dowéd.

Oczywiscie mozemy zaktadaé, ze h jest surjekcja. Wezmy dowolne oto-
czenie V jedynki w B. Mamy pokaza¢, ze h™!(V) zawiera otwarte otocze-
nie jedynki w A. Niech V; bedzie symetrycznym otoczeniem jedynki ta-
kim, ze V1V; C V. Ustalmy tez podzbior gesty {b;; i > 1} w B. Wowczas
B = U2, V4b;. Ponadto

A=n"'(B)= G h™(Vib;).

Wybierzmy a; € A tak, aby h(a;) = b;. Latwo sprawdzamy, ze h=!(Vib;) =
h'(Vi)a;, i > 1. Zatem A = U2, h™'(V})a;, a wiec dla pewnego j > 1,
Aa(h71(V)a;) > 0. Zatem Ap(R71(V7)) > 0. Ponadto

(7.4) W= (V)R (V) € k™ (ViVa) € hH(V).

Poniewaz V; jest podzbiorem symetrycznym, wiec i zbior h=1(V}) jest syme-
tryczny. Mozemy teraz wybra¢ podzbior zwarty K o mierze dodatniej taki,
ze K C h™'(V}), przy czym

KK c W' (V)h™ ' (Vi) € b (V)

i teza wynika z lematu 7.7. 0
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7.3 Selektory borelowskie

Zatozmy, ze (X, B), (Y,C) sa standardowymi przestrzeniami borelowskimi.
Niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem borelowskim. Wowczas, dla A € B
zbiér f(A) na ogdl nie jest borelowski. Obraz zbioru borelowskiego poprzez
odwzorowanie borelowskie nosi nazwe zbioru analitycznego. Zbiory analitycz-
ne sa ciagle ,porzadne” z punktu widzenia teorii miary. Istotnie, maja one
tzw. wlasnosé uniwersalnej mierzalnosci, tzn. jesli v € M(Y), to f(A) jest
zbiorem v-mierzalnym (tzn. lezy w v-uzupelnieniu o-algebry C. Czesto nas
jednak interesuje sytuacja, w ktorej musimy wiedzie¢, ze f(A) jest zbiorem
borelowskim?.

Twierdzenie 7.11 (Kunugui) Przy zaloZeniach j.w. niech A € B. Zaloz-
my dodatkowo, ze dla dowolnego y € Y przeciwobraz f~'({y}) jest zbiorem
o-zwartym w X. Wéwczas f(A) € C oraz dodatkowo istnieje odwzorowanie
borelowskie g : f(A) — X takie, Ze fog =1id (tzn. f(g(y)) =y dla dowolnego

y € f(A).

Odwzorowanie g, ktére pojawia sie w powyzszym twierdzeniu jest tzw.
selektorem borelowskim (odwzorowania f|4).

Whniosek 7.12 Jesli A jest grupg lokalnie zwartq, spetniajgcg drugi aksjo-
mat przeliczalno$ci, B zas jej podgrupg domknietq, to istnieje selektor bore-
lowski odwzorowania ilorazowego.

Dowéd.

Przeciwobrazy punktow odwzorowania ilorazowego sa warstwami pod-
grupy B, a wiec sa przestrzeniami lokalnie zwartymi stad o-zwartymi (patrz
twierdzenie 1.13 (ii)). 0

Whniosek 7.13 (twierdzenie Suslina) Przy zaloZeniach twierdzenia 7.11,
jesli f jest dodatkowo rézinowartosciowe, to obrazy zbioréw borelowskich po-
przez f sq zbiorami borelowskimi.

25Znane twierdzenie orzeka, ze zbiér analityczny C jest borelowski wtedy i tylko wtedy,
gdy jego dopelnienie jest zbiorem analitycznym.
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7.4 Widmo Gelfanda elementéw algebr Banacha

Niech B bedzie przestrzeniag Banacha. Jesli w B okreslone dodatkowo mno-
zenie wektoréw (laczne i rozdzielne wzgledem dodawania), a przy tym

(7.5) -yl < [lIl - {1yl

to B nazywamy algebrq Banacha. Standardowym przyktadem algebry Ba-
nacha jest algebra B(H) operatoréw liniowych i ograniczonych na ustalonej
przestrzeni Hilberta (mnozenie definiujemy jako sktadanie operatoréw). Jesli
dodatkowo mnozenie jest przemienne, to algebre Banacha nazywamy prze-
mienng algebrg Banacha. Standardowymi przyktadami przemiennych algebr
Banacha sa L>°(X, u) oraz C(X) ze zwyklym mnozeniem funkeji (zaktadamy,
ze X jest zwarta przestrzenia metryczng oraz p € M+ (X)). Obie te algebry
posiadaja jedynke. Przyklad algebry L!(T), gdzie mnozenie okresla sie po-
przez splot pokazuje, ze na ogdét przemienna algebra Banacha nie posiada
jedynki.

Bedziemy teraz zaktadaé, ze B jest algebra Banacha z jedynka e (||e]| =
1). Ze wzgledu na (7.5) mnozenie jest odwzorowaniem ciagltym. Elementy od-
wracalne w B nazywamy regularnymi, nieodwracalne za$ osobliwymi. Oczy-
wiscie e jest elementem odwracalnym. Ponadto

(7.6) |r —e|]| <1 = x jest regularny.
Istotnie, tatwo pokazujemy, ze 271 = 3°°° (e — x)" (szereg po prawej stronie

jest bezwzglednie zbiezny i dla jego sumy s mamy sx = xs = s — (e — z)s),
a ponadto zauwazmy, ze

- = n |€—ZL’|
(7.7) le = el = | 3 (e — 2y < =
n=1

1—|le—az|

Cwiczenie 7.14 Pokazaé, ze grupa multyplikatywna algebry B jest otwarta,
a odwzorowanie x — x~! jest homeomorfizmem tej grupy.

Zbiér o(z) = {A € C; X\ e — x jest osobliwy} nazywamy widmem ele-
mentu x € B. Zbiorem rezolwenty p(x) elementu = nazywamy dopelnienie
jego widma: p(z) = C\ o(z). Rezolwentq liczby A € p(z) nazywamy element
R(\, z) := (A-e—x)~'. Promien spektralny elementu = € B definiujemy jako

| ]| 0o := sup{|A|; A € o(x)}.
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Poniewaz wiemy juz, ze elementy odwracalne stanowig podgrupe w B, kto-
ra jest zbiorem otwartym, wiec tatwo tez pokazaé, ze zbiér rezolwenty jest
zawsze podzbiorem otwartym w C.

Twierdzenie 7.15 Dia dowolnego x € B rezolwenta R(-,x) : p(z) — B jest
funkcjg holomorficzng w p(x). Ponadto limy_ || R(A, z)|| = 0 oraz spetnione
jest rownanie rezolwenty:

(7.8) R(z,\) — R(z, 1) = (1 — AN R(z, \) o R(x, ).

Dowéd.
Réwnanie rezolwenty sprawdzamy bezposrednim rachunkiem (korzysta-

jac z faktu, ze R(x, \)R(x, ) = R(x, p)R(z, \)). Niech f € B*. Z (7.8) mamy

f(B(z, 1)) — f(R(z, \))
= A

= —f(R(z, \)R(z, 1)),

skad natychmiast wynika rézniczkowalno$é (wiec holomorficznosé), bo grani-
ca, gdy p — A, po prawej stronie powyzszej réwnosci istnieje.
Ponadto, gdy |A| > ||z, to [le — (e — §)|| < 1, wigc

(7.9) A e G A > =]} < p(x),

a wige jesli A — oo, to e — § — e istad ||R(x, )| — oo. H

Natychmiastowym wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest nastepujacy
fakt:
o(x) # 0 dla dowolnego x € B.

Rzeczywiscie, gdyby p(z) = C, to funkcja A — f(R(z,\)) bytaby funk-
cja catkowity znikajaca w nieskonczonosci, a zatem z twierdzenia Liouville’a
funkcja ta bylaby zerowa (dla dowolnego f € B*). Zauwazmy ponadto, ze
widmo o (z) jest ograniczonym podzbiorem plaszczyzny zespolonej, a doktad-
niej (patrz (7.9))

[2]loo < l2]l-

Zasadniczym faktem prowadzacym do twierdzen klasyfikacyjnych jest na-
stepujace twierdzenie Gelfanda-Mazura:
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Twierdzenie 7.16 Jesli algebra Banacha B z jedynkq jest cialem, to jest
ona izometrycznie izomorficzna z C.

Dowdd.
Gdyby dla pewnego x € B, x # Ae dla wszystkich A € C, to \e —x # 0
dla wszystkich A\ € C' i z zatozenia mieliby$my p(x) = C, co jest niemozliwe.
ad

Przypomnijmy teraz nastepujacy elementarny lemat bedacy podstawsg
kilku wzorow réwniez w teorii uktadéw dynamicznych.

Lemat 7.17 Jesli (a,)n>1 jest ciggiem liczb rzeczywistych dodatnich oraz
Gpim < Qp + A dla dowolnych n,m > 1, to lim, ., /a, istnieje.

Dowéd.

Ktadziemy b, = loga,,. Wtedy b, 4,, < b, + b,,. Niech b = inf{%"; n > 1}
(—o00 < b < 4+00). Wezmy ¢ > b. Wowcezas dla pewnego N > 1, bWN < c
Potézmy M = sup{|bi|,...,|bn]|}. Jesli m > N, to m = kN + ¢, gdzie
0 < ¢q < N. Mamy

b _ biN+q < kb N by <
m kN+q kEN+q kN +q
< bn + M <c+ M
<o +—<c+—
N m m
i stad limsup,,,_, %’” < bWN < c. Zatem lim,,_. %m =b. O

Bezposrednio z tego lematu wynika, ze istnieje granica s = lim,, .. {/[|z"||.
Wynika stad, ze
VI

[2]loo = lim /(2" ]].

n—oo

Istotnie, jesli |A| > s, to A € p(z), a nawet

[e.o] n

_ T
(Ne — ) IZZ)\HH-

n=0
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(istotnie, po prostu sprawdzamy, ze szereg > o )\i—il jest bezwzglednie zbiez-
ny: istnieje 6 > 0 taka, ze [|z"| < (||z|l + 9)" dla n > ngy, a ponadto

N n N n N n+1 N+1
T T X X
)\ - = _— pr _— .
(emw)ed S =2 5 ~ 2 am — ¢ W ¢

Wiynika stad, ze {\ € C; || > ||zl } C p(x) idlatego ||z||oc < lim, o0 /|27
Dowdd przeciwnej nieréwnosci zostawiamy jako éwiczenie (zauwazyé, ze w
kazdym punkcie A € C, |A > ||z]|» funkcja R(x, A) jest holomorficzna; za-
uwazy¢ ponadto, ze oo jest punktem pozornie osobliwym i rozwingé¢ funkcje
w szereg potegowy w nieskonczonosci; skorzysta¢ ze wzoru Hadamarda).
Wtasciwa podprzestrzen H C B nazywamy ideatem, gdy HB = BH C
H. Zauwazmy, ze zaden element odwracalny nie nalezy do ideatu. Latwo
pokazujemy, ze domkniecie ideatu jest ideatem (trzeba pokazaé, ze e ¢ H,
jednakze element zbyt bliski jedynce e jest odwracalny) oraz, ze jesli po-
dzielimy algebre Banacha przez ideal domkniety, to otrzymamy (ilorazowa,)
algebre Banacha. Standardowo, uzywajac lematu Kuratowskiego-Zorna, po-
kazujemy tez, ze kazdy ideat zawiera si¢ w ideale maksymalnym. Zauwazmy,
ze jesli element x € B jest osobliwy, to zbiér H = xB = Bx jest idealem,
ktory jest oczywiscie zawarty w pewnym ideale maksymalnym. Stad natych-
miast wynika nastepujacy fakt:
(%)  Element x przemiennej algebry Banacha z jedynka jest reqularny wtedy
1 tylko wtedy, gdy nie nalezy on do Zadnego ideatu maksymalnego.

Twierdzenie 7.18 Jesli M jest ideatem maksymalnym przemiennej algebry
Banacha z jedynkq, to algebra ilorazowa B/M jest izometrycznie izomorficzna

z C.

Dowéd.

Na mocy twierdzenia Gelfanda-Mazura oraz (x) wystarczy pokazaé, ze
{0} jest jedynym ideatem maksymalnym w B/M. Niech H = JH C B, gdzie
branie sumy mnogosciowej odbywa sie po wszystkich ideatach ' H C B/M
traktowanych jako podzbiory zbioru B. Latwo pokazujemy, ze H jest ideatem
w B. Ponadto M C H (M odpowiada idealowi zerowemu w B/M), a wiec
z maksymalnosci idealu M mamy M = H, co oznacza doktadnie, ze ideat
zerowy jest jedynym idealem w B /M. O
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Z powyzszego twierdzenia natychmiast wynika, ze (przy zatozeniu mak-
symalnosci ideatu M) dla dowolnego = € B istnieje doktadnie jedna liczba
A =2(M) € C taka, ze x — \e € M. Zauwazmy, ze skoro x — 2(M)e € M,
wiec

2(M) € o(x).

W szezegdlnosei |2(M)| < ||z||. Latwo sprawdzamy, ze funkcjonat B 5 x +—
(M) € C jest liniowy, a ponadto jest on multyplikatywny: (zy)(M) =
(M)y(M), a ponadto €(M) = 1. Mamy réwniez o(z) = {z(M); m € M}
(jesli A € o(z), to x — Ae nie jest regularny, a zatem element ten nalezy do
pewnego idealu maksymalnego M i wtedy A = x(M)).

Z drugiej strony jesli x* € B* jest funkcjonatem multyplikatywnym, to
jego jadro jest idealem maksymalnym (gdyz kowymiar jadra jest rowny 1).
Ponadto z*(-) = (-)(ker z*). Innymi stowy jedynymi homomorfizmami mul-
typlikatywnymi sa homomorfizmy postaci (-J(M). Funkcjonaly te sa ciagte,
gdyz ich jadra sg zbiorami domknietymi. Zauwazmy ponadto, ze norma do-
wolnego funkcjonatu multyplikatywnego x* wynosi 1 (z*(e) = e). Zatem zbiér
wszystkich funkcjonatéw multyplikatywnych jest podzbiorem kuli jednostko-
wej w B*. Poniewaz *-staba topologia odpowiada zbieznosci punktowej, wiec
testujac w punktach x,y, xry € B otrzymujemy natychmiast, ze zbiér wszyst-
kich funkcjonatéw multyplikatywnych jest podzbiorem domknietym (a wiec
zwartym z twierdzenia Banacha-Alaoglu) w *-stabej topologii.

Niech M :=zbiér ideatéw maksymalnych, przestrzen t¢ nazywamy prze-
strzeniq reprezentacyjng algebry B. Topologie (zwarta) w tej przestrzeni
wprowadza sie przenoszac *-staba topologie ze zbioru wszystkich funkcjo-
natéw multyplikatywnych: bazowe otoczenia ideatu M, sg wiec postaci

Vxl’“"rk(MQ) = {M e M, |I1A(M) — I{(M0>| <g dlai=1,... ,l{?}

€145k

Homomorfizmem Gelfanda algebry Banacha B nazywamy odwzorowanie
G : B — CM, gdzie
G(x)(M) = (M)

dla dowolnego M € M. Zauwazmy jednak, ze funkcja G(z) : M — C jest
ciagla; istotnie na V*(Mj) wartosci funkcji G(z)(-) sa odlegte od G(z)(My)
nie wiegcej niz €. Zatem

G:B— C(M),

przy czym oczywiscie C'(M) jest przemienng algebra Banacha. Latwo poka-
zuje sie, ze G jest homomorfizmem.
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Ponadto, skoro
|G (2)|| = sup{|2(M)[; M € M} = |z <z,
wiec homomorfizm Gelfanda jest tez ciggly. Zauwazmy ponadto, ze
r(M)=0&2—-0-eeM &2 e M,

a wiec element y € B jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy y(M) # 0 dla
dowolnego idealu maksymalnego M € M.

Algebra Banacha nazywa sie pélprosta, gdy jej radykal R(B) (tzn. prze-
kroj wszystkich idealéw maksymalnych) jest ideatem zerowym. Zauwazmy
przy tym, ze

R(B)= () o € B (M) =0} = {z € B; el =0)

(istotnie, mamy M = {z € B; (M) = 0} oraz ||z|| = sup{|2(M); M € M}
— funkcja || - ||« jest pseudonorma). Zatem B jest algebra pélprosta wtedy i
tylko wtedy, gdy funkcja || - || jest norma na B (tzn. ||z]l~ = 0 implikuje,
ze x = 0.) Innymi stowy:

Homomorfizm Gelfanda jest iniekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy B jest potprosta.

Lemat 7.19 Homomorfizm Gelfanda jest izometrig wtedy @ tylko wtedy, gdy
|z2|| = ||z||* dla dowolnego x € B.

Dowéd.
Jedli [|z]* = [|2*]|, to
||| = [|2®]|"* = ... = ||l=*"|"*",
a wige ||z]| = [|z]leo = [|G(2)[lowm)-

W drugg strone dowdd jest oczywisty, gdyz

IG(@*)llcwmy = I1G@) llowy = 1G@)IEnm)-

Klasa algebr Banacha, dla ktérych homomorfizm Gelfanda jest surjek-
tywna izometria, jest klasa algebr Banacha z inwolucja. Sa to algebry, dla
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ktérych mamy dodatkowe odwzorowanie fj : B — B spelniajace nastepujace
warunki: (z+y)% = 284+yf, (A2)* = ot (zy)? = yiaf, 2% = 2, ||2°-2]| = ||=|*
Oczywistym przyktadem takiej algebry jest algebra C'(X) funkcji ciagltych na
przestrzeni zwartej X.

Cwiczenie 7.20 Pokazaé, ze algebra B(H) z f-homomorfizmem A +— A*
jest algebra Banacha z inwolucjg.

Okazuje sig, ze algebry postaci C'(X) wyczerpuja cala klase przemiennych
algebr Banacha. Méwi o tym ponizsze twierdzenie Gelfanda-Najmarka.

Twierdzenie 7.21 Jesli B jest przemienng algebrg Banacha z inwolucjq, to
homomorfizm Gelfanda jest §-izometrig algebry B na C(M).

Dowéd.

Dla dowolnego x € B mamy
l2%* = [1(2®)f2?]| = ||(2")%a?|| =
= [|(z2®)3(za®)|| = [lwa|® = ||["

Z lematu 7.19 wynika wiec, ze homomorfizm Gelfanda jest izometria. Za-
uwazmy, ze jesli M; # Ms naleza do przestrzeni reprezentacyjnej algebry
B, to istnieje € B (np. x € M1 AM,) taki, ze 2(M;) # x(Ms)), a wiec
obraz homomorfizmu Gelfanda jest rodzina funkcji ciagtych rozdzielajacych
punkty. Poniewaz jedynka algebry B przechodzi na funkcje statg réwnag 1,
podalgebra G(B) C C'(M) zawiera wszystkie funkcje state.

Pokazemy, ze

(7.10) (a*)(M) = «(M).

Zatézmy najpierw, ze x = % i przypuéémy, ze dla pewnego M € M, 2 (M) =
a+ 13, gdzie a, # € R. Dla dowolnej liczby rzeczywistej r mamy

A+ (r+p)?=(x+ir-ef (M) < ||z+ir-e||* = ||(x+ir~e)u(ac+ir~e)” =

= e = ir- e)(w+ir- o)l = + 12 el < la?] +* <a? 472

co, ze wzgledu na dowolnosé liczby r, implikuje, ze 8 = 0.
Wezmy x € B i potézmy u =z + 2, v = i(z — 2¥). Mamy z = %(u + v,
przy czym u = uf, v = v" i latwo pokazujemy prawdziwosé¢ (7.10).
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Poniewaz G(B) = G(B) (G jest izometria), wigc z twierdzenia Stone’a-
Weierstrassa wynika, ze G(B) = C'(M), co konczy dowdd twierdzenia Gelfanda-
Najmarka. O

Niech A bedzie lokalnie zwarta grupa abelowa z miarg Haara Ap. Roz-
patrzmy teraz algebr¢ Banacha B = L'(A,\a). Niech h : L'(A,\p) — C
bedzie niezerowym homomorfizmem multyplikatywnym o normie 1. Ponie-
waz (L')* ma naturalng identyfikacje z L°°, wiec istnieje ¢ € L®(A,A\a)
taka, ze ||@||L~ = 1 oraz

(7.11) h(p) = [ Fedia.

Dla dowolnych f,g € L*(A, Aa) mamy

[ (h(F)e(@)g(a) da = h(F)hlg) = hiF xg) = [ (F*g)pdra =

= [ o0 ([ sta=0)eta) ) an

Wynika stad, ze

(7.12) h(F)e®) = [ fla=b)pla)da = h(f)

dla Aa-p.w. b € A. Mozemy oczywiscie zakladaé, ze h(f) # 0. Poniewaz
funkcja b +— f, jest ciagla, wiec prawa strona rownosci w (7.12) jest ciagta, a
wigc bez straty ogélnosci mozemy zaktadac, ze funkcja ¢ jest ciagta i wowczas
réownos¢ w (7.12) zachodzi dla wszystkich b € A. W szczegdlnosci, p(0) = 1.
Mamy

h(f)pla+b) = h(fars) = h((fa)e) = h(fa)p(b) = h(f)e(a)e(b),
a wiec dla dowolnych a,b € A
pla+b) = e(a)p(b).

Ponadto p(a)™' = ¢(—a), wiec |p(a)] = 1 (bo |p(c)| < 1 dla wszystkich
¢ € A). PokazaliSmy zatem nastepujacy fakt:

Jedynymi homomorfizmami multyplikatywnymi algebry L'(A, Xa) s¢ homo-
morfizmy postaci: f — f(v) dla pewnego charakteru v € A.
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Wydaje si¢ zatem, ze przestrzen reprezentacyjna moze by¢ w sposob na-
turalny identyfikowana z A. Jednakze, ze wzgledu na topologie (ktéra musi
odpowiada¢ *-stabej topologii), a takze brak jedynki w algebrze LY(A, \a),
A rozpatrujemy jako podzbior funkcji mierzalnych okreslonych na A o war-
tosciach w dysku jednostkowym, a rozpatrywana topologia jest ,staba” to-
pologia : f, — f, gdy dla dowolnej funkcji F € L'(A, \a) mamy

/ FoFd\s — / FFdA,
A A

tzn. obcinamy L'-topologi¢ na (L*)* do podzbioru funkcji o wartosciach w
dysku jednostkowym (innymi stowy jest to obciecie x-stabej topologii do te-
go podzbioru). Ze wzgledu na brak jedynki w algebrze L'(A, A\a) musimy
teraz dorzuci¢ do charakteréw rowniez funkcje stala réwna zeru (otrzymu-
jac podzbiér domkniety) we wprowadzonej przed chwila topologii i dopiero
ten podzbidr jest przestrzenia reprezentacyjna dla LY(A, \a). Innymi stowy
grupa (lokalnie zwarta) A zostala uzwarcona jednym punktem i przestrzen
funkcji ciagtych na przestrzeni reprezentacyjnej moze by¢ identyfikowana z
C’O(/A\). Przy tej identyfikacji homomorfizm Gelfanda jest po prostu odwzo-
rowaniem Fouriera: G : LY(A, A\a) — Co(A), G(f)(7) = f(7). Wynika stad
w szczegdlnosei, ze dla dowolnej funkeji f € L'(A, Aa) mozemy obliczy¢ jej
promien spektralny || f|co:

(7.13) g 70 = 1l = 1l )

7.5 Operatory liniowe i cigglte na przestrzeni Hilberta

Zatozmy teraz, ze H jest przestrzenig Hilberta. Wowczas kazda ciggla forma
pottoraliniowa ¢ : H x H — C jest postaci

o(z,y) = (Uz,y) = (v, Vy)

dla pewnych operatoréw U,V € B(H). Ponadto, ||¢] = ||U|| = ||V||. Istotnie,
ustalmy y € H. Wéwcezas ze wzgledu na twierdzenie Riesza-Frechéta istnieje
jedyny element Vy € H taki, ze

o(z,y) = (z,Vy) dla wszystkich = € H,
a ponadto [l¢(-, y)|| = (|- Vy)ll = [Vl Ale

Vyll = sup [z, V)| = sup [¢(z,y)| <

ll=lI<1 ll=]I<1
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< sup ¢l Iz lyll = llell vl

lzll<1
wiee ||V < [[¢]|. Mamy
¢l = sup [o(z,y)|= sup [(z,Vy)|<
[l lly[I<1 Iz, llyll<1

< sup 2| [Vl = IV

[l [[yll<1

Jesli U € B(H), to ktadac ¢(z,y) = (Ux,y), otrzymujemy ciagla for-
me poélttoraliniowa, wiec musi istnie¢ U* € B(H) taki, ze |U|| = |[|[U*|| oraz
(Uz,y) = (z,U*y) dla dowolnych z,y € H. Operator U* nazywamy opera-
torem sprzezonym do operatora U. Latwo sprawdzamy, ze

o U =U.
o (Uioly)" =UsoUr.

e U jest samosprzezony, tzn. U* = U wtedy i tylko wtedy, gdy (Ux,x) €
R dla dowolnego z € H. (W dowodzie nalezy uzy¢ wzoru polaryzacyj-
nego

Ap(z,y) = oz +y) — o(z —y) + id(x + iy) —io(z — iy),
gdzie ¢(z) = ¢(z, 2).)
e U jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy U* = U1,

Operator V' € B(H) nazywamy normalnym, gdy VV* = V*V. Kazdy
operator samosprzezony, czy unitarny jest oczywiscie operatorem normal-
nym. Dla operatorow normalnych zachodza nastepujace elementarne wta-
snosci:

e V jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy
(7.14) |Vz| = ||V*z| dla dowolnego x € H.
Rzeczywidcie, zauwazmy, ze |Vz||? = (Vz,Vz) = (V*Vx,z), podczas
gdy ||V*z||* = (VV*z,z), a ponadto ((V*V — VV*)z,2) = 0 dla do-

wolnego © € H wtedy i tylko wtedy, gdy V*V — VV* = 0 ze wzgledu
na wzor polaryzacyjny.
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e Jedli V jest normalny oraz Vi = ax, to V*x = ax.

[stotnie, sprawdzamy, ze (V — ald)* = V* —ald. A wiec V — ald jest
tez operatorem normalnym. (Z (7.14) wynika, ze jesli W jest normalny
oraz Wy = 0, to 1 W*y = 0, co stosujemy do W = V — ald oraz
wektora wlasnego x.)

e Jedli V jest normalny oraz «, § sg dwoma réznymi wartosciami wtasny-
mi operatora V', to wektory wlasne im odpowiadajace sa prostopadte.

Istotnie, jesli Va = ax, Vy = By, to
alz,y) = (Va,y) = (2, V'y) = (z, By) = B{z,y).

e Jedli V jest normalny, to ||V = sup{|A| € c(V)} = [|V]|c0-

Istotnie, wystarczy pokazaé, ze dla operatora normalnego V' mamy
(7.15) V2=V

Dla udowodnienia (7.15) wystarczy pokazaé, ze |[V"z|| > ||V z||™ dla do-
wolnego elementu x o normie 1 (rzeczywiscie, wowczas sup, = [|V"z| >
SUp| =1 [|VZ[|" i to drugie supremum jest réwne (supy,_; [[Vz|)" =
IV, skad wynika, ze |V"|| > ||V ||"). Zalézmy, ze Vx # 0. Poniewaz

V2| = (V*(VZ2),Va) = (VV*Va, V) = (VVz, V*Vaz) = |[V*Va|?,

wiec ||V2zx|| = ||[V*Vz|| > (V*Vx,z) = |[Vz|]?, wigc z zalozenia induk-
cyjnego
Vzx Vax
VA ]| = [V ][V )= Vel [V ( |F =
[V [V

= [Vl H V2 > Vel (Val®) = [Va| ™.

e Jedli V' jest normalny oraz p = p(t) jest wielomianem trygonometrycz-
nym, to

(V)= A{IAl A € a(p(V))}-

Istotnie, p(V') jest operatorem normalnym.
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Niech U € B(H). Oznaczmy
U)={XeC; (Ve >0)T|lz|| =1) ||[Ux— x| <e}.
Zbiér 1I(U) nazywamy zbiorem aproksymatywnych wartosci wlasnych opera-
tora U. Wowczas:
o II(U) Ca(U).
Istotnie, jesli A & o(U), to U — Ald jest odwracalny oraz
|zl = (U = Md)™ (U = Md)z| < (U = Md) ™| |[Uz — Az]|
dla dowolnego = € H. Stad dla dowolnego € H mamy ||Uz — A\x|| >
eol|z|, gdzie g9 = m i dlatego = ¢ II(U).
e Jesli U jest normalny, to o(U) = II(U).
Istotnie, przypusémy, ze A ¢ II(U), wiec istnieje € > 0 taki, ze
() Uy =Xyl > ellyll
dla wszystkich y € H. Ale U—\Id jest normalny, wiec (réwniez z (7.14))
10"y = Xyl = Uy = Ayl > ellyl|

dla wszystkich y € H. W szczegdlnosci oznacza to, ze U* — M d jest
operatorem roznowarto$ciowym. Stad natychmiast wynika, ze obraz je-
go sprzezonego jest gesty (jesli (Wy, z) = 0 dla dowolnego y € H, to
(y, W*z) = 0 dla dowolnego y € H, a wiec W*z = 0). To oznacza,
ze obraz operatora U — AId jest podprzestrzenia gesta, gdy tymczasem
nieréwnos¢ (x) implikuje, ze obraz jest domkniety (jesli ciag (Uyn,—Ayn)
jest Cauchy’ego, to rowniez ciag (y,) jest ciagiem Cauchy’ego). Ponie-
waz na mocy (*) operator U — A\ d jest réwniez réznowartosciowy, wiec
U — Ad jest odwracalny i dlatego A ¢ o(U).

Uwaga 7.22 Jesli B jest przestrzenia Banacha oraz U € Iso(B) jest izome-
trig odwracalna, to
o(U) CT.
Istotnie, jedli || < 1, to szereg V = 3.°° , A"U~ (") jest dobrze zdefiniowany
(|U]| = lU7Y| = 1). Ponadto,
(U~ Nd) oV =UV —\V = Id.

Stad, {A € C; |\| < 1} C p(U) i poniewaz |U|| = 1, wiec teza zostala
udowodniona.
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Uwagi bibliograficzne Rozdzial wstepny 1 podaje najwazniejsze informacje dotyczace miar. Sko-
rzystano tu ze znanych opracowan: podrozdzial 1.1 [25], w podrozdziale 1.2 skorzystano z [23] i [26] (dowdd
twierdzenia 1.11 pochodzi z [26]), podrozdzial 1.3 réwniez podaje standardowe informacje (patrz [3], [10],
[13], rozwigzanie ¢wiczenia 1.17 pochodzi z [27]).

Rozdzial 2 zostal napisany w duchu prezentacji w [21] (w szczegdlnosci dowody twierdzen 2.3 oraz 2.6
pochodzg z [21]), niemniej sam dowdd twierdzenia spektralnego 2.30 pochodzi z oryginalnego artykulu
Plesnera-Rochlina z 1946 r. [22]. Patrz réwniez [19] (pewne informacje w podrozdziale 2.2). W podroz-
dziale 2.4 wykorzystalem czeSciowo artykul [8]. Lemat 2.72 pochodzi od A.M. Stepina. Twierdzenie 2.75
udowodnit D. Newton [18]. Podrozdzial 2.6 pochodzi w catosci z pracy [6].

Informacje o produktach tensorowych przestrzeni Hilberta rozdziale 3 sg standardowe (patrz [17], [3]);
przedstawienie krotnosci spektralnej produktu tensorowego jako mocy zbioréw atoméw miar warunkowych,
patrz [13] oraz [3]. Twierdzenie 3.22 patrz [3]. Podrozdzialy 3.4 oraz 3.5 zostaly napisane w oparciu o
niedawny artykul Kulagi-Parreau [14], z tym, ze twierdzenie 3.30 pochodzi niedawnego artykulu [20].
Uogodlnienie twierdzenia 3.30 mozna znalezé w [14]:

Twierdzenie 7.23 Zaléimy, ze 0 € M1 (T) jest ciggla. Jesli Vaemk ma proste widmo, to o*F 1 o1 *

... % 0op dla wszystkich n > 1 takich, ze (m!)™ ((7137})97)1' i dowolnych miar cigglych o1,...,0n.
Whniosek 7.24 Jesli Fsym(Vg) ma proste widmo, to o*f 1 o1 % ... % 0on dla dowolnego n > k oraz

dowolnych miar cigglych o1,...,0n.

Klasyczne twierdzenie 3.35 patrz [3].

Wiadomos$ci dotyczace grup charakteréw w rozdziale 4 mozna znalezé np. w [23]. Dowdd twierdze-
nia 4.5 réwniez pochodzi z [23]. Idea symetrii grupowych dla realizacji krotnosci spektralnych z rozdzia-
tu 4.3 pochodzi z artykutu [1]. Niemniej podrozdzial 4.3 zostal napisany na podstawie [4].

Twierdzenie 5.1 pochodzi z [2] (patrz réwniez [5]). Zaprezentowany dowéd pochodzi z preprintu [16].

Pewne idee w opisie spektralnym reprezentacji indukowanych zawarte w rozdziale 6 pochodza z ar-
tykutu [9].

Dowdéd twierdzenia 7.4 pochodzi z [7]. Podrozdzial 7.2 patrz np. [28]. Twierdzenie 7.11 pochodzi z
[15]. Podrozdzial 7.4 patrz np. [24] i [23]. Wiadomosci zawarte w podrozdziale 7.5 sg standardowe.
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