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WSTEP

Niniejszy skrypt jest zapisem semestralnego wykladu z analizy funkcjonalnej prowadzonego przeze
mnie na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK dla studentéw kierunku Matematyka. Skrypt jest
podzielony na pietnascie czesci (wykladéw) odpowiadajacych dwugodzinnym zajeciom, co nie zawsze od-
powiada tematycznemu podziatowi na poszczegoélne zagadnienia. Na koncu dolaczony zostal przyktadowy
test egzaminacyjny.



WYKLAD I

Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad cialem liczb zespolonych C (lub ciatem liczb rzeczywistych
R). Jednoczesnie niech X bedzie przestrzenia metryczna z metryka d.

Definicja. Metryke d nazywamy przesuwalng, jezeli dla kazdych x,y, z € X zachodzi warunek
dx + z,y + z) = d(z,y).
Uwaga. Jezeli d jest metryka przesuwalna, to odwzorowanie T, (y) = x + y jest homeomorfizmenmn.
Rzeczywiscie, niech lim,_, o y, = y. Wowczas
Jim d(Te(yn) Ta(y)) = lim d(z +yp, 2 +y) = lm dyn,y) =0.

Ponadto odwzorowanie (T},)~1 = T_, tez jest ciagle.

Uwaga. Jezeli d jest metryka przesuwalna, to odwzorowanie ||| : X — R okre$lone wzorem ||z|| = d(z, 0)
ma dla dowolnych x,y € X nastepujace wlasnosci:

(1) flz =0z =0,
@) llzll =1 = I,
@) Mz +yll <zl + [lyl-
Warunek (1) jest oczywisty. Warunek (2) wynika z réwnosci
d(—z,0) =d(—z + 2,0 + z) = d(0,z) = d(z, 0).
Natomiast warunek (3) zachodzi, gdyz
d(z +y,0) = d(z, —y) < d(z,0) +d(0,—y) = d(z,0) + d(y,0).
Definicja. Kazde odwzorowanie || - || : X — R spelniajace wilasnosci (1)—(3) nazywamy F-normg.
Uwaga. Jedli odwzorowanie || - || : X — R jest F-norma, to wzor
d(z,y) = [l =yl
definiuje metryke przesuwalna na X, ktéra indukuje F-norme réwna wyjsciowej F-normie || - ||.
Rzeczywiscie, z warunku (1) mamy
dz,y) =0 [z —y|=0&2=y.
Z kolei z (2) wynika, ze
d(z,y) = |z —yll = | = ( —y)|| = d(y, z).
Natomiast (3) implikuje
d(z,y) = llz — 2+ z =yl <llz =z + Iz — y[| = d(z, 2) + d(z,9)
dla dowolnych z,y,z € X.
Uwaga. Jezeli d jest metryka przesuwalna na X, to dzialanie + : X x X — X jest ciagte.
Rzeczywiscie, jezeli lim, oo, = x 1 lim, o0 Yy = y, to poniewaz
ATy + Yn, T +y) < d(Tp + Yn, Tn +y) + d(Tn +y, 2 + y) = d(Yn, y) + d(zn, T),

otrzymujemy lim, oo (Zp + Yn) = + y.

Oczywiscie narzuca si¢ w tym momencie pytanie o ciggto$¢ dziatania mnozenia przez skalar.



Przyklad. Niech X bedzie przestrzenia liniowa z F-norma dana wzorem

)1, gdy =z #0.

Powyzsza F-norma wyznacza metryke dyskretna. Zauwazmy, ze dla = # 0 mamy ||%x|| = 1. Stad ciag

(%x) Zo=1 nie jest zbiezny do 0. Zatem w tym przykladzie dzialanie mnozenia przez skalar nie jest ciagle.

Definicja. Przestrzen X nazywamy liniowo-metryczng, gdy odwzorowania
+: X xX—-X, :CxX—-X (RxX->X)
sg ciagle.
Uwaga. Jezeli przestrzen X jest liniowo-metryczna, to dla s # 0, s € C, odwzorowanie
My: X - X, Mgax=s-x
jest homeomorfizmem.
Definicja. F-norme | - | : X — R nazywamy normg, gdy
Azl = A - [l

dla wszystkich A € C (R) i z € X. Jedli metryka d na X jest zadana przez norme, to przestrzen X
nazywamy przestrzeniq unormowang.

Uwaga. Kazda przestrzen unormowana jest przestrzenia liniowo-metryczna.
Sprawdzmy, ze zachodzi ciagto$¢ mnozenia przez skalar. Niech lim,, oo Ay, = A, limy, 00 ,, = 2. Wowcezas
[Anzn = Az|| < [[Anzn — M| + [Anz — Az|| = [An| - [z — 2| + [An — Al [|2]| — 0.

Definicja. Przestrzenig unitarng (nad C) nazywamy przestrzen liniowa X z zadanym na niej iloczynem
skalarnym, tzn. odwzorowaniem (-,-) : X x X — C speliajacym dla dowolnych x,x1,z2,y,y1,¥2 € X,
ai, ag, B, B2 € C warunki:

(a) (x,x) >0 oraz (z,x) =0 = =0,
(b) (w1 + azw2,y) = o1 (z1,y) + a2 (z2,y),

(c) (x,Biyr + Bayz) = Bilz,y1) + Ba(z, y2).

Uwaga. W przestrzeni unitarnej X dla dowolnych z,y € X mamy

(z,y) = (y, ).
Istotnie, niech {(x,y) = a + ib, (y,x) = a’ + ib’. Wowczas
0<(z+y,z+y) = (x,z)+ (z,y) + (y,z) + (y,y) €R.
Stad a + b+ a’ + b’ € R, czyli b = —b’. Ponadto
0 < (z+iy,x +iy) = (z,z) — i{x,y) + ily, ) + (iy,iy) € R.
Stad —i(a +ib) +i(a’ +ib')=b—b +i(—a+a') €R, czylia =d'.
Wezmy teraz t € R. Wéwcezas
0< (z+ty,x+ty) = (x,z) + 2t Re(z, y) + t2(y,y).

Otrzymali$émy wielomian zmiennej ¢ o wspdlczynnikach rzeczywistych, ktéry przyjmuje jedynie wartosci
nieujemne, wiec

A = 4(Re(z,y))” — 4z, z)(y, y) <O



Zatem dla dowolnych z,y € X
(Re(z,))? < (z,2)(y, y).
(z,y)

Zalézmy, ze (x,y) # 0. Jesli w ostatniej nieréwnosci podstawimy za y wektor oY to
(z,y) >> (z.y) ~ (r.)
Re <z y)| <(z,) Y, y)-
( (2, y)| [z, )™ [(z, )]
Stad
2
(2,y) (z,y) (z,9)
R67<$,y> < <£L'7£L'> <yay>
( [(z,y)] (=, 9)| [(z, )]
W ten sposéb udowodniliémy nieréwnosé Schwarza
[z, 9)” < (z,2){y,y)
dla dowolnych z,y € X. Zdefiniujmy
[#]] = V/(z, z).
Mamy zatem
[z, )] <[]l - Iyl
Odwzorowanie | - || : X — R jest norma. Sprawdzmy jedynie, czy zachodzi nier6wnosé tréjkata

2 +ylI* = (@ +y,z +y) = (z,2) + 2Re(z,y) + (y,y) <llz[* + 2llz[| - [ly] + ylI* = (lz]| + [])*.
Whniosek. Kazda przestrzen unitarna jest przestrzenig unormowang. W szczegolnosci jest ona przestrze-
nig lintowo-metryczng.

Przypomnijmy, ze jesli X jest przestrzenia liniowa, to podzbiér K C X nazywamy wypuklym, gdy

(Vl’l,l’g S K) (VO <t < 1) try + (1 7t)£€2 € K.
Natomiast podzbiér B C X nazywamy symetrycznym, gdy z warunku z € B wynika, ze —z € B.

Zatézmy, ze X jest przestrzenia liniowo-metryczna.

Definicja. Podzbiér A C X nazywamy ograniczonym, gdy dla dowolnego ciagu (x,)52; elementéw z
A i dowolnego ciagu (\,)52; liczb zespolonych (rzeczywistych) z warunku lim,, ., A, = 0 wynika, Ze
lim,, oo Ay, = 0.

Uwaga. Jesli X jest przestrzenia unormowana, to zbiér A C X jest ograniczony (w sensie liniowo-
metrycznym) wtedy i tylko wtedy, gdy

(3M>0) Vxed) |z|| <M.

Implikacja < jest oczywista. Z drugiej strony zalézmy, ze istnieje ciag (x,)52; elementéw zbioru A taki,
ze ||z | > n? Wezmy A, = 1. Wtedy nie jest prawda, ze granica ciagu (A\,z,)32; jest réwna zero.

Uwaga. Nich X bedzie przestrzenig liniowo-metryczna, x € X, x # 0, lim,,_, o, t,, = co. Wéwczas zbidr
A= {thz; n>1}

nie jest ograniczony. W szczegélnosci pélproste nie sg zbiorami ograniczonymi.

Istotnie, biorgc A, = i, mamy A, (t,x) =z - 0.

Przyklad. W przestrzeni unormowanej X kula jednostkowa {z € X; ||z|| < 1} jest zbiorem otwartym,
wypuklym, symetrycznym i ograniczonym.

Definicja. Méwimy, ze dwie metryki d, p na zbiorze X sa réwnowazne, gdy dla kazdego ciagu (z,)52

elementow z X, lim,, ., x, = x wzgledem metryki d wtedy i tylko wtedy, gdy lim,, .~ , = ¢ wzgledem
metryki p.



Twierdzenie Kolmogorowa. Niech X bedzie przestrzeniq lintowo-metryczng nad R z metrykq przesu-
walng d. Zalozmy, ze U 3 0 jest zbiorem otwartym, wypuklym, symetrycznym i ograniczonym. Wiowczas
na X mozna okreslié norme || - || spefniajgcq

(i) U={z e X; |z| <1},
(i1) metryka p wyznaczona przez norme || - || jest réwnowazna metryce d.

Dowdd. Niech || - || bedzie funkcjonalem Minkowskiego zbioru U, tzn.
x
[|z]] :inf{t>0; 7€ U}.
Pokazemy, ze mamy do czynienia z norma.

1° Sprawdzmy poprawnosé¢ definicji. Poniewaz
1
lim —-2=0-2=0€U,
n—oo N
wige wykorzystujac otwarto$¢ zbioru U otrzymujemy {t > 0; 3 € U} # 0.
2° Jezeli x = 0, to ||z]| = 0, bo 0 € U. Zalézmy, ze x # 0 oraz ||z|| = 0. Wéwczas istnieje ciag liczb
dodatnich ()32, zbiezny do 0 i taki, ze = € U. Zatem dzieki wypuklodci zbioru U, cala pdlprosta

tn
{tx; t > 0} jest zawarta w zbiorze U. Stad U nie jest zbiorem ograniczonym i otrzymujemy sprzecznosé.

3° Zalézmy, ze \ > 0. Wowczas
A ¢ A ¢
)\x||=inf{t>0; :EU}:/\-inf{)\>O; :EU}:/\-inf{)\>O; t/x)\eU}:
: LT _
= A-inf {5 >0; - e U} =Alal.

Niech teraz A\ < 0. Poniewaz U jest zbiorem symetrycznym, wiec 22 € U wtedy i tylko wtedy, gdy

t
—Az
£ e U. Stad

[Az[] = | = Azl = [A] - [J]]-

4° Niech z,y # 0, 0 < € < 1. Z okredlenia || - | wynika, ze istnieje 0 < § < € taka, ze

o
— ¢ U.
el =)
Wéwcezas ) )
e — £ X — £
1—e)— = : 1-—S).0eU.
=] 1—6wwa—®+( 1—6) €
Podobnie (1 — E)ﬁ € U. Zatem
vty : e vl
L) — -t gL ey,
BT ENEET EREE
Stad
el + ]
gi
oy < L

i wobec dowolnosci € > 0 mamy
lz +yll < =[] + llyll-

Sprawdzmy, ze warunki (i), (i) sa spelnione.

5° Zalézmy, ze ||z]| < 1. Woéwczas istnieje liczba 0 <t < 1 taka, ze § € U. Zatem

x:t~§+(1—t)~0€U.

Odwrotnie, niech 2 € U. Poniewaz § = = € U, wiec ||z|| < 1. Z otwartodci zbioru U i ciaglosci
mnozenia przez skalar wynika, ze istnieje § > 0 taka, ze (1 +9) -z € U. Stad ||[(1+ ) - z|| < 1. Zatem
1
<——< 1L
ol < 1
W ten sposéb udowodnilismy, ze zachodzi warunek (i).

[=p}



6° Niech p(z,y) = ||z — y||. Mamy pokazaé, ze metryki p i d sa réwnowazne. Skoro obie sa przesuwalne,
to wystarczy pokazaé, ze
lznl — 0 < d(z,,0) — 0

dla dowolnego ciagu (x,)52; elementéw z X.
=: Jedli ||zn|| — 0, to 2||zn]| — 0. Z warunku (i) wynika, ze % € U. Zatem wykorzystujac
ograniczono$¢ zbioru U (dla metryki przesuwalnej d),

lim x, = lim 2|z, - I

wzgledem metryki d.

<: Niech £ > 0. Wtedy zbiér eU jest otwarty w metryce d. Zatem jesli d(x,,,0) — 0, to x,, € eU dla
dostatecznie duzych n, a wiec ||z, || < € z okreslenia || - ||.

O

WYKLAD I1

Przejdziemy do przypadku zespolonego twierdzenia Kolmogorowa. Niech || - ||, || - ||” beda normami na
przestrzeni liniowej X.

Definicja. Normy || - ||, || - || sa rdwnowazne, gdy metryki przez nie wyznaczone sa réwnowazne.
Lemat. Normy || - ||, || - || s¢ réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
[l

(F3A,B>0) (VzeX,z#0) A< < B.

Sl
Dowdd. Implikacja < jest oczywista. Z drugiej strony zalézmy, ze normy | - |, || - ||’ sa réwnowazne i
(VB>0) 3ze X,z#0) ||z > Bl

Stad istnieje ciag (7,)5; niezerowych elementéw przestrzeni X taki, ze ||z,| > n?||z,|’ dla n > 1.
Potézmy

1 1
= — L, —.
R
Mamy lim,, . ||yn|” = 0 oraz
1 1 1,
= _. > . = n.
Zatem otrzymujemy sprzecznosc. O

Uwaga. Powyzszy lemat zachodzi w obu przypadkach: rzeczywistym i zespolonym.

Zalézmy, ze (X,d) spelnia zalozenia twierdzenia Kolmogorowa z ta réznica, ze X jest przestrzenia
nad C. Wéwczas, rozpatrujac X jako przestrzen nad R, d jest réwnowazna metryce wyznaczonej przez
pewna norme rzeczywista” | - ||’. Zauwazmy, ze

[ Az
sup sup /
z€X,z#£0 |A|=1 (B

< +o00. (1)

Istotnie, gdyby tak nie bylo, to istnialyby ciagi (2,)521, (An)o2q, [An| = 1 takie, ze [[Apzn||” > nllz. ||
Niech
An T,

I el



dla n > 1. W dowodzie czesci rzeczywistej twierdzenia Kolmogorowa pokazaliSmy, ze ﬁ € U. Ponie-

waz zbiér U jest ograniczony w metryce d oraz lim, ., 2 — 0, wiec lim;, o0 ¥ = 0 W metryce d, jak
réwniez w || - ||". Z drugiej strony
A x ! 1
’ n n /

Yl = || — - = NAnzn || > 1

= el | = 1!
i otrzymujemy sprzecznosc.

Polozmy
2]l = sup [[Az]".
[Al=1

Z wczeséniejszych rozwazan || - || osiaga tylko skoficzone wartoéci. Sprawdzmy, ze || - || jest norma na

przestrzeni zespolonej X.
1° Jezeli ||z|| =0, to |1 - z||' =0, a wigc z = 0.

2° Niech p € C. Mamy
{lplda; A =1} = {Apz; [Al =1}

(gdy p # 0, to |p|A\x = (%)\),ux i |%\ =1). Zatem

|| = sup [|Apz||" = sup [||p|Az]]" = sup |p|[[Az|" = |u] sup [[Az||" = [ul||z]].
[A|=1 [A]=1 [A|=1 [A|=1

3° Zauwazmy, ze

[z +yll = sup [A(z +y)lI' < sup (|[Az" + [Myl]") = sup [|[Az]" + sup [[Ay[]" = [lz]| + [[y].-
[A=1 [A|=1 [A=1 [A=1

Normy || - ||, || - ||’ sa réwnowazne jako normy rzeczywiste, gdyz bezposrednio z definicji wynika, ze
||| > ||z||" oraz z (1), istnieje M > 0 taka, ze ||z|| < M||z||" dla dowolnego = € X.

Whiosek. Twierdzenie Kolmogorowa jest prawdziwe w wersji zespolonej (bez wlasnosei (1)).
Problem. Jak ,poprawié¢” definicje zbioru U w twierdzeniu Kolmogorowa, aby otrzymaé réwniez (i)?

Definicja. Przestrzen liniowo-metryczna z metryka przesuwalng nazywamy przestrzeniq Frécheta, gdy
jest ona zupelna.

Przyktad. Niech 0 < ¢ < 1. Rozpatrzmy przestrzen
oo
M={z=(zn)nz1 CC Z |[2p|? < 400}
n=1

i odwzorowanie na niej dane wzorem

o0
lzll =) lzal”.

n=1

Pokazemy, ze (1,] - ||) jest przestrzenia Frécheta.
Uwaga. Dla dowolnych z,y > 0 zachodzi nieréwnos¢
(2 + )7 < 27 4y,
Istotnie, przy ustalonym y > 0 rozpatrzmy funkcje
f@)=(z+y)? -2 -y

Mamy
() =qlz+y) " — gzt <0.

Zatem f jest malejaca i poniewaz f(0) = 0, wigc f(z) < 0 dla dowolnego = > 0.



Powyzsza uwaga dowodzi, ze 12 jest przestrzenia liniowa, a ||-|| definiuje F-norme na [2. Otrzymujemy w ten
sposéb przestrzen liniowo-metryczna (ciaglo$é mnozenia wynika z réwnosci || Az|| = |A|?]|z||). Pokazemy,
ze jest ona zupelna.

Niech (x(”)) 2, bedzie ciagiem elementéw z [9, z™ = (mgn),xé"), . ) Zalézmy, ze
(Ve>0) AN eN) (Yn,m> N) ng(m) e <,
tzn. -
q
(Ve>0) (3N eN) (Yn,m > N) Z ‘xém) - xgn) <e.
i=1
Zatem

o — o] < b

(n) _

i stad ciag ( E )) _, Jest zbiezny dla ¢ > 1. Niech lim;, o0 2;

k

q
Z wgm) — acgn)‘ <eg, wigc
i=1 i=1

= x; oraz © = (r;)$2,. Poniewaz

<e

q
n

dla dowolnego k > 1. Zatem réwniez

ad q
> |wi—a”| <
i=1
Ponadto
oo oo
Sfeilt < 30—+ [
i=1 i=1 i=1

gdzie oba szeregi po prawej stronie nieréwnosci sa zbiezne. Zatem pokazalismy, ze (") — 2 € 19,

Na koniec pokazemy, ze l? nie przestrzenia normowalna. Zalézmy, ze istnieje norma || - ||, ktérej
metryka jest réwnowazna metryce d zadanej przez F-norme | - ||. Wowczas istnieje otwarty, wypukly,
symetryczny i ograniczony w metryce d zbiér U zawierajacy 0 (U moze by¢, na przyklad, otwarta kula
jednostkowa wzgledem || - ||’). Poniewaz U jest zbiorem otwartym, wiec istnieje liczba € > 0 taka, ze

B(0,e) ={x €19 d(z,0) <e} CU.

Niech 1/
x("):( [0, o,o,...).

n
Zauwazmy, ze

€
e = = <.

Zatem (™ € B(0,¢) i z wypukloéci zbioru U wynika, ze
ym =L (x(l) L +x(n>) cU
n

Ale

Iy = | (s s 00, )| = s = o™ = oo

n

Stad latwo znajdziemy ciag skalarow a,, — 0 taki, aby
lany™ || = lan|?|ly ™| = +oc
i otrzymamy sprzeczno$é¢ z tym, ze zbioér U jest ograniczony.
Zajmiemy sie teraz przestrzeniami ilorazowymi. Niech X bedzie przestrzenia liniowo-metryczna z me-

tryka przesuwalna d. Zal6zmy, ze F' C X jest podprzestrzenig domknigta i niech X/F bedzie przestrzenia
ilorazowa. Dla z,y € X definiujemy

dr([z], [y]) = inf{d(2’,y); 2’ € [z],y" € [y]}.
Pokazemy, ze dp jest metryka przesuwalna na X/F.



1° Jezeli [z] = [y], to oczywiscie dp([z],[y]) = 0. Z drugiej strony niech dp([z],[y]) = 0. Wowczas

istnieja ciagi (x,)52 1 elementéw z [z] 1 (yn)S2; elementéw z [y] takie, ze lim, o0 d(2yn,yn) = 0. Stad

lim,, o d(2y, —yn,0) = 0. Ale z,, —y,, nalezy do zbioru domknietego [z —y] dlan > 1, wigc 0 € [z —y].
Zatem 0 = [z —y| = [2] — [y], czyli [z] = [y].
2° Warunek symetrii jest oczywisty.

3° Zanim uzasadnimy, ze zachodzi nieréwnos¢ trojkata, zajmijmy sie warunkiem przesuwalnosci dla dp.
Dla dowolnego z € X, wykorzystujac przesuwalnosé¢ metryki d, mamy

dr([z+2],[y+2]) = f}fr}ng(a: +z+fiytz+f)= ﬁ;r;ngm +fry+f) = de(z], [y]).
4° 7 3° wynika, ze nieréwno$¢ tréjkata dla dp bedzie zachodzié, jezeli
dp([z —y],0) < dp([z — 2],0) + dr([z — y],0)
dla dowolnych z,y,z € X. Ale powyzszy warunek bedzie prawdziwy, jezeli
dr([z] + [y],0) < dr([z],0) + dr([y],0)
dla dowolnych z,y € X. Wybierzmy (2,)2%, C [z], (yn)22; C [y] tak, aby
Jim d(zn,0) = dp([z],0) 1 lim d(yn,0) = dr([y],0).

Woéweczas
dr([z] + [y],0) < iand(acn + Yn,0) < in&(d(azn,O) + d(yn,0)) < lim ian(d(xn,O) + d(yn,0)) =
ne ne ne

= Jim d(wn,0)+ lim d(ya,0) = dr([z],0) + dp((y],0).

n

5° Skoro d jest metryka przesuwalng, to dodawanie w X/F jest funkcja ciagla. Zauwazmy, ze réwniez
mnozenie przez skalary jest funkcja ciagta. Niech A,, — A w przestrzeni skalaréw i [x,,] — [z] wzgledem
dp. Wéwczas istnieja f, € F dlan > 11 f € F takie, ze x,, + f, — = + f w przestrzeni X. Stad

M(@n+ fn) = Mo+ f) 1 ApZp + A fn — Az + AS
Zatem [Apxyn] — [Az], gdyz Anfn, Af € F dlan > 1.
Udowodnili$my, ze (X/F,dr) jest przestrzenia liniowo-metryczna.
Uwaga. Jedli dodatkowo (X, d) jest przestrzenia zupelna, to (X/F,dp) jest przestrzenia zupelna.
Istotnie, zauwazmy najpierw, ze jesli
d(a, [y]) = inf{d(e,y); ¥’ € [y]},
to d(z, [y]) = d(2/, [y]) dla kazdego " € [z]. Zatem
dr([z], [y]) = d(z, [y]) (2)

dla dowolnych z,y € X. Niech teraz ([z,])22, bedzie ciagiem Cauchy’ego w (X/F,dr). Wybierzmy

podciag ([zn,])32, tak, aby .
dr([zn.]; [Tn.a]) < PSR

Wykorzystujac (2) mozemy indukcyjnie wybraé elementy x;, € [z,,] tak, aby

1

27.

Zatem ciag (w;, )32, jest ciagiem Cauchy’ego w X, a wigc istnieje » € X taki, ze x;, — = i stad
[€n,] — [z]. Otrzymalismy, ze ciag Cauchy’ego zawiera podciag zbiezny, czyli sam tez musi by¢ zbiezny.

dz), ,zl, )<

NE? " Ng41

Whniosek. Przestrzen ilorazowa przestrzeni Frécheta jest przestrzeniq Frécheta.

Cwiczenie. Niech (X, | -||) bedzie przestrzenia unormowana, F za$ podprzestrzenia domknietg w X.
Pokazaé, ze odwzorowanie zdefiniowane wzorem

2] p = inf{ll2"[l; 2" € [2]}

jest norma na X/F'.

10



WYKLAD III

Przestrzenie skonczenie wymiarowe.

Niech X bedzie przestrzenig liniowo-metryczna i niech dim¢ X = n. Wezmy dowolna baze liniows,

przestrzeni X: eq,...,e,. Zauwazmy, ze jesli ( 1(%))::1 (t("))m | sa clagami skalarow oraz

lim ¢ = ¢

m— 00

dlai=1,...,n, to z ciggloéci dzialan dodawania i mnozenia przez skalary wynika

lim (tﬁ)el R tsg)en> _ t(l)el R t(”)en.

m— 00

Lemat. Zatoimy, Ze
lim (tfﬁb)el +- 4 t,(ﬁ)en) =2z

m—00

dla ciggow skalarow (t%)):}:l, ey ( (n)) . Niech x = tMey + -+ + tMe,,. Wowczas

lim () =¢®

dlat=1,...,n

Dowdd. Bez straty ogdlnodci mozemy zaloZyé ze * = 0 (zamieniajac ciagi (tS,?)fj:l na ciagi (tsyil) -

t(i))f:_ ). Mamy wiec pokazaé, ze lim,, t =0dla:i=1,...,n. Rozwazmy dwa przypadki:

1° Niech wszystkie ciagi ( 5,?)00 , 1 =1,...,n beda ograniczone. Zalézmy, ze wérdd nich istnieje taki,
ktory nie zbiega do zera. Mozemy zatem znalezc podciag (mg)52, oraz 1 < ig < n takie, ze

lim t( ) =
k—o0
dla i = 1,...,n oraz s(®) #£ 0 (korzystamy tutaj oczywiscie z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa

wybierajac najpierw podciag, wzdluz ktérego mamy zbieznosé, ale nie do zera, nastepnie z niego
wybieramy podciag zbiezny dla ¢ = 1 itd.). Wtedy, wykorzystujac ciaglosé dzialan, mamy

0= klim (tSrILiel L tL(lo)eZ0 R tggzen) — 8(1)61 R S(io)eio et S(n)en £0.
Zatem otrzymujemy sprzecznoscé.

2° Zalézmy, ze nie wszystkie ciagi ( %)):::1’ i=1,...,n sg ograniczone. Wéwczas mozna znalez¢ podciag
(mg)72, oraz 1 < ip < n takie, ze

hm ‘t(zo) +o00  oraz ‘tﬁf{;} > ‘tfq?k
dla dowolnych k > 1,7 = 1,...,n (znajdujemy najpierw ig tak, aby byl spelniony warunek pierw-

szy i nastepnie testujemy warunek drugi, majac mozliwos¢ przechodzenia do podciggéw, ewentualnie
zmieniajac ip). Stad

ther oo+ e, + o+ te, ) = 0.

ko0 tg;tlo) ( mp my

Zatem

tn) o

lim ( —Se;+--+1l-ey+ -+ ——=e, | =0.
(i0) 0 (i0)
tmk tmk

W ten sposéb otrzymujemy sytuacje z punktu 1°.
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O

Uwaga. Pokazalidmy, ze w przestrzeni skoniczenie wymiarowej, przy dowolnym wyborze bazy, zbieznosé
odbywa si¢ ,,po wspdlrzednych”.

Twierdzenie. Jesli dime X =n, to X jest homeomorficzna z C™.

Dowdéd. Jezeli eq,..., e, jest baza w X, é1,...,€, za$ baza kanoniczng w C", to z lematu wynika, ze
odwzorowanie
t1€1+"'+tnen Htlél ++tnén

jest homeomorfizmem. O

Cwiczenie. Niech X bedzie skoficzenie wymiarowa przestrzenig liniowo-metryczng nad R, ey, ..., e, zas
dowolna baza w X. Dla M > 0 rozwazmy zbiér

A:{:EEX; sztiei, (Vi=1,...,n) |ti|<M}.
i=1

Pokazaé, ze na X istnieje norma || - || taka, ze
A=DB(0,1)={z e X; |z]| < 1}.
Wskazoéwka: skorzystaé¢ z twierdzenia Kolmogorowa.

Uwaga. Niech Y, Z beda przestrzeniami liniowo-metrycznymi z metrykami przesuwalnymi dy, dz. Za-
167zmy, ze I :' Y — Z jest izomorfizmem liniowym, ktory jest jednocze$nie homeomorfizmem. Wéwczas
jesli (Z,dz) jest przestrzenia zupelna, to (Y, dy) jest réwniez zupelna.

Istotnie, niech (y,)5%; C Y bedzie ciagiem Cauchy’ego, tzn.

lim dy (Yn,ym) =0.

m,n— oo

Stad
lim dy (Yn — Ym,0) = 0.

m,n— 00

Zatem wykorzystujac ciggto$é odwzorowania I w 0 mamy

lim dZ(I(yn —ym),I(O)) =0« lim dZ(I(yn) — I(ym),O) =0 ¢ lim dz(l(yn),l(ym)) =0.

m,n—o0 m,n— o0 m,n— o0

To oznacza, ze (I(yn))32, jest ciagiem Cauchy’ego w Z, a zatem jest zbiezny. Wykorzystujac teraz ciaglosé
I71 otrzymamy zbiezno$é ciagu (y,)% ;.

Powyzsza uwaga nie jest prawdziwa, jesli pominiemy zatozenie przesuwalnosci metryk.

Przyklad. W przestrzeni R rozwazmy dwie metryki: euklidesowa d. i metryke d zadang wzorem
d(x,y) = |arctg x — arctg y|.

Sa one réwnowazne, wiec przestrzenie (R,d.) i (R,d) sa homeomorficzne. Jednak przestrzen (R,d) nie
jest zupelna (np. (n)22; jest rozbieznym ciagiem Cauchy’ego w d).

Twierdzenie. JeZeli X jest skoriczenie wymiarowq przestrzenig liniowo-metryczng z metrykq przesuwal-
ng d, to (X, d) jest przestrzeniq zupelng.

Dowdd. Dowdd wynika z wezesniejszego twierdzenia i uwagi. Jesli dime X = n, to X jest homeomorficzna
z C", ktéra jest zupelna z metryka euklidesows. O

Whniosek. Niech Y bedzie przestrzenig liniowo-metryczng z metrykq przesuwalng d. Zatézmy, ze X C Y
jest podprzestrzenig liniowq skonczonego wymiaru. Wowczas X jest podzbiorem domknietym.

Dowdd. Przestrzen X z metryka indukowana spelnia zalozenia poprzedniego twierdzenia, a zatem jest
zupelna. Stad X jest podzbiorem domknietym. O
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Niech X bedzie n-wymiarowa przestrzenia liniowo-metryczna nad C, eq,...,e, bazaw X, f: X — C
za$ funkcjonatem liniowym. Mamy

f@)y=ait1 +---+ant, dla x=tie;+- - +itpe,, gdzie a1 = fler),...,a, = f(en).

Zatem
f:a1f1+"'+anfna

gdzie f; : X — C sa funkcjonatami linjowymi takimi, ze

1, gdyi=yj,
fi(ej) = 5ij = . .
0, gdyi#J.

Whniosek. Przestrzen funkcjonaléw liniowych na X ma wymiar n.

Dowéd. Zalézmy, ze Y i, a;f; = 0. Wtedy dla j = 1,...,n mamy

0= (Z am) (ej) = a;fi(ej) = aj.

Zatem f1,..., fn tworza baze w przestrzeni funkcjonaléw liniowych na X. O
Whniosek. Kazdy funkcjonal liniowy na X jest ciggly.
Dowdd. Niech

n n
Ty = Ztﬁfl)ei, T = Zt(i)ei, ﬂ}ijnwxm =z
i=1 i=1

Wtedy limp, oo t8) = ¢® dlai=1,...,n. Zatem

Jim f(am) = Tim St fer) =3 t0f(e:) = f (Z t“’ei) = f().
i=1 .

i=1
O

Cwiczenie. Pokazaé, ze w skonczenie wymiarowe] przestrzeni unormowanej kula jednostkowa jest zbio-
rem relatywnie zwartym (tzn. takim, ktérego domkniecie jest zbiorem zwartym).

Twierdzenie. Niech (X, |- ||) bedzie przestrzenig unormowang nieskonczonego wymiaru. Woéwczas kule
nie sq zbiorami relatywnie zwartymi w X .

Dowdd. Wezmy dowolny element eq € X taki, ze ||eg]| = 1. Niech F; = span{ep}, tzn. F} jest przestrzenia
liniowg generowana przez eg. I} jako podprzestrzen skonczonego wymiaru jest zbiorem domknietym.
Rozpatrzmy X/F) z norma ilorazowa

]| 5, = mE{[l"[}; 2" € [2]}-
Jest to nadal przestrzen nieskonczenie wymiarowa, a zatem istnieje

. 1
[x] € X/F, taki, ze ||[ac]||F1 =5
Stad wynika, ze ||z + f1]| > % dla kazdego f; € Fy. Poniewaz f; —eg € Fiy, wiec || + f1 — eo] > %
Ponadto f; mozemy tak dobra¢, aby ||z + fi|| < 1. Zatem istnieje x; € [z] taki, Ze

1

lz1]| <1 oraz ||z1 — el = 5

Polézmy e; = x1. Nastepnie powtarzamy powyzsze rozumowanie dla F» = span{eg, e; } i mamy

1
[z] € X/F5 taki, ze ||[x]||F2 =3
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a stad zo € [x] taki, ze

22| <1 oraz [z —eof > @2 — e1]| >

1\9\»—*

1
27
Kladziemy es = x2 i tak dalej — indukcyjnie definiujemy ciag (e,,)5, elementéw z X o normach nie

wiekszych niz 1, ale takich, ze |le; — e;|| > 3 dla i # j. Z tego ciagu oczywiscie nie mozna wybraé
podciagu zbieznego. O

Funkcjonaty liniowe i ciagle w przestrzeniach liniowo-metrycznych.

Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzenig liniowg, f : X — C niezerowym funkcjonalem liniowym.
Polozimy
Hy={z e X; f(z) =1}

Wowczas Hy jest hiperplaszczyzng (tzn. warstwg podprzestrzeni liniowej kowymiaru 1) oraz 0 ¢ Hy.
Jezeli natomiast H C X jest hiperplaszczyzng takq, ze 0 ¢ H, to istnieje dokladnie jeden funkcjonal
lintowy f : X — C spelniajocy H = Hy.

Dowéd. Wezmy dowolny element £ € Hy i niech H ¢ = H; — . Latwo sprawdzi¢, ze H ¢ jest podprze-
strzenig liniowa, oczywiscie H; = ker f. Poniewaz f # 0, wiec

X/ker f ~im f = C.

Zatem X/ker f ma wymiar 1, czyli ker f ma kowymiar 1. Oczywmme 0¢ Hy.

Z drugiej strony jesli H jest hiperplaszczyzna, to jest postaci H + xy, gdzie 29 € H oraz H jest
podprzestrzenig liniowa taka, ze dim X/ H = 1. Zatem kazdy niezerowy element jest bazg w X / H. Wezmy
e =H + o = H. Poniewaz 0 ¢ H, wiec e # 0. Kladziemy

fte) =t

dla dowolnego t € C. Zdefiniowany w ten sposob funkcjonal f mozemy potraktowaé¢ jako funkcjonal
liniowy na X, ktéry jest staly na warstwach podprzestrzeni H.

Pozostaje wykaza¢ jedynosé funkcjonalu f. Zalézmy, ze f, g sa niezerowymi funkcjonatami na X
takimi, ze Hy = H,. Z pierwszej czeéci dowodu wynika, ze ker f = kerg. Ustalmy y; ¢ ker f i niech
o= giyl) Dla dowolnego y € X, jedli t = ff((y)), to y — ty; € ker f = kerg. Stad g(y) = tg(y1) = af(y).
Zatem g = «f, a poniewaz, jak widaé¢, w tym przypadku funkcjonal jest wyznaczony przez niezerowa
warto$¢ w jednym punkcie, wiec f = g. O

Uwaga. Funkcjonal liniowy jest wyznaczony z dokladnoscig do przemnozenia przez stala przez swoje
jadro.

Niech X bedzie przestrzenig liniowo-metryczna z metryka przesuwalna d.

Twierdzenie. Niech f : X — C bedzie funkcjonalem liniowym. Wowczas f jest ciggly wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ciggly w jednym punkcie.

Dowdd. Zalézmy, ze funkcjonal f jest ciagly w zop € X. Niech x € X i wezmy ciag (z,,)22; elementéw z
X zbiezny do x w metryce d. Wykorzystujac przesuwalnosé¢ metryki d, mamy

lim (z, —2) =0 < lim (2, — x4+ x9) = zp.

A zatem
Tl feg — 2+ 20) = fao) & lim (f(z) ~ f2)+ fl@o)) = flwo) & lm fle,) = [(2).

Oznaczmy przez X* przestrzen (liniowa) wszystkich funkcjonaléw liniowych i ciaglych na X.
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Whniosek. Niech f: X — C bedzie funkcjonalem liniowym. Wowczas f € X* wtedy i tylko wtedy, gdy
H; jest zbiorem domknigtym (lub réwnowaznie, gdy ker f jest zbiorem domknigtym,).

Dowdd.
=: Zauwazmy, ze Hy = f~1({1}), a zbiér {1} jest domkniety.

<: Zalézmy, ze f nie jest funkcjonalem cigglym. Wowczas nie jest on ciagly w zerze, tzn. istnieje
ciag (x,)52, elementéw z X zbiezny do zera taki, ze |f(zn)| > €0 > 0 dla n > 1. Wowczas ciag
(ﬁ)zo | Jest ograniczony. Wybierzmy podciag zbiezny:

1
lim =ceC.
k—oo f(xnk)
Mamy
1
k—oo f(l‘nk) k
Natomiast

1 1
f (f(lTnk)xnk) =1, tzn. mxnk € Hy.

Zatem poniewaz Hy jest domknigty, to 0 € Hy i otrzymujemy sprzecznosé.

WYKLAD IV

Przestrzenie Banacha. Przyklady.
Zacznijmy od prostego lematu.
Lemat. Jesli o, 8> 0, A € [0,1], to
oA < (1= Na+ AB.
Dowdd. Niech a = Ina, b =1n 3. Poniewaz funkcja wykladnicza jest wypukta, wiec

alf)\ﬂ)\ _ (ea)lf)\(eb))\ _ 6(1*)\)a+)\b < (1 _ )\)ea + Aeb = (1 - )\)a+ AB.

Rozpatrzmy odcinek [0, 1] z miara Lebesgue’a A.

Twierdzenie (nier6wnosé¢ Holdera). Niech p,g € R, p > 1, % % = 1. Wowczas dla dowolnych funkcji

mierzalnych f, g :[0,1] — C prawdziwa jest nieréwnosé

1 1 1/p 1
d) < Pd) 2 dN
[urstox< ([sra) ([ o)
1 1/p 1 1/q
A= Pd) B = 4 d\ .
( i ) , ( [ )

e A-B = 0. Woéwczas przynajmniej jedna z funkcji f, g jest prawie wszedzie réwna zero 1 w zwigzku
z tym lewa strona nieréwnosci jest réwna zero.

1/q

Dowdéd. Oznaczmy

Rozpatrzmy przypadki:

e A- B = +4o00. Woéwczas nieréwnosé jest prawdziwa w oczywisty sposob.
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e 0 <A< +00,0< B < +o0. Ustalmy z € [0, 1] i potézmy
1 p 1 a
a=(5u@1) . 5= (Flawl)

1 1
S -—a+ 757
p q

7Z lematu mamy

Q=

1
arf3
to znaczy
1@ ()| < o @ + ()
—|f(x)||g(x)| < —|f(z —|g(2)]?.
AB 9 pAP qB1 9
Poniewaz nieréwno$é powyzsza zachodzi dla dowolnego = € [0, 1], wiec

1/1f|d)\<1/1|f|pd>\+1/1||qd>\—1+1—1
ABog S pAr g quog P q ’

co konczy dowdd.
O

Twierdzenie (nieréwno$¢ Minkowskiego). Jesli p > 1 oraz f,g : [0,1] — C sq¢ funkcjami mierzalnymi,

to
1 1/p 1 1 1/p
rax) < P A Pax) .
(/ 4l ) <(/ ] ) +</ " )

Dowdd. Dla p = 1 nieréwnos¢ jest oczywista. Mozemy zatem zalozyé, ze p > 1. Jesli jedna z calek po
prawej stronie nieréwnosci jest nieskonczona, to nieréwno$é jest prawdziwa. Zalézmy wiec, ze obie calki
sg skonczone. Poniewaz

1/p

max{|f|, [g]} <[f] + lg| < 2max{|f],]g]},
wiec
|f +9l” < 2max{|f],|g]})" = 2° max{|f[",[g|"} < 2°(|f[" + lgI").
Catlkujac otrzymujemy

1 1 1
/|f+g|pd)\<2p/ |f|pd>\+2p/ lg|? dA,
0 0 0
wiec
1
/|f+g|”d)\<+oo.
0

Poniewaz p > 1, wiec mozemy znalez¢ liczbe ¢ taka, ze

Stosujac nieréwnos$¢ Holdera, otrzymujemy

1 1 1 1
/|f+g\”d/\:/ \f+g|-|f+g|”*1d,\</ |f|~|f+g|p*1dA+/ gl 1f + 9P dr <
0 0 0 0

1 1/p 1 1/q 1 1/p 1 1/q
(L) ([ o) ([ ora) ([ earere)”
0 0 0 0

Z (1) wynika, ze p + q = pq, a stad g(p — 1) = p. Zatem

1 1 1/p 1 1/p 1 1/q
/O|f+g|pdA<[</o |f|PdA) +(/0 |g|PdA) ](/O f+g|PdA) .

Poniewaz 1 — % = %, wiec po wykonaniu obustronnie dzielenia mamy doktadnie nieréwnosé Minkowskiego

(zakladamy, ze funkcja f + g jest prawie wszedzie rézna od zera, w przeciwnym przypadku nieréwnosé
jest oczywista). O
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Uwaga. Zapiszmy wersje skonczong i dyskretna nieréwnos$ci Minkowskiego:

N 1/p N 1/p N 1/p
<Z|$i+yi|p> < <Z CUz'p) + <Z|yz|p> ;
i=1 i=1 i=1

50 1/p 50 1/p 50 1/p
(z|mi+yi|p) <<Zw> +<z|yi|p) |
=1 =1 =1

gdzie x1,x2,... € C, y1,y2,... € C, N € N.
Cwiczenie. Kiedy w powyzszych nieréwno$ciach zachodza réwnosci?

Definicja. Przestrzen unormowana (X, ||-||) nazywamy przestrzenig Banacha, gdy przestrzen metryczna
(X, p), p(z,y) = [lx — y|| jest zupelna.

Uwaga. Méwimy, ze ciag (2,)52 ; elementéw przestrzeni unormowanej (X, || -||) tworzy szereg bezwzgled-
nie zbiezny (szereg Y ., Ty jest bezwzglednie zbiezny), gdy

oo
> |l < +oo.
n=1

Twierdzenie. Przestrzen unormowana jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy szereg bezwzglednie
zbiezny jest zbiezny w tej przestrzeni.

Dowdd.

=: Zal6zmy, ze przestrzen (X, || -||) jest zupelna. Niech >"°7 | ,, bedzie szeregiem bezwzglednie zbiez-
nym. Ustalmy € > 0. Dla pewnego naturalnego N mamy

o0
> llwnll < e
n=N

Niech k,m > N, k < m. Wowczas
o0 o0
ok + @1 + -+ @] < el + Nzl + -+ lzml <D llzall < D el <e
n=~k n=N

Zatem szereg y - | x, spelnia warunek Cauchy’ego, a stad jest zbiezny
<: Niech (x,)52; bedzie ciagiem Cauchy’ego. Przechodzac do podciagu mozemy zalozyé, ze

1

||x7lk - xnk+1|| < 27]C

dla k > 1. Polézmy yi, = xp, , — Tp,. Wowczas

o0 o0 oo 1
Z ”ykll = Z ||xnk+1 - xnk” < Z ok < too.
k=1 k=1 k=1

Zatem, z zalozenia, szereg Y .-, yi jest zbiezny. Niech > 77 yx = y. Oznaczmy S, = Y poy k-
Wtedy spm = xp,, — Tn, dla m > 2. Zatem

lim (z,, —xn,) =y, astad lm =z, =y-+z,,.
— 00

m— 00 m

To oznacza, ze (x,)22 ; zawiera podciag zbiezny, wiec sam jest zbiezny.

Podamy teraz kilka przyktadéw przestrzeni Banacha.
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o0 o0 1/p
P = {x = (x,)02, C C; Z |z, |P < +oo} , ||§||p = <Z xn|p> .
n=1

n=1

Dla p > 1 z nieréwnoséci Minkowskiego wynika, ze przestrzenn (17, - ||,) jest unormowana. Pokazemy,

ze jest rowniez zupelna.

Wezmy ciag Cauchy’ego (w(”)) | CIP. Wtedy ( (n ))Zozl jest ciagiem Cauchy’ego w C, wiec istnieje

z = (x)72, taki, ze

lim x,(cn) =z

n—oo

dla kazdego k > 1. Wezmy € > 0. Wéwczas

(3M >0) (Yn,m> M) H;W—;(m)H <§
r

N
( i) - >'> <E
2°

k=1

Przechodzac do granicy z m — oo mamy

1/p
(Sh-af) <5

a z dowolnosci N (ciagle dla n > M)

oo » 1/p
n 5
(Z’xi)—xk’> <§<5.
k=1

Zatem (g(”) - @) € 1?, skad z € IP oraz lim, . z(™ = .

Zatem dla dowolnego N > 1

1 — {x: (2,)52, C C; sup|z,| < +oo}, |z H = sup |25
n>1
Postepujac wedlug schematu z 1°, mozna pokazaé, ze (I%°, || - ||s) jest przestrzenia Banacha.

c={z= (@), G lm z,=0f = |z],, =al.
Zaltézmy, ze (x("))n C ¢oilimy oo 2™ = 2 w 1. Niech € > 0. Wéwczas
(3N >0) (vn>N) ng —7H <.

Ustalmy n > N. Wtedy
BK >0) (Vk>K) |2\" \<—

a wiec dla kazdego k > K mamy

2] < Jar = | + || < flz - 2, + o7 < 5+ 5 =
Stad z € ¢g. Zatem c¢g jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni [°°, a wiec (co, || - |loo) jest prze-

strzenig Banacha.
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60

1 1 1/p
Lp[ovl]:{f:[ovl]ec;/ |f|pdA<+oo}, ||f|p=</0 |f|pdA) .

Dla p > 1 z nieréwnosci Minkowskiego wynika, ze przestrzen (LP[0,1],| - ||,) jest unormowana. Poka-
zemy, ze jest réwniez zupelna.
Niech (f,)52, C LP[0,1]. Zalézmy, ze Y o, || fullp < +o0. Musimy pokazaé, ze szereg > .- | fn jest

zbiezny w LP[0,1]. Niech
N

sn(@) =Y (@), g@) = |fal2)]-

n=1 n=1
Woéweczas

sn(z) /g(x), wiee (sn(z))” / (9(x))".

Stad wykorzystujac twierdzenie Lebesgue’a o catkowaniu ciagu monotonicznego mamy

1 1 N p 1/ N p N p
pd)\:/ su nl ] dX=su / nl | dA=su nll| =
[arir= [ s (;u |> sup [ (;llf |> (301 ,,
N P ) p
- S| | < (SHPZIIntIp> =<Z|fn||p> < +oo.
N1 || , 21, n—1

Wynika stad, ze g € LP[0,1] i w szczegblnosei funkeja ta jest prawie wszedzie skonczona. To oznacza,
. o0 . . .
ze szereg y o |fn(z)| jest prawie wszedzie zbiezny, a stad szereg > -, fn(z) jest prawie wszedzie
zbiezny. Polézmy

f(z) = Yoo fa(z), gdy szereg Y07, fn(z) jest zbiezny,
0, gdy szereg >, fn(z) nie jest zbiezny.

Mamy
Z'fn )| = g()

dla prawie wszystkich z € [0, 1], wiec

1 1
/|f|”d)\</ lg|P dA < +o00.
0 0

W koncu

oo

<Y Ml =0

N
n=N+1

= > fa

n=N+1

N
n=1

p p

L20,1] ={f:[0,1] = C; A C[0,1],A(4) =0) (Fc>0) (Ve [0,1]\4) [f(z)] <c}

oo = esssup f := inf up x)|.
191 £ o g P 1)

C(X)={f:10,1] = C; f—ciagla}, |[fllcx) = sup [f ()],

gdzie X jest przestrzenia metryczna zwarta.

Zauwazmy, ze zbiezno$¢ wzgledem powyzszej normy jest dokladnie zbieznosScig jednostajna. Natomiast
jednostajny warunek Cauchy’ego implikuje jednostajna zbieznos¢ i ponadto granica jednostajnie zbiez-
nego ciggu funkcji cigglych jest ciagta.

Cwiczenie. Udowodnié, ze (L>°[0,1], ]| - ||o) jest przestrzenia Banacha.
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WYKLAD V

Podstawowe informacje o przestrzeniach Hilberta.

Niech (H,{(-,-)) bedzie przestrzenia unitarna i niech |z|| = /{(x,x). Wypiszemy pewne wlasnosci
iloczynu skalarnego.

e Ciagtosé. Jesli x,, — x, y, — y w przestrzeni H, to wykorzystujac nieréwnos¢ Schwarza mamy

‘<xnayn> - <l‘,y>| = |<xn7yn> - <x7yn> + <xayn> - (x,y>| = |<xn - xvyn> + <xayn - y>‘ <
<z =2, yn) + Kz, yn =) < llzn — 2| - lynll + 2]l - lyn — gl — 0.

e Tozsamosé rownolegloboku:
Iz +yl* + [l = yl* = 2l|=[* + 2[|y*.
e Wzor polaryzacyjny:
1 2, P 2 P
{@,y) = 1z +yll" +ille+ )~ lle - ylI* iz —iy[%).
Zauwazmy, ze

(e +yl? +ille + iy — llo =yl — iz —iy[?) =

>~ =

1 . .
= 1 (Ull? + 2 Re(, ) + 19l1?) + (2> + 2 Re(a, ) + [1yl*) -
= (le” + 2 Re(e, ) + 1) — i(lal]* + 2 Re(, ~ig) + [ly]]*) ) =

(4Re(z,y) +i-4Re(—i(z,y))) = Re(z,y) + i Im(z,y) = (z,y).

o

Cwiczenie. Uzasadnié¢ tozsamosé réwnolegloboku.

Definicja. Przestrzen unitarna (H, (-, -)) nazywamy przestrzenig Hilberta, gdy (H,| - ||) jest przestrzenia
Banacha.

Przyktady.
1° .
20,1, (fg) = / fgd.
0

Zauwazmy, ze powyzszy iloczyn skalarny daje nam norme || - |2 oraz ze nieréwnos$é Schwarza, to
nieréwno$é Holdera dla p = g = 2.

20

P, {z,y) = Tl
n=1

Pokazemy, ze w przestrzeni Hilberta odleglo$é¢ elementu od podprzestrzeni domknietej jest realizowana
i to w dokladnie jeden sposéb.

Lemat. Niech H bedzie przestrzeniqg Hilberta, M C H za$ podprzestrzenig domknietq. Wowczas

(VzeH) (NzeM) VyeM) ||lz—z|<|z-yl
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Dowdd. Niech d = infyens || — y||, tzn. d jest odlegloscia punktu x od zbioru M. Wtedy istnieje ciag
(yn)S2, C M taki, ze limy, o0 || — yn|| = d. Wykorzystujac tozsamosé réwnolegtoboku mamy

19 = Ymll® = 1 (n — @) = (m — 2)1* = 2)lyn — 21> + 2]lym — 21> = |0 — ) + (Ym — 2)|I* =

2
=2|lyn — x||2 + 2[|ym — x||2 -4 Hx - %(yn +ym)|| <
< 2|lyn — 1> + 2|y — z||* — 4d*> —— 0.

m,n— 00

Ostatnia nier6wnos¢ zachodzi, gdyz %(yn + ym) € M (wystarczy, ze M jest zbiorem wypuklym). Zatem
(yn)o2, jest ciagiem Cauchy’ego, a wiec lim, o0 Yy, = 2 € M. Stad ||z — z|| = d. Gdyby ||z — 2| = d dla
z' € M, to podobnie jak wyzej

2= 2|12 = 21z — 2ll? + 212" — 3ll? — 4|z — Lz + 2|2 < 20|z — 22 + 2]’ — a]]? - 4d2 =0,
Stad z = 2/. O
Mozemy zatem zdefiniowaé operator
Py:H—M, Pyx=z.
Moéwimy, ze elementy x,y € H sa ortogonalne (prostopadle), gdy (x,y) = 0. Piszemy wéwczas ¢ L y.

Cwiczenie. Pokazaé, ze
Mt ={z e H; x Ly dla kazdego y € M}

jest domknieta podprzestrzenia liniowa.

Twierdzenie o projekcji ortogonalnej. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, M za$ jej domknietq
podprzestrzenig. Wowczas kazdy element x € H mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci

r=z4+w, gdze z€ M, we M.

Dowdd. Potézmy z = Pyx oraz w = x — z. Mamy pokazaé, ze w € M+. Niechy € M, t € R, d = ||z —z||.
Wéwcezas

d* <o = (2 +ty)|* = [lw - ty|* = [[w|® - 2t Re(w, y) + |lyl|* = &> — 2t Re(w, y) + ¢*||y]|*.

Stad
—2tRe(w, y) + *[|y[|* > 0.

Zatem wyro6znik wielomianu po lewej stronie nieréwnosci musi by¢ niedodatni, czyli
A =4 (Re(w,y))* <O0.

To oznacza, ze Re(w,y) = 0. Podobnie, biorac zamiast ¢ liczbe it pokazuje sie, ze Im{w,y) = 0. Stad

(w,y) =0.
Gdyby istniaty natomiast dwa rozktady z = z +w =2+ w', to M 3 z — 2/ = w' —w € M*. Zatem
2=z w=uw. O

Uwaga. Powyzsze twierdzenie zapisujemy jako H = M @ M*.

Cwiczenie. Dany jest cigg przestrzeni Hilberta Hi, Ho, . ... Definiujemy

oo

H:@Hn:{x:(ml,xg,...)EHlXHQX...; Z||$n||2<+00}
n=1 n=1

(norma elementu x,, jest norma pochodzaca od iloczynu skalarnego w H,,) oraz

o0

(2,9) =D (@ yn)-

n=1

Pokaza¢ poprawnosé¢ powyzszej definicji oraz wykazaé, ze H z tak zdefiniowanym iloczynem skalarnym
jest przestrzenia Hilberta (zwana suma prosta przestrzeni Hilberta).
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Definicja. Podzbiér S C H przestrzeni Hilberta nazywamy ortonormalnym, gdy
e ||z|]| =1 dla kazdego z € S,
e z | y dla dowolnych z,y € S, x # y.

Gdy zachodzi tylko drugi warunek, to méwimy o zbiorze ortogonalnym. Maksymalny podzbior ortonor-
malny nazywamy bazq ortonormalng (lub bazq hilbertowskq, lub podzbiorem ortonormalnym zupelnym).

Uwaga. W kazdej przestrzeni Hilberta istnieje baza ortonormalna.

Istotnie, niech R bedzie rodzina wszystkich podzbioréw ortonormalnych z relacja czedciowego porzad-
ku zadang przez inkluzje zbioréw. Rodzina R jest niepusta, bo zawiera, na przyklad, jednoelementowy
podzbiér ortonormalny {ﬁ} Jedli (Sx)aea C R jest tancuchem, to (J,c, S jest tez podzbiorem orto-
normalnym. Zatem z lematu Kuratowskiego—Zorna otrzymujemy teze.

Uwaga. Jesli H jest osrodkowa przestrzenia Hilberta, to kazda baza ortonormalna w H jest przeliczalna.

Istotnie, jesli z,y € H spelniaja « L y, x| = ||yl = 1, to

lz = ylI* = (z —y,x — ) = (@,2) — (x,9) = {y,2) + {y,9) = 2] + |ylI* =

Czyli [|[x—y| = V2. Stad, jedli S = {s;}se1 jest zbiorem ortonormalnym, to ||s;—s; || = v/2 dlai # j. Zatem
rodzina kul o srodkach w punktach ze zbioru S i promieniach réwnych ? jest rodzina zbioréw parami
roztacznych. Gdyby tych kul bylo nieprzeliczalnie wiele, to otrzymalibysSmy sprzecznosé z zalozeniem
o$rodkowosci.

Uwaga (twierdzenie Pitagorasa). Jesli zbiér {x1,...,2,} jest ortogonalny, to
lzy 4+ @l = [l [+ - + .

Twierdzenie. Niech H bedzie osrodkowq przestrzenig Hilberta, S = {x,}52, za$ bazq ortonormalng w
H. Wowczas dla dowolnego y € H mamy

o0

1) y= . za)an,

n=1

) llyll? = Z| y, )]

Dowdd. Niech y € H. Mamy

N N
Y= Z(y, xn>xn + <y - Z(y, mn>xn> .

n=1 n=1

Twierdzimy, ze w ten sposob roztozyliémy y na sume dwéch wektoréw prostopadtych:

<Z<y,xn>xn,y - Z<y>$n>xn> = Z(f‘hxn Tn,Y Z Z yvmn yaxm><xnvxm> =

n=1 n=1 n=1 n=1m=1

N N
Z Yy T ) (Y, Trn) Z(y,mn><y,xn> -1=0.

n=1

Zatem z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

N
Z Yy Tn)T

2 2

N

Z<yaxn> Tn

n=1

N

y— 3 (y.an)en

n=1

lyl* =

N
Z Y, )]

a wiec otrzymaliSmy
N

y— Y (v, xn)zn

n=1

Ilyll* = ZI {y,zn)* +
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Zauwazmy, ze w szczegblnosci (wykorzystujac tylko zalozenie ortonormalnosci) mamy

N

Doy za)l? <yl (4)

n

Il
—

[y, zn)|* < llyll*. (4)

hE

3
Il
-

Kladziemy teraz
n

vo = 3y wi)a.

k=1
Dla n < m mamy

2 2

n m m m
||yn — ym||2 = Z y,ZEk Z y,ZCk; Z <y7.’17k>.’13k = Z ‘<y7mk>|2 oo 07
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 ’

gdyz z (4') szereg > oo, |(y,x,,)|? jest zbiezny. Zatem ciag (yn)52; jest zbiezny w H. Niech limy, oo yn =
y'. Wykorzystujac cigglo$é iloczynu skalarnego, dla dowolnego p > 1, mamy

n

(y =y ap) = lim {y —yo, @) = lim <y > wk>xk,xp> = lim ((y,2p) — (y, 7)) =0,

k=1

a wiec z zupelnodei zbioru S wynika, ze y' = y. PokazaliSémy w ten sposéb (1). Ponadto z (3) i (1) mamy

(2). O
Uwaga.

(i) Szereg w (1) nazywamy szeregiem Fouriera elementu y (wzgledem uktadu ortonormalnego zupelnego
S =A{zn}izy)-

(ii) Nier6wnos$é (4) nosi nazwe nierdwnosci Bessela (i jest prawdziwa dla dowolnego ukladu ortonor-
malnego, niekoniecznie zupelnego).

Cwiczenie. Niech {z,}22, bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H. Wezmy ciag liczb
zespolonych (a,)5% taki, ze Y o0 | |an|* < 4+00. Pokazaé, ze szereg Y - | a,x, jest zbiezny w H.

Cwiczenie. Pokazad, ze kazda nieskoniczenie wymiarowa, oérodkowa przestrzen Hilberta jest izomorficzna
z 12 (tutaj przez izomorfizm rozumiemy liniowy izomorfizm zachowujacy iloczyn skalarny).

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, M za$ jej domknieta podprzestrzenia.

Twierdzenie. Dla dowolnych x,y € H, «, 3 € C projekcja ortogonalna Py ma nastepujgee wlasnosci:
(i) (Pyw,y) = (Pyx, Pyy) = (z, Puy),
(i) (Pam(Py),y) = (Puz,y),

(iii) (Pama,2) = ||[Puz|?,

(iv) 1 Pazll < |2,

(v) llzl? = llz — Pua|? + || Parl|?,

(vi) M ={z € H; Pyx =z} ={z € H; |Pyz|?* = |z|?},

(vil) Pyxr =0z 1L M,

(vili) Pur(ax + By) = aPyx + 3Py,

(ix) PyH =M.
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Dowdad.
(i) (Pya,y) = (Pyx, Payy) + (Pya,y — Puy) = (Pax, Pary),
(z, Pny) = (Puz, Puy) + (x — Puz, Pyy) = (Pu, Puy).
(i) (Pum(Pymz),y) = (Puw, Puy) = (Puz,y).
(iii) (Pypx,z) = (Pyx, Pyx) = || Paa||®.
(iv) Wykorzystujac nieréwnosé Schwarza, mamy
1P| = (Pyz, Paz) = (Pye, x) < || Parzl| - [|z]|
i dzielac przez ||Pyz||, otrzymujemy szukana nieréwnosé.

(v) Wynika z twierdzenia Pitagorasa.

(vi) Mamy
MC{ze H; Pyz=2}C {zeH; |Pyal? = 2]

Natomiast, jesli || Pyz|? = ||z||?, to z (v) otrzymujemy z = Py € M.

Cwiczenie. Uzupelni¢ dowéd powyzszego twierdzenia.
Uwaga. Niech H = L?[0, 1]. Rozwazmy funkcje

fo(t) =¥ dla n=0,%1,+2,....
Wéwezas ||fn]| =1 dlan € Z oraz dlan # m

1 ) 1 . 1 )
<fn7 fm> = / 627rz(n7m)t dt = 7627m(n7m)t -
0

Smiln —m)  amim—m D=0

Mamy wiec uktad ortonormalny przeliczalny. Pokazemy pézniej (gdy przejdziemy do klasycznej teorii
szeregdéw Fouriera), ze uklad ten jest zupelny.

WYKLAD VI

Operatory liniowe i ograniczone w przestrzeniach unormowanych.

Niech X,Y beda przestrzeniami unormowanymi, A : X — Y za$ operatorem liniowym. Oczywiscie ze
wzgledu na réwnosé ||A(A\z)|| = |A| - || Az|| nie mozemy oczekiwaé, ze A, jako funkcja, bedzie odwzorowa-
niem ograniczonym. Okazuje sie, ze istotna jest ograniczonosé A, jako funkcji, na kulach.

Definicja. Méwimy, ze operator liniowy A : X — Y jest ograniczony, gdy
3M>0) VzeX) ||Az|| < M||z|.
Uwaga.

e Jezeli A jest operatorem ograniczonym, to dla x # 0

M) > | Az] = ||4 ()| Nl |4 ()| < M i ocaywiscie |

‘:1.

x
[

Zatem ograniczono$¢ operatora A oznacza, ze jest on ograniczony, jako funkcja, na sferach.
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e Jezeli A jest operatorem ograniczonym, to

sup [|Az|| = sup [Az].
lel=1 lzll<1

Oczywiscie

sup ||Az| < sup |Az].
llzll=1 llll<1

Natomiast, jedli 0 < ||z]| < 1, to

= ) < ) < g,
Zalézmy, ze A: X — Y jest operatorem liniowym i ograniczonym. Definiujemy
|A]| = inf{M > 0; Va € X) |Az| < M|z]|}.
Uwaga.
o |[Az|| < ||A]l - |z| dla dowolnego = € X .
o [[A]l = supy, < [[Az].

Istotnie, jesli [|z|| <1, to [|Az[| < [[A] i stad supy, <1 [[Az| < [|Al. Z drugiej strony dla kazdego x # 0
laz = A ()| el < sup gl ],
llyll<1

wiee [|A]l < supj, <1 | Az

Twierdzenie. Niech A : X — Y bedzie operatorem liniowym. Wowcezas A jest ciggly wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ograniczony.

Dowdad.
<: W oczywisty sposéb A jest ciagly w zerze.

= Zalézmy, ze sup|, =1 [|[Az| = oo, to znaczy istnieje ciag ()72, elementéw z X o normach réw-
nych 1 taki, ze [[Azy| > n dla n > 1. Mamy

lim 27— 0, natomiast HA (%")H = l||A:1ﬂnH >1,

co przeczy cigglosci A w zerze.
O

Oznaczmy przez B(X,Y) przestrzen operatoréw liniowych i ograniczonych z X do Y. Zauwazmy, ze
poniewaz

1(A+ B)z| < [[Az| + [ Bx| < [[All - [lll + I BI - [l=] = (Al + [[BI) - ||
dla kazdego = € X, wigc
o [A+ Bl <[All+B]
Ponadto
o |A|=0& A=0,
o |[MA] =) - ||4] dla A € C.
Zatem (B(X,Y), || -||) jest przestrzenia unormowana.

Twierdzenie. Jesli Y jest przestrzenig Banacha, to B(X,Y) tez jest przestrzenig Banacha.
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Dowdd. Niech (A,)%2, bedzie ciagiem Cauchy’ego w B(X,Y). Wezmy & > 0. Wtedy
3N>1) (Yn,m>N) ||A,— Anl|l <e.
Jedli ustalimy z € X, todlan,m > N
[Anz — Amz| < ellx],

wiec (A,2)5 4 jest ciagiem Cauchy’ego w Y. Zatem jest on zbiezny i oznaczmy jego granice przez Az € Y.
W ten sposéb otrzymujemy operator A, ktéry jako granica punktowa operatoréw liniowych tez jest
liniowy. Pokazemy, ze A jest ograniczony. Dla ||z|| < 11im > N mamy

|Amx — Anz|| < ||Am — AN|| < &
Przechodzac do granicy z m — oo otrzymujemy ||Az — Anz|| < € i stad
[Az]| < [|[Az — Anz|| + [|[Anz]| < e+ [|Ax]],
wiec A jest ograniczony. Ponadto nieréwnosé ||[Az — Anyz|| < €, a w zasadzie
|Az — Apz|| < e

dla n > N i dowolnego ||z|| < 1 oznacza, ze lim, .., A, = A w B(X,Y). O

Niech X bedzie przestrzenia unormowana. Przypomnijmy, ze przez X™* oznaczyliémy przestrzen funk-
cjonaléw liniowych i ciaglych na X. Na przestrzeni X* mamy norme

IfIl = sup [f(z)].

llzll<1
Whiosek. (X*, | -||) jest przestrzenig Banacha.

Przestrzen X* nazywamy przestrzenig sprzezong do przestrzeni X.

Rozszerzenia funkcjonatéw.

Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad R. Odwzorowanie p : X — R nazywamy funkcjonalem
Banacha, gdy

o (Va,y € X) plz+y) <plx)+py),
o (VzeX) (Vt=0) p(tz) = tp(x).
Uwaga. Kazdy funkcjonal liniowy jest oczywiscie funkcjonalem Banacha.

Lemat. Niech X bedzie podprzestrzeniq przestrzeni X kowymiaru 1. Zaldimy, Ze na Xy okreslony jest
funkcjonal liniowy fo: Xg — R spelniajocy dla dowolnego x € Xo nieréwnosé

folz) < p().
Wowczas istnieje funkcjonal liniowy F : X — R taki, Ze
Flx, = fo oraz F(x) < p(x)
dla dowolnego x € X.
Dowdd. Ustalmy y ¢ Xo. Wowezas
X ={zo +ty; o € Xo, t € R}.
Niech x1, 22 € Xy. Mamy

fo(@1) + fo(z2) = folz1 4+ 22) < plz1 +22) = p((21 +y) + (22 — ) < p(z1 +y) + (22 — y).
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Zatem
fo(z2) = p(z2 —y) < —fo(z1) + p(21 +y).
Stad
A= sup (folwz) —p(r2 —y)) < inf (—fo(z1) +p(x1 +y)) =: B.

z2€X0 z1€Xo0

Wezmy A < C < B i polézmy
F(xzg + ty) = folzo) + tC.

Niech ¢t > 0, z = ¢ + ty. Mamy

F(ZL') = tC + fo(fﬂo) tB + fo £L‘0 t
= —Jfo(zo) + p(xo + ty) + fo(zo)

Natomiast, gdy ¢t < 0, to

F(z) = 1C + folzo) < tA+ folwo) <t (fo (2) —p (2 —y)) + folao) =
= —fo(xo) + p(zo + ty) + fo(zo) = p().

(=fo (%) +p (% +y)) + folzo) =
= p(x).

Zinterpretujemy geometrycznie powyzszy lemat. Jedli (X, || - ||) jest przestrzenia unormowana, to

p(z) = =]
jest funkcjonatem Banacha. Zauwazmy, ze dla funkcjonalu liniowego F': X — R zachodzi
F<pe|Fl<1

Istotnie, jesli F(z) < ||z|| dla kazdego = € X, to

—F(x) = F(=z) < [|=z[ = [|lz].
Stad

—llzl < F(z) <llzll, cayli [F(z)] < =]

Zatem ||F|| < 1. Odwrotnie, jesli ||F|| < 1, to

Fa) <[F(@)] < [|F[] - =[] < [|=]

dla kazdego x € X.
Zatézmy, ze Xy C X ma kowymiar 1 i niech fy : Xy — R bedzie funkcjonatem liniowym takim, ze
[foll =1 (stad fo < plx,). Niech
H= {1‘ € Xo; fo((E) = 1}
Jak wykazaliémy w jednym z poprzednich wyktadéw jest to hiperplaszczyzna w Xy (w X podprzestrzen

ker fo ma kowymiar 2). Niech
K={zeX; ||z| <1}.

Zauwazmy, ze
HNK =0.

Rzeczywiscie,
HNK=0%|fol <1

gdyz jeslix € HN K, to
1= [fo(x)] < lfoll - llzll < [l foll-

7 drugiej strony jesli
[ foll = sup |fo(z)] > 1,
llzll<1

to istnieje x € Xy taki, ze ||z|| < 11 |fo(z)| > 1. Wowczas

X
MEHOK.
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Zatem powyzszy lemat interpretujemy nastepujaco: istnieje hiperplaszczyzna Hi domknieta w X zawie-
rajgca H 1 nie majgca punktow wspdlnych z K.

Istotnie, jesli mamy Hi, to istnieje F' € X* (ciaglo$¢ F wynika z domknietosci Hy) taki, ze
H ={zeX; F(z) =1}.

Stad F|x, = fo, gdyz H C H; i poniewaz H1 NK = {), wigc ||F|| < 1. Je$li natomiast lemat jest spelniony,
to definiujemy
Hy={zeX; F(z) =1}

i wéwezas Hy N K =0, gdyz || F|| < 1.

Twierdzenie Hahna—Banacha (wersja rzeczywista). Niech Xy bedzie podprzestrzeniq przestrzeni li-
niowej X, p: X — R za$ funkcjonalem Banacha. Zaléimy, Ze na Xo okreslony jest funkcjonal liniowy
fo 1 Xo — R spelniajgcy dla dowolnego x € Xy nieréwnos$é

Wowczas istnieje funkcjonal liniowy F : X — R taki, zZe

Flx, = fo oraz F(x) < p(x)
dla dowolnego x € X.
Dowdéd. Rozwazmy rodzine

P ={(X1, f1); X1 C X — podprzestrzen liniowa, X, C X1,
fi: X1 — R — funkcjonal liniowy, filx, = fo, (Vo € X1) fi(z) <p(z)}

z czeSciowym porzadkiem
(X1, f1) = (Xo, f2), gdy X1 C X, folx, = f1-

Mamy (Xo, fo) € P. Niech ((X», fr)), ., bedzie tancuchem w (P, <). Wowczas
X = U X
jest przestrzenig liniowa, natomiast odwzorowanie

fz U f)\, tzn. f(:m) = f)\(ﬂ;‘)\) dla =z, € X,

jest dobrze okreslonym funkcjonatem liniowym. Mamy (f( , f) € P. Zatem korzystajac z lematu Kura-
towskiego—Zorna, istnieje element maksymalny (X, f). Gdyby X ¢ X, to istniatby element y € X \ X.
Biorac

X={z+ty; e X,teR},

z lematu, rozszerzylibyémy f do przestrzeni X, ato oznaczaloby sprzeczno$c. O
Uwaga. Jedli F(z) < p(z), to —F(z) = F(—z) < p(—z). Zatem
—p(—z) < F(z) < p(). (1)
Niech X bedzie przestrzenig unormowana, A > 0. Okre$lmy
p(z) = Allz||

dla z € X. Odwzorowanie p jest funkcjonatem Banacha i p(—z) = p(x). Zatem jesli F' jest rozszerzeniem
z twierdzenia Hahna-Banacha, to z (1) mamy |F'(z)| < p(z) = Al|z|| dla dowolnego x € X. Stad

IF < A.
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Twierdzenie Hahna—Banacha (w przestrzeniach unormowanych, wersja rzeczywista). Niech X bedzie
podprzestrzeniq przestrzeni unormowanej X i f € X§. Wowczas istnieje F' € X* taki, Ze

Flx, = [ oraz |F|=|fl.
Dowdd. Niech A = |f||ip(z) = Alz| dla x € X. Oczywiscie

fQ@) <[f@)] <[[fllllz]l = p(x)

dla z € X. Zatem z poprzedniego twierdzenia znajdujemy rozszerzenie F' funkcjonatu f do X, ktére jak
widzieliSmy powyzej, spelnia ||F|| < A = ||f||. Nier6wnoéé w druga strone jest oczywista, gdyz F jest
rozszerzeniem f. O

WYKLAD VII

Kontynuujemy temat rozszerzania funkcjonatéw. Niech X bedzie przestrzenia unormowang nad C,
f : X — C za$ funkcjonatem liniowym i ciaglym. Wtedy f = g + ih, tzn. f(z) = g(x) + ih(z), gdzie
g(x) = Re f(x), h(z) = Im f(z). Piszemy g = Re f, h = Im f. Latwo sprawdzié, ze g i h sa funkcjonalami
liniowymi nad R. Ponadto

g(iz) +ih(iz) = f(ix) = if (x) = i(g(x) + ih(x)) = —h(x) + ig(x).
Stad g(ix) = —h(z), h(iz) = g(x). Otrzymalismy wzory
Re f(iz) = —Im f(x), Im f(ix) = Re f(x).
Zatem
f(z) = Re f(z) — i Re f(ix).
Niech teraz g : X — R bedzie funkcjonalem liniowym (nad R) i ciaglym. Definiujemy
f(z) = g(x) —ig(iz).

Twierdzimy, ze f € X* (nad C) oraz ||f]| = ||g- Istotnie, oczywiscie

e f jest odwzorowaniem addytywnym,

e f jest odwzorowaniem jednorodnym przy mnozeniu przez liczby rzeczywiste.
Zauwazmy, ze

e f jest odwzorowaniem jednorodnym przy mnozeniu przez liczby zespolone.

Mamy
F((A+ip)z) = g((A+ip)z) —ig(i(A +ip)z) = Ag(@) + pg(iz) —i(—pg(x) + Ag(iz)) =
= AMg(x) —ig(ix)) +ip(g(x) —ig(ix)) = (A +ip) f(z).
Ponadto
o [LfI=llgll-

Istotnie, poniewaz
(Ve e X) 38 =1) |f(z)] =Re f(Bx),
wiec
I1£1] = S |f(z)| = sup Ref(z)=|Ref] =gl

lz][<1 lzll<1
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Twierdzenie Hahna—Banacha (wersja zespolona, twierdzenie Bohnenblusta—Sobczyka). Niech X be-
dzie przestrzenig unormowang nad C, Xo C X podprzestrzeniq liniowg i f € X§. Wowczas istnieje
F e X* taki, ze

Flx,=f oraz ||F| =]

Dowdd. Korzystajac z wersji rzeczywistej twierdzenia Hahna—Banacha, funkcjonal rzeczywisty Re f mo-
zemy rozszerzy¢ z zachowaniem normy do G € X*. Kladziemy

F(z) = G(x) — iG(iz).
7 wczesniejszych rozwazan mamy
IEl =[Gl = l[Re £ = [I£]l-
Ponadto dla z € X
F(z) = G(z) — iG(ix) = Re f(x) — iRe f(iz) = Re f(z) + i Im f(x) = f(x).

O

Whniosek. Niech X bedzie przestrzenig unormowana, rog € X, xo # 0. Wowczas istnieje F € X* taki, Ze

IFIl=1 oraz F(xo) = |zoll-

Dowdd. Niech Xy = span{zg} (= Cxg). OkreSlmy f : Xo — C wzorem f(x) = al|zgl|, gdzie x = axg.
Poniewaz

|f(@)] = |l - [lzoll = [[azo| = [|]]
dla kazdego x € Xy, wiec ||f|| = 1. Z twierdzenia Hahna—Banacha istnieje F' € X* taki, ze ||F|| = 1 oraz
F(zo) = f(zo) = [|l2ol|- O

Uwaga. Przeformulowaniem tego wniosku jest stwierdzenie, Ze przestrzen sprzezona X * rozdziela punkty,
tzn. jesli © # y, to istnieje F' € X* taki, ze F(x) # F(y).

Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Przypomnijmy, ze X* jest przestrzeniag Banacha, tym bardziej
(X*)* = X** jest przestrzenia Banacha. Ustalmy z¢ € X. Okreslamy

FwOZX*_)(C’ Fﬂlo(f>:f($0)
Zauwazmy, ze F,, jest funkcjonatem liniowym oraz

[Eeo (D] = 1f ()| < FI - Nlzoll = lloll - [1£1]-

Stad F, jest funkcjonatem liniowym i ograniczonym, a zatem ciagltym. Ponadto || Fy, || < ||zo|]. Zauwazmy
réwniez, ze z wniosku z twierdzenia Hahna-Banacha dla xy # 0 istnieje fo € X* o normie 1 taki, ze

fo(zo) = [lzoll, & wige

[Faoll = sup |Fuo(f)| = sup [f(zo)l > [fo(wo)| = [lzoll-
I£1<1 lFl<t

Zatem || Fy | = [|lzol|.
W ten sposéb otrzymaliSmy odwzorowanie

Xsr— F, e X,
ktore jest liniowa izometria (a wiec jest ono réwniez réznowartosciowe). Oznaczmy je przez
n:X — X*,
Z izometrycznosci n wynika, ze n(X) jest podprzestrzenia domknieta w X**.
Istotnie, jesli
lim n(zy) = F € X,
k—o0

to (n(xk))72, jest ciagiem Cauchy’ego w X**. Stad (zx)72, jest ciagiem Cauchy’ego w X. Zatem
limy o0 x, = 2 € X, a poniewaz n jest izometria, to limg_,oc n(xg) = n(x). To oznacza, ze F = n(x).

Odwzorowanie n nazywamy kanonicznym zanurzeniem przestrzeni Banacha w jej druga przestrzen
Sprzezona.
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Definicja. Przestrzen Banacha X nazywamy przestrzenia refleksywng, gdy n(X) = X**.
Uwaga. Przestrzen X jest refleksywna wtedy i tylko wtedy, gdy
(VEF e X™) Bzpe X) F=Fy,.

Przyktady.

1° Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen Banacha jest refleksywna.

2° Rozwazmy przestrzen (I°°, | - || ), @ W niej podprzestrzen Banacha ¢y ciagéw zbieznych do zera. Dla
i > 1 niech

e; =(0,...,0,1,0,0,...),
gdzie 1 wystepuje na i-tym miejscu oraz niech z = ()52, € ¢o. Mamy

o0 n
Q:E xr;e;, toznaczy x = lim E Ti€;.

n n—oo N
i=1 1=1

WeZmy f € (co)*. Poniewaz f jest liniowy i ciagly, wiec
flz) = Zaiffi7 gdzie a; = f(e;). (1)
i=1

Definiujemy ciag (z(N))})Vozl C cp nastepujaco:
2N = (q,...,an,0,0,...),

gdzie |o;| = 1 wybieramy tak, aby a;a; = |a;| dla i > 1. Wéwczas

N N
Z la;| = Zaiai = f(Z(N)) < |IfII- ||Z(N)H = [|f]l-
i=1 i=1

Zatem szereg Y .o, |a;| jest zbiezny. Z drugiej strony jesli szereg >~ |a;| jest zbiezny, to wzér (1) de-
finiuje funkcjonatl liniowy i ciagly na ¢y (wyliczenie normy tego funkcjonatu pozostaje jako ¢wiczenie).
Jako konkluzje otrzymujemy
(Co)* = ll.
3° Mozna pokazaé, ze
1 1

(P)y* =19, gdzie 1<p<+oo oraz —+ - =1
p g

Stad wnioskujemy, ze [P jest przestrzenig refleksywna dla 1 < p < +oo.

Twierdzenie Riesza—Frécheta. Niech (H, (-,-)) bedzie przestrzeniqg Hilberta ¢ f € H*. Wowczas
@yeH) VeeH) f(z)=(z,y).

W szczegdlnosci przestrzen Hilberta jest refleksywnq przestrzenig Banacha.

Dowdad.

1° Istnienie. Jezeli f = 0, to y = 0. Natomiast jezeli f # 0, to niech M = ker f. Mamy
H=Me&M" i dimM" =1

Niech z € M1 i ||z|| = 1. Wtedy dowolny x € H mozna jednoznacznie zapisaé¢ w postaci

r=m+pz dla me M, geC.

Mamy

f(@) = f(m) + Bf(2) = Bf(2) = (m, f(2)2) + Bf (2)(z, 2) = (m, f(2)2) + (B2, f(2)2) =

= <m+ﬁz7 (Z>Z> = (x,y>7

gdzie y = f(2)z.
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2° Jedyno$é. Jedli istnieja y1,y2 € H takie, ze (x,y1) = (x,y2) dla kazdego = € H, to (x,y1 — y2) = 0.
Stad biorac x = y; — Yo otrzymujemy y; — yo = 0.

O

Niech (H, (-,-}) bedzie przestrzenia Hilberta, K : H — H za$ operatorem liniowym i ograniczonym.
Ustalmy y € H i rozpatrzmy

f(z) = (Kz,y).

Zauwazmy, ze:
e f jest operatorem liniowym,

e f jest ograniczony, gdyz wykorzystujac nieréwno$¢ Schwarza, mamy
[f @) < IKz] -yl < (K- Dyll) - [l
Zatem f € H* i z twierdzenia Riesza—Frécheta
3y e H) (Vexe H) f(x)= (z,y").

Niech K*y = y*. Otrzymujemy

(Kz,y) = (z, K*y) (2)
dla dowolnych z,y € H.
Uwaga. Operator K* : H — H jest jedynym operatorem spelniajacym (2).

Cwiczenie. Pokazaé, ze Id* = Id, 0* = 0 oraz (S + T)* = S* + T*, (ST)* = T*S* dla dowolnych
S,T € B(H,H).

Twierdzenie. Niech K : H — H bedzie operatorem liniowym i ograniczonym. Wowczas K* jest liniowy
1 ograniczony. Ponadto
IK*|| = IK|| oraz K™ =K.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla yy,y2 € H, a1, as € C mamy

(z, K*(cny1 + aoyz)) = (Kz,a1y1 + agye) = o (Kx,y1) + @ (Kx, yo) = aq(x, K*y1) + az{z, K*y2) =
)

= (z,a1K"y1 + a2 K"y2
dla dowolnego = € H. Zatem K* jest operatorem liniowym. Pokazemy, ze || K*|| < || K]|. Istotnie,
1Ky ||* = (K*y, K*y) = (KK"y,y) < |[KKy|| -yl < K] - 1Ky -yl

Stad || K*y|| < || K| - |lyll, a wiec | K*|| < ||K||. W szczegdlnosci K* € B(H, H), a zatem K** jest dobrze
zdefiniowany oraz
(K"a,y) = (z, K™"y)

dla dowolnych z,y € H. Poniewaz

(z, Ky) = (Ky,x) = (y, K*r) = (K*x,y),

wiec

(x, Ky) = (K*z,y) = (x, K™y).
Stad K = K**. Zatem z pierwsze] czesci dowodu ||K|| = || K**|| < [|[K*||, a wiec || K| = || K*|. O

Definicja. K* nazywamy operatorem sprzezonym do K.
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Przykltad. Niech I = [0,1]. Rozpatrzmy funkcje &k : I x I — C taka, ze

// |k(s,t)|> ds dt < +oc.
IxI

Definiujemy operator Hilberta—Schmidta K : L?(I) — L?(I) wzorem

(Kz)(s) = /I k(s,t) - 2(¢) dt.

Latwo zauwazy¢, ze jest on liniowy. Ponadto

) </1|k(87t)| =@l dt < </I|l€(s,t)|2dt>é (/I|9:(t)|2 dt)é
Stad
licelizin = [ ds < [ ( [isolar [ora) ds= el - [ k.0 s

Zatem || K| < ||k||p2(rxr)- Wyliczymy teraz K*. Dla dowolnych z,y € L?(I) mamy

(Kx,y}z/I(Kx)(s) ds—/(/kst ) ds—/ /kst s)ds dt —
(e [Fos).

(K*y)(t) = /k*(t,s) ~y(s)ds, gdzie Kk*(t,s) =k(s,t).

I
2/ k(t,7) x(r)dr
0

(zaktadamy, ze k jest calkowalna z kwadratem na odpowiednim tréjkacie). Mozemy rozszerzy¢ k kladac
k(t,7) =0 dla ¢t < 7. Wtedy z poprzedniego przykladu

Zatem

Przyklad. Rozwazmy operator Volterry

(K*y)(t) = /0 k(r,t)-y(r)dr = /t k(r,t) - y(7)dr.

Zastanéwmy sie teraz, co to znaczy zdefiniowaé operator liniowy i ciagly na przestrzeni Hilberta H.
Twierdzenie. Jesli ((-,-)) : H x H — C jest forma péltoraliniowaq i ograniczong
(tzn. (3A>0) (Va,ye H) [((z,9) <A-|z|- [yl

to istnieje dokladnie jeden operator liniowy i ograniczony K : H — H taki, ze

((z,y)) = (Kz,y)
dla dowolnych x,y € H.

Dowdd. Ustalmy x € H i rozpatrzmy

J:H—=C, [f(y)=((z,y)).

Woéwczas tatwo sprawdzamy, ze f jest funkcjonatem liniowym i ograniczonym, a zatem z twierdzenia
Riesza—Frécheta istnieje dokladnie jeden z* € H taki, ze f(y) = (y,z*). Przyjmujac Kz = z* mamy
fy) = {y, Kz), a wiec o

((z,9)) = fly) = {y, Kz) = (Kz,y). 3)

dla dowolnego y € H. Sprawdzimy wlasnosci tak zdefiniowanego odwzorowania K.
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1° Liniowo$¢. Wystarczy sprawdzié, ze dla x1,z2 € H, a3, a3 € C
(K (121 + aoz),y) = (a1 Kz1 + as Kxa, y)
dla dowolnego y € H, to znaczy
(0121 + a2w2,y)) = a1 ((z1,9)) + 2((72,9)).
2° Ograniczono$é. Biorac y = Kz w (3) mamy
|Kz|* = (Kz, Ko) = (2, Kz)) < A ||z]| - | Kz|].

Zatem |Kz| < A||lz| dla dowolnego = € H.

Wazne klasy operatoréw:
e operatory normalne, to jest spelniajace warunek K K* = K*K,
e operatory samosprzezone, to jest spelniajace warunek K = K*,
e operatory unitarne, to jest spelniajace warunek K* = K1
Uwaga. Kazdy operator unitarny, czy tez samosprzezony jest operatorem normalnym.

Twierdzenie spektralne dla operatoréw normalnych. Niech K : H — H bedzie operatorem nor-
malnym. Wowczas

Kz/sz(z). (4)
C
Co oznacza napis (4)? Odwzorowanie E : B(C) — P(H) dziala na o-algebrze zbioréw borelowskich
przestrzeni C do zbioru projektoréw ortogonalnych na H i ma wlasnosci miary:

e E(0)=0,

e E(Uy , Ay) =X E(A,) dla dowolnego ciagu zbioréw borelowskich parami roztacznych (A,)52

(przy czym rozpatrujemy tu silna zbieznosé szeregu, tzn. punktowa). Zauwazmy, ze wéwczas dla dowolnych
x,y € H odwzorowanie
A (E(A)z,y) e C

tez spelnia powyzsze dwie wlasnosci, a wrecz
A (E(A)z,z) € 0, +00)

jest miara nieujemna oraz skoticzona, gdyz E(C) = Id, wiec (E(C)x,z) = ||2||?. Napis (4) czytamy jako

<Kw4»=14zd«Ewmw»- (5)

Ponadto forma

(uw»:Lzawo%m)

jest pottoraliniowa i ograniczona (|((z,v))| < {E()z,y)| < ||z||lyl|). Zatem operator K jest wyznaczony
przez (5).

Uwaga. Gdy operator K jest unitarny, zamiast C wstawiamy okrag S!, natomiast gdy K jest samo-
sprzezony, catkujemy po R. Ogdlnie miary (F(-)x,z) skupione sa na widmie operatora K, to znaczy
zbiorze

o(K) :={X € C; \Id —K nie jest odwracalny}.
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WYKLAD VIII

Poznamy kilka twierdzen dotyczacych operatoréw na przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie o odwzorowaniu otwartym. Niech X, Y bedq przestrzeniami Banacha, A: X — Y zas
operatorem liniowym i cigglym takim, ze A(X) =Y. Wowczas A jest odwzorowaniem otwartym.

Dowdd. Niech
Bz,r)={z€X; ||z—z| <r}

dla z € X, r > 0 (podobne oznaczenie bedzie stosowane w innych przestrzeniach Banacha). Twierdzimy,
ze
()elnt(A(Baxr»). (1)

Istotnie, jedli y € Y, to istnieje x € X taki, ze Az = y oraz istnieje k > 1 taka, ze x € B(0, %) To
oznacza, ze y € A(B(0,%)). Stad

Zatem poniewaz Y jest przestrzenig Banacha, wiec z twierdzenie Baire’a wynika, ze istnieje k > 1 takie,
ze zbiér
k
A(B(0,3)) = k- A(B(0, 3))

ma niepuste wnetrze, a wiec réwniez
V :=1Int (m> # 0.
Niech yo € V. Wtedy istnieje s > 0 taka, ze B(yo,s) C V. Niechy € Y, ||y|| < s (y € B(0,s)). Woéwczas
y+1y0 € B(yo,s) CV C A(B(0,3)).
Zatem istnieje ciag (zn)5=; C B(0, 5) taki, ze
nlin;o Az, =y + yo.
Ponadto istnieje ciag (z,)52; C B(0, §) taki, ze

lim Az, = yo.
n—od
Wtedy x,, — 2z, € B(0,r) oraz
lim Az, —z,) = y.

Stad
: y € A(B(0,r)), tzn. otrzymalismy B(0,s) C A(B(0,r)),
wiec zachodzi (1).
Wykazemy za chwile, ze
A(B(O, g)) C A(B(O,r)). (2)
Zanim udowodnimy inkluzje (2) pokazemy, ze wynika z niej teza twierdzenia. Niech U C X bedzie zbiorem

otwartym. Musimy pokazaé, ze zbiér A(U) tez jest otwarty. Niech € U. Szukamy kuli B o $rodku w Ax
zawarte] w A(U). Mamy 0 € U — x. Wybieramy r > 0 tak, aby B(0,2r) C U — z. Wéwczas

A(B(0,2r)) C A(U —z) = A(U) — Aaz.

Stad
A(B(0,2r) + ) = A(B(0,2r)) + Az C A(U).
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Z (1) istnieje kula otwarta B; o srodku w 0 zawarta w A(B(0,7)). Natomiast korzystajac z (2) mamy
By € A(B(0,r)) € A(B(0,2r)).

Zatem
By + Az C A(B(0,2r)) + Az = A(B(0,2r) + ).

Poniewaz 0 € By, to Ax € By + Ax i w ten sposéb znalezliSmy B := By + Ax.
Przejdzmy do dowodu (2). Ustalmy

y1 € A(B(0,%)).
Chcemy pokazaé, ze y; € A(B(O,r)), tzn. y; = Az, gdzie ||z|| < r. Z (1) mamy
0 € Int (A(B(0,272r)).
Stad
(1 — A(B0,272)) ) N A(B(0, 3)) #0

(plerwszy z tych zbioréw zawiera otoczenie punktu nalezacego do domkniecia drugiego zbioru). Niech
wiec 1 € B(0, ) bedzie taki, ze
Arq € Y1 — 14(3(07 2_2’/‘)>.

Zatem Az, = y1 — yo dla pewnego
y2 € A(B(0,272r)).

Powtarzamy rozumowanie dla yo, a doktadniej z (1) mamy
0 € Int (A(B(0,2757)))
i tak dalej. W ten sposéb indukcyjnie wybieramy ciagi (2,)5%; C X, (yn)22, C Y takie, ze
(a) xn, € B(0,27"r),
(b) yn € A(B(O,Q—"r)),

(€) Ynt1 = Yn — Azp.

Mamy |[|z,| < 27"r, stad Y .o, ||z,| < +o0, a wiec poniewaz X jest przestrzenia Banacha, szereg
o2 | Ty jest zbiezny w X. Oznaczmy

Mamy

a wiec x € B(0,r). Ponadto z (b)
lynll < IlA[l-27"r,

wiec w szczegdlnosci limy, ., ¥, = 0. Poniewaz
lim (A(z1) + -+ A(en)) = lim (g1 —yna) = v,

N —o0

wiec wykorzystujac ciaglos¢ A, mamy

Y1 = Z A(z,) = A (Z $n> = A(x).
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Whiosek (twierdzenie Banacha o operatorze odwrotnym). Niech X, Y bedqg przestrzeniami Banacha,
A: X =Y zas cigglq, liniowg bijekcjg. Wowczas odwzorowanie A™1 jest ciggle.

Dowéd. Jesli U jest zbiorem otwartym w X, to (A=1)"1(U) = A(U) jest zbiorem otwartym w Y, gdyz
A jest odwzorowaniem otwartym. O

Whniosek. Niech (X, ||-]|) bedzie przestrzeniq Banacha. Zalézmy, zZe ||-||1 jest normg na X stabszq niz ||- ||
(tzn. jesli ||zp|| — 0, to ||zn]l1 — 0 dla kazdego (x,)5%, C X). Wowczas jesli (X, || - ||1) jest przestrzenig
Banacha, to normy || - ||, || - ||1 s@ réwnowazne.

Dowdd. Odwzorowanie Id : (X, || - ||) — (X, || - |[1) jest ciagle, wiec Id™* tez jest ciagle. O

Whniosek. Niech (X, || - ]), (X,]| - |l1) bedg przestrzeniami Banacha. Zalézmy, ze zbiory funkcjonaléw
liniowych i cigglych dla obu norm sq takie same. Wdowczas normy || - ||, || - |1 s¢ réwnowazne.

Dowdéd. Okreslamy

)z = llz]l + [lz]x
dla z € X. Wtedy || - ||2 jest silniejsza od kazdej z norm || - ||, || - 1. Wykazemy, ze (X, | - ||2) jest
przestrzenia Banacha. Niech (z,)52,; C X bedzie ciagiem Cauchy’ego dla || - ||2. Jest on wiec réwniez
ciagiem Cauchy’ego dla || - || 1] - ||1. Zatem istnieja x,2’ € X takie, ze

-1l -l

Ty — T Oraz X, —— T .

Wystarczy pokazaé, ze © = z’. Gdyby = # 2/, to istnialby funkcjonal liniowy i ciagly (wzgledem || - ||) f
taki, ze f(x) # f(2') (oraz f jest ciagly réwniez wzgledem || - ||1). Mieliby$my wiec

flan) = f(z) oraz  f(zn) — f(2),
a stad f(z) = f(2'), co oznacza sprzecznoscé. O

Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha. Wéwczas na przestrzeni X X Y mozemy okresli¢ norme
wzorem

G, Il = [l + [lyll;

otrzymujac przestrzen Banacha. Niech A : X — Y bedzie operatorem liniowym oraz
G(A)={(z,Az) e X xY; z € X}.

Zbioér G(A) jest podprzestrzenia liniowa w X x Y.

Uwaga. Jedli A jest operatorem ciaglym, to G(A) jest podzbiorem domknigtym w X x Y.

Twierdzenie o domknietym wykresie. Jesli zbior G(A) jest domkniety w X XY, to operator liniowy
A jest ciggly.

Dowdéd. Okreslmy odwzorowanie
IMI:G(A) - X, I(z,Az) =x.

Zauwazmy, ze G(A) jest przestrzenia Banacha jako domknigta podprzestrzen liniowa przestrzeni Banacha
X x Y. Oczywiscie II jest operatorem liniowym i ciggltym. Ponadto II jest bijekcja, wiec teza wynika z
twierdzenia Banacha o operatorze odwrotnym: jesli lim,, ... x,, = ¢ w przestrzeni X, to

( lim T (x,) = H_l(x)) = ( lim (2, Az,) = (m,Ax)) = ( lim Az, = AJ:) )

n—o0 n—00 n—00

Uwaga. Jak powyzsze twierdzenie mozna zastosowac?
Przy sprawdzaniu ciagtoéci operatora A, wystarczy tylko pokazaé, ze wykres jest domkniety, tzn.

jesli - lim (ay,, Ax,) = (x,y), to y= Az
n—oo

Zatem oprécz warunku lim, o ¢, = ¢ mozemy dodatkowo zakladaé, ze ciag (Ax,)52 jest zbiezny.
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Twierdzenie (zasada jednostajnej ograniczonosci). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, Y przestrzenig
unormowang, A C B(X,Y). Zaléimy, ze

(Ve e X) sup ||Az| < +oo.
AeA

Wowczas
sup || 4| < +oo.
AcA

Dowdéd. Okreslmy odwzorowanie

M:X —[0,+00), M(x)= sup |Az].
AcA

Mamy
[[Az]] < M(x) (3)

dla dowolnych A € A, z € X. Przypu$émy, ze sup ¢4 || 4| = +oo. Istnieja zatem ciagi (2,,)52; C X,
(A’n)?],ozl C A takie, ze
lznll =1 oraz ||Apzn| > 4"

dla n > 1. Niech z,, = 27"2,. Mamy wiec
1 n
llznll = on  Oraz |Anx,|| > 2
dla n > 1. Pokazemy, ze mozemy wybraé¢ podciag (ng)32, tak, aby dla k > 1

k
(@) A @ | > 1+ E+ D M(x)),
j=1
1 1
b) ||zn ~ :
O el < 357 Sl s T = 1 1)

Ciag (ng)p2; wybieramy indukcyjnie (nq jest dowolne). Jesli wybraliémy nq,...,ng, to prawe stromny
nieréwnosci (a) i (b) sa okre$lone. Wiec ngy1 wybieramy tak, aby (a) i (b) byly spelnione. Poniewaz X
jest przestrzenia Banacha i szereg Y -, [|@n, || jest zbiezny, wiec mozemy zdefiniowaé

oo
x = E Ty
k=1

Dla dowolnego k£ > 1 mamy

[eS) k [eS)
”A"Mrlx” = ZA”kJrlx"j = ZA"k+1‘T"j + A”k+1'rnk+1 + Z Ank+lxnj >
j=1 j=1 j=k+2
k [eS)
> ||Ank+1$nk+1|| - ZAnk+1xnj + Z Ank+1xnj >
j=1 j=k+2
(a) k k [eS)
> 1+k—|—ZM(xnj)— ZAnHlxnj—i— Z Apyi1 T
j=1 j=1 j=k+2
Ale 7 (3)
Ay T, | < M(z;) dla j=1,... k.
Ponadto
1A o, | < | Anpin |- l|2n, || dla j=k+2,k+3,....
Zatem
k k [e's) 0o
[An 2]l > 1+k+ZM(xnj) - ZM(an) + Z [Anpsr |- Nlzn, | | =14k = [|An,. |l Z [E
j=1 j=1 j=k+2 j=k+2
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Ale z (b)

[ g
:L’ —_— ———
el T2k A I
[@nesall < 55+ T
T —_—
Nk43 2k+3 HAnk+1 H
Stad
=1
J=k+2
Zatem
sup || Ap, x| = +o0,
>1
co daje nam sprzecznosc. O

Whiosek (twierdzenie Banacha—Steinhausa). Niech X bedzie przestrzenig Banacha, Y przestrzeniqg unor-
mowang, (A,)02, C B(X,Y). Zaldzmy, ze

(Ve e X) lim A,z = Ax.

n—oo

Wowczas A € B(X,Y) oraz
sup [|Ap[| < 400 i [JA[l <sup[[An].
n=1 n=1

Dowdd. A jest oczywiscie operatorem liniowym. Poniewaz lim,, ., ||Anz| = ||Az||, wiec

sup ||Anz|| < +o0
n>1

dla dowolnego = € X. Stad rodzina A = {A,; n > 1} spelnia zalozenia zasady jednostajnej ograniczo-
nosci. Zatem
sup || Al = M < +o0.
n>1
Jesliz € X, ||z|| <1, to
Az < Az — Ayl + [ Anall < 1Az — Anall + [ Anl] < 1Az — Aual] + M —— M,

wiec ||Ax| < M. Stad ||A|| < M. O

WYKLAD IX

Sformutujemy jeszcze dwa wnioski.

Whiosek. Niech X bedzie przestrzenig unormowang, A C X. Woéwczas A jest zbiorem ograniczonym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(VfeX*) sup|f(x)] < +oo.
T€EA

Dowdd.

= Istnieje M > 0 takie, ze ||z| < M dla z € A. Stad jesli f € X*, to

F@)] <A Ml < (1A - M-
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<: Rozpatrzmy kanoniczne zanurzenie (bedace izometria)
n:X — X" =DB(X,C)" =B(X",C).
Mamy n(z) = z, gdzie £(f) = f(x) dla f € X*. Poniewaz z zalozenia wynika, ze

(VfeX™) sup [2(f)] <+oo,
zen(A)

wiec wykorzystujac zasade jednostajnej ograniczonoséci mamy

sup ||Z]] < +oo.
zen(A)

Zatem zbior A jest ograniczony.
O

Whniosek. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, A C X*. Wéwczas A jest zbiorem ograniczonym wtedy
1 tylko wtedy, gdy

(Vx e X) sup|f(x)] < +oo.
feA

Dowdd.

= Istnieje M > 0 takie, ze ||f|| < M dla f € A. Stad jesli x € X, to

FE@I<ILFI- Ml < M-l

«<: Teza wynika z tego, ze A jest pewng rodzing funkcjonatéw liniowych i ciaglych spetniajacych zasade
jednostajnej ograniczonosci.

O

Stabe topologie

Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad C (lub R) i niech I' C X/, tzn. T' jest pewna rodzina funk-
cjonaléw liniowych okreslonych na X. Zakladamy przy tym, ze

e ' jest liniowa, tzn.
Vf,gel) VaeC) f+gel, afel,

e I jest totalna, tzn.

(Vz € X) (((Vf €T) flz)=0) = (z = o)).
Drugi warunek oznacza, ze I' rozdziela punkty przestrzeni X, gdyz dla 1,22 € X
(x1#£w2) = (21 —22#0) = (Bf€D) flar—x2) #0) = (3FET) f(z1) # f(x2)).
Okreslamy rodzine podzbioréw przestrzeni X:
Uyt ={z e X; [fi(x)| <& dlai=1,...,n}, (1)
gdzieg; >0, feldlai=1,...,n oraz n > 1. Zauwazmy, ze
() DU,
(b) przekrdj skoniczonej liczby zbioréw postaci (1) jest zbiorem tej samej postaci:

’ ’ ’ ’
U51;~~75n N U51 ----- €m __ UEI 11111 EnsE1s--9E
f1 ..... fn f{,--wf?/n f11-<~7f7l7f{1'“7f7/n.

Ponadto
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(c) jesli z € Uyl oraz 0 < gf < &; — [fi(2)| dlai =1,...,n, to z+U """ o CUJflljfw

Nastepnie w dowolnym punkcie x € X rozpatrujemy rodziny postaci

,,,,,

W ten sposéb na X wprowadzamy pewna topologie zwana I'-topologig. Robimy to poprzez podanie bazy
otoczen w dowolnym punkcie tej przestrzeni, to znaczy przez podanie dla kazdego x € X rodziny zbioréw
B(z) spelniajacej warunki:

(A) (B(z) #0) A (U € Bx) = (z € 1)),
(B) (ax cUe B(y)) N ((av € B(x)) VC U),

(©) (U1 € B(x),Us € B(x)) = ((BU € B(x)) U UinT).
W rozpatrywanej sytuacji warunki (A), (B), (C) wynikaja odpowiednio z wlasnosci (a), (c), (b).
Lemat. W okreslonej powyzej topologii mamy
(i) dzialania +: X x X — X, -: Cx X — X sq ciggle,
(ii) X jest przestrzeniq Hausdorffa,
(iii) istnieje baza otoczen zera skladajgca sie ze zbioréw wypuklych.
Dowdd.

(i) Niech zp,yo € X. Wezmy dowolne otoczenie punktu zo + yo. Zawiera si¢ w nim otoczenie postaci
%o+ yo+ Up UG

Jesli wezmiemy teraz
En.
F. S 2ees B
o+ UETE p+UZTE

to

co dowodzi ciaglosci dodawania.
Przejdzmy do dowodu ciagtosci mnozenia przez skalary. Ustalmy \g € C, 2y € X. Bierzemy otocze-
nie punktu Agxg
Aoxo + U 611;:
Szukamy § > 0 oraz €,...,e., >0, f{,..., f} €T tak, aby

(Ve Go—62+0), w a0+ UG5 ) = (A € Aoz + U557 ).

tzn. chcemy otrzymac

AT — Agxg € Uel’ ’;:

albo rownowaznie

|fiQAx — Xoxo)| <e; dla i=1,...,n,

co z kolei jest réwnowazne warunkowi
|>\f7(l’) *)\ofi(fﬁo)‘ <g dla z=1,...,n. (2)

Zatem odpowiednie otoczenie punktu xg bedzie mialo postaé

eyl

Jisesfn?
przy czym g},...,e > 0 oraz § > 0 dobieramy tak, aby spelnione byly nieréwnosci (2) (tzn. te
nieréwnosci maja byé spelnione, jesli | fi(x) — fi(zo)| < e} dlai =1,...,n oraz |A — Ao| < 9).
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(ii) Wystarczy pokazaé, ze x # 0 oraz 0 mozna rozdzieli¢ zbiorami otwartymi w I'-topologii. Wiemy, ze
istnieje f € T taki, ze f(x) # 0. Wezmy 0 < € < @ Twierdzimy, ze
(x+U;)NUF = 0.
Jesliby y € (x + Us) N U, toy =z + 2z = 2/, gdzie 2, 2" € Us. Stad

[f@)]=1f(z") = fF) < IFE)]+1f(2)] < 26 < |f ()]
i otrzymujemy sprzecznosc.
(i) Zbiory Ug' ;" sa wypukle, gdyz jesli x,y € Uy, 0 <t < 1, to
[filte + (1 =t)y)| = [tfi(x) + (1 = ) f(y)| <t fi(2)[+ A =DIfi(y)| <tei + (1 —t)ei = &
dlai=1,...,n.

O

Definicja. Przestrzen liniowa, w ktdrej okreslono topologie spelniajaca (i) oraz (ii) nazywamy przestrze-
nia liniowo-topologiczng. Jesli dodatkowo spelniony jest warunek (iii), to otrzymana przestrzen liniowo-
topologiczna nazywamy lokalnie wypukiq.

Lemat. Funkcjonal liniowy f na X jest ciggly w I'-topologii wtedy i tylko wtedy, gdy f € T.
Dowdad.

<: batwo sprawdzié, ze jesli funkcjonal liniowy f jest ciagly w jednym punkcie, to jest ciagly w dowol-
nym punkcie (wzgledem T'-topologii). Jesli f € T, to U 7 Jest otoczeniem zera dla dowolnej liczby
e > 0. Zatem cigglos¢ f w zerze wynika z okreslenia zbioréw Us.

=: Wykazemy najpierw prawdziwos¢ nastepujacego stwierdzenia:

<f,gl,...,gn € X'Aker f D mkergZ) = ((Elal,...,an e f:ZaigZ). (3)
i=1 i=1

Powyzszego stwierdzenia dowodzimy indukcyjnie. Dla n = 1 juz zostalo ono udowodnione (funk-
cjonal liniowy jest wyznaczony przez swoje jadro z dokladnoscia do przemnozenia przez stala).
Zalézmy wiec, ze

n+1

ker f D ﬂ ker g;,

i=1

przy czym mozemy zakladaé, ze g,4+1 # 0. Mamy

n
ker f Nker gp4+1 D ﬂ (ker g; Nker gpn41),

i=1
to znaczy
n
kerf|kergn+1 o m ker gilkergn+1'
i=1
Stosujemy zalozenie indukcyjne do ker flxerg,., 1, Ker gilkerg,,, dlai=1,...,n i otrzymujemy
n
(El ai,...,an € C) f|kcrgn+1 = Z a; (gi|kcrgn+1) .
i=1
Zatem
n
<f By g> _o.
i=1 ker gt 1
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Stad stosujac (3) dla n = 1 mamy

n n
<k6r9n+1 C ker (f - Z%’%)) = <(5| ant1 € C) antigns1 = f— Z%‘%) :
=1 i=1

co konczy dowdd stwierdzenia (3).

Zalézmy teraz, ze f jest ciagly w I'-topologii. Z ciaglosci f w zerze istnieje takie otoczenie zera

U=U;s" ze |[f(x)| < 1dlax € U. Niech

Xy = mkerfi:{xEX; fil@) == fo(z) = 0}.
i=1

Poniewaz Xy C U, wiec f jest ograniczony jako funkcja na X,. Ponadto X jest podprzestrzenia
liniowa. Stad wynika, ze f = 0, tzn. f|x, = 0. Zatem

(kerf D ﬁkerﬁ) (:3>) (f—iaifi € I‘) .
i=1 i=1

O

Lemat. Niech X, Y bedq przestrzeniami liniowymi z odpowiednio I'x i I'y -topologiami. Wéwczas ope-
rator liniowy A : X —'Y jest ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy

(Vfely) foAely.

Dowdd.

=: Jedli f € Ty, to f jest ciagly w I'y-topologii. Wéwcezas jesli A jest ciagly, to fo A: X — C jest
ciagly w I' x-topologii. Zatem fo A € T'x.

<: Zauwazmy, ze dla f1,...,f, €Ty, e1,...,6, >0
-1 €1,-9En \ __ JTTE1,--»En
A (Ufl,...7.fn) =Up o frons
gdyz

€1,-,En

xefri(Uggj;)¢>Axec§ﬁggp@|ﬁ(Am|<5h“.JﬁxA@|<5n¢>xecgwAmJWA.

O

Podamy teraz dwa podstawowe przyktady I'-topologii.

Uwaga. Jesli X jest przestrzenia Banacha nieskonczonego wymiaru, to domknieta kula jednostkowa w
X nie jest zbiorem zwartym. Probujemy zadaé stabsza (niz topologia zadana przez norme) topologie, w
ktorej:

o f e X* jest w dalszym ciagu ciagly,

o {r € X; |z|] <1} jest zbiorem zwartym.

1° T'= X*, gdzie X jest przestrzenia Banacha (z twierdzenia Hahna—Banacha wynika, ze I' jest totalna).
Otrzymana w ten sposob topologie przestrzeni X nazywamy stabg topologig.

Zauwazmy, ze I'-topologia jest stabsza niz topologia normy, gdyz zbiory postaci U;'le;: sg otwarte
w normie, co wynika z ciagtosci funkcjonatéow fi,..., f, € X*. Ponadto zbiér funkcjonatéw liniowych

i ciaglych w slabej topologii to wciaz X*. Zobaczymy, ze staba topologia w niektérych przypadkach
daje réwniez zwarto$¢ domknietych kul jednostkowych.
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2° Rozpatrzmy przestrzen X*, przy zalozeniu, ze X jest przestrzenig Banacha. Mamy
X C(X")*=X" (wlasciwie n(X) C X™).
Zauwazmy, ze X (dokladnie I' = n(X)) jest rodzina totalna

(f#9) = (BreX) flx)#g(x))

dla f,g € X*. Otrzymana w ten sposéb I'-topologie przestrzeni X* nazywamy x-stabg topologiq
(przestrzeni X*).

Cwiczenie. Pokazaé, ze *-slaba topologia na X* jest slabsza od stabej topologii na X*, a ta jest slabsza
od topologii normy na X*.
Uwaga. Stabe topologie wyprowadzaja nas w $wiat ogoélniejszych struktur niz badane przez nas uprzed-
nio struktury liniowo-metryczne. Mamy na przyktad

e jesli X jest przestrzenia Banacha nieskoniczonego wymiaru, to staba topologia nie jest metryzowalna.
Istotnie, zalézmy, ze d jest szukana metryka. Wowczas

RO RO

Vn>1) @AY, f e x) 3 e > 0) Ba(0, L) o U, S U;;;’;"’a’}(n),
1 Wkn 1 R

yeoe

gdzie €, = min{egn), e ,55;:’)}. W ten sposéb otrzymujemy rodzine

{f}"); i=1,. . k> 1} c X,
ktora jest przeliczalna. Wezmy teraz dowolny f € X*. Wowczas dla pewnego n > 1
Uj D Bq(0,2),

a wiec

kn
{zeX; |fx)]<1}D U;I(T%,;)“,""’f"f}én) S () ker £V
n =1

Stad f jest ograniczony (jako funkcja) na ﬂf;l ker fl-(n). Zatem f jest zerem na ﬂf;l ker fi(”) i mamy

kn kn
(kerf D ﬂ kerfi(")> = <(EI a,...,ag, €C) f= Zaifi(n)> ]

i=1 i=1
Niech ) )
Fn:span{fl(),..., ,gl),...,fl(n),...,fk:)}CX*

dla n > 1. Wykazalismy, ze
X* = U F,.
n=1

Poniewaz wymiar przestrzeni F), jest skonczony, wiec Fj jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni
Banacha X* dla n > 1. Ponadto X* ma nieskoficzony wymiar (w przeciwnym przypadku (X*)* =
X** mialaby skonczony wymiar, co jest niemozliwe, gdyz w X** mozna zanurzy¢ X). Zatem F, jest
podprzestrzenia wlasciwa przestrzeni X*. Wynika stad, ze Int F,, = ) dla n > 1 (gdyby w F), zawarty byl
niepusty zbiér otwarty, to F,, zawieralby otoczenie zera, ktére przemnozone przez dowolny skalar réwniez
byloby zawarte w F,), co daje sprzeczno$é z twierdzeniem Baire’a.

Twierdzenie. Niech X, Y bedg przestrzeniami Banacha, A : X — Y za$ funkcjonalem liniowym i
cigglym. Wowczas A jest stabo ciggly.

Dowdd. Teza wynika z odpowiedniego lematu charakteryzujacego ciagtos¢ operatoréw liniowych dla I'-
topologii. O

Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha, A € B(X,Y"). OkreSlmy A* : Y* — X* wzorem A*f = foA.
Zauwazmy, ze A* jest liniowy i ciagly (tzn. ograniczony)

[A“fIL=11f o A< AN - AN = L] - (£
Cwiczenie. Wykazaé, ze A* jest ciagly w x-stabych topologiach.
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WYKLAD X

Twierdzenie. Niech T' bedzie pewng przestrzenig liniowg. Oznaczmy X = IV. Na X rozpatrujemy T -
topologie (T' dziala na X poprzez ewaluacje: v(x) = x(7y)). Niech ¢ : T' — [0, +00). Wowczas zbidr

K={zeX; (Vyel) |z(y)] <c()}
jest zwarty w I'-topologii.

Dowdd. Polézmy
I(v) ={A e G A< ()}

I(7y) jest zbiorem zwartym w C. Rozpatrzmy zbiér

=11

yel’
z topologia produktowa. Z twierdzenia Tichonowa wynika, ze I jest zbiorem zwartym. Okreslamy
T:K—1I, Tz=(x(y))yer.

1° T jest odwzorowaniem réznowartosciowym.
Istotnie,

(Te=Ty) = (Vy€TD) 2(v) =y(y) = (x=1y)
dlaz,y € X.

2° T jest odwzorowaniem ciaglym (na K rozpatrujemy obcigcie I'-topologii).
Istotnie, niech V' bedzie zbiorem pochodzacym z definiujacej topologie produktowa bazy:

V={(@y)yer €I; |zy, —a;| <o dlai=1,...,N} (a1,...,an €C, 61,...,6y >0, N > 1).

Wowezas
T7W={recK; |z(y)—a| <6 dlai=1,...,N}.

Niech x € T~V a wiec |o(v;) —a;| < 6; dlai = 1,..., N. Chcemy pokazaé, ze istnieje otoczenie zera
W w I'-topologii takie, ze jesli y € W, to

lz(v:) +y(vi) —a;| <d;dlai=1,...,N,
co jest oczywiscie mozliwe, gdy
W={yeX; lytv)|<mdlai=1,...,N}
przy odpowiednio dobranych 7;,...,nxy > 0.

3° T7': TK — K jest odwzorowaniem ciagtym (na TK rozpatrujemy topologie indukowana).
WeZmy otoczenie w I'-topologii punktu =z € K:

{yGKﬂ |$(71)*y(71)|<€z dlaZ:177N} (71757N€F7€177€N>07N>1)

Mamy

-1 .
(T (v e Ks () —y(w)l <erdlai=1,...,N}) =
={(zy)yer € TK; |z(vi) — 2y, | <& dlai=1,...,N},

tzn. otrzymalidémy przekréj otoczenia w topologii produktowej punktu (z(v)) er ze zbiorem TK.
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4° Aby zakonczyé¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze TK jest podzbiorem domknietym w I (zbiér K jest
homeomorficzny z TK).
Dla v,v1,72 € I, a € C kladziemy

A('Yl»'YQ) = {(
B(a,v) = {(

Jyer € L5 Ty gy, = Ty + Ty, },

Loy
Ty )yer € I; Tay = ay}.

Oczywiscie odwzorowanie

Ty 2 I — (Ca Ty ((5”(’7))761‘) = T/
jest ciagte. Stad A(v1,72), B(a,7) sa zbiorami domknietymi. Ponadto

TK= (] A0 () Bla).

Y1,72€l vel',aeC
Istotnie, sprawdzmy, ze zachodza odpowiednie inkluzje.

C: Jesli x € K, to x jest funkcjonalem liniowym i stad

Tx € ﬂ A(71,72) N ﬂ B(a, 7).
Y1,72€T vyeTl',acC

O: Jedli (z4)~er € I ma wlasnosci
T4y = Ty F Trygy  Tay = ATy

dla dowolnych «,v1,72 € I', a € C, to istnieje x € X taki, ze z(y) = 2z, dla kazdego v € I.
Zatem Tx = (x4)yer i ¢ € K.

O

Niech Y bedzie przestrzenig unormowana, X = Y*. Na X C Y’ rozpatrujemy dana przez ewaluacje
Y-topologie, czyli *-staba topologie.

Whniosek (twierdzenie Banacha—Alaoglu). Domknieta kula jednostkowa w X = Y™ jest zbiorem zwartym
w *-stabej topologii.

Dowdéd. Zauwazmy, ze
K={zeX; |zl <1} ={xeY’s (VyeY) [z <y}
Teza wynika z poprzedniego twierdzenia (dlaI' =Y, ¢(y) = ||yl]). O

Whiosek. Jesli X jest refleksywng przestrzeniq Banacha, to kula {x € X; ||x|| < 1} jest zbiorem zwartym
w stabej topologii.

Dowdd. Teza wynika z tego, ze X ™ definiuje staba topologie na X przez baze otoczen zera skladajaca sie
ze zbioréw postaci

{reX; |filzx)|<e; dlai=1,....n} (f1,-.-,fn€Xe1,...,en,>0,n2>1),

jak réwniez X* definiuje x-staba topologie na (X*)* = n(X) przez baze otoczen zera skladajaca sie ze
zbioréw postaci
{n(z) € X™; In(z)(fi)| = |filx)| <e; dlai=1,...,n}.

O

Uwaga. Z ostatniego wniosku wynika, ze domknieta kula jednostkowa jest zwarta w stabej topologii w
przestrzeniach Hilberta, a takze w przestrzeniach LP[0,1], 1 < p < oo.

Whiosek. Jesli X jest refleksywnq przestrzeniq Banacha, f € X*, to warto$é || f]| jest osiggana na
domknietej kuli jednostkowej.
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Dowdd. Poniewaz

Ifll = sup [f(z)],
llzll<1
wiec teza wynika z ciggloéci f na zbiorze zwartym w stabej topologii. O

Twierdzenia o rozdzielaniu.

Bedziemy zakladaé, ze X jest rzeczywista przestrzenia liniowa.

Lemat. Niech X bedzie przestrzenig Banacha (ze stabg topologiq). Zalézmy, ze G C X jest niepustym,
otwartym, wypuklym podzbiorem nie zawierajgcym zera. Wowczas istnieje f € X* taki, zZe

ker f NG = 0.
Uwaga. Funkcjonal f z tezy lematu spelnia wtedy warunek:

e albo f(z) < 0 dla kazdego x € G, albo f(z) > 0 dla kazdego = € G.

Istotnie, jesli istnialyby elementy z1,2o € G takie, ze f(x1) > 0, f(x2) < 0, to poniewaz funkcjonal f
jest ciagly, istnialby x € {(1 — t)x1 + tzo; t € (0,1)} C G taki, ze f(z) = 0.

Dowdéd lematu. Wezmy xg € G i potozmy H := xg — G. Woéwcezas H jest otwartym, wypuklym zbiorem
zawierajacym zero. Z dowodu twierdzenia Kolmogorowa istnieje funkcjonat Banacha p : X — R taki, ze

H={z ¢ X; p(x) < 1)}

(p jest funkcjonatem Minkowskiego zbioru H, zatem w szczegblnosci przyjmuje tylko wartosci nieujemne).
Poniewaz 0 € G, wiec xp & H. Stad p(xg) > 1. Okreslamy funkcjonal liniowy na przestrzeni Rzy wzorem

Jo:Rxg — R, folaxg) = ap(xo).

Jesli a > 0, to
folawo) = ap(xo) = p(axo),
natomiast jesli a < 0, to
folaxo) = ap(zo) < a < 0 < p(azo).
Zatem fo < p|Rra,- Z twierdzenia Hahna—Banacha istnieje rozszerzenie funkcjonatu fy do f : X — R, przy
czym f < pna X.
Dla dowolnego € > 0, zbiér
eH ={zx € X; p(x) <e}

jest otwartym, wypuklym otoczeniem zera. Niech (z;);c; bedzie ciagiem uogdlnionym zmierzajacym do
zera ((I,>) jest zbiorem skierowanym, tzn. > jest zwrotna, przechodnia relacja w I taka, ze (Viy, iz €
I) 35€l) j=iq, j>i2). Wowczas

(Hio S I) (VZ - io) r; € eH.

Stad p(z;) < e dla i > ip. Zatem p jest funkcjonatem ciaglym w zerze (wzgledem stabej topologii na X).
Ponadto

—p(—z;) < —f(=2;) = f(xi) < p(s).
Poniewaz ciag (—x;);es réwniez zmierza do zera, wiec funkcjonal f jest ciagly w zerze, a stad wynika, ze
jest ciagly (wzgledem stabej topologii, ale to oznacza, ze f € X*).
Przypus$émy, ze ker f NG # (). Istnieje wiec = € G taki, ze f(z) = 0. Mamy
1> p(xo —x) > f(wo — ) = f(zo) = fo(zo) = p(z0) > 1,

co daje sprzecznosc. O
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Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzenig Banacha (ze stabg topologiq). Zaldimy, zZe podzbiory A, B C
X sq niepuste, roztgczne, otwarte i wypukle. Wowczas istniejg f € X*, a € R takie, Ze

VxeA) f(x)>a oraz Yz e B) f(z) <a.

Dowdd. Niech G = A— B. G jest zbiorem otwartym (bo G = |J
Z lematu istnieje niezerowy funkcjonal f € X* taki, ze

wcala—B)) i wypuklym. Ponadto 0 ¢ G.

ker fNG = 0.
Zatem, albo f(z) < 0dlax € G, albo f(z) > 0 dla x € G. Zalézmy, ze f(z) > 0 dla x € G. Wtedy

0 < fla=0b)= f(a) - f(b)

dla dowolnych a € A, b € B. Stad

inf f(a) > sup f(b).

acA beB
Ale zbiory f(A), f(B) sa wypukle i otwarte (wynika to z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym, gdyz
kazdy niezerowy funkcjonal z X* jest surjekcja). Zatem f(A), f(B) sa przedzialami otwartymi, a stad
wynika juz teza twierdzenia. O

Lemat. Niech X bedzie przestrzenig Banacha (ze slabg topologiq). Zalézmy, ze K C X jest zbiorem
zwartym, V. C X jest zbiorem otwartym oraz K C V. Wowczas istnieje wypukle otoczenie zera U takie,
ze

K+UcV

Dowdd. Jedli z € K, to istnieje wypukle otoczenie zera V, takie, ze z + V, + V, C V. Wéwczas rodzina
{x +V,; © € K} jest pokryciem zbioru K zbiorami otwartymi. Zatem

n

Fz1,..ymn € K) K C (@i + Vi)

i=1

Niech U = i, Va,. U jest wypuklym otoczeniem zera. Ponadto jesli z € K, y € U, to dla pewnego
1<i<n
m+y€xi+Vmi+UCazi+Vmi+Vzi cV,

wiec K+ U C V. O

Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha (ze slabg topologiq). Zaldimy, ze zbiory A, B C X
sq niepuste, rozlgczne, domkniete i wypukle oraz dodatkowo B jest zbiorem zwartym. Wowczas zbiory A
i B mozna rozdzieli¢ (tzn. spelniona jest teza poprzedniego twierdzenia).

Dowdd. Mamy B C X \ A oraz B jest zbiorem zwartym, X \ A za$ zbiorem otwartym. Zatem z poprzed-
niego lematu istnieje wypukte otoczenie zera U; takie, ze

B+4+U; C X\ A.

Poniewaz staba topologia jest lokalnie wypukta, wiec istnieje wypukle otoczenie zera U takie, ze U —U C
U;. Wtedy
(A+U)N(B+U) =0,

gdyz jesli istnialyby elementy a € A, b € B, u,u’ € U takie, ze a + u = b+ v, to
Ada=b+u -ueB+U-UCB+U; CX\A

i otrzymujemy sprzeczno$é¢. Zatem poniewaz zbiory A 4+ U, B + U sa otwarte i wypukle, wiec wystarczy
skorzystaé¢ z poprzedniego twierdzenia o rozdzielaniu. O
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Niech teraz X bedzie przestrzenia liniowa, A C X. Zbior

conv(A) = ﬂ C

C-wypukly,CDA

nazywamy otoczkq wypukig zbioru A. Jesli natomiast X jest przestrzenig liniowo-topologiczna, to zbior

conv(A) = N C

C-wypukly,domknigty,CD A
nazywamy domknietq otoczkqg wypuklg zbioru A.
Lemat. Niech X bedzie przestrzenig liniowg-topologiczng, A C X podzbiorem wypukiym. Wowczas
(i) A jest zbiorem wypuktym,
(ii) jeslia € Int A, b€ A, to

[a,b) :={tb+ (1 —t)a; t € [0,1)} C Int A.

Dowdd.

(i) Wykorzystujac ciagtoéé dodawania, dla dowolnych zbioréw C,D C X mamy C + D C C+ D.
Poniewaz A jest zbiorem wypuklym, wiec dla t € [0, 1] otrzymujemy

tA+(1-1tAC A

Stad

tA+(1-t)A=tA+(1-t)ACtA+ (1 -t)AC A.
Zatem A jest zbiorem wypuklym.

(ii) Niech t € (0,1). Kladziemy ¢ = tb+ (1 — t)a. Poniewaz a € Int A, wigc dla pewnego otoczenia zera
V mamy a +V C A. Zatem dla kazdego d € A

ADtd+(1—t)(a+V)=t(d=b)+tb+ (1 —t)(a+ V)= (t(d—b)+(1—-t)V) +c.
Wystarczy teraz pokazaé, ze 0 € t(d — b) + (1 — ¢)V dla pewnego d € A. Ot6z
0etd-b)+(1—-t)Ve0ec(d-b+1-t)t"'Veadeb—(1-t)t'V,

alebe A, wiec (b— (1—t)t7'V)NnA#0.

Uwaga. Jesli X jest przestrzenia liniowa-topologiczna, to dla A C X mamy
conv(A) = conv(A4).

C: Z (i) wynika, ze conv(A) jest pewnym domknietym zbiorem wypuklym zawierajacym A, natomiast
po lewej stronie réwnosci jest przekrédj zbioréw tego typu.

D: conv(A) jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A, natomiast po lewej stronie réwno-
$ci jest pewien zbiér wypukly zawierajacy A, wiec conv(A) C conv(A), ale conv(A) jest zbiorem
domknietym, stad conv(A4) C conv(A).
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WYKLAD XI

Niech X bedzie przestrzenia liniowa, K C X.

Definicja. Punkt a € K nazywamy punktem ekstremalnym (wierzcholkiem) zbioru K, gdy a nie jest
punktem wewnetrznym zadnego odcinka, ktérego konce naleza do K.

Zbior punktéw ekstremalnych zbioru K oznaczamy przez ex K.

Cwiczenie. Zalézmy, ze K jest zbiorem wypuklym. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
(i) a €ex K,

(ii) jesli @1,29 € X, a = %(331 + x3), to albo 1 € K, albo z2 ¢ K, albo 1 = x5 = a,

(iil) jesli zq,20 € X, 0<t <1, a =tx; + (1 —t)zq, to albo 1 &€ K, albo x5 € K, albo x1 = 25 = a,

(iv) jesli z1,...,z, € K, a € conv{zy,...,x,}, to istnieje 1 < k < n taka, ze zj = q,

(v) K\ {a} jest zbiorem wypuklym.

Zauwazmy jedynie, ze warunki (i), (v) sa réwnowazne. Wykorzystujac wypuklo$é zbioru K mamy

K \ {a} nie jest zbiorem wypuklym < (Fky,ks € K\ {a}) (3t €(0,1)) thi + (1 —t)ks € K\ {a} &
o Gkks e K\{a}) (3te(0,1) thi+ (1 — ks =a o
Sadex K.

Twierdzenie Kreina—Milmana. Niech X bedzie przestrzenig Banacha (ze slabg topologiq), K C X
za$ niepustym, wypuklym podzbiorem zwartym. Wowczas

ex K # (.

Ponadto
conv(ex K) = K.

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze K ma co najmniej dwa elementy. Rozpatrzmy rodzine
R ={U C K; 0 # U # K, U-wypukly, otwarty w topologii indukowanej na K}.

Wiemy, ze istnieja dwa rézne elementy a,b € K. Poniewaz X ze slaba topologia jest przestrzenia Haus-
dorffa, wiec istnieje otoczenie A punktu a takie, ze b ¢ A. Ponadto X jest przestrzenia lokalnie wypukta,
wiec mozemy zakladaé, ze A jest zbiorem wypuklym. Zatem AN K € R istad R # 0. Rodzing R
rozpatrujemy ze zwyklym porzadkiem inkluzji zbioréw. Niech (U;);cr bedzie lancuchem w R. Wtedy

zbior
Uo=JUi
il
jest otwarty i wypukly. Gdyby Uy = K, to (U;);er bylby pokryciem otwartym zbioru zwartego K. Stad
KZUZ'IU'”UUZ'N, i1,...,in €1,

ale wykorzystujac wlasnos¢ tancucha K = U;, dla pewnego 1 < s < N i otrzymujemy sprzecznosc, gdyz
U;, € R. Zatem z lematu Kuratowskiego—Zorna w R istnieja elementy maksymalne. Niech wiec U bedzie
elementem maksymalnym w R.

Jedli z € K, 0 < A < 1, to wykorzystujac wypukloéé¢ zbioru K, definiujemy

T K — K, Tho(y) =ry+(1-Nz.

Jest to odwzorowanie ciagle i afiniczne (tzn. zachowuje kombinacje wypuktle).
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Jesli x € U, to Ty ,(U) C U, gdyz U jest zbiorem wypuklym, a wigc
UcCTy U). (1)

Zauwazmy, ze -
UcU.
Istotnie, K jest zbiorem wypuklym, wiec spéjnym. Gdyby U = U, to U = U ¢ K i w K mieliby$my
wlasciwy zbiér otwarto-domkniety, co daje sprzecznosc.
Niech wiec y € U\U C K. Dla 0 < A < 1, wykorzystujac ostatni lemat poprzedniego wyktadu, mamy

T)\,:L’(y) S [x,y) C U7 (2)

tzn. y € Ty, L(U). Laczac (2) z (1), otrzymujemy

UcT5,(U).
Stad B
UgUCcCT; (U)CK.

Zatem poniewaz zbiér T 1(U) jest otwarty i wypukly (bo T, jest afiniczne), to z maksymalnosci zbioru
U wynika, ze Ty L(U) = K. Otrzymalidmy wiec Ty . (K) C U. Stad

(3) jesli V C K jest zbiorem wypuklym i otwartym (w topologii indukowanej na K), to albo VUU = U,
albo VUU =K.

Istotnie, najpierw zauwazmy, ze U U V' jest zbiorem wypuklym. Niech z,y € U U V. Jesli oba elementy
x, iy sa w zbiorze U lub oba sa w zbiorze V, to wszystkie ich kombinacje wypukte naleza do U U V. Jedli
natomiast x €e U, y € V, to

M+A-NzeDh,(K)CU

dla0 < A< 1, adlaX=1mamy y € V. Zatem poniewaz U jest zbiorem maksymalnym zawartym w
zbiorze otwartym i wypuklym UU V| to albo VUU =U, albo VUU = K.

Pokazemy teraz, ze

card(K\U) = 1.

Przypusémy, ze a,b € K\ U, a # b. Wtedy istnieja rozlaczne, wypukle otoczenia V,,V}, C K takie, ze
a € Vg, b €V,. Poniewaz U & V, UU, wiec z (3) mamy V, UU = K, co daje sprzecznosé, bo b ¢ V, UU.

W ten sposéb otrzymalismy K \ {a} = U dla pewnego a € K. Poniewaz U jest zbiorem wypuklym,
wiec (wykorzystujac éwiczenie) a € ex K. PokazaliSmy, ze ex K # (), ale w istocie pokazaliémy wiecej:

(4) jedli V C X jest zbiorem otwartym i wypuklym oraz ex K C V, to K C V.

Istotnie, przypusémy, ze K ¢ V. Wowczas ) # VN K ¢ K (gdyz 0 # ex K C V). Zatem VN K € R.
Z lematu Kuratowskiego—Zorna, zbior V' N K zawiera si¢ w pewnym elemencie maksymalnym z rodziny
R,tzn. VN K C K\ {a}, gdzie a € ex K (pokazalidmy wyzej, ze tak wygladaja elementy maksymalne w
R). W ten sposéb otrzymali$my sprzecznosé, bo a € ex K C V.

Niech E = conv(ex K) (domkniecie rozpatrujemy w stabej topologii). Wtedy E C K, gdyz K jest
zbiorem wypuklym, domknietym zawierajacym ex K. Przypu$émy, ze z¢ € K\ E. Wtedy zbiory E i {zo}
mozna rozdzieli¢ (oba sa zwarte i wypukle), a wiec istnieja f € X*, o € R takie, ze

Ec{zxeX; f(z) <a}l.
Ostatni zbidr jest otwarty, wypukly i zawiera ex K. Zatem wykorzystujac (4), mamy
Kc{zeX; f(z) <al,
co daje sprzecznosé, gdyz f(zg) > aixg € K. O

Przyktad. Przestrzen ¢ nie jest refleksywna.
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Wystarczy pokazaé, ze domknieta kula jednostkowa K w ¢y nie ma punktéow ekstremalnych, gdyz jesli
co bylaby refleksywna, to kula K bytaby zbiorem zwartym w stabej topologii i z twierdzenia Kreina—
Milmana mialaby punkty ekstremalne. Niech x = (2,)22; € co, ||z|| < 1. Dla N > 1 okreSlamy ciagi

Y = (Yn)nz1, 2 = (2n)n; nastepujaco

yn=$N+1+2N%, gdyn=N+1, znszH—:,N%, gdy n=N+1,
Yn = T, gdy n # N + 1, Zn = Tn, gdy n# N + 1.

Dla dostatecznie duzych N elementy y i z naleza do kuli jednostkowej oraz = = %y + %z, y # z. Zatem
xgex K.

Cwiczenie. Pokaza¢, ze domknieta kula jednostkowa w przestrzeni L]0, 1] nie ma punktéw ekstremal-
nych.

Twierdzenie (Mazura). Niech X bedzie przestrzenig Banacha, A C X zbiorem wypuklym. Wowczas
A= A",
gdzie domkniecie po lewej stronie rownosci wzieto w topologit normy, po prawej za$ w stabej topologii.

Dowdd. Zbiory A i A" sa przekrojami wszystkich zbioréw domknietych odpowiednio w topologii normy
i w stabej topologii zawierajacymi A. Poniewaz zbiér domkniety w stabej topologii jest tez domkniety w
topologii normy, wiec

AcCA”.
Przypusémy, ze mog € A¥ \ A. Zbiér A jest domkniety i wypukly, zbiér {x¢} za$ zwarty i wypukly, wiec
mozna je rozdzieli¢ (wszystkie twierdzenia o rozdzielaniu sa prawdziwe réwniez w mocnej topologii).
Zatem istnieje f € X* taki, ze

sup{f(z); « € A} = sup{f(z); = € A} < f(xo). ()
Jednoczesénie dla dowolnej liczby € > 0 zbior
{z e X; |f(x) = fzo)| <}

jest stabym otoczeniem punktu z. Poniewaz zq € A", wiec istnieja w nim elementy zbioru A, co jest
sprzeczne z warunkiem rozdzielania (5) (np. dla e = f(zg) — sup{f(z); « € A}). O

Whiosek. Niech X bedzie przestrzenig Banacha, (x,)02, C X. Jezeli cigg (x,)5%, jest slabo zbiezny do
x € X, to istnieje cigg kombinacji wypuklych

Y= Nk, J=1(n > 1 Np>0dlak=1,...,n;, > A\r=1)
k=1 k=1

taki, Ze
lim [|y; — [} = 0.
Jj—oo
Dowdd. Z zalozenia x € conv{x1,x2, ... }. Zatem = € conv{zy,xa,... }. O

Whniosek. W przestrzeni Banacha kazdy podzbior domkniety © wypukly jest stabo domkniety.
Whniosek. W przestrzeni Banacha kazda podprzestrzeni domknieta jest stabo domknieta.

Uwaga (Problem). Czy twierdzenie Mazura zachodzi dla *-stabej topologii? OdpowiedZ jest negatywna.
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WYKLEAD XII

Szeregi Fouriera na T.

Niech T = R/27Z. Zbiér T mozemy utozsamié¢ z odcinkiem [0, 27), w ktérym dodawanie odbywa sie
modulo 27. Majac funkcje f : T — C mozemy ja rozszerzy¢ do funkcji 27-okresowej

fiR—C, [f(z+2kn)=f(x)

dla z € T, k € Z. Woéwczas méwimy, ze f jest funkcja ciagla, gdy f jest funkcja ciagla, f jest funkcja
rozniczkowalna, gdy f jest funkcja rézniczkowalng itd. Wprowadzimy metryke na T wzorem:

d(t,t") = min{|t — |, 2m — |t — ¢|}.

Mamy
d(t +to, t' +to) = d(t, 1)

dla dowolnych ¢, ', ty € T. Interesowaé nas beda funkcje calkowalne wzgledem miary Lebesgue’a na T:

2w
/f(t) dt = f(z)dx.
T 0
Podstawowa wlasnoscig miary Lebesgue’a jest niezmienniczo$¢ ze wzgledu na przesuniecia:
/ Ft—to) dt = / () dt
T T

dla to € T.

Definicja.
L(T) = {f 1= [l +oo} Al = o [ 150

Woéwezas (L*(T), || - ||z1) jest przestrzenia Banacha.

Definicja. Wyrazenie
N
P(t) = Z ane™ (a_n,...,ax €C,N>0,teT)
n=—N

nazywamy wielomianem trygonometrycznym (stopnia N, gdy |ay| + |a—n]| > 0).

Uwaga. Jezeli mamy wielomian trygonometryczny

to jego wspolczynniki mozna obliczy¢ ze wzoru:

1
7277'11*

L/ez‘jtdt _ L i
27 Jr 2mij

1 .
—/e”tdt =1.
27 T
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P(t)e~™'dt, n=—N,...,N.

Qn

Istotnie, dla j # 0
2T

:O’
0

adlaj=0



Niech f € L'(T). Na podstawie powyzszej uwagi mozemy (na razie formalnie) rozpatrywaé szereg
Fouriera funkcji f
Z f znt

n—=—oo

77,77,t dt
27r/f

nazywamy n-tym wspélczynnikiem Fouriera funkcji f

gdzie

Twierdzenie. Niech f,g € L'(T). Wowczas dla kazdego n € Z mamy
(i) (f+9)"(n) = f(n) +d(n),
(ii) (af)"(n) = af(n) dla a €C,
(iii) jesli f(t) := f(t) (t € T) oznacza funkcje sprzezong do f, to f(n) =
(1) jesli f-(8) i= f(t =7) (.7 €T), to fr(n) = f(me=",

1
m| < 5 [ 1701t = 1f]o

Dowdd. Mamy:

(iii)

s
—~

|
~

(v)

=
3
N~—

V s it b [ _i—in—A—
:%/Tf(t)e dt—27r/1rf(t)e tdt—QW/Tf(t)e tdt = f(—n),

(iv)
f (n) — i / f (t)e—int dt = i / f(t _ T)e—in(t—T"rT) di = e—inri / f(lf _ T)e—in(t—‘r) dt =
T 2 T T 2w T 2w T
) 1 ) A )
__ ,—inT —int — —inT
=L /T F(e " dt = f(m)e,

1 in 1 _
3 [fe ] < o [1rena= 1.

Wprowadzimy teraz jedng z najwazniejszych operacji na funkecjach, tzw. splot (co bedzie nam zaste-
powalo mnozenie funkcji).

fn)] =

O

Twierdzenie. Niech f,g € L'(T). Wéwczas dla p.w. t € T funkcja

To7w f(t—7)g9(7)

h) = 5= [ 1= o) ar

[Pl < A1 - ligllee

jest catkowalna oraz jesli oznaczymy

to h € LY(T) oraz

Ponadto dla n € Z

hin) = f(n) - §(n).
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Dowdéd. Zauwazmy, ze funkcje dwoch zmiennych
TxT>s(t,7)— f(t—71), TxT>(t,71)— g(1)

sg mierzalne, wiec funkcja
F(t,7) = f(t—7)g(7)

jest mierzalna. Dla p.w. 7 € T funkcja F (-, 7) jest wielokrotnogcia funkcji f, € L(T), jest wigc catkowalna.
Ponadto

1 1 1
— -_— F = — . 1 = 1 1 .
= [ (52 L1 nna) ar= o [la] 1l ar =11 ol < +oc

Zatem z dowodu twierdzenia Fubiniego (ta cze$¢ twierdzenia Fubiniego nosi nazwe twierdzenia Tonelliego)
wynika, ze jedli jedna z calek iterowanych istnieje (tzn. jest skoficzona), to F € LY(T) oraz zachodzi
twierdzenie Fubiniego. Otrzymujemy zatem, ze funkcja F' jest calkowalna jako funkcja argumentu 7 (dla
p.w.t€T) oraz

o [ olar = [ |5 [ re=matrar

Niech n € Z. Policzmy h(n):

h(n) = %/Th(t)e’mt dt = % : (;/Tf(tT)g(T) dT) e dt =

1 . .
=13 / . ft— T)e_m(t_T)g(T)e_"” dr dt =
X

1
dt < 472// |F(t,7)[drdt = |[fllLr - llgllrr < +oo.
a TXT

R (;ﬂ /T F(t — 7)) dt) dr = f(n) - 4(n).

:277’]1*

Definicja. Splotem f * g funkcji f,g € L*(T) nazywamy funkcje h z poprzedniego twierdzenia.
Whiosek. Niech f,g € L'(T). Wéwczas
(i) f*geLNT),
(i)
(i) (f +9)"(n) = f(n) - §(n) dlan €7,
(iv) (af)*g=a(f*g) dla a € C.

1f* gl <[ fller - llgllzr,

Twierdzenie. Operacja splotu * : L*(T) x L*(T) — LY(T) jest przemienna, tgczna oraz rozdzielna
wzgledem dodawania.

Dowdd.

e Przemiennos$é. Wykorzystujac 2m-okresowosé funkeji f,g € L'(T), dla dowolnego t € T mamy

2 s=t—T t—on
a0 =g [ e-mamar=| r=t=s |= 5o [0 ile—s) (i) =
1 —27 1_ 2w
= [ H@et-sds= 5 [ gt = 9)f(s)ds = (g £)(0).
0 0

(W dowodzie tego twierdzenia wykonujemy tylko takie podstawienia, dla ktérych miara Lebesgue’a
jest niezmiennicza: przesuwanie, mnozenie przez -1.)
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e Lacznoéé. Dla dowolnych f1, fo, f3 € L(T), t € T mamy

(£ 5 50 = 5= [ G o)t =) alr)r =

1 27 27 _
:W/o (0 fl(tTu)fg(u)du>f3('r)dT’ T

27 T2
:ﬁ . (/ fl(tw)f2(w7)dw) fg(T)dT:

— i [ ([ 56w ryaw) s i -

1 2w 27
:472/0 ; fit —w)fa(w —7) f3(7) dwdr =

1 27 1 2
o [ a0 (5 [ R A ) do-
:%;0 it = w)(f2# fo) (w) dw = (i % (f2 % f5)) (1)

e Rozdzielnoéé. Pozostaje jako ¢éwiczenie.

O
Lemat. Niech f € L'(T), p,(t) = e™. Wéwczas
(pn * f)(E) = f(n)e™
dla dowolnych n € Z, t € T. W szczegolnosci
(1% f)(t) = f(0)
dla kazdego t € T.
Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnych n € Z,t € T
1 e , 1 . B
(ns D0 = 3= [ ar = e o [ p(yenir = e o).
O
Whiosek. Jedli f € L'(T) oraz k(t) = Y0 ane™ (a_n,...,an € C, N > 0), to
N
(kx f)t) =Y anf(n)e™
n=—N
dla kazdego t € T.
Dowdd. Nalezy wykorzysta¢ rozdzielno$é splotu wzgledem dodawania i poprzedni lemat. O

Twierdzenie. Odwzorowanie
T>7— f € LYT)

jest ciggle dla dowolnej funkcji f € L*(T).
Dowdad.

Krok 1. C(T) jest zbiorem gestym w L'(T). Wystarczy udowodnié, ze jedli f : [0,27) — R jest funkcja
prosta oraz € > 0, to istnieje f. € C(T) taka, ze

If = feller <e.
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Skoro f jest funkcja prosta, to

f= ZakXAm gdzie aq,...,a, € R, A1,..., A, C T sg mierzalne, parami roztaczne.
k=1

Istnieja zbiory domkniete Fj, C Ay takie, ze

em
MAR \ F —_—
(Ak \ F) < i
dlak=1,...,n, gdzie M = maxg=1, ., |ax|. Polézmy

fe(x) =ag, gdy =« € Fy.

Wtedy f. jest funkcja ciagla na zbiorze domknietym F := |J;'_, F} (zbiory F}, sa parami rozlacz-
ne). Z twierdzenia Tietzego istnieje rozszerzenie f. do funkcji ciaglej f. : T — R bez zwiekszenia
kresu goérnego

feeC(T), |fl<M

Policzmy
1
I = ellr = 5z 150 el ae= o [ 150 - fawlaes 5o [ 150 - gwlae=
=5 [ WO~ fwlar= %2/AM ~ L@ld <
1 1
<%~n~2Mo)\(Ak\Fk)<%QnMon—M:s.

Krok 2. Twierdzenie jest prawdziwe dla f € C(T). Niech € > 0. Funkcja f jest jednostajnie ciagta na T.

Zatem
(36>0) (Vs,8 €T) ((d(s,s') <8) = (If(s) - f(s)] < 5)).

Ustalmy 79 € T. Dla dowolnego 7 € T, jesli d(,79) < 4, to

1= Fuller = 5= [ 16 =7) = Fe =)l dt <=

gdyz d(t — 7,t — 19) = d(7, 70)-

Krok 3. Niech f € LY(T), e > 0. Ustalmy 79 € T. Wykorzystujac krok 1, znajdziemy funkcje g € C(T)
taka, ze

3
I = gl < =

7 kolei krok 2 pozwala wybraé 6 > 0 taka, ze

€
”g'r - g'rg”Ll < g,

gdy d(r,70) < 6. Wowczas

”fT - fTo”Ll = Hf'r 797’HL1 + ”g‘r 7gToHLl + ”gTo - f‘l'o”L1 =
=|f—gllzr +lgr = grollr + llg — fllzr <e.
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WYKLAD XIII

Definicja. Jadrem sumujgcym (albo jedynkq aproksymatywng) nazywamy ciag (k)52 ; funkcji ciaglych,
2m-okresowych spelniajacych warunki:

1
-1) — =1dl >1
(S-1) 27T/Tl<:n(t)dt dla n

(S-2) 3C>0) (Vvn>1) |knllrr <C,
27 —6
(S-3) lim |kn(t)] dt = 0 dla dowolnej liczby 0 < § < .

n—oo F)

Dodatnim jgdrem sumujgcym nazywamy takie jadro sumujace, ze k, > 0 dla wszystkich n > 1 (wtedy
warunek (S-2) jest zbedny).

Uwaga. (L'(T),+, *,0) jest pierscieniem przemiennym, ale, jak zobaczymy, bez jedynki. Wprowadzamy
»jedynke aproksymatywna” dla mnozenia (splatania).

Przyktad. Jadrem Fejéra nazywamy ciag wielomianéw trygonometrycznych (K,,)22 ; danych wzorem

n

Kn(t) = z:(l—nil>é% teT.

j=—n

Sprawdzamy warunek (S-1):

n

1 1 1l ij
— 1- Utdt =1
5 [ Kn(t)dt = %_§;< n+1)Ae dt

j—_

Aby uzasadnié (S-2) i (S-3) bedziemy potrzebowali nastepujacego lematu.

Lemat. Dla dowolnych n > 1, t € (0,2m)

}

L)

1 sin?(2
n+1 s1n2(

K,(t) =

(SN

t)
(réwnosé jest prawdziwa réwniez dla t = 0, jesli po prawej stronie policzymy granice przy t — 0).

Dowdéd. Zauwazmy, ze

1 1
in? — = — — =
sin (2 t) 5 (1 — cost)

N —
N
—_
|
o
%

~+
+
2
|
=
N~~~
Il
—_
o
|
&
<
+
I
| =
e
.
&
—
—
S—

n

1 IR gl e 1 il
- 1— W) giG-1t 4 = 1— ijt _ 1— G+t
422( n+1>e t5 2. ari) 2 nri)®

j=-n Jj=-n j=-n

W ostatnim wyrazeniu dla s = —(n — 1),...,n — 1 przy %!

1 1_M _|_1 1_ sl ) _1 1_|s—1\ _ s+ 1= 2fs[ +[s — 1
4 n+1 2 n+1 4 n+1) 4(n+1) ’
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Ale dla s # 0 mamy 2|s| = |s+ 1| + |s — 1|, wiec wowezas powyzsze wspdlczynniki sa réwne zero. Z kolei
wspoélezynnik przy et dla s = —n jest réwny

1 | —n+1| 1 | — n
——(1-— —1———]=0.
4< n+1 >+2< nt1) =0
Podobnie otrzymujemy zero dla s = n. Pozostaje zatem policzy¢ wspotczynniki przy e’i("“)t, ei(”“)t,
e, Mamy
.o (1
sin® [ =t ) - K,,(t) =
2
1 n . 1 .
——2 (1= —i(n+1)t _ = i(n+1)t
4( n+1>e 4 n+1 ¢ +
+ L 1 L + L 1-— ! 1 =
4 n+1 2 4 n+1))

1 1 _. 1. 1 1 n+1
_ - —i(n+1)t _ ~ i(n+1)t il 2 t
n—l—l( 46 46 2) n+181n < 2 >

Ostatnia réwnosé¢ wynika z (1) dla ¢ := (n + 1)t.
Natomiast dla ¢ = 0 mamy

n

KM®=:§:<1— J >= L (4t (A Dbt ) =0t

} n+1 n+1
j=-n
oraz )
sin( "’;lt)
. 1 sin (—‘2" ) ) =Ty
%—I»I(l)n—l—l sin®(4t) 7%5%(n+1) W =ntl

Tt
O

Zatem warunek (S-2) zachodzi, gdyz K,, > 0 dla n > 1. Poniewaz dla dowolnego § > 0 na przedziale
[0, 27 — §] funkcja sin? (% ) jest odgraniczona od zera, wiec

\t

27—§ 2w —§
1 S t
lim K, (1) dt = lim L/ jﬁ§r44)
5

n—oo [s n—oo n +1 Sin ( t)

dt =0

NI N

i spelniony jest réwniez warunek (S-3).
Whniosek. Jqdro Fejéra jest dodatnim jedrem sumujgcym.

Oznaczmy
dla f € LY(T), n > 1. Poniewaz funkcje K,, sa wielomianami trygonometrycznymi, wiec

w0 =3 (1= ) e, ter

j=—n

Popatrzmy teraz na zwiazek miedzy funkcjami o,,(f) i szeregiem Fouriera funkcji f

> et

Interesuje nas oczywiscie ciag sum cze$ciowych



Zauwazmy, ze dla —n < 7 < n mamy

1
n+1

(So(f) + S1(F) + -+ Sul1) () = ——(n+ 1 |jl)- F5) = (1 - 'j') 7).

n+1 n+1

gdyz €Y' wystepuje w sumach S () Syl (f)s -+, Sn(f), a zatem n — (|j| — 1) razy. Pamietajac, ze
wielomian trygonometryczny jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wspotczynniki Fouriera, otrzy-

mujemy
1
Ky« f=on(f) = m(so(f)+51(f)+"‘+5n<f))7
tzn. rozpatrujemy tu tzw. Srednia zbieznosé.

Lemat. Niech (k,)52, bedzie dowolnym jedrem sumujgecym. Wowczas dla dowolnej funkcji f € C(T)
knxf—— f w C(T).
n—oo
Dowdd. Niech ¢ > 0. Poniewaz funkcja f jest jednostajnie ciagta na T, wiec

(35>0) (vtre) ((I7l <o) = (f(t—7) - F@) <2)).

Ponadto
BM>0) (VseT) |f(s)| <M

oraz

2m—0
BN>1) (Yn>N) / |k (7)| dr < &
§

2m 2m
ke 1)) = £ =0 |5 [ ke =myar = 52 [ kim0 dr| <
2m
<o [ ka1 =)~ F(D) dr =
1 27— 5
=5 [ a1 =) = fOldr + 3= [ o)l =) = f)]dr <

<o - |kn(r)\d7+2M~—/ Ve (7 d < <C’+>s
2 J_s 2 Js T

gdzie C jest stala z warunku (S-2). Zatem

[n 5 f = fllom = sap [(kn  f)() = f(H)] —— 0.
teT

n—oo
Twierdzenie. Jezeli (k,)32, jest jadrem sumujgcym oraz f € LY(T), to
kps f —— f w LYT).
Dowdd. Niech € > 0. Istnieje funkcja g € C(T) taka, ze ||f — g||z1 < €. Dla dostatecznie duzych n mamy

kn * f— fllr < [[kn % f—kn* gllr + [[kn g — gl +1lg = fllr < kn* (f = 9)llr +e+e <
<

|
IEnlloy - If = gllzr + 2 < (24 C)e,
gdzie C jest stala z warunku (S-2). 0

Whiosek (Twierdzenie Weierstrassa). Wielomiany trygonometryczne tworzq 2biér gesty w L*(T).
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Dowdd. Teza wynika z tego, ze funkcje 0, (f) = K, * f sa wielomianami trygonometrycznymi dla dowol-
nych f € LY(T), n > 1 oraz
Kp*f——f w LYT).

O

Twierdzenie (o jednoznacznosci wspolezynnikéw Fouriera). Niech f € LY(T) oraz f(n) = 0 dla kazdego
n € Z. Wowczas f = 0.

Dowdéd. Zauwazmy, ze

Zatem poniewaz,

on(f) ——f w LYT),
wiec f=0. O
Uwaga. Jezeli f,g € L*(T) oraz f(n) = j(n) dla kazdego n € Z, to f = g.

Twierdzenie (lemat Lebesgue’a-Riemanna). Niech f € LY(T). Wéwczas

lim f(n)=0.

[n|—o0

Dowdd. Niech e > 0. Wezmy wielomian trygonometryczny P taki, ze If =Pl < e.Jesli N jest stopniem
wielomianu P, to P(n) =0 dla |n| > N. Zatem dla |n| > N mamy

f) =1(f =P )] < |If = Pl <=

Whiosek. Pierscieri (L*(T),+, *,0) nie ma jedynki.

Dowéd. Zatézmy, ze e € L'(T) oraz f * e = f dla dowolnej funkcji f € L'(T). Stad

f(n)-é(n) = f(n)

dla n € Z. Biorac f = ¢, (on(t) = e dla t € T) otrzymujemy é(n) = 1 dla kazdego n € Z, co przeczy
lematowi Lebesgue’a—Riemanna. O

Whniosek. Jesli szereg S(f) jest zbiezny w przestrzeni L(T), to jego granicq jest funkcja f.
Dowdd. Jesli S,(f) — g, to

1
Tulf) = e (SoF) + 1) 4+ Su() g,
ale wiemy, ze o, (f) — f (wszystkie zbieznosci rozpatrujemy w L(T)). O

WYKLAD XIV

Twierdzenie (Fejéra). Niech f € LY(T). Zaléimy, ze to € T jest punktem cigglosci funkcji f. Wéwczas

an(f)(to) = f(to).
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Dowéd. Wiemy, ze dla 0 < t < 27

Ko (t) = ni 1 (Si;flgtl)t)f'

2

Zatem
(Vo<ov<m) nh_{& < sup Kn(t)> =0, (1)
(Vn>21) (VteT) Ky(t) = Kn(—t). (2)

Zauwazmy, ze

on(f)(to) = f(to) = (Kn = f)(to) = f(to) = (f * Kn)(to) — f(t0) =

1 27 2
(5Z1) / K, (1) f(to —7) de—/ K,(

“or (/_K F(to =7) = f(to)) d7+/v2ﬂ UKn(T) - (f(to— ) —f(to))dr>.

Ale
| K- (o =m = sty ar = | 72 T4 |2 [ a0 (1) = 00) (—d0) =
- /0 " Ka(t) - (Flbo +1) — Flto)) d,
a ponadto
m—v T=2r—1
/ Kn(T) (f(tO_T)_f(tO)) dr = T = —dt ‘ =
= [ Kar—0)- (1t +1 - 20) — f(t0)) () =
@ /ﬂ K,(t) - (f(to+1t) — f(to)) dt.
Zatem
(f) (to) =
27(_ </ Kn to — T to dT / Kn to —+ T f(to)) dT =+
/ K to—T to dT+/ K t0+T f(to))dT)Z
/ Kol ( o) Mt ) —f(to)) d¢+;/v Ko(7) <f(t0_7);f(t0+7) —f(t0)> dr.

Niech € > 0. Funkcja f jest ciagta w tg, wiec dobieramy 0 < v < 7 tak, aby
to — t
(|T|<"U):><'f(o T)+f(0+7—)f(to)‘<5)

2
oraz (z (1)) ng > 1 tak, aby dla n > nyg

sup  K,(r) <e.
v<T<L2T—V

Woéwezas otrzymujemy

lon(f)(to) — f(to)] <
1 Y 1 | fto —7)+ flto +7)
<;'5/0 Kn(T)dT‘f‘;'E/v 0 9 d — f(to)

2 27 _ _ 2m _
<2E'%/O Kn(T)dT+€'71r(/0 |f(to 7'2) f(t0)|d7+/ |f(t0+7'2) f(t0)|dT>:

0

dr <

=2e+2-|f— f(to)|
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(f(to) w ostatnim wyrazeniu traktujemy jako funkcje stata). O

Uwaga. Jedli f € C(T), to twierdzenie Fejéra méwi nam, ze o, (f)(t) — f(t) w kazdym punkcie t € T.
Ale wczesniej pokazaliSmy, ze

on(f) = f w C(T),

tzn. jednostajnie. Zatem dla funkcji cigglych twierdzenie Fejéra nie wnosi nic nowego.

Popatrzmy teraz jak wlasnosci analityczne funkcji wplywaja na wielko$é wspotezynnikow Fouriera.
Niech C*(T) bedzie zbiorem wszystkich funkecji k razy rézniczkowalnych na T, ktérych k-ta pochodna
jest ciagta.

Twierdzenie. Jesli f € C*(T), to

f(n)\:0<|n1|k>, ten.  lim [n*f(n)]| = 0.

In|—o0

Dowdd. Bedziemy calkowali wielokrotnie przez czesci:

fn =g [ e a= L <<f(t) e[ (Z) [ rwe dt) -
27 2m mn o m 0
_ LT (e ™t dt = R (e ™dt = = L /QW fE (e ™t dt =
2min Jo 27c(in)? Jo 2w (in)k J,
B (’iTll)k (f(k))A(n)'
Zatem teza wynika z lematu Lebesgue’a—Riemanna. O

Definicja. Niech f : R — R bedzie funkcja 2m-okresowa, tzn. f : T — R. Méwimy, ze f ma wahanie
ograniczone, gdy

n

(3M>0) (VPZO:tO <t <<ty < tpyi 2271') Z|f(ti+1)_f(ti)‘ < M.
1=0

Liczbe
supZ |f (1) = f(t:)| =: Var(f)

nazywamy wahaniem funkcji f na [0, 271').

Twierdzenie. Jesli funkcja f: T — R ma wahanie ograniczone, to

f(n)’ < \;&:%ﬁ)
dlan #0.
Dowdd. Niech n # 0. Zauwazmy, ze
R 1 [ _ -1 7 .
|f(n)] = /. f)e " dt| = 2min )y f(t)de ™| =

2w

-1 —in
B ’(QWinf(t)e t) 0

Rozpatrzmy osrodkowa przestrzen Hilberta (H, (-,-)).

1
27|n|

27
e df(t)] < g Var(f) 1

1 27 .
77/1’7, d
+27Tin /0 o) =

Lemat (réwnos$é Parsevala). Niech {¢,}22, bedzie bazq ortonormalng w H. Woéwczas dla f,g € H

o0
= > (fr0n){Pnrg
n=1
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Dowod. Wiemy, ze

Z froon)e

Ponadto dla N > 1

N N
<Z<f,<pn Pns g > Zf,wn Pns g

n=1

Przechodzac w ostatniej rownosci do granicy przy N — oo otrzymujemy teze lematu. O
Niech teraz
H=1'D), (f.9) = 5 [ 1050
T Jr
Kladziemy ¢, (t) = €™ dlan € Z, t € T. Zbiér {¢,; n € Z} jest ortonormalny.
Twierdzenie. Zbior {¢,; n € Z} jest bazq ortonormalng w L*(T).
Dowdd. Pokazemy, ze zbiér {p,; n € Z} jest zupelny. Mamy

(Fon) = 5= [ syt = 5= [ e

(f,on) = f (n)
dla n € Z. Jesli zatem f L {pn; n € Z}, to f(n) = 0 dla kazdego n € Z i z twierdzenia o jednoznacznosci
wspolczynnikéow Fouriera f = 0. O

tzn.

Twierdzenie. Niech f,g € L*(T). Wéwczas

(i) ||f||L2:—/|f (t)[? dt = Z|f

N
s S zn( zn( 2
(i) f= lim _X_jN R_ijf w LA(T),

(iil) jesli (cn)5oq C C, Y07 en|® < 400, to istnieje dokladnie jedna funkcja f € L*(T) taka, ze
f(n) = ¢, dla kazdego n € Z,

w%/f Zf

n=—oo

Dowdd.
(iv) Zauwazmy, ze

oo o

o / FOaEd = (fg) = S Fodloma = S (honlad= S i

n=—0co n=—o0 n=—o0o
(i) Wystarczy w (iv) wzia¢ f = g.

(ii) Teza wynika z tego, ze f=> " (f, ¢n)¢n-

lcn|? wynika zbiezno$é¢ szeregu > oo cppn, w H (spelniony jest

Zf\f:N lca]?). Kladziemy

0
Z CnPn

n=—oo

(iii) Ze zbieznodci szeregu > 2

n=—oo

2
warunek Cauchy’ego, gdyz ZnM: N || =

i otrzymujemy (f, pn) = cy.
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Uwaga. Warunek (ii) méwi, ze szereg Fouriera funkcji f € L?(T) jest zbieszny w L?(T) i to do funkcji f.

Oznaczmy
A(T) = {feL( Z|f \<+oo}.

Oczywiscie jesli f € A(T), to

o~ a2

Z |f(n)]” < +oo,
wigc A(T) C L?(T). Zachodzi jednak mocniejsze twierdzenie.
Twierdzenie. A(T) C C(T).

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jeSli f € A(T), to S,(f) — f w C(T), gdyz jednostajna granica ciagu
wielomianéw trygonometrycznych musi by¢ funkcja ciagla. Zauwazmy, ze

N

k=M+1 C(T) k=M+1

1Sn(f) = Sm(Hlle =

Zatem ciag (Sn (f))zo:1 jest zbiezny jednostajnie, a poniewaz o, (f) — f w C(T), wiec jego granica musi
by¢ funkcja f. O

Uwaga. Podsumujemy rodzaje zbieznosci szeregu Fouriera:
o Jedli f € LY(T), to o, (f) — f w LY(T).
Jesli f € C(T), to o, (f) — f w C(T).

Jedli to jest punktem ciagtoéci funkeji f € LY(T), to o, (f)(to) — f(to)-

Jedli f € L2(T), to Sn(f) — f w L*(T).
Jedli f € A(T), to Sn(f) — f w C(T).

WYKLAD XV

Funkcje analityczne na T.
Niech f: T — R, tzn. f: R — R i f jest 2m-okresowa.

Definicja. Funkcje f nazywamy analityczng (w sensie rzeczywistym), gdy dla dowolnego ¢y € T istnieje
otoczenie tego punktu takie, ze dla kazdego t z tego otoczenia

)= an(t—to)"

Uwaga. Zalézmy, ze f : R — R jest klasy C°°. Przypomnijmy, ze wéwczas dla dowolnego zg € R

" "(x (n—1) T
) = fan) + T80 o)+ Z 0 g L0 oyt ),
gdzie »
R, (z) = fT'(g)(a: —x9)",

(wtedy f jest analityczna, gdy lim, . R,(x) = 0 tzn. funkcja analityczna rozwija sie lokalnie w szereg
Taylora).
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Lemat. Niech f: T — R bedzie funkcjq klasy C°°. Wowczas f jest analityczna wtedy i tylko wtedy, gdy
(FR>0) (Vn>1) bup|f(") ’ n!- R"™.

Dowdd.

=: Ustalmy zy € T i niech funkcja f rozwija sie w szereg potegowy

Z (z — o)™ (1)

dla z € (xg — p, o + p) przy pewnym p > 0. Napiszmy teraz wyrazenie zmiennej zespolonej

= an(z— )" (2)
n=0

Poniewaz promien zbieznosci szeregu (2) liczy sie tak samo jak szeregu (1), wiec wzdr (2) definiuje
funkcje analityczna (w sensie zespolonym) w kole B(zg, p).

Niech C' bedzie okregiem o promieniu 2r i srodku w punkcie zo zawartym w kole zbieznosci sze-
regu (2), tzn. 2r < p. Poniewaz funkcja f jest analityczna wewnatrz kola B(zo, p), wiec ze wzoru
catkowego Cauchy’ego

! )(Z):%ri/c(g—(z))"“dc

dla punktéw z lezacych wewnatrz kola ograniczonego okregiem C' i n > 0. W szczegdlnosci, dla
argumentéw rzeczywistych x takich, ze |z — x| < r mamy

(n)
[#@) 27r/|Cfx|”+1

Poniewaz w powyzszej calce ¢ € C, wiec | — x| > r, a zatem

”J ) max<€C|f(C)‘
2 rrtl

|F™ ()] <

cdmr = 21{11eaé<‘f(§“)‘ -nl- o

Dla rézmych punktéw zo € T dostajemy rézme funkcje f, rézme krzywe C itd. Jednak wszystkie roz-
wazane obszary zawarte w okregach ograniczonych krzywymi C pokryja caly odcinek [0, 27], a wiec
da sie zredukowaé to pokrycie do pokrycia skoniczonego. Zatem znajdziemy wspolne oszacowanie
wyrazen maxCGC‘f(C)} i wspélne r > 0 takie, ze dla wszystkich z € T

n!

|f™(z)] < — - D,

r

gdzie D jest pewna stala dodatnia. Stad
|f™M ()] <n!-R"
dla wystarczajaco duzej liczby R i wszystkich n > 1.
«: Sprawdzamy zachowanie reszt R, (z). Ot6z dla 0 < h < & rozwazmy |z — zo| < h i wowczas

n hn n __ n
|F™©)] < — ol Bt = (hR)" —— 0,

n—oo

(:c—xo

| R ()] =

gdyz 0 < hR < 1.

Twierdzenie. Funkcja f: T — R jest analityczna wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(3a>0) 3K >0) (Ynez) |f(n)] < Ke "

(tzn. wspolczynniki Fouriera funkcji f malejg wykladniczo do zera).
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Dowdd.

=: 7Z lematu mamy
3AR>0) (Yn>1) (VteT) [f™ ()] <n!-R"

Niech 0 < a < %. Chcieliby$my udowodnié¢ nieréwnosé
f()] - e < K,

gdzie K > 0 jest stala niezalezna od j € Z lub réwnowaznie
o0

i) g

n!

n=0

Wiemy, ze f jest (n 4 1)-krotnie rézniczkowalna, wiec

dla dowolnych j € Z\ {0}, n > 0. Wystarczy zatem pokazaé, ze
(n

o~ 1 a1
Z‘; TR D el

=0

Aby stala K istniala wystarczy, ze

00 (n)
Sl
n.

n=0

Mamy jednak |f(”) (t)| < nlR" dlat € T, a zatem wystarczy, aby

oo
n=0

n!R" >
n' . an = z:O(Ra)n < +OO,
n=

co zachodzi dla wybranego a.

«: Zakladamy, ze A
(Fa>0) 3K >0) (YneZ) |f(n)] < Ke "

Poniewaz a > 0, wiec 0 < e™®* < 11 stad
Z ‘f(n)‘ <2K Z(e_a)” < 400.
n=-—oo n=0

Zatem f € A(T), tzn. funkcja f ma sumowalna transformate Fouriera i w szczegélnosci zachodzi
zbiezno$¢ jednostajna szeregu Fouriera do funkcji f

=3 fmen.

Aby zrézniczkowaé ten szereg j-razy wystarczy wiedzieé, ze szereg j-tych pochodnych jest jedno-
stajnie zbiezny. Otéz szereg j-tych pochodnych jest postaci

il i nd f(n)e™.

n=—oo

Mamy
’njf(n)ei"t| < Kln|le~alnl
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dla wszystkich t € T, n € Z oraz uzywajac na przyklad kryterium d’Alemberta

oo

oo
Z Inffe~alnl = 2ane*‘m < 400
n=1

n=—oo

dla kazdego j > 1. Zatem f € C*°(T) oraz

‘f(j)(t)’ < QKinje_“”. (3)

n=1

Zauwazmy, ze funkcja

T xle”

jest malejaca dla x > é i

> —1
/ ey =2l . —e79®
0 a

—/ jriTl . —em M gy = f/ 2/ lem W dr =
0 0 a a 0

. o

J

== e dr < RI - j!
0

dla dostatecznie duzego R. Stad stosujac kryterium calkowe mozemy wyrazy szeregu z (3) od
pewnego miejsca poréwnaé z powyzsza catka. Pozostaje jeszcze oszacowaé odpowiednig sume po-
czatkowych wyrazéw szeregu z (3):

Ve @4 27e20 oo jled0 4o 4 fTehe (@)

gdzie k ~ % Przypomnijmy, ze . _
47 < const -37 - jl,

gdyz wykorzystujac kryterium d’Alemberta dostajemy zbiezno$é szeregu
—
= 37 - 4!

Zatem poniewaz e ** < 1 dla s > 1, wiec suma (4) jest ograniczona przez

j i\’ r . . P
i-(‘;) Zaj_H'j'j]<COHS‘U~$-]-3J~j!<R]-]!

dla dostatecznie duzego R.
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PRZYKEADOWY TEST EGZAMINACYJNY

Zadanie 1. Niech X bedzie przestrzenia Banacha (kula jednostkowa nazywamy domknieta kule o §rodku
w punkcie 0 i promieniu 1). Wowczas

O (a) kula jednostkowa w X jest zwarta w slabej topologii;

O (b) kula jednostkowa w X* jest zwarta w #-slabej topologii, jedynie, gdy X jest przestrzenia reflek-
Ssywna;

O (c) kula jednostkowa w X jest zwarta w stabej topologii, gdy X jest dodatkowo przestrzenig refleksyw-
ng;

O (d) kula jednostkowa w X jest zwarta w stabej topologii, gdy kula jednostkowa w X* jest zwarta w
x-stabej topologii;

O (e) kula jednostkowa w X* jest zwarta w *-slabej topologii, gdy kula jednostkowa w X jest zwarta w
stabej topologii.

Zadanie 2. Niech (X, || - ||) bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia unormowana. Wowczas

O (a) dowolne dwie normy na X sa réwnowazne;

O (b) X jest przestrzenia zupelna;

O (c) przestrzen funkcjonaléw liniowych na X ma nieskoficzony wymiar;

O (d) jezeli wymiar przestrzeni X jest réwny p > 2, to wymiar przestrzeni funkcjonaléw liniowych na X
jest réwny ¢, gdzie % + % =1;

O (e) zbidr {z € X; ||z|| < 1} jest zwarty;

O (f) istnieja funkcjonaly liniowe na X, ktére nie sa ciagle;

O (g) X jest przestrzenia Banacha.

Zadanie 3. Niech X bedzie przestrzenig liniowo—metryczna (nad R) z metryka przesuwalna d. Wowcezas

O (a) para (X, || - ||) tworzy przestrzen unormowana, gdzie funkcja || - || : X — R jest okre$lona wzorem
]| = d(z, 0);

O (b) poélprosta {tz; t > 0} (z € X, x # 0) jest podzbiorem ograniczonym przestrzeni X (w sensie
ograniczonos$ci w przestrzeni liniowo—metrycznej), gdy metryka d jest dodatkowo ograniczona (jako
funkcja);

O (c) metryka d jest réwnowazna metryce wyznaczonej przez pewna norme, o ile istnieje otoczenie zera
bedace zbiorem wypuklym i ograniczonym;

O (d) funkcjonal Minkowskiego dowolnego wypuklego otoczenia zera definiuje norme na X;
O (e) rodzina wypuklych otoczen zera stanowi baze otoczen zera.
Zadanie 4. Niech X bedzie przestrzenig unormowana (nad R). Wéwczas

O (a) jesli X jest przestrzenia Banacha, Xy podprzestrzenia liniowa, domknieta w X, f : Xg — R za$
funkcjonatem liniowym takim, ze f(z) < p(x) (Vz € Xy), gdzie p jest funkcjonalem Banacha na X,
to istnieje funkcjonal liniowy F : X — R taki, ze F(x) = 2011f(z) (Vz € Xo) i F(z) < p(2011x)
Ve X);

O (b) jesli X jest przestrzenia Banacha nieskonczonego wymiaru, 0 # M C X za$ podprzestrzenia
skoficzonego wymiaru, to istnieje f € X* taki, ze f|a # O;
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O (¢) dowolny funkcjonatl liniowy i ograniczony na X jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy X jest prze-
strzenig Banacha;

O (d) kazdy funkcjonat liniowy na X jest ograniczony, gdy dim X < oo;

O (e) jesli f : X — R jest funkcjonatem liniowym, to f jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy ker f = {0}
lub ker f jest podprzestrzenia gesta w X.

Zadanie 5. Niech X, Y beda przestrzeniami unormowanymi. Rozwazmy przestrzen B(X,Y) z norma
IT|| = inf{M > 0; (Vo € X) |[|[Tz|| < M|z||}. Wowczas

O (a) (VT € B(X,Y)) T = supygy= [T}

)
O ) (VT € B(X,Y)) |T|| = supu<1 1T, gdy X jest przestrzenia Banacha;

O (¢) B(X,Y) jest przestrzenia Banacha,

O (d) jesli operator liniowy T : X — Y jest ciagly dla pewnego x # 0, to T jest ciagly;
O (e) jesli operator liniowy T : X — Y jest ciagly dla x = 0, to T jest ciagly;

O (f) jesli S € B(X,Y), T € B(Y,Y), to |ToS|| = |T] -S|

Zadanie 6. Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha. Wowczas

O (a) jedli T : X — X jest operatorem liniowym takim, ze zbiér {(z, Tz, T?x, ..., T?z); x € X} jest
domknietym podzbiorem przestrzeni Banacha X?2°12, to operator T jest ciagly w stabej topologii;

O (b) jesli T € B(X,Y) i T jest surjekcja, to T'(Int C') = Int(T(C)) dla dowolnego podzbioru C' C X;

O (c) jesi T € B(X,Y), to zbiér {(x,Tx); x € X} jest otwarty w X x Y;

O (d) jesli f € X*, to albo f =0, albo f jest odwzorowaniem otwartym;

O (e) jesli T,, € B(X,Y) (Vn € N) i istnieja granice lim, oo Tz = Tx (Vo € X), to T € B(X,Y) i
T =lim,— oo Thy.

Zadanie 7. Podana nizej przestrzen jest przestrzenia Banacha:

O (a) 17 dla p € (0,1) z norma [|(2n )72, || = 32071 |2nl;

O (b) dowolna przestrzen Hilberta (z iloczynem skalarnym (-,-)) z norma ||z|| = ﬁ(m,x)é;

0 (c) LP([0,1]) x L([0, 1]) z norma [|(f, 9)[| = \/ (o Lf@)Pda)>/e + ([ |g(@)|e dx)?/a, p> 1, L+ L =1
1
O (d) C[0,1] z norma [|f]] = 5577 fy [f(t)] dt;
O (e) co (przestrzen ciagdw zbieznych do zera) z norma ||(z,)ne1 || = Sup,cy |Znl;
O (f) dowolna przestrzen unormowana, w ktérej kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny;
O (g) dowolna przestrzen unormowana, ktéra jest osrodkowa.

Zadanie 8. Podana nizej przestrzen jest przestrzenia refleksywna:

O (e) przestrzen Banacha X, dla ktérej zanurzenie kanoniczne n : X — X** jest izometryczne.

Zadanie 9. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:
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O (a) jesli X jest przestrzenia Banacha, to X jest réwniez przestrzeniag Banacha w stabej topologii;

O (b) w przestrzeni Banacha kazdy podzbiér wypukly i domkniety w stabej topologii posiada punkty
ekstremalne;

O (c) kazda skohczenie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni Banacha jest zwarta w stabej topologii;
O (d) w przestrzeni L?[0,1] z kazdego ciagu ograniczonego mozna wybraé¢ podciag stabo zbiezny;

O (e) w przestrzeni Banacha X kazdy podzbiér wypukly i domkniety w X jest réwniez domknigty w
stabej topologii na X;

O (f) w przestrzeni Banacha X kazdy podzbiér wypukly i domkniety w stabej topologii na X jest réwniez
domkniety w X;

O (g) kazdy podzbiér wypukly i otwarty w przestrzeni Banacha jest otwarty w slabej topologii.
Zadanie 10. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Wowczas

O (a) jesli domknieta kula jednostkowa w X nie posiada punktéw ekstremalnych, to X nie jest reflek-
sywna,

O (b) jesli istnieje funkcjonal liniowy i ciagly na X, ktéry nie osiaga swoich kreséw na domknietej kuli
jednostkowej w X, to X nie jest refleksywna;

O (c) dla kazdego zbioru K C X wypuklego i zwartego w stabej topologii na X istnieje element a € K
taki, ze zbiér K \ {a} jest wypukly;

O (d) kazdy zbiér wypukly w X posiada co najmniej jeden punkt ekstremalny;

O (e) w przestrzeni R? z normg ||(x, y) || max = max{|z|, |y|} domknieta kula jednostkowa ma cztery punkty
ekstremalne;

O (f) dowolny funkcjonal liniowy i ciagly na X osiaga swoje kresy na dowolnym podzbiorze wypuklym.
Zadanie 11. Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia unormowana. Wéwczas

O (a) zbidér A C X jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu (z,,)22 ; elementéw ze
zbioru A oraz dowolnego ciagu skalaréw (A,)S2; zbieznego do zera mamy lim,, oo AnZy = 0;

b) zbiér A C X jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy (3M > 0) (Vz € A) ||z| > M,

(

(c) zbidr {z € X; ||z|| < 1} jest otwarty, ograniczony, symetryczny i wypukly;

(d) w przestrzeni X mozna wprowadzi¢ iloczyn skalarny (-,-) tak, ze ||z|* = (z,z) (V2 € X);
(

e) dla kazdego zg € X, xo # 0 istnieje f € X* taki, ze ||f|| =11 f(xo) = ||zol|;
) jesli zbiér A C X jest symetryczny, to jest wypukly.

Zadanie 12. Niech (H,(-,-)) bedzie o§rodkowa przestrzenia Hilberta taka, ze dim H = oo. Oznaczmy
|lz|| = (x,ac)%, Wowezas

0 (a

) kazdy zbi6r ortonormalny w H jest przeliczalny;

O (b) norma || - || spetnia prawo réwnolegtoboku: ||z + y||? + ||z — y||* = 2||=[|* + 2||y||* (Vz,y € H);
O (c) lo1 + 2+ -+l = 21| + 22 + - + 2| (Var, 22, 20 € H);
0O (

d) jesli zbioér {z1,x2,...} C H jest ortonormalny oraz dla dowolnego y € H mamy » -, [y, z,)|? =
[ylI?, to {z1,x2,. ..} jest zupelny;

O (e) jesli M jest podprzestrzenia domknieta przestrzeni H, to kazdy element € H mozna przedstawié¢
w postaci x = m +m’, gdzie m € M, m' € M~+;

O (f) llz]] = sup,o |<|9‘”;|">‘ dla kazdego z € X.
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Zadanie 13. Dla dowolnej funkcji f € L'(T) prawdziwa jest nastepujaca wlasno$é wspélezynnikéw
Fouriera:

0 (a) a2 oo [F () = 11125
0 (b) (|f(n)])52, jest ciagiem monotonicznie zbieznym do zera;

O (c) (Ge=c(f) €R) |f(n)] < 77 dla kazdego n € Z, n # 0;
00 (d) limn—oe gty X5 F(3) = 0;

O (e) (f(n)i27 oo € P(Z).

Zadanie 14. Niech K, (t) =>"__ (1 — %)eijt dlan >0, t € T. Wéwczas

j=—n

iy ntl
O (a) Kn(t) = 22" dlan>0,tecT)\ {0}

n+1 sin%t
b) 5= [p Ku(t) dt =1 dla n > 0;

) Ky f(t) = 5= > n f(j)et dlan >0, t € T i dla dowolnej funkeji f € L*(T);
d) K, * K, = K, dlan > 0;

e) lim,, o K, * f = f dla dowolnej funkcji f € L'(T) (granice liczymy w przestrzeni L!(T));
) jedli tg € T jest punktem ciaglosci funkeji f € LY(T), to lim, . K, * f(to) = f(to)-

Zadanie 15. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie dotyczace szeregéw Fouriera dla funkcji z prze-
strzeni L?(T):

O (a) i Jr f(t)g(t) dt = > ez f(n)m dla dowolnych funkcji f,g € L?(T);

O (b) f * g € A(T) dla dowolnych funkcji f,g € L*(T);

O (c) szereg Fouriera dowolnej funkcji f € L%(T) zbiega do f (tzn. lim, . Sn(f) = f) w przestrzeni
L2(T);

O (d) dla dowolnej funkcji f € L3(T), lim, o0 0 (f) = f W przestrzeni L?(T);

O (e) ciag wspétezynnikéw Fouriera funkeji f € L?(T) jest ciagiem ograniczonym.

Zadanie 16. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

O (a) wspolezynniki Fouriera dowolnej funkcji klasy C? na T tworza szereg absolutnie sumowalny;

O (b) ciag (0,(f))52, jest jednostajnie zbiezny, chociaz, na ogél, granica nie jest funkcja f, dla dowolnej
funkcji f € C(T);

O (c) ciag (on(f))5%, jest punktowo zbiezny do f dla dowolnej funkeji f € C(T);

O (d) jesli funkcja f : T — R ma wahanie ograniczone, to (f(n)):2° € 1?(Z);

n—=—oo

O (e) jesli funkcja f : T — R jest r-krotnie rézniczkowalna (r € N), przy czym r-ta pochodna jest funkcja

ograniczona, to (f(n))>° € o(1+);

n=—co € O\[fr

O (f) jesli f: T — R jest funkcja analityczna (w sensie rzeczywistym), to istnieja stale K, a > 0 takie, ze
|f(n)]2°"! < K - e~Inl dla wszystkich n > 0.
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